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译 者 序 


在 汗 牛 充 栋 的 数学 手册 中 添加 一 部 有 什么 必要 性 ? 这 是 编译 出 版 每 一 部 数学 手 
册 时 必须 直面 的 问题 , 也 是 本 书 译 者 开始 承担 翻译 任务 前 的 疑虑 . 然而 当 仔细 阅读 
特别 是 译 毕 全 书 之 后 , 这 方面 的 疑虑 可 以 说 完全 消除 :本 书 是 一 部 值得 翻译 出 版 、 
推介 给 国内 读者 的 数学 工具 书 . 

本 书 最 原始 的 底 本 是 LN. Bronstein 和 K. A. Semendjajew 主编 的 俄 文 《数学 
手册 》, 由 Viktor Ziegler 译 成 德 文 后 曾 多 次 再 版 , 成 为 经 典 的 德 文 数学 手册 . 特别 
是 20 世纪 末 的 全 面 修订 、 改版 , 不 仅 涉及 具体 内 容 , 而 且 包 括 知 识 广度 和 类 型 的 更 
3r, 以 致 引 起 著名 的 牛津 大 学 出 版 社 (Oxford University Press, OUP) 的 关注 , 决定 
出 版 英 译 本 , 且 将 书 名 改 成 《牛津 数学 指南 》( Ozford User's Guide to Mathematics), 
并 由 牛津 大 学 教授 、 国 际 数学 联盟 前 主席 约翰 。 波 尔 作 序 . 

牛津 的 眼光 没 错 , 书 名 的 更 改 也 可 以 说 是 画龙点睛 . 英文 版 牛津 数学 指南 》 很 
快 流行 全 球 , 并 拥有 范围 广阔 的 读者 群 一 从 高 中 生 、 大 学 本 科 生 到 大 、 中 学 教 
师 ; 从 数学 专业 的 研究 生 和 研究 人 员 到 其 他 需要 数学 的 科学 (包括 社会 科学 ) 工作 
者 和 工程 技术 人 员 等 . 这 应 该 归功 于 本 书 区 别 于 一 般 数 学 手册 的 若干 特色 : 

1. 本 书 不 仅仅 是 数学 公式 、 定 理 与 概念 的 罗列 , 对 于 数学 各 主要 学 科 的 全 貌 有 
清晰 、 准确 同时 较为 通俗 的 介绍 ; 

2. 新 增 的 内 容 涵盖 了 数学 理论 前 沿 、 数 学 的 应 用 与 交叉 以 及 科学 计算 ， 使 本 书 
富有 时 代 气 息 ; 

3. 贯穿 全 书 的 历史 评注 和 背景 介绍 , 构成 了 本 书 特 具 文化 韵味 的 风景 线 ; 

4. 书 中 含有 大 量 的 例子 , 这 些 精心 编选 的 例子 对 于 帮助 读者 了 解 、 学 习 相关 的 
数学 内 容 (概念 、 理 论 、 应 用 等 ) 具有 典型 意义 , 是 本 书 的 重要 组 成 部 分 ; 

5， 本 书 内 容 的 取舍 , 兼顾 了 不 同 层次 读者 的 基本 需求 ,，“ 从 初等 的 事实 到 高 度 
成 熟 的 现代 结果 与 方法 ”, 但 避免 生僻 和 过 于 专门 . 这 是 本 书 具 有 较 高 可 读 性 的 重要 
原因 . 

总 之 , 本 书 可 以 说 是 一 部 多 功能 的 数学 工具 书 , 既是 一 本 完备 实用 的 数学 手册 ， 
同时 又 是 了 解数 学 科学 及 其 应 用 的 入 门 概 览 . 

科学 出 版 社 出 版 的 这 个 中 译本 定名 《数学 指南 — 实用 数学 手册 》, 是 在 德 
文 原版 与 OUP 英 译 本 相互 参 校 的 基础 上 完成 的 ， 中 译本 是 集体 贡献 的 成 果 . 从 功 
利 主义 的 眼光 看 , 数学 工具 书 的 编译 或 许 是 “ 替 他 人 做 嫁 衣 ”的 劳作 . 然而 每 一 位 译 
者 , 都 以 敬业 的 精神 和 科学 的 态度 , 义无反顾 地 承担 了 这 项 任务 . 正如 英 译 者 所 指出 


i 译 者 序 


的 , 英 译 本 纠正 了 德 文 原版 的 一 些 错误 . 但 英 译本 也 产生 了 新 的 错误 , 有 的 还 是 比较 
本 质 的 , 这 增加 了 中 译 工作 的 复杂 性 . 凡 此 , 译 者 们 都 严肃 认真 地 进行 了 比较 、 分 析 
与 研究 , 尽力 确保 中 译文 的 科学 性 . 希望 我 们 的 劳动 , 能 向 国内 读者 呈献 一 部 新 型 、 
实用 同时 有 一 定理 论 深度 的 数学 工具 书 , 一 件 科 学 的 “ 嫁 衣 党”. 

由 于 工作 量 巨 大 , 涉及 面 广 泛 , 以 及 译 者 水 平 所 限 , 中 译本 错误 与 朴 漏 也 在 所 难 
免 , 欢迎 读者 批评 指正 


中 国 科学 院 数学 与 系统 科学 研究 院 
李 文 林 
2011 年 10 月 


第 二 版 前 言 


把 理论 和 实践 联系 起 来 . 
G. W. #47 EK (1646—1716) 


《 托 伊 布 纳 数学 手册 》 第 一 版 取得 了 良好 的 反响 . 编纂 这 两 卷 参 考 书 的 宗 上 由 主 
要 在 于 , 明确 数学 的 统一 性 与 丰富 性 , 阐明 理论 与 实际 之 间 的 联系 ; 不 只 是 枯燥 地 多 
列 公式 和 结果 , 而 是 要 详尽 地 讲述 历史 根源 ,以 此 来 激发 读者 的 兴趣 .一 系列 的 读 
者 来 信 与 建议 表明 , 这 样 的 尝试 产生 了 积极 的 反响 . 在 此 , 衷心 地 向 所 有 提出 意见 和 
建议 的 读者 表示 感谢 , 他 们 的 提议 在 新 版 中 均 得 以 采纳 . 

有 这 样 一 个 古 希 腊 神话 , 克 里 特 岛 上 的 一 个 迷宫 中 生活 着 牛头 人 身 的 怪兽 弥 诺 
陶 洛斯 雅典 人 每 九 年 都 必须 用 七 位 年 轻 姑 娘 与 小 伙 来 祭祀 它 , 雅典 王子 忒 修 斯 自 
愿 前 往 , 成 为 献 佘 者 之 一 . 他 得 到 了 克 里 特 国王 弥 诺 斯 的 女儿 阿里 阿 德 涅 的 青睐 , 两 
ARABA. 阿里 阿 德 涅 给 了 趟 修 斯 一 个 线 团 , 他 进入 迷宫 后 将 线 团 一 路 展开 .不 
修 斯 杀 死 了 弥 诺 陶 洛斯 , 并 借助 展开 的 线 团 从 迷宫 中 顺利 返回 .阿里 阿 德 涅 线 团 帮 
助 这 个 年 轻 人 逃离 了 怪兽 的 魔爪， 我 们 的 工作 需要 运用 阿里 阿 德 涅 线 团 进行 启发 ， 
帮助 每 一 位 读者 在 知识 的 迷宫 中 找到 出 口 ， 阿 里 阿 德 涅 线 团 在 编纂 《 托 伊 布 纳 数 学 
手册 》 时 起 到 指导 性 作用 . 

希望 这 部 作品 今后 能 对 在 中 学 和 高 校 学 习 的 读者 有 所 帮助 , 对 广大 读者 的 日 党 
生活 与 实际 工作 有 所 神 益 , 并 随 着 时 间 的 推移 , 使 读者 对 相关 的 数学 领域 产生 兴 


编 者 
2003 年 8 月 于 莱比锡 


第 一 版 前 言 


1958 年 , 莱比锡 托 伊 布 纳 出 版 社 (B.G.Teubner Verlag) 出 版 了 I.N.Bronstein 
和 K.A.Semendjajew 原 编 ( 俄 文 )、V. Ziegler 翻译 成 德 文 的 《数学 手册 》. 至 1978 
年 该 书 已 出 到 第 18 版 , 1979 年 又 出 了 经 过 修订 的 第 19 版 , 修订 工作 由 G. Grosche 
和 V. Ziegler 负责 并 得 到 了 莱比锡 大 学 和 德国 中 部 地 区 其 他 一 些 高 等 院 校 的 协助 . 
三 十 多 年 来 , 经 过 在 工程 师 、 自 然 科 学 家 以 及 数学 家 中 的 广泛 使 用 , 同时 凭借 其 质 
量 以 及 托 伊 布 纳 出 版 社 对 这 部 著作 进行 的 不 断 完善 , 这 本 工具 书 已 成 为 科学 专业 文 
献 中 的 经 典 之 作 . 这 里 再 次 感谢 所 有 编辑 及 作者 为 此 做 出 的 贡献 . 

过 去 一 些 年 来 , 数学 阔步 前 进 , 飞速 发 展 . 促成 这 种 进步 的 一 个 重要 因素 , 是 功 

能 越 来 越 强 、 速 度 越 来 越 快 的 计算 机 的 制造 与 应 用 . 另 一 方面 , 现代 技术 向 工程 师 
和 科学 家 提出 的 极为 复杂 的 问题 , 其 解决 需要 高 深 的 数学 : 在 这 里 , 一 般 的 知识 已 
ARBOR; 在 这 里 , 纯粹 数学 与 应 用 数学 开始 相互 融合 , 边界 逐渐 变 得 模糊 . 
由 于 数学 学 科 在 信息 科学 中 的 渗透 , 以 及 数学 与 自然 、 工 程 学 科 日 益 密切 的 关 
系 , 对 这 本 手册 再 次 进行 全 面 编纂 成 为 迫切 需求 . 目前 这 本 《 托 伊 布 纳 数学 手册 》 适 
应 了 新 发 展 所 提出 的 高 标准 需求 . 本 书 描绘 了 一 幅 生动 的 现代 数学 图 景 , 并 且 面 向 
广泛 的 读者 群 , 他 们 包括 : 

e 高 中 学 生 和 大 学 本 科 生 ; 

e. 数学 专业 的 研究 生 ; 

。 工程 科学 、 自 然 科 学 、 经 济 学 以 及 其 他 需要 数学 背景 的 学 生 ; 

o 在 上 述 领 域 里 工作 的 实践 者 ; 

e. 教师 , 包括 中 学 教师 和 大 学 教师 . 

本 书 的 编写 充分 考虑 了 如 此 广泛 的 读者 需求 , 内 容 顾 及 不 同 的 层次 : 从 初等 的 
事实 到 高 度 成 熟 的 现代 结果 与 方法 , 同时 尽量 涵盖 不 同 的 数学 研究 领域 . 这 样 , 本 书 
在 纵 、 横 两 方面 都 有 相当 的 深度 . 与 此 同时 , 我 们 努力 做 到 选材 有 的 放 矢 , 对 基本 概 
念 的 解释 深入 准确 . 相对 技术 细节 而 言 , 本 书 对 这 两 点 赋予 了 更 多 的 关注 . 另外 , 数 
学 概念 与 方法 的 应 用 在 发 展 中 起 着 重要 作用 . 

书 中 插 有 许多 关于 数学 成 果 历 史 背 景 或 更 一 般 地 关于 数学 成 果 产 生 时 代 的 评 
注 . 除了 这 些 遍布 全 书 的 评注 , 书 未 还 附 有 一 篇 详细 的 数学 历史 概要 . 这 些 史实 说 
8H, 数学 并 非 一 堆 枯燥 乏味 的 公式 、 定 义 、 定 理 和 符号 游戏 . 相反 , 数学 是 我 们 的 文 
化 的 组 成 部 分 , 是 人 类 思维 与 探索 的 绝妙 工具 . 数学 使 我 们 能 在 诸如 现代 基本 粒子 
和 宇宙 理论 这 样 一 些 前 沿 领域 取得 进展 , 这 些 领 域 远离 人 们 的 常识 范围 , 不 借助 数 
学 模型 是 不 可 能 理解 的 . 


vi 第 一 版 前 言 


Til 


作为 引 论 的 第 0 章 收 集 了 基本 的 数学 概念 和 事实 , 这 些 概念 和 事实 往往 是 大 学 
生 、 科 学 家 及 其 他 方面 的 工作 者 需要 参考 的 . 例如 , 一 个 医学 院 的 学 生 可 以 在 这 里 
找到 关于 数理 统计 方法 的 基本 介绍 , 而 这 很 可 能 对 他 撰写 学 位 论文 的 统计 部 分 不 无 
帮助 . 随后 的 三 章 介绍 数学 的 三 大 基石 

一 分析， 

一 代数， 

一 几何 . 
接 下 来 一 章 是 关于 

一 数学 基础 (逻辑 和 集合 论 )， 
该 章 的 设置 考虑 了 低 年 级 学 生 的 需要 和 困难 . 最 后 三 章 涉及 最 重要 的 数学 应 用 领域 ， 
即 


一 变 分 理论 与 最 优化 ， 

一 随机 数学 (概率 论 与 数理 统计 )， 

一 科学 计算 . 
现代 超级 计算 机 提供 的 机 遇 彻 底 改 变 了 科学 计算 的 面貌 . 今天 的 科技 工作 者 们 , 不 
论 是 数学 家 、 工 程 师 还 是 自然 科学 家 , 无 不 在 计算 机 上 进行 广泛 的 实验 , 这 使 人 们 
有 可 能 在 那些 发 展 尚未 成 熟 的 数学 领域 中 通过 大 量 实例 来 积累 经 验 , 对 理论 数学 的 
发 展 提出 全 新 的 问题 , 给 予 新 的 刺激 ， 本 书 最 后 一 章 即 涉及 现代 科学 计算 理论 , 这 
方面 的 内 容 出 现在 数学 手册 中 当 属 首次 , 而 正如 前 述 , 现代 科学 计算 已 给 工程 科学 
带 来 革命 性 的 变化 . 

近年 来 随 着 软件 系统 的 迅猛 发 展 , 所 有 日 常数 学 任务 均 可 借助 个 人 计算 机 获得 
解决 . 这 在 书 中 相应 之 处 都 有 说 明 . 参考 文献 中 在 关键 词 “ 计 算 机 数学 ”下 , 读者 可 
以 找到 有 效 运用 软件 系统 及 数据 网 的 现代 文献 . 

书 末 精心 编制 的 参考 文献 , 便于 读者 对 所 涉及 问题 查阅 现代 文献 , 根据 需求 从 
中 选取 普及 性 抑或 对 专业 程度 有 更 高 要 求 的 著作 . 

对 于 希望 深入 探讨 数学 及 其 在 信息 论 、 运 筹 学 和 数学 物理 方面 的 应 用 的 读者 ， 
我 们 推荐 《 托 伊 布 纳 数学 手册 . 第 II 卷 》, 该 卷 包含 有 下 列 章节 : 

一 数学 与 信息 论 ， 

一 运筹 学 ， 

一 高 等 分 析 ， 

一 线性 泛 函 分 析 及 其 应 用 ， 

一 非 线性 泛 函 分 析 及 其 应 用 ， 

一 动力 系统 一 一 时 间 的 数学 ， 

一 自然 科学 中 的 非 线性 偏 微分 方程 ， 

一 流 形 论 ， 

一 黎 曼 几 何 与 广义 相对 论 . 
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一 李 群 、 李 代数 与 基本 粒子 一 一 对 称 的 数学 ， 

一 拓扑 学 一 一 定性 的 数学 ， 

一 弯曲 、 拓 扑 与 分 析 . 

编者 衷心 感谢 托 伊 布 纳 出 版 社 的 同事 们 在 本 书 出 版 过 程 中 给 予 的 合作 . 特别 要 
感谢 Dorothea Ziegler 女士 细心 内 行 的 编辑 工作 . 编者 还 愿 向 莱比锡 大 学 数学 与 信 
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.如 非特 殊 说 明 , 本 书 中 所 有 和 角 都 为 弧度 制 . 

， 原 版 书 在 正文 中 提 到 xx 节 或 x.x.x、x.x.x.x 等 小 节 时 ， 大 多 数 情况 下 未 加 
^H nh pP" 提 到 公式 (x.x) 时 也 未 加 “ 式 ”. 原文 版 这 样 的 表述 非常 简洁 . 
在 不 影响 阅读 的 前 提 下 , 中 文 版 予以 沿用 . 

.原版 书 还 有 一 些 与 国内 习惯 用 法 不 尽 相 同 的 情况 , 例如 : 乘 号 不 用 x 而 用 . ， 
在 不 引发 歧义 的 情况 下 , 中 文 版 也 予以 沿用 . 

.本 书 设 有 数学 历史 概要 、 参 考 文献 、 数 学 符号 、 基 本 物理 量 纲 、 基 本 物理 常 
BL. SI 词 头 构成 表 、 希腊 字母 表 、 人 名 译名 对 照 表 等 实用 附录 . 

. 书 末 设 有 按 汉语 拼音 排序 的 详细 索引 ， 可 供 读 者 查 检 、. 


1) 此 使 用 说 明 为 本 书 中 文 版 出 版 者 所 加 . 一 一 编者 


译 者 序 

第 二 版 前 言 

第 一 版 前 言 

使 用 说 明 

| gebe t aquas WMI us cuota eene dd aon Vapor s Ady odd aii ids d ta Reign 1 

第 0 章 公式 、 图 和 用 3 

mi Co de co ey ne 3 
Qld 学 证 3 
QU EEF wearers tate Rudi ss a aia e D Russie n m obe ween X d bd er ems 5 
013 平面 图 形 的 面积 与 周 长 ees 7 
0.1.4 立体 图 形 的 体积 与 表面 积 SUG OSS Giaa Ves SSO essen RR dne Rd Ha 10 
0.15 TES PRR AERE 12 
0.1.6 n SERRA ARRAS ETE eA 13 
0.1.7 平面 解析 几何 学 中 的 基本 公式 eee 14 
0.L8 空间 解析 几何 学 中 的 基本 公式 eee 23 
[P E TERT qr SERERE 24 
Dii dS NAA eccesso Ce ee eee ee ehm 26 
ÜJLIL EE IREEN ann pisia di eiaa s e iae hee es ve ale Y PER 34 
0.12. 在 行星 运动 中 的 应 用 一 数学 在 太空 中 的 一 次 胜利 e n e 38 
02 FRE el aren.  ——— 42 

UP REEL. dir c eccosc ce vss squenag eye abay pT Ne TEE Sa ame eae 44 
QUEE cd irae k sea bes sine m 46 
023 PRG Bn occ eae mana eas aad ERE PIELAN ETT EEA 46 
ODA A e n ri 48 
COS KRL @ MA «sen sa casum tiic rini arme 48 
OD NN re ens 50 
09:7 PIRA eem in sm e eatem imis 51 
0.2:8 [Ese RARER cess esa sees sas tis ao may Ri aa SWEET seh metn 52 
030 TEN Sp dins seien sci Roe eme orc testem E Ps eqs dne 58 
0.2.10 双 曲 函数 sinh x 和 cosh zB 61 


0.2.11 双 曲 函数 tanh x 和 coth ze eee eee eee 63 


0.3 
0.4 


0.5 


0.6 
0.7 


0.8 


0.9 


0.2.12 FEF RB e nee ee eee eee eee es 64 
0.2.13 ”上 反 双 曲 函 数 eee teen eee teen nes 66 
0.214 ZIJA eH ene 68 
0.2.45 AMAA eee] e nen 69 
数学 与 计算 机 -数学 申 的 第 命 ee m m eem 73 
数理 统计 表 与 标准 过 程 2e 74 
0.4.1 WE (试验 ) 序列 的 最 重要 的 试验 数据 ee 74 
0.4.2 Sie BERE e 76 
ELE a RICCOTITIDDI Ur 78 
044 测量 序列 的 统计 计算 e eee mee " 
0.4.5 WAMEFIKA EE T9 
0.4.6 ”数理 统计 中 的 表 … 82 
特 弥 函数 慎 表 sei 97 
051 P HR TQ Fl ih rem mme mes 97 
0.5.2 BERRA QUK UBER RY) eee e 98 
0.5.3” 球 函数 ( 勒 让 德 多 项 式 ) Te 102 
0.5.4. | Gs eme ee een 103 
055 ”积分 三 角 函 数 与 积分 指数 函数 S 105 
0.5.6 菲 涅 耳 积分 ET OC TERI LEE or PP eeee ee ier cr CPE ec 107 
0.5.7 ”函数 [| ea "——— Q ————— NR 107 
0.5.8 角度 向 弧度 的 转化 tm 108 
TROP AUOD BEBE erem rmm nmm nn mme 109 
Pe sap A M PEPPER MUT 110 
ÖZIL RRAN ee eene ne amosen s ers resas em susa o surea iiaa 110 
OTZ FAs PEE 113 
CTI MRE, «ss emcees sees s remo neaaay EIEEEI ey aera ENEN E ER W 123 
0.74 MEHA ce ee menm mm 126 
Q5. FEST bias kaemst i E ek dmm mh a G maemo Ws oo een nae A 131 
PRAM ERAW APSE oss a sua n ye ces aE RG Eee ames sas paa HUE ya EEE EROS 132 
08.1 et ce 8S Gt emm mem nm 132 
0.8.2 HE E ERE CA ED] pp 134 
0.8.3 BAB BER EN A 136 
积分 表 e nne Henn 138 
0.9.1 SERRA BRS} IA 138 


H K xi 

E a a i MN 
0.9.3 有 理 函 数 的 积分 sad NESARA KESET AEA ouium re ewe Od e 143 
0.9.4 重要 代 换 b EROR ELO EAD a loci A obs RS re nse Xe qr eS 144 
0.9.5 不 定 积 分 表 ires gs WIRE PESE RUIAEESBEDU, BEES EEC 148 
Q.D SERIA age 182 
OUU FPA HE eese errem en erae a EREIIDI SÉ G D PE EZ IN Tira Socom 187 
0.10.1 傅 里 时 变换 BENE PUSS T Rubus ir V ui ooa Ud oodhrr ook SANE S 187 
0.10.2. TUXEPRBEHRMA LLeeecmsemes scirem emmyses sis LETETT TETT 198 
0103 d EET c 210 
52831 x Re ne et i A 214 
Ll MEA aenta kie c MOREE Re iaa ciere seduce ea sack ry 214 
INE C lI crc EP 214 
NND CILE 221 
1.1.3 在 振荡 上 的 应 用 i 226 
Li SERA e eeeeee yoo SE 6 de kopae nd ee es umn 227 
BEG 对 不 等 式 的 运算 disered kaiaa ap HON KE ws On Same MoE aK a RIS IE 229 

1.9 EARE ssi yy Dy 231 
es EE 231 
12.2 ”实数 的 希 尔 伯 特 (Hilbert) Nm te 232 
1.2.3 实数 序列 DET Rguucis a a sc ETRAS D: qa HA. A lassa Era x c2 RUE 235 
1.2.4 序列 收敛 准则 i 239 

1.9. MAR ms 2492 
T1 一 个 实 变量 的 函数 avec E E VE AW GRISE HA HW AWE raai a a anam dika a 249 
1:3.9 度量 空间 和 点 集 BRT idden qd AUREIS U hee ode AVPRDNE 9 9.8 TEES 248 
1.3.3 多 变量 函数 ve ndo TT A LE CER TS Re vee ee we i e 253 

1.4 一 个 实 变量 函数 的 微分 法 i 256 
Lely ee md i a ecco 256 
14:5 RENE TEC TI" 258 
1.4.3 递增 函数 和 递减 函数 siet yevea e| c RI SORROW ERISNEA err bee a Eme 259 
LAA RENS Issa UR ERRR ber et bath ers eR EX 261 
1.4.5 泰勒 定理 和 函数 的 局 部 行为 i 263 
14.6 SEED - erem as Rees a erm rk mes era 273 

INE Dur UL MITTIT 274 
TSU | RE A E 274 
WD PERIA c 558 dicen eevee Senn ane owe arene AC wheels EERE? 276 
15:8 MEP] e— occas ee ge 25a ea Eie Er Rem tres 279 


15.4 GAOT BJAESRIBNERE RR 281 


xii H E: 
1.555 XFAR eem eem Rmus 284 
15o D D) SEEEERSLTEESO TETTE OTT. 285 
ERG ME esc ad ieai erba esae le TER ERIZISCPUMEEYIPPTA 287 
15.8 m PRES SRE oo eee eee ie mwemenam mee de consumes 289 
159 FEET LIAS erem mehr mem 290 
1.5.10 弗 雷 歇 微 分 和 292 
1.6 SRSEAEBEEINIARAR ee 303 
E INE vj 5 RIP LE 303 
IB NE BRI TFC 308 
1.0008 MERE oes esauesasst sso pi 309 
1.6.4 分 部 积分 法 Rie uade Pen auro terio RA oot a AA Wid E dad 310 
I NE C HIP 311 
1.6.6 JAI EBEBIE enne nre em meme nme 313 
16T FEF RGR AASS eme eere eme ER RE a Sa Re rn 314 
1.6.8 柯 西 主 值 OCEEERRERETA T CUERO NU COURT TTE 315 
1.6.9 对 弧 长 的 应 用 i 316 
1.6.10 ”物理 角度 的 标准 推理 317 
1.7 多 实 变量 函数 的 积分 TEMP 318 
LTI ARMAR snaps iipit eiee cae der ou smears oq PRAM ripae d Lo acd 318 
1.7.2 积分 的 存在 性 ————— G AEE Ea GAS ROEM AS SERRE BETES 397 
和 329 
174 卡 瓦 列 里 原理 ( 累 次 积分 ) eee 331 
1.7.5 AR sese sag d Y IEEE EIEE ET E AF ERA AUMUAMM S Car d cs rh 332 
LT.6 ” 微 积分 基本 定理 (高 斯 -斯 托 克 斯 定理 ) eee 333 
LET ! TAM 4e TT 340 
有 342 
LTO RAJK eere inia samen cae cada cones pena metn 343 
1.510 CRABB TR PEG eere eee eiiim mes ak i mem tnr 346 
1.7.11 依赖 于 参数 的 积分 si 348 
RS Pup ses aurei tint omes sane nas e oewen uva Smid Sea SHORE ESE 349 
183. HERPA eee ria mee sei ro eR metr 349 
D NE I O T cm 350 
15289 THEE FS eee meme wk kept Rada Sce 352 
1.9 向 量 分 析 与 物理 学 领域 .pp 354 
1.9.1 速度 和 加 速度 ee AO ae RRND M oo ee a RUSE N BER Saw 355 


19.2 SABE. BEHERUEHE ceo arem mem aem ene 357 


H 3 xiii 


103 FEAR EHI eere emen os pe ey emma BY £24 0% ane 359 
= le pe - ellen mm mmm 360 
1.9.5 Jj 势能 和 积分 曲线 PETEA EA a A ios wtb a pte tene NES EX aoc 364 
19.6 ”对 力学 的 守恒 律 的 应 用 MR 365 
1.9.7 流 、 守 恒 律 与 高 斯 积分 定理 .pp 367 
19.8 YE, 闭 积分 曲线 与 斯 托 克 斯 积分 定理 eee 369 
19.9 根据 源 与 涡 确定 向 量 场 (向 量 分 析 的 主要 定理 ) .… 370 
19.0 ”对 电磁 学 中 麦克 斯 韦 方程 的 应 用 371 
1.9.11 经 典 向 量 分 析 与 嘉 当 微分 学 的 关系 eee 373 
1.10 无 穷 级 数 Make ved oH s REPRINT. EYES 4.0 S WRITS BY EE EEG SCANS ee Eur esent 374 
1.10.1 收敛 准则 hd he dt oaa ha ITI dd AET 375 
1.10.2 无 穷 级 数 的 运算 Te A AES E 377 
1.10.3 Fe oy Br (EPA ESI aces jon EY dod dom SA dr d aE a wR Sii 380 
1.10.4. EMEI nes ceca eae secs seo reme rhtu anon ences 382 
1.10.5 发 散 级 数 求 和 PX Utansucva eae Us t vetet Rcs Da d a AA de oe 386 
11606 rn. IIT 386 
1.11 积分 变换 E SLES ERU EOd nac xb Eu weed en OE Kn UC fesdpibasatd o HAE eire 388 
LILI AARE e eem ceca aem ema ice ad EE Y Rn 389 
1411,2 TEIBDPAEMR eens es aodunn kosteaa waived meten ems 394 
1.11.3 Z 变换 Mada vedia ee eee ee ee Tee ee ee ee eee 399 
iio ADINE one en e425 came ANS Koon aaa 403 
1.12.1 引导 性 的 例子 E EEEE ET AEE EEEE A ETE 404 
1.19.9 EN iiec setae deiade reti pe Ped en dd à 412 
INPISEEE DIBIE d dpa PEE 421 
1.12.4 初等 解法 OL LESS EPROPS LS EE LER Seren a 4 boo eeER Nn ewe N 431 
1.12.5 ny FA 8 sim ER EE EEEE E Koha s eRe EMRE AY ER ERR al gS 447 
1.12.6 ”线性 微分 方程 组 和 传播 子 eem 451 
1-197 稳定 性 PE QS Abs pemPr A a bo Map yea etn 4 ea 455 
112.8 Xl REESE eee 457 
LEO SS erue see pieno) Dad atiis dae eed atem q pee REN 462 
1.13) 信众 分 方程 em 466 
1131 数学 物理 中 的 一 阶 方程 .pp 467 
1132 WPA TBR GEE e ee 494 
ld8:9 REBUY eicit san a pen inem eek cole x 510 
1313.44 SSPE PER CAPER «rem ee rn 519 
LT | RE Re (essamasitiees esee errem ema e 521 


xiv H 录 

INCEE-L SL EEITEPETIPL Tm 530 
fen ie RRE PERI 531 
LIAD BAA ccssesss same snagetessseawmea TIED 532 
1.14.3 微分 pEsbolcdfpsapa/d 2/5 8 Wok od dus end 4. oa arie wen aret ad ran 92 d uie d ae 533 
A eco em ERE EAR S Gg R a TRIE EEE 535 
1145 MAARE R «eee nn memnmemnememme 538 
114.6 PHBA BEAR e 541 
1.14.7 RAHAB -annonsene ure eee ete eens 547 
1.14.8 映射 度 PLERESRSESROBUQUDEIUAVRENGR WRITES REET EE OS A Pee? ATA 549 
1.14.9 EFC A HEL AOR e 550 
1.14.10 “双全 纯 映 射 和 黎 曼 映射 定理 eee 552 
itii ee ee ane 553 
1.14.12 ”对 调和 函数 的 应 用 IH 561 
11433 ERADAN e 564 
1.14.14 在 静电 学 和 静 磁 学 上 的 应 用 eee eee 567 
1.14.15 ”解析 延 拓 与 恒 等 原理 568 
1.14.16 ”在 欧 拉 件 马 函数 上 的 应 用 ee eee eee eee 571 
1.14.17 椭圆 函数 和 椭圆 积分 572 
11418 ” 模 形式 与 P 函数 的 反 演 问 题 … eee eee eee eee 580 
111439 BEBE ee mm HMHMHH mI 582 
134.90 ARMIJE eee cmm ehem ee 590 
11421 ”在 高 斯 超 几 何 微分 方程 上 的 应 用 :0m 592 
13439 在 贝 塞 尔 微分 方程 上 的 应 用 592 
114928 SZ EAPEER (essence eene eR hh hamehsciv iue esegue 594 

C E EE coc m ——————— 597 
OI AJA raS sextus C womeles Rr AORAR RC SI:dT 597 
STI AA ri annk eA E i EW ea i Pa ah aA 597 
2.1.2. FPA seem reir h a KOMAA E TE SONES TEA 600 
DVB FERE -r wes ——— 604 
DAA 线性 方程 组 ee me nines A ea ERNS 609 
AG: BST ATG se oe eaten a ccc LEER 614 
2.1.6 ”代数 学 基本 定理 (根据 高 斯 的 观点 ) …… ees 616 
217 NA AXE eem es 623 

22 ERE e ee Hen e] e 625 
2.2.1 ABER TÉ 204% 2h ORS eT oo SRS BH EE 294 AONE FEE Te mue A BRE 625 


2.3 


2.4 


2.5 


2.6 


uh 


228 JBA EE 634 
人 636 
PEUNMEE oos PER 636 
232 APERA] exes swung I ITE x ainne ne cove ds oa dame re zr sg 637 
DOG FEHB RCS® PE 640 
954 线性 空间 的 计算 SRE USOSEREDT S 2a a ea A UE ad V eas ad anime oy ae 644 
DEM ME Iu c ——X—X——— HÓÓR 648 
AREE ERI sermons kae TS MARI EH ETE Shae cese mem make Du i Ee RR ER 649 
2 0 650 
9.4.2 多 线性 型 的 计算 OES ULIS Lada cca ons PiopRadeqi des 650 
DUELO PEPE TNE aap ai canned Ae hemes ws geen i 656 
DAA - PERPE CE 661 
SaL IE tu dae xr o poe Damowed Ober YER BEER E YTRR TAA e v: 662 
PINE M aea ea OT r4 E SANGRE verter nwo ion vv oda ta laca 662 
Bll Fee eee Aaland Sead wei IHRE TAS a amposUETE TEILT eRe Ets 663 
DERE ER on ce aw seme sas Ea d REESE RE TAG Ga Coque sm s ERR Ra Te SERRE 669 
RE Ned 671 
WF BLER SFR BOT EE eI 674 
261 =P ATN OR EP 674 
2.6.2 伽 罗 瓦 理 论 的 主要 定理 piers HA $44 SEES Rites Bee TAa eaa ae 675 
2.6.3 广义 代数 学 基本 定理 Sack gae Süd ee AE RGG GA uH P REE PENS OGIES BES 678 
2.00A. dad SK AS eres rn emn mmm oes 679 
2.6.5 Hes Hl fey READE EH Ree 680 
PENES M eens sd 681 
EE OT 684 
a ova os 685 
279 WOT FP ce vc cams iien seme rr ee ecc cp ERI 686 
0458 SERIA eesereemiesakteuscemm e igy a ERE ER os aura vedas 689 
OU IMENI eeevsomeseussusséamemero eee mme er ch mo or 695 
2.1.5 用 有 理 数 及 连 分 数 逼 近 无 理 数 ee eee ee te EE A trieste 698 
O76 PERE ennei sas FEUMAN N TENU mens rette une vas aan s 703 
ETAT SOC BUE amens crece e raa NEEE ETES iis 706 
PS EE YD RECTE 710 
2.7:9 PART Aem eA 713 
2.710 数论 中 局 部 -整体 基本 原理 eI 714 


STI MAMATE E v eene rmm m beers ik d emu 715 


xvi H 录 

2.12. WA ORM ei ciii ementi esa metn 717 
237.13, MHAIN ee eee tees n 720 
2.7.14 ”一般 数 域 的 希 尔 伯 特 类 域 论 ee e 720 
W3 ee ee ee ee aaa nme ts 722 
3.1 ”由 克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 纲领 所 概括 的 几何 学 的 基本 思想 ……………………… 722 
39 I MINE PEE 723 
3.21424 PHA + verse ces es we eee eser mes 723 
3.2.2 对 大 地 测量 学 的 应 用 «en mI 731 
32: DRA) AS esce ss sree ve poms ace e ees cem d RE os aw es 734 
3.2.4 对 于 海上 和 空中 旅行 的 应 用 ee Tee ee eee ai ia 738 
3.2.5 几何 的 希 尔 伯 特 公理 eene tnt om 
32.6 欧 儿 里 得 平行 做 理 ee ee eee 744 
337 APREL o seem 144 
32:8 SERRATE eme mmn metn 745 

3.3 向 量 代 数 在 解析 几何 学 中 BINH] e HII TAT 
331 FMH PJZ mmm mA 748 
3.82 SHE HAAA e eee eee tee eee d tisa paias 750 
DIRS) AA aa cen cane kaw aee EAA RTA once DEA ANRE 751 

3.4 EJL (运动 的 几何 学 ) He PLT SVE MERE SD DSP aes RIOR ES RENIE es 752 
3.4.1 PBALBBSESIE eee m Rm 752 
824.2. MARE o eene nerui EE ENE Wee yD REE aa e 753 
BMS) PATA EE EET EET E T LOT 755 

35 BIB Eee mem nena comm ges TERNE ada 759 
35. AAAH ams seu ake m 759 
8.59. PPPE wwe os isum e aas eah in cree mw REESE E 761 
3:58. m AEI RETE] sees sooner 762 
&54 nJEBHAE]..ec4 ee eminem ee 763 
3.5.5 SATA LADS BAPE eee ene eles 764 
SR ee 767 
3.0.1 PM HEN eevee esas somesscouksaüaacasssiiRiee ee dae ea oe 768 
36:0 SHAE ae ee tam e 774 
3.6.3 ”高 斯 的 曲面 局 部 理论 see TTT 
3.6.4 高 斯 的 曲面 整体 理论 ee 786 

3.7 平面 曲线 的 例子 787 
ST BLEELHUBBNEECe| coarse ehh m meer tremite ime 787 


37:2 渐 届 线 PT ee ee ee ee ee Te ee rT ee ee ee Ce 788 


3.8 


3.9 


第 4 章 
4.1 


4.2 


SU E LU ee 789 
3.7.4 惠 更 斯 的 电 物 线 和 悬 链 线 eee eee ee ERA ne 790 
37.5 ” 伯 努 利 双 纽 线 和 卡 西 尼 卵 形 线 eee 791 
B76 FABERGE e vee es cg vw asemccnann eas otsegnaseiaebnnesscns 792 
SUNEE o CIE Sn 792 
3.7.8 射线 曲线 ( 蚌 线 ) ET 793 
BOO o o pec TEE 795 
ARB LAY rs T 799 
8381 BRAS FARE IEEE 799 
3.82 平面 曲线 的 例子 UPGHAÜREERUAS c sex are iis RUE RU KA a a aca 807 
383 对 积分 计算 的 应 用 eR 811 
3.8.4 平面 代数 曲线 的 射影 复 形式 esses 813 
385 PYRE HY pe oa epee. "E 817 
3.8.6 ES A Lay ihe Net) PRES q4 Ri Gfacuusshea gk ca iSi EY S SEPA 820 
3.8.7 解析 集 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 eee 827 
IBS: BRIE om 828 
3.8.9 现代 代数 几何 的 代数 化 PERRO a UBI HORACE ES KR EAR m nm oan indie a 829 
DEI JF PME 835 
BOLL dE EP "EE 836 
3.9.2 本 几何 、 希 尔 伯 特 空间 和 基本 粒子 … eee 838 
EE E EEE sse seg Sama v sl 845 
3.9.4 闵可夫 斯 基 几 何 dE LIT AE eae Rae D pea Hie 849 
3.9.5 对 狭义 相对 论 的 应 用 HODES ne ee crete hed ( aa HTT BEE dees 853 
3.9.6 WEBEL ABR S sse 859 
XQ URGED ee aeo entem e a3 Y II E RERG illl 868 
ODD MEE OUT EX 868 

BORSE «eiie mne] ELE EL NX I lll 871 
学 的 语言 eesckaa EA nee ct iter ge NS EE o cec ten br 871 
4.1.1 真 命题 和 假 命 题 KE c rr TII 871 
AD) BE EI EE 872 
4.1.3 重 言 律 和 逻辑 定律 RE Lm 874 
EHR YF ZI E 876 
1 间接 人 证明 876 
429 HAIEI ciet ates e rax mer pa Gc Elio un 877 
Ach ME EERIEBE] sone x rota Durst dn ERE Redde s Pas ict Fn Eo 877 


xviii 


4.3 


4.4 


4.5 
第 5 章 
5.1 


5.2 


5.3 


5.4 


42.5 计算 机 时 代 证 明 的 必要 性 pp 879 
4.2.6 不 正确 的 证 明 i 881 
IREE e ee ee ee are 883 
431 EAMA eene eee ehh ee memes ANTAA 883 
43.2 集合 的 运算 eem 884 
43.8. Bi vero weet eei ee ihe heme] enn heme deed 888 
43.4 集合 的 等 势 eere eem 891 
4.3.5 关系 892 
PER ME C OPE 894 
TOBRYESE een hmm hh hne) he eni 895 
44.1 命题 逻辑 e 896 
4.4.2 谓词 逻辑 eee II 899 
4.44.8. 集合 论 的 公理 eee n 900 
AAA PaA E mmm memes 902 
公理 方法 及 其 与 哲学 认识 论 之 关系 的 历史 ee e 905 

变 分 法 与 最 优化 e eben erate eee beeen tee v erro e eee ebies 908 
单 变量 函数 的 变 分 法 e 908 
Sll ASR eee memet ee eem mms 908 
KIZ BER esee em enn nmmemem mh emememem ee eee ne t em 912 
SEE. "t D I COT ILL S tend 918 
CIN GE FI IPRC eL 923 
5.1.5 JASEBRCMBIBTEA ARE I 926 
5.1.6 ”和 带 约束 问题 和 拉 格 朗 日 乘 子 929 
Dy 用 930 
518 HAURA secas mmi ind mn Era ek Rep c sn 933 
Zub E ERI PA e eene eee eme ener teamed Sees tme 934 
5.2.1 ” 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 eee e 6I 934 
5.2.2 应 用 i 934 
5.2.3 WARE Wa US BA B3 See 938 
jai IIIA 938 
53.4 ”贝尔 曼 动 态 最 优化 eI 939 
5.3.2 应 用 940 
5.3.3” 庞 特 里 亚 金 极 大 值 原理 942 
5.3.4 应 用 943 
经 典 非 线 性 最 优化 945 


541 局 部 极 小 化 间 题 i 945 


5.5 


5.6 


第 6 章 
6.1 


6.2 


目 录 xix 


5.4.0. SRM IR] BOR E Re 946 
5..3 FBTR) KEM eee 946 
GAA 列 于 乙 道 的 雇用 :iyi ba Chee erm memet n kn 947 
54.5 带 约束 的 问题 和 拉 格 朗 日 乘 子 eee ees 947 
5446. PEINE] ecccceiciesoceeersuskixtte teg em yee tena 949 
BILE EE Ver rsen sas aeu Usi dIPTIaA RR MARRY S 950 
548 MERAN nene ceca emet Ee oa E aa aene 951 
RE E ehh ts lel Y i dp 952 
5.5.1 基本 思想 iy an Sk NO teeter BGA EEE IF ai RM ISEXSQd S ZirTRES Blindness owe a 952 
5.5.2 ”一 般 线性 最 优化 问题 eee 954 
5.5.3 ”最 优化 问题 的 标准 形式 和 最 小 试验 957 
DU Mpe ces uitis EEE kei e eem nee bes Ub oc d 957 
DINE OU" E E PPP 958 
5.5.6 GRE. eee imeem rete tree cta 961 
5.5.7. SERERE Rm 962 
5.58 QERETI nwa die eue eda mem etam ee 963 
ZEPERHMNAEBUM B] $e eene nme nme rege mes 963 
5.5.1 ARAE [HE eoo eere tab errem eese 963 
D.0-9- "YRECRIEI RII 8 SEES ta oni ee oetkeg ees AG How ee paS Ls F588 REU 964 
5.6.3 ”资源 或 产品 的 分 配 问题 eR 964 
5.6.4 设计 间 题 和 轮班 计 世 RR 965 
E dcs cz P P 966 
随机 演算 PL SHUI EN ee! na sa aati — € 974 
Es ASHI EU Denuncia E iR Renew E a cw av anne’ 976 
61I 十 时 全 976 
CLD THREE E cc ecu seme payee de aw RREDATE baba wmlemm n 978 
6.3 BEEGHBSRIBAEXH- sm 979 
GLA RERI rorem epit EET NALE Sé mda 980 
GAS APPR REP EE 983 
6.1.6 在 经 典 统计 物理 学 中 的 应 用 eene 986 
科 尔 莫 戈 罗 夫 的 概率 论 公 理化 基础 988 
62.1 e EEEE E 991 
629 PEME wees cess cneas ENEGA RR cae seu aime aa aa me nens 995 
2S- Eph E es emet ia apa suere x eem d os en maisa Pye ERE 1001 
VET WEE rios ke iin nove an soon vn ge bg Va MOREE Head Slain we ona mem se 1005 
6.2.5 ”应 用 于 独立 重复 试验 的 伯 努 利 模型 ……………………… 1007 


6.3 


6.4 


第 7 章 
Td 


7.2 


7.3 


7.4 


7.5 


ANE P RT M ——————— AS RE 1016 
Gl 六 来 生息 1016 
6.2. HSOEBMETHRE eene mmm meme 1018 
6.3.3” 正 态 分布 测 量 值 的 研究 ooe 1019 
6.3.4 Z6 A BERE eee mme 1022 
63.5 ”参数 估计 的 最 大 似 然 方法 eee e 1028 
6.3.6 EUG A ome hh nhe hh nre 1030 

a Oe rene e erae rre mne ee m eda eene tre n iaa 1032 
64.1 MBAJ] ssoauecnsessscscsnuatessseuestussonmwErsisii4 i e 1034 
642 马尔 可 夫 链 与 随机 和 矩阵 1040 
64.3” 泊 松 过 程 ee m mnn 1042 
GAA ABARAT eww mmm meme ne 1043 
645 KE ALBEE ERB RER eee eee 1047 

计算 数学 与 科学 计算 .ee 1050 

数值 计算 和 误差 分 析 eee m nmm mn 1051 
?11 — SEWEBIEAE nr emm nente memes nni meten 1051 
712 在 计算 机 上 表示 数 e mm men 1051 
7.1.3 ”误差 来 源 , 发 现 误差, 条 件 和 稳定 性 1053 

线性 代 潜 mm 1055 
ee a ONERE 1055 
722 BERET PEAR PEA eene nir meme enn 1063 
TQ — ERES] B emm ew os as Cagis no tremere roh nec ttn 1066 
"Od MOMEN OJE eem een eee mme ska aua pires 1070 
HE, ARARA ee 1076 
d ENS 1 c rian E ee ei ta DIT 1076 
TOO METAI cores ancien 666044 acome nea pisses taaan aoe nias 1085 
TAI BRAY erem esee emma iras mee HERE EAD Pea 1086 
SPREE ua oon ees as wages £u £4 iuemek rdc TTT 1093 
[UNE or LEE 1093 
"um. PAPE esce ssi dirais iE E meme mmt 1094 
AB WG SR SEE + oo ews euidenter Faut tere e 1098 
PCE SRT 42 SFR 2G REED BH ays Sage PEEL DEEST 1102 
TOL RPE ee namene ae nnne rs cree 1103 
nb NEL S DLE TIT 1107 
753 JP SDOBEEeneHse eere aeni kassaa emere Rn mms e 1108 


H 3 xxi 


TL FUEL eneoscsisso si yt sae seamen rese niu raa omes 1109 

TED ED een em tn mme 1118 

7.7 偏 微分 方程 与 科学 计算 ee ee a RUM PE EVI ERE er RE 1121 
Td robur saan cess ba sesmeaey t 1121 

T72 PRC eene nein eme mena cnc esteem in 1122 

7:7:3 MARYT E eee ee 1127 

TTA  SÉXMAPAER emm 1138 

7.7.5 Gi bio. Re e eas 1142 

Tro BEMA eec 9e nnn mmm mentre 1149 

TLT 方程 组 的 迭代 解 TT 1151 

TOO TFL Ee enm aane mmm mehr mmmm nas 1163 

TTO WARIS AT em má meme mk mee e ene es 1165 

"T7410 RAE «e e ek nme nemen 1176 

数学 历史 概要 1179 
参考 文献 1207 
人 1241 
基本 物理 量 钢 si 1245 
MRE E UEPEEEDRID TE 1247 
SI TRS CRI RAE eese] nia p es veh b EE ERES ESO 1251 
Be PERE EL ae os ei g Avy ke FSG RARE k tbt enmt rer emm ne x Rem eos 1252 
AE aT Fe +o oo rere nee buna ned ee salman sss PE Ba SiON S EES KEE 1253 


5l 


i 


最 伟大 的 数学 家 如 阿 基 米 德 、 牛 顿 和 高 斯 ， 
都 能 将 理论 与 应 用 融 为 一 体 . 
菲 力克 斯 - 克 莱 因 (1849—1925) 


数学 已 有 5000 RENAL. 它 是 人 类 思维 最 强 有 力 的 工具 , 能 精确 地 表述 自 
然 的 规律 . 人 们 借 此 得 以 探索 自然 的 奥秘 , 邀 游 不 可 思议 的 广 训 宇宙 .数学 的 基本 
分 支 是 

一 分 析 ， 

一 代数， 

一 几何 . 
代数 学 探讨 (至 少 是 按 其 原来 的 形式 ) 方程 的 解 . 从 汉 度 拉 比 王 时 代 (公元 前 18 世 
纪 ) 以 来 的 槐 形 文书 显示 , 巴比伦 人 的 实用 数学 思维 带 有 很 强 的 代数 倾向 . 另 一 方 
面 , 以 欧 几 里 得 《原本 》( 公 元 前 300 年 左右 ) 为 医 峰 的 古 希 腊 数 学 思维 则 受到 几何 
学 的 强烈 影响 . 以 极限 为 基础 的 分 析 思 维 直到 17 世纪 牛顿 和 莱 布 尼 茨 发 明 微 积 分 
之 时 才 获 得 系统 发 展 . 

重要 的 应 用 数学 分 支 可 以 适当 概括 如 下 : 

一 常 微分 方程 与 偏 微分 方程 (描述 自然 、 工 程 和 社会 系统 随时 间 的 变化 )， 

一 变 分 法 与 最 优化 ， 

一 科学 计算 (在 功能 越 来 越 强大 的 计算 机 上 进行 过 程 逼近 或 模拟 ) 

数学 基础 研究 : 

一 数理 逻辑 ， 

一 集合 论 . 

这 两 个 分 支 在 19 世纪 以 前 并 不 存在 .数理 逻辑 研究 数学 证 明 的 可 能 性 及 局 限 性 . 
由 于 其 本 质 上 非常 形式 的 发 展 , 数理 逻辑 成 为 描述 纯 客观 的 计算 机 算法 过 程 的 有 力 
武器 . 集合 论 则 是 普遍 适用 的 基本 数学 语言 .本 书 不 涉及 集合 论 的 形式 方面 , 而 是 
强调 数学 的 生命 力 与 广泛 性 , 许多 世纪 以 来 , 数学 的 这 种 特性 使 人 们 为 之 痴迷 倾倒 . 

现代 数学 的 发 展 存 在 着 两 个 明显 相反 的 倾向 . 一 方面 , 人 们 看 到 数学 专门 化 程 
度 的 日 益 增强 . 另 一 方面 , 基本 粒子 理论 、 宇 窗 学 以 及 现代 技术 领域 提出 的 大 量 高 
度 复杂 的 未 决 问题 , 只 有 通过 不 同 数学 领域 的 综合 才 有 可 能 获得 解决 . 这 导致 了 数 
学 的 统一 和 纯粹 与 应 用 数学 之 间 的 人 为 割裂 的 消除 . 
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数学 的 历史 充满 了 新 思想 和 新 方法 的 发 现 , 可 以 肯定 地 说 , 这 一 趋势 在 未 来 必 
将 继续 下 去 . 


BOB 公式、 图 和 表 


凡事 应 尽 可 能 简单 , 但 不 能 过 于 简单 . 
A. 爱 因 斯 坦 (1879 一 1955) 


0.1 初等 数学 中 的 基本 公式 


0.1.1 “数学 常数 
A 0.1 一 些 经 常 使 用 的 数学 常数 
符号 近似 值 记号 
x 3.141 592 65 鲁 道夫 数 pi 
e 2.718 281 83 欧 拉 D Be 
C 0.577 215 67 欧 拉 常数 
ln10 2.302 585 09 10 的 自然 对 数 


本 手册 的 末尾 对 非常 重要 的 科学 常数 (或 常量 ) 给 出 了 一 个 列表 . 


阶乘 “通常 用 符号 
表示 , 称 为 2 的 阶乘 . 另外 , 我 们 定义 0! := 1. 
5| 1: 1121, 2!=1-2,3!=1-2-3=6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720. 
在 统计 物理 学 中 , 要 求 n A 10 左右 时 nl. 对 这 样 的 天 文 数字 有 一 个 很 好 的 


n! = (3) 2nn. (0.1) 
x 和 e 的 无 穷 级 数 ”的 精确 值 可 以 表示 成 收敛 的 莱 布 尼 茨 级 数 : 
u 1 1 4 


1) L. 欧 拉 (Euler, 1707—1783) 是 至 今 最 多 产 的 数学 家 , 共有 全 集 72 卷 和 5000 HB 
fa. 他 一 生 不 朽 的 工作 对 现代 数学 的 大 部 分 内 容 都 有 着 决定 性 的 影响 . 本 书 末尾 有 一 个 数学 史 
列表 , 有 助 于 我 们 了 解数 学 史 以 及 数学 史上 一 些 最 重大 的 贡献 . 
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由 于 这 些 项 的 正 负 号 交替 出 现 , 因此 截断 级 数 的 误差 总 是 由 下 一 项 给 出 . 这 样 , (0.2) 

等 号 右边 的 项 确定 出 了 x 的 近似 值 , 其 误差 至 多 为 1/9. 然而 , 因为 这 个 级 数 的 收 

MERRE, 计算 机 并 不 用 它 作 实际 计算 . 目前 x 的 近似 值 已 经 精确 到 小 数 点 后 面 

20 多 亿 位 (关于 x 的 更 详细 的 讨论 参看 2.7.7). e 的 值 等 于 下 面 的 收敛 级 数 
1,1, 1 


C=2pa ta tat: 


as EHE (0.3) 


更 精确 地 说 , (0.3) 右边 的 部 分 随 着 n 的 增 大 而 趋 近 于 e, 也 可 以 写成 


ENDE 


用 文字 表述 就 是 : 随 着 n 趋 近 于 无 穷 , 数列 ( " 3! 的 极限 为 。 利用 e, 可 以 定 


义 数 学 中 最 重要 的 函数 : 


4 n 很 大 时 , 近似 地 有 


y= e”. (0.4) 


这 就 是 欧 拉 e 函数 (指数 函数 , 参看 0.2.5). 它 的 反 函 数 是 自然 对 数 


(参看 0.2.6). 特别 地 , 对 于 10 B, 有 


m = r-lnl10 = 7z - 2.302 585 09, 


其 中 r 可 以 是 任意 实数 . 

zx 和 e 的 连 分 数 表示 。 为 了 更 深入 地 研究 数 的 结构 , 我 们 不 再 用 十 进 制 数 而 是 用 
连 分 数 来 表示 那些 数 (参看 2.7.5). K 2.7 用 连 分 数 将 x 和 e 表示 了 出 来 . 

欧 拉 常 数 C”C 的 精确 值 由 如 下 公式 给 出 : 


C= lim (145454 ti-ma) =-| e ‘Intdt. 
n—00 2 3 n 0 


4 n BAN, 有 近似 公式 


1 1 1 
Ly + 3 beet inl RC. 


欧 拉 常数 C 出 现在 大 量 数学 公式 中 (BF 0.7). 
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0.12 Efi 

度数 ”图 0.1 给 出 了 几 个 以 度 为 度量 单位 的 最 常用 的 角 , 90° 角 称 为 直角 . 4000 多 

年 前 , 幼发拉底 河和 底格里斯 河流 域 的 古 苏 美 尔 地 区 使 用 了 一 种 以 60 为 基底 的 数 

系 . 关于 这 种 重要 的 使 用 方法 , 可 以 追溯 到 度量 时 间 和 和 角 时 所 使 用 的 12, 24, 60 和 

360. 角 的 度量 单位 除了 度 以 外 , 还 有 其 他 的 , 例如 在 天 文学 中 使 用 了 如 下 更 小 的 度 
j 


量 单位 : 
1 
| 
90° | A 45° 
nisus 
1( 和 角 分 ) m 
1" (fut) - L— 270° 
3600. n 
90° 


图 0.1 正 角 和 负 角 
例 1( 天 文学 ): 日 面 位 于 天 空 大 约 30 GERE) 的 位 置 . 因为 地 球 和 太阳 的 运动 , 恒星 
在 天 空中 的 位 置 不 断 变化 . 每 年 最 大 变化 的 一 半 称 为 视差 , CETA o, 即 当日 地 
距离 最 大 时 , 恒星 与 二 者 的 夹 角 (参看 图 0.2 和 表 0.2). 


地 球 
固定 的 恒星 太阳 
图 0.2 
表 0.2 ”视差 与 距离 
恒星 视差 距离 
毗邻 星 (最 近 的 恒星 ) 0.765" 4.2 光 年 
ARE (最 亮 的 恒星 ) 0.371” 8.8 光 年 


一 角 秒 的 视差 相当 于 3.26 光 年 的 距离 (3.1.1013km)， 
这 个 距离 也 称 为 秒 差距 . A a 
弧度 ”a HE (o^) 的 角 对 应 弧度 人 


a? 
a= 2x (s): 


其 中 a 是 单位 圆 上 o^ 角 对 应 的 弧 长 (图 0.3). X 0.3 
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列 出 了 这 一 度量 单位 的 几 个 常用 值 . 
约定 ”如 非特 殊 说 明 , 本 书 所 有 和 角 都 为 弧度 制 . 


表 0.3 角度 与 弧度 
角度 1° 45° 60° 90° 120° 135° 180° 270° 360^ 
x x x x 27 3n 3x 
= o2 "E i: = = Pm 2 
XH 1 4 3 2 3 4 T 2 = 
I C 2) 1 P= = 0.000 005. 
10 800 5552, 648 000 


三 角形 内 角 和 在 一 个 三 角形 中 , 各 个 角 的 和 总 是 x, BI 
a+B+y=n 
(图 0.4). 


四 边 形 内 角 和 因为 四 边 形 可 以 分 解 成 两 个 三 角形 , 所 以 各 个 角 之 和 一 定 为 2r, BI 


& t B 4 y 46 — 2n 


(图 0.5). 


图 0.4 三 角形 中 的 各 个 角 图 0.5 四 边 形 中 的 各 个 角 
n 边 形 内 角 和 一般 而 言 , 有 


n 边 形 的 内 角 和 = (n 一 2)x. 


例 2: 五 边 形 ( 和 六 边 形 ) 的 内 角 和 为 3r( 和 4r)( 图 0.6). 


(a) 五 边 形 (b) 六 边 形 
图 0.6 五 边 形 和 六 边 形 
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0.1.3 “平面 图 形 的 面积 与 周 长 


X 0.4 阐明 了 最 重要 的 平面 图 形 ，0.2.8 中 详细 解释 了 三 角 函 数 sina 与 cos a 
的 含义 . 
R04 多边形 的 面积 与 周 长 


图 形 图 面积 4 AKC 
EXE | | A= a? (a 为 一 边 的 长 度 ) C — 4a 


l 
ETE | | A — ab (a, b AWK) C — 2a + 2b 


wm a f? 


» (a HEK, 5 为 边 长 , h 为 高 ) 人 
BE (等 边 平 Er Hu 
行 四 边 形 ) A / A = a*siny C=4 
b 
梯形 (有 两 ef VON A= ja +b)h 
个 边 相 平行 的 a (a,b 为 两 平行 边 的 C=a+b+c+d 
四 边 形 ) K, h 为 高) 


1 1 
A = —ah = —absiny 


2 
AN, (a 为 底 长 , bc 为 其 他 两 边 的 长 ， 
hh 为 高 , s := C/2) C=a+b+c 
面积 的 海伦 公式 为 
[A= Vi ot eo) 


直角 三 角形 1 2 


b 边 角 关 系 : 


a = csina, b = 


N 


ccosa, a = btan a 


(c 为 斜 边 9, a 为 对 边 , b 为 邻 边 ) 


高 的 欧 几 里 得 关系 : 


(h 为 斜 边 上 的 高 , p,q 为 线段 长 ) 
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续 表 
图 形 图 面积 4 周 长 C 
等 边 三 角形 [ON A= Ze C=3a 
a 
Anam? |i 为 半径 
扇形 A= zar? C=L+2r, L=ar 
A=n(r? — p?) 
圆 环 (r 为 外 圆 的 半径 ， C = 2n(r +p) 
p 为 内 圆 的 半径 ) 
抛物 扇形 3) A= n 
双 曲 扇形 A= 3 (zy — ab - arcosh™ ) 
(b = atana) 
椭圆 扇形 A= I : arcosh 
2 a 
HA RFE 其 中 BB 为 焦点 (a,b 为 辅 长 ,< we [C= 4aE(e) |( 参 看 (0.5)) 


为 数值 离心 率 ) 


1) 直角 三 角形 中 直角 的 对 边 称 为 斜 边 , 其 他 两 条 边 称 为 直角 边 或 侧 边 . 

2) 即 勾 股 定理 ， 人 们 认为 萨摩 斯 岛 的 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras， 公 元 前 500 4E) BAA 
腊 最 著名 的 学 派 ( 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ) 的 创立 者 ， 然 而 早 在 距 那 时 大 约 1000 年 之 前 , MRL 
(Hammurapi, 公元 前 1728 — 前 1686) 国王 统治 下 的 巴比伦 人 就 知道 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 


3) 0.1.7 中 将 考虑 抛物 线 、 双 曲线 和 椭圆 ; 0.2.12 中 介绍 函数 arcosh. 
用 于 计算 椭圆 周 长 的 椭圆 积分 的 含义 ”椭圆 的 数值 离心 率 = 表示 如 下 : 


/ b? 
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e 的 几何 解释 来 自 于 椭圆 焦点 到 椭圆 中 心 的 距离 co. 对 圆 而 言 , A s = 0. 椭圆 越 
hà. 数值 离心 率 = RA. 

早 在 18 世纪 , 人 们 就 已 经 注意 到 不 可 能 用 初等 方法 计算 出 椭圆 的 周 长 ， 椭圆 
周 长 公 式 为 C = 4aB(e), 其 中 记号 


x/2 
E(e) := E V1 — e? sin? ydy (0.5) 
0 


国 ， BEO. O<e<l. fea ese EAS, 有 级 数 


IN? y /LN et L+ 3-5) es 
&() -1- (3) i (z3)5 (S43) 5 


324 5e? 


=1 


4 64 256 
19 世纪 创立 了 椭圆 积分 的 一 般 理论 (参看 1.14.19). 
正 n 边 形 ”一 个 n 边 形 称 为 正 n 边 形 , 若 它 的 所 有 边 和 角 都 相等 (图 0.7). 
m= Re n= 2i n= 
图 0.7 inu 


车 把 正 n 边 形 的 中 心 到 各 个 角 的 距离 记 作 r, 则 下 面 的 结果 确立 了 正 n 边 形 
的 几何 关系 : 


HbA g= T 
补 角 o —x-— y, 
wk a = 2rsin D 
周 长 C=na, 
面积 A= ju sin y. 
高 斯 定理 ”一 个 n(n <20) 边 形 可 以 用 尺 规 作出 , SAMS 


n — 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20. 


特别 地 , 4 n — 7, 9, 11, 13, 14, 18, 19 时 , 不 可 能 由 尺 规 作出 正 ” 边 形 . 该 结果 
是 伽 罗 瓦 理论 的 一 个 推论 , 2.6.6 中 将 更 详细 地 讨论 它 . 
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0.1.4 ”立体 图 形 的 体积 与 表面 积 


表 0.5 中 列 出 了 最 重要 的 三 维 图 形 . 


表 0.5 ” 某 些 立体 图 形 的 体积 与 表面 积 
立体 图 形 图 体积 V 表面 积 O, WHR M 


立方 体 B V — à? (a 为 边 长 ) O = 6a? 
ls 
长 方 体 BERG V = abc (a, b, c Aik) O = 2(ab + bc + ca) 


i (G 为 底面 积 , h 为 高 


V = nr?h (r 为 半径 , h 为 高 ) O = M 4 2nr?,M = 2nrh 


V — nh(r? — p?) 


立体 圆 环 ”Cr 为 外 半径 , p 为 内 半径， 
h 为 高) 
G 
"m 8 | V= gh O =i, 
(r 为 半径 , h AT, s 为 母线 长 ) M = mrs 


h 
M V = (8 Gg 9) 
(G 为 下 底面 积 , g 为 上 底面 积 ) 
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体积 V 


11 


续 表 
表面 积 O, 侧面 积 M 


V= d 十 rp 十 p2) 


— (r.p 为 半径 , h WB, s 为 母线 长 ) 


立体 图 形 图 
P 

" Lt 
T3 


O= M  x(r? +p), 
M = ns(r + p) 


y= 5 (ab + (a 4- c)(b 4- d) + cd) 
(a, b, c, d 为 边 长 ) 


BUE (侧面 为 Ae 7 


等 边 三 角形 ) 


V= = bh(2a +c) 
(a,b 为 底 边 长 , c 为 上 边 , h 为 高 ) 


(由 纬 线 所 
界定 的 ) 球 冠 


(HARAR Q t 
所 界定 的 ) 球台 


V= S MP (3r - h) 
(r 为 球 的 半径 , h 为 高 ) 


O = 2nrh (顶部 ) 


h 
v= 2 
6 


(r 为 球 的 半径 , h 为 高 , RA p 
为 两 条 纬 线圈 的 半径 ) 


3R? + 3p? + h?) 


O = 2nrh (中 部 ) 


4 
V = =xabe 
3 


WZ 
a V —2nr?p 
圆 环 © O = 4x? 
E ZAN ( AATRE, p 为 截面 半径 ) 
p 
PE V = 0.0873h(2D + 2r)? 
桶 形 ( 圆 形 截面 ) h (D 为 直径 , > 为 顶 的 半径 ， 
ay h 为 高 ; 这 是 一 个 近似 公式 ) 
7 


(a,b,c 为 轴 长 , c < b < a) 


勒 让 德 公式 (L) 


用 于 计算 椭 球 表面 积 的 椭圆 积分 的 含义 — 我们 不 可 能 用 初等 方法 计算 出 椭 球 的 表 
面积 , 还 需要 用 到 椭圆 积分 , 为 此 , 有 勒 让 德 公 式 


O = 2nc? + 


2nb 


Ge 


(c F(k, p) + (a? — c) E(k, p)), 
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其 中 


a pg y = arcsin os 
bya cE * 99 i 
椭圆 积分 公式 E(k, p) 和 F(k, p), 见 0.5.4. 


k= 


0.1.5  iE£ TB ABS STER RAR 


多 面体 ”多 面体 是 以 初等 图 形 (平面 图 形 ) 为 边界 的 立体 图 形 
正 多 面体 (也 称 为 柏拉图 立体 ) 的 每 个 面 都 是 全 等 的 边 长 为 a WE n WI, 且 在 
所 有 项 点 处 相交 平面 的 个 数 相同 . 共存 在 5 种 正 多 面体 , 如 表 0.6 所 示 . 


表 0.6 5 种 正 多 面体 ” 


正 多 面体 面 体积 表面 积 


4 个 等 边 三 角形 -aè V3a2 


图 
1 
a 
八 面 体 G 8 个 等 边 三 角形 » a3 2/3 R a2 


十 二 面体 (ai 12 个 正 五 边 形 7.663 - a3 20.646 - a? 
XA 


二 十 面体 2) 20 个 等 边 三 角形 2.182.a3 8.660.a2 


1) 在 这 个 表 中 , 边 的 公共 长 度 记 为 a. 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 的 体积 和 表面 积 公 式 取 的 
是 近似 值 . 

2) 德国 数学 家 F. 克 莱 因 (Felix Klein) 关于 正二 十 面体 的 对 称 性 以 及 它 与 五 次 方程 的 关 
系 写 了 一 本 名 著 (参看 [22]). 
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欧 拉 多 面体 公式 ”对 正 多 面体 , 下 列 关 系 式 成 立 : U 


WAR c 一 边 数 e+ MA f = 2. 


表 0.7 证 明了 这 一 公式 . 
表 0.7 正 多 面体 的 一 些 关键 数字 


正 多 面体 c f c—ecf 
四 面体 4 4 2 
立方 体 8 12 6 2 
八 面体 6 12 8 p) 

十 二 面体 20 30 12 2 

二 十 面体 12 30 20 2 


0.1.6 n 维 球 的 体积 与 表面 积 

下 面 的 公式 在 统计 物理 学 中 必 不 可 少 , 其 中 n KAA 102. 对 这 么 大 的 n, 我 
们 用 斯 特 林 公式 作为 n! 的 近似 值 (参看 (0.1)). 
球 的 不 等 式 刻 画 ”中 心 在 原点 , 半径 为 7 的 n BERR Kur) 可 以 定义 成 满足 如 下 不 
等 式 的 所 有 点 (x1, mu) 的 集合 : 


me «n. | 


其 中 zl an 为 实数 , n > 2. 球面 由 满足 下 式 的 所 有 点 (11, ,zn) 的 集合 构 
成 : 


2 2 2 
a +t +e =o a 


对 于 Ki(7) 的 体积 V, 和 表面 积 On, 有 如 下 雅 可 比 公式 : 


1.14.16 中 考虑 了 工 函数 . 对 所 有 z > 0, 它 满足 递归 公式 
T(z 4-1) = T(z), 
1) 这 个 公式 是 一 般 拓扑 情形 的 一 个 特例 . 因为 正 多 面体 表面 的 同 胚 象 都 是 球 , IDLE 
FHA 0, 欧 拉 示 性 数 为 2. 
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x ra) - 1 r (5) = vs. 由 此 对 m 二 1,2…， 有 如 下 公式 


ppm (2n) rt 
Vom = Vom = 
B UP 1-8: Bo (am 4. T) 
H og p2m—1 92m lan ty 2m 
O i= aa d O m = : 
j (m — 1)! "mer (2m)! 


4|: 特别 地 当 n = 3, m = 1, 对 于 半径 为 x 的 3 维 球 的 体积 Va 和 表面 积 Oa, AA 
名 公式 


Vs = Sur’, O3 = Anr?. 


0.1.7 ”平面 解析 几何 学 中 的 基本 公式 

解析 几何 学 利用 坐标 方程 描述 诸如 直线 、 平面 和 圆锥 曲线 这 样 的 几何 对 象 ， 通 
过 不 等 式 研究 它们 的 几何 性 质 . 几何 学 中 不 断 使 用 算 林 与 代数 的 这 种 思想 可 以 追 洲 
到 哲学 家 、 科 学 家 和 数学 家 R. WEL (1596—1650), 笛 卡 儿 举 标 系 正 是 以 他 的 名 
字 命 名 的 


0.1.7.1 直线 


下 面 所 有 公式 都 是 根据 笛 卡 儿 坐 标 系 得 到 的 ， 其 中 y 轴 与 x 轴 相 互 垂 直 . 点 
(1,91) 的 坐标 如 图 0.8(a) 所 示 . y 轴 左 边 一 点 的 zx 坐标 为 负 值 , m 轴 下 方 一 点 的 
y 坐标 也 为 负 值 . 


图 0.8 LAB AR 


例 1: 点 (2,2), (2, 一 2), (一 2, 一 2), (—2,2) 如 图 0.8(b) Aras. 
两 点 (21,91) 和 (x2, y2) 间 的 距离 


d= y (xa — 21)? + (y2 — i? 


(图 0.9). 这 个 公式 对 应 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 
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Y y 

Un 2 

Ji ji 
En Ly c 1 2 x 


图 0.9 两 点 间 的 距离 
例 2: 点 (1,1) 和 (2,2) 间 的 距离 是 
d= \/(2—1)? + (2—1)? = v2. 


pe 


其 中 b 是 直线 在 y 轴 上 的 截 距 (y 截 距 ), 直线 的 斜率 是 m( 图 0.10). WA Aa, 
有 如 下 关系 : 


直线 方程 


tana = m. 


(a) m=O (b)m «0 


A010 直线 方程 


(i) 车 已 知 直 线 上 一 点 (z1,y1) 和 斜率 m, 可 以 求 出 5= yi — mai. 
(ii) 车 已 知 直 线 上 两 点 (21,y1) 和 (x2,y2), 且 zi £ x2, 则 有 


E sa ， b=y " (0.7) 
c9 — 173 


4| 3: 过 (1,1) 和 (3,2) 两 点 的 直线 方程 是 


1 zia 
/一 了 p 


"T 2-1 1 A 
这 是 因为 由 (0.7), A m- 2— -; Wh b-1 2 


直线 的 x 轴 方 程 。 若 用 5 除 直线 方程 (0.6), 并 令 E =-T, REA 


1 
m (图 0.11). 


* 即 直 线 的 截 距 式 方程 . 一 一 译 者 
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图 0.11 直线 的 斜率 


33 y — 0(z = 0) 时 , 可 以 口算 得 出 直线 在 点 (a,0) 处 与 z 轴 相 交 (在 点 (0,0) 处 与 


y 轴 相 交 )( 图 0.12(a)). 


(b) 
A012 直线 在 r 轴 处 的 情形 


例 4: FH 4 除 直线 方程 


y= —8r +4, 
就 得 到 T = -2+ 1, 因此 
Wo 
du zx]. 


E y-0 则 有 z = 2. 因此 直线 与 z 轴 在 a = 5 处 相交 (图 0120). 
y 轴 的 方程 


zb. 
这 个 方程 不 是 (0.6) 的 特例 . 它 在 形式 上 对 应 斜率 m = 00 ( ARB) 的 情况 . 
直线 的 一 般 方程 ”所 有 直线 都 可 以 定义 成 满足 如 下 方程 的 点 的 集合 : 


其 中 A,B,C 为 常数 , 满足 条 件 A? + B? £0. 
例 5: 4 AZ 1, B- C =0 H, 我们 得 到 y HAE x = 0. 
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线性 代数 的 应 用 ”利用 向 量 的 语言 (线性 代数 ), 解析 几何 学 中 的 一 系列 问题 都 能 
迎刃而解 . 我 们 在 3.3 中 讨论 这 一 点 . 


0.1.7.2 A 
中 心 在 (cd). ##A > 的 圆 的 方程 


(a 一 c? +(y- dy? =r? (0.9) 
(图 0.13(a)). 
例 : 中 心 在 原点 (0,0)、 半径 7 — 1 的 圆 的 方程 (图 0.13(b)): 
r’ +y =1 


圆 的 切线 方程 


(z—c)(zo—c)- (y—d)(yo—d) = r°. 


这 是 圆 (0.9) 在 点 (xo, yo) 处 的 切线 的 方程 (图 0.13(c)). 


(a) (b) (c) 
4013 3 mv 


中 心 在 (c, d)、 半 径 为 r 的 圆 的 参数 方程 


r-—c-rcost, y=d+rsint, 0<t< 2T. 


如 果 把 t 理解 成 时 间 , 那么 起 点 t = 0 就 对 应 图 0.13(a) 中 的 点 已 . 当时 间 由 


半径 为 RR 的 圆 的 曲率 K HEX E 


il 
k= =. 
R 
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0.1.7.3 dH E] 
中 心 在 原点 的 椭圆 方程 


2 2 
z ds ed (0.10) 
我 们 假设 0 < b < a. 椭圆 关于 原点 对 称 , 长 半 轴 和 短 半 轴 * 的 长 度 分 别 等 于 a 和 
(图 0.14(a)). 另外 , 也 可 以 引入 下 面 的 量 : 


线性 离心 率 e= Va? — b, 
数值 离心 率 = = ©, 


a 
b2 
TES p= 一 . 


两 个 点 ( 士 e, 0) 称 为 椭圆 的 焦点 B+( 图 0.14(a)). 


(Xo: Yo) 


图 0.14 椭圆 
椭圆 的 切线 方程 

TTo yz _ 4 

a2 b2 - 
这 是 椭圆 (0.10) 在 点 (x0, yo) 处 的 切线 的 方程 (图 0.14(b)). 
椭圆 的 参数 方程 


E =acost, y=bsint, 0<t< 2r. | 
当 参 数 t 从 0 变化 到 Qn 时 , 椭圆 (0.10) 上 的 一 点 Q 沿 逆 时 针 方 向 运动 一 周 . 起 
A t= 0 对 应 椭圆 上 的 点 Q( 图 0.14(a)). 
椭圆 的 几何 刻画 — 椭圆 是 到 两 定点 B_ B. 的 距离 之 和 等 于 定 长 2a 的 点 P 
集合 (图 0.14(c)). 这 两 个 点 称 为 焦点 . 


* 原文 中 a, b 分 别 为 长 轴 和 短 轴 有 误 , a 应 为 长 半 轴 , b 为 短 半 轴 , 一 一 译 者 
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作 图 ”为 了 作出 一 个 椭圆 , 我 们 要 固定 两 个 点 B- 5 B. 作为 焦点 , 然后 用 图 钉 把 
一 根 绳 的 两 端 固定 在 这 两 个 焦点 上 , 使 绳 拉 紧 让 笔 沿 绳 运动 , 笔 所 画 过 的 轨迹 就 是 
一 个 椭圆 (图 0.14(c)). 


椭圆 的 周 长 与 面积 IÆ 0.4. 
极 坐 标 中 的 椭圆 方程 、 准 线性 质 和 曲率 半径 见 0.1.7.6. 


0.1.7.4 双 曲 线 
中 心 在 原点 的 双 曲 线 方程 
(0.11) 


其 中 a 与 5 为 正常 数 . 
双 曲 线 的 渐 近 线 MHRI z 轴 相 交 于 两 点 (40,0). 两 直线 
y= 十 2z 
称 为 双 曲 线 的 渐 近 线 . 当 离 原点 越 来 越 远 时 ， 这 两 条 直线 逐渐 趋 近 于 双 曲 线 的 两 支 
(图 0.15(b)). 
焦点 ”定义 
线性 离心 率 e= Va? +b, 
数值 离心 率 = =, 


a 
b? 
半 参 数 p= ain 


两 点 (te, 0) 称 为 双 曲 线 的 焦点 B+( 图 0.15(a)). 


双 曲 线 的 切线 方程 

Tro A MET 

a? be 
这 是 双 曲 线 (0.11) 在 点 (zo,yo) 处 的 切线 的 方程 (图 0.15(c)). 
双 曲 线 的 参数 方程 


T=acosht, y=bsinht, —o% < t< +o. | 
当 参 数 t 取 遍 所 有 实数 时 , 图 0.15(a) 中 双 曲 线 右 支 上 的 点 按 竺 头 所 示 方 向 遍及 双 
曲线 的 右 支 . 起 点 t — 0 对 应 双 曲 线 上 的 点 (a, 0). 类 似 地 , (图 0.15(a)) 双 曲 线 的 
左 支 上 的 点 依 参 数 方程 

T=—acosht, y=bsinht, —oo«t« +00 


遍及 双 曲 线 的 左 支 . 
1) 0.2.10 详细 讨论 了 双 曲 函数 cosh t 和 sinh t. 
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(d) 
A015 Jud AM EAR 


双 曲 线 的 几何 刻画 HRA B. 与 B. 的 距离 之 差 等 于 定 长 2a 的 点 
P 的 集合 (参看 图 0.15(d)). 这 两 个 点 也 称 为 焦点 . 


焦点 B+ (图 0.15(e)). 
双 曲 扇形 的 面积 IÆ 0.4. 
极 坐标 中 的 双 曲 线 方程 、 准 线性 质 和 曲率 半径 — 01 0.1.7.6. 


0.1.7.5 “抛物线 
抛物 线 方程 
maa 

其 中 p 是 一 个 正常 数 (A 0.16), 我 们 定义 : 

线性 离心 率 e = A 

数值 离心 率 = = 1. 
点 (e, 0) 称 为 抛物 线 的 焦点 (图 0.16(a)). 
抛物 线 的 切线 方程 


yyo = p(x + o). 


这 是 抛物 线 (0.12) 在 点 (x0, yo) 处 的 切线 的 方程 (图 0.16(b)). 


(图 0.16(d)). 
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(b) (c) (d) 
图 0.16 抛物线 的 性 质 


抛物 扇形 的 面积 IK 0.4. 
极 坐 标 中 的 抛物 线 方程 和 曲率 半径 见 0.1.7.6. 


0.1.7.6 极 坐 标 与 圆锥 曲线 


Rei 在 某 些 问题 中 , 为 了 利用 方程 的 对 称 性 , 常常 用 极 坐 标 系 代 替 笛 卡 儿 坐标 
A. 平面 中 点 P 的 极 坐标 (ruo) 如 图 0.17 所 示 , CEHA P 到 原点 的 距离 r 和 线 
E OP 与 z 轴 所 成 的 角 o 给 出 的 . 点 已 的 笛 卡 儿 坐 标 (x,y) 与 极 坐标 (7, y) 存在 
如 下 关系 : 


(0.13) 


T=rcosp, y=rsiny, 0<y< 2n. 


另外 , 我 们 有 
r= V2? +y, tany = A 
圆锥 曲线 ”一 个 平面 截 对 顶 圆锥 时 产生 的 截 线 就 是 圆锥 曲线 (图 0.18). 用 这 种 方 
法 能 得 到 如 下 两 组 图 形 : 
(i) ENDERR: 圆 、 椭 圆 、 双 曲线 或 抛物 线 . 
(ii) 退化 圆锥 曲线 : 两 条 线 、 一 条 线 或 一 个 点 . 


图 0.17 


极 坐标 中 的 正则 圆锥 曲线 方程 
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(参看 表 0.8). 正则 圆锥 曲线 由 其 几何 性 质 所 刻画 , 即 它们 是 满足 如 下 关系 的 所 有 点 
的 集合 : 

2 = = 

2 
Shc 为 常数 , r 是 到 定点 B( 焦 点 ) 的 距离 , d 是 到 定 直 线 LES) HEBES. 


表 0.8 ”正则 圆锥 曲线 


圆锥 曲线 数值 离心 率 < 线性 离心 率 e 半 参 数 p 
双 曲 线 n =i gm GP 
g E> at - gg pct 
抛物 线 e=1 e-5 
Ep p? 
椭圆 0<e<l e= 3 p= 
l=g4 a 
P 
al das e=0 p= Er 


(极限 情况 d = oc) 


垂直 圆 与 曲率 半径 ”我们 可 以 在 一 条 正则 圆锥 曲线 的 顶点 S 处 用 如 下 方法 画 出 一 
个 圆 , 即 垂直 圆 : 该 圆 在 点 S 上 切 触 圆 锥 曲线 即 该 圆 与 圆锥 曲线 在 点 3 有 相同 切 
线 . 这 个 垂直 圆 的 半径 称 为 在 点 8 处 的 曲率 半径 尺 .， 同样 , 在 圆锥 曲线 的 任意 一 点 
P(zo,yo) 上 都 可 能 画 出 这 样 一 个 圆 (参看 表 0.9), 点 P 处 曲率 K 定义 为 


1 


yas. 
Ro 


1) 由 不 等 式 c> 1, = = 1 Me <1, 希腊 数学 家 阿波 罗 尼 奥 斯 ( 约 公元 前 260— 前 190) 
引进 术语 zrepBoxzj( 双 曲线 , 意 指 超出 ), rapaGoXzj( 抛 物 线 , 意 指 相等 ) 和 SXXeco CORRER, 意 
指 不 足 ). 
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表 0.9 AWB 
圆锥 曲线 方程 曲率 半径 
2 24 3/2 
2 — 212 ( To , Yo 
椭圆 EE er "e ew (+ a) 
a b 
R=—=p 
a 
2 2\ 3/2 
5 2 Ro — a2b? (348) 
xui o 2 208 21 ai b 
aj R b2 
R=— =p 
a 
Ro = +2r0) t 229)/? 
抛物 线 y? = 2px VP 
R=p 


0.1.8 ”空间 解析 几何 学 中 的 基本 公式 
空间 中 的 向 卡 儿 坐标 空间 笛 卡 儿 坐标 系 如 图 0.19 所 示 : 它 有 三 个 相互 垂直 的 坐 
标 轴 一 一 记 为 z 58. y SRI z f, 分 别 与 右 
手 大 拇指 、 食指 和 中 指 的 方向 相同 (右手 系 ). z 
空间 一 点 的 坐标 (1,41, 21) 由 到 轴 的 垂直 投 

影 确定 . 

过 点 (21,91. 21) 和 (£2, y2, 22) 的 直线 方 


程 


r—zj-ti(z2—21) y=yitt(ye—m), 
z= zı +t(z2 — 21), 


参数 t 遍及 所 有 实数 , 可 以 理解 为 时 间 (图 0.20(a)). 
两 点 (21,91, 21) TH (22,92, 22) 间 的 距离 d 


(5.9.2) 


d= y (z1 — 22)? + (yr — ye)? + (z1 — 22). 
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Arx + By + Cz =D. 


SHA A,B,C 应 满足 条 件 A? + B? + C? 4 0(A 0.20(b)). 


平面 方程 


(b) 
图 0.20 三 维 空间 中 的 直线 与 平面 方程 

向 量 代数 在 三 维 空间 中 的 直线 和 平面 上 的 应 用 见 3.3. 

0.1.9 X. IRE XH 

TAM MAAK a b 和 所 有 实数 v y, 有 


eee, fe =o, 
QNT a” 3 
b Foa eU (2) aM Tol 
(ab)? =a b p 


&@ 0.2.7). 
重要 的 特例 ”对 n=1,2,..…, 有 


i, a? =1,a' =a, a? =a-a, à? =a-a-a,:::. 


relieta, —rn_ 1 

a a a” 

4. a? = Va, a3 = Ya 

n 次 根 “” 若 给 定 一 个 正 实数 a, 则 z = a'/” 是 下 列 方程 的 唯一 解 : 


以 前 的 文献 常常 用 Wa(n 次 根 ) 表示 a”, 在 处 理 关 于 这 样 的 根 式 表 达 式 时 , 最 好 
使 用 ol/” 这 种 表示 方法 , 因为 那样 我 们 就 能 利用 寡 的 一 般 法 则 , 而 不 再 局 限于 “ 根 
式 法 则 ”之 中 . 

例 1: 由 (a* )s = avs, 得 到 根 式 法 则 Y Va = "xa. 
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一 般 宕 的 极限 关系 对 xz 二 x 其 中 m,n =1,2,---, 下 面 关 系 成 立 : 
a” =(Va)”™. 
另外 有 a7 = 1/ar. 因此 , HERAS Ee, az 的 计算 都 可 以 化 简 成 根 式 计算 . 现 
在 假设 给 定 任意 有 理 实数 zx, 我 们 选择 实数 zx 的 一 个 序列 (zh), 满足 ? 
lim zy = T, 


k—oc 


那么 有 


lim a™* =a”. 
—oo 


这 是 关于 指数 函数 连续 性 的 表达 式 (参看 1.3.1.2). 特别 地 , 若 选择 一 个 有 理 数 序列 
tr, 则 a** MAAR Rm, HEE k 的 逐渐 增加 越 来 越 趋 近 于 a". 
例 2: n 的 近似 值 是 x = 3.14- , 因此 我 们 有 


a31 = q 214/100 -( VO 


是 a™ 的 近似 值 . x = 3.141 592--- 的 小 数位 越 多 , 得 到 的 值 就 越 精确 . 
XH Q a 是 一 个 固定 的 正 实数 且 a A 1, 那么 对 每 个 给 定 的 正 实数 y, 方程 


x 


y=a 


读 作 以 a 为 底 y 的 对 数 2). 


对 数 法 则 对 所 有 正 实数 c,d 和 所 有 实数 z, 有 


都 有 唯一 实数 解 >, 写作 


C 


5) — log, c — log, d, 


log, (cd) = log, c+log,d, log, ( 


log,c’ = rlog, c, log,a=1, log,1=0. 


由 log(cd) = log c + log d, 我 们 得 到 对 数 的 基本 性 质 : 两 个 数 的 乘积 的 对 数 等 于 这 
两 个 数 的 对 数 的 和 . 
历史 评注 ”1544 年 , M. 施 带 费 尔 在 其 专著 《整数 的 算术 》( Arithmetica Integra) 中 
指出 : 通过 对 比 

l a a^a df e 


012 3 4 


1) L2 中 考虑 了 实数 序列 的 极限 . 
2) 对 数 这 个 词 源 于 希腊 语 ; 意思 是 指 “ 比 数 ”， 
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可 以 把 第 一 行 中 两 个 数 的 乘积 化 简 成 第 二 行 中 宕 的 和 . 这 正 是 用 对 数 进行 计算 的 基 
本 思想 . 施 蒂 费 尔 评论 道 : “虽然 有 人 可 以 就 这 些 奇 妙 的 数 的 性 质 写 一 部 著作 , 但 是 
我 对 此 不 得 不 持 保 留 态 度 , 视而不见 .”1614 年 , 苏格兰 贵族 J. 纳 皮 尔 发 表 了 第 一 
批 不 完全 的 对 数 表 ( 底 是 与 1/e 的 比 ), 后 来 它们 不 断 得 到 改进 . J. 纳 皮 尔 在 与 H. 
布 里 格 斯 (Henry Briggs) 讨论 之 后 , 同意 以 10 为 底 表 示 所 有 对 数 . 1617 4E, H. 布 
里 格 斯 发 表 了 一 个 对 数 表 , 一 直 精 确 到 小 数 点 后 14 位 (以 10 为 底 ). 这 些 表 的 出 现 
对 J. 开 普 勒 1624 年 完成 著名 的 “和 鲁 道夫 表 ” 大 有 帮助 (参看 0.1.12). 他 以 饱满 的 
热情 向 世人 宣告 这 种 新 的 强 有 力 的 计算 方法 的 优点 . 

在 计算 机 盛行 的 今天 , 这 些 表 不 再 像 以 前 那么 重要 了 , 这 标志 着 一 个 历史 时 期 
的 结束 . 
自然 对 数 ble 为 底 的 对 数 log, y 称 为 自然 对 数 , 记 为 In y. WR a > 0 是 任意 
一 个 底 , 那么 对 所 有 实数 2, 有 


zr na 
=e è 


a 


如 果 知 道 自然 对 数 , 就 能 用 如 下 公式 得 到 任意 底 的 对 数 : 


| log, y = Em 
In a 


| 3: X a = 10, E In a = 2.302 585--- = 0.434 294... 


‘Ina 
在 1.12.1 中 , 我 们 借助 放射 性 衰变 与 成 长 过 程 的 微分 方程 , 给 出 函数 y =e” 的 

应 用 . 这 些 例子 说 明 欧 拉 数 e = 2.718 283... 是 指数 函数 的 自然 的 底 . 由 y = e^, 

得 到 z = In y. 这 激发 了 术语 “自然 对 数 ” 的 产生 . 

0.1.10 ”初等 代数 公式 


0.1.10.1 几何 级 数 与 算术 级 数 
求 和 符号 与 求 积 符号 ”定义 


X ak = ao +a taz +: Han 
k=0 


和 


tjs 


Qk := a0801082*** Qn. 
k 


ll 


0 


有 限 几 何 级 数 


2 1 一 gr"++ 
Q 十 adg 十 ag +- +a” =a I , wai e (0.14) 
=q 
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对 所 有 实数 或 复数 aqq A 1， 上述 公式 都 成 立 ， 几 何 级 数 (0.14) 是 由 相 邻 两 项 
的 商 为 常数 这 一 性 质 来 描述 的 . 我 们 利用 求 和 符号 可 把 (0.14) 写成 


Ya iit 


gett 


; "Xl; n= 1, 2h 
pum 


EP 
例 1: tate ate (q# 1). 
算术 级 数 


TEE = T (a+(a+dn)). (0.15) 


算术 级 数 (0.15) 是 由 相 邻 两 项 的 差 为 常数 这 一 性 质 来 描述 的 , 用 文字 表达 就 是 
| 年 本 级 数 的 和 等 于 首 项 与 尾 项 之 和 乘 以 总 项 数 的 一 F3 | 


利用 求 和 符号 , 公式 (0.15) 可 写成 


n 


Y (a kd) = 23 (a (atnd)), 


k=0 


我 们 可 以 在 巴比伦 和 埃及 时 期 ( 约 公元 前 2000 年 ) 的 古文 本 中 找到 算术 级 数 , 可 以 
在 欧 几 里 得 的 《原本 》( Berments)( 约 公元 前 300 E) 中 找到 几何 级 数 及 求 和 公式 . 
| 2: 据说 C. F. 高 斯 (Gauss, 1777—1855)9 岁 时 , 有 一 天 老师 想 使 学 生 们 放松 一 
TF, 让 他 们 从 1 一 直 加 到 40. 他 刚 说 完 , 小 高 斯 (至 今 最 伟大 的 数学 家 之 一 ) 就 拿 着 
写 有 结果 820 的 石板 走 到 老师 的 讲 桌 前 . 原来 , 这 个 小 孩 并 不 是 马上 就 按照 最 原始 
的 方法 让 1 加 上 2, 再 加 上 3, ---, 一 直 加 到 40, 而 是 考虑 


1 2 3 … 40 
40 39 38 … 1. 


这 样 就 (在 上 面 的 列 中 ) 得 到 40 组 数 , 每 组 数 的 和 均 为 41. 因此 第 一 个 级 数 的 和 是 
总 组 数 之 和 的 一 半 , 即 20.41 = 820. 这 是 数学 灵感 产生 的 一 个 时 刻 ! 最 初 看 起 来 相 
当 复杂 的 一 个 问题 , 通过 巧妙 的 处 理 之 后 ,就 变 成 了 一 个 不 同 的 、 解 决 起 来 容易 得 
多 的 问题 . 
0.1.10.2 带 有 求 和 与 求 积 符号 的 计算 
*RHS 常常 使 用 如 下 运算 性 质 : 

1. Do -Xu í (改变 求 和 下 标 ). 


T 


2 Das Yam (变换 求 和 下 标 ; j = k + N). 
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n n T, 


D(a + bx) MAAM). 


k=0 k=0 k=0 


4. E J (> n) -> Dob (分 配 律 ). 
5. nea = TH (交换 律 ). 


Co 
a 
> 
"n 
>~ 
S 
ll 


m n 


4 IIIIw=IIIIw 


j=1 k=1 k=1 J1 
0.1.10.3 ZARAR 
三 个 典型 的 二 项 式 公式 


(a+b)? =a? +2ab+0? (第 一 个 二 项 式 公 式 )， 


(a=b)? =a*—2ab+b? (第 二 个 二 项 式 公 式 )， 
(a—b)(a4-b) 2a? -b (第 三 个 二 项 式 公 式 ). 


对 所 有 实数 或 复数 a,b, 这 些 公式 都 成 立 . 第 二 个 二 项 式 公 式 实 际 上 是 第 一 

式 公式 的 一 个 推论 , 只 需 用 —b 代替 b. 

第 三 个 二 项 式 公式 的 一 般 形式 WHA n=1,2,--- 以 及 所 有 实数 或 复数 a,b, 其 
Hatb, A 


n n+1 — pu 


Y arto =a" +a" b+ +. bab ^ n ; 
= 
k=0 


二 项 式 系数 ”对 所 有 == 1,2,... 以 及 所 有 实数 a, > 


MEE (a—1) (a—2) (a — k 4-1) 
: — 


3e 
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3 3-2 5 5-4-3 
1: = 一 一 一 = = 2 
例 (i) 1-2 «(1 1.53 5! 


第 一 个 二 项 式 公式 的 一 般 形 式 (二 项 式 定理 ) 


(ryt =a" È : ye ( > Jetesa s? orte 
dic 


(0.16) 
对 所 有 n=1,2,--- 以 及 所 有 实数 或 复数 a,b, 初等 数学 的 这 一 基本 公式 都 成 立 . Fil 
用 求 和 符号 , 可 以 把 (0.16) 写成 


mo ^ n g^ gl 
m (Te T 


第 二 个 二 项 式 公 式 的 一 般 形 式 由 (0.17), 用 —b 代替 b, 马上 就 得 到 


| (a — b)" = y | ) n 
k=0 


帕斯卡 三 角形 ”在 表 0.10 中 , 每 个 系数 都 是 在 它 上 面 的 两 个 系数 的 和 , 由 此 很 容 
易 计 算 一 般 二 项 式 公式 中 的 系数 . 


表 0.10 ”帕斯卡 三 角形 


二 项 式 公式 的 系数 
0 1 
1 1 1 
n=2 1 2 1 
n- 1 3 3 1 
n- 1 4 6 4 1 
5 1 5 10 10 5 1 


(a +b)? — a? + 3a?b + 3a? + 8°, 
(a + b)* = a + 4a?b + 6a7b? + 4a? + b4, 
(a +b)? = a? + 5a*b + 10a°b” + 10a7b* + 5ab^ +b”. 
帕斯卡 三 角形 是 以 B. 帕斯卡 (Pascal, 1623—1662) 的 名 字 命名 的 . 他 在 20 岁 时 就 
« 即 页 宪 三 角形 . 译 者 
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制造 了 第 一 台 加 法 机 , 为 了 纪念 他 , 现代 计算 机 语言 Pascal 也 以 他 命名 . 我 们 也 可 以 
从 1303 年 朱士 杰 (Chu Shih-Chieh) 写 的 中 文 著作 《四 元 玉 鉴 ) 中 找到 n =1,--- ,8 
时 的 帕斯卡 三 角形 . 

牛顿 的 实 指数 二 项 级 数 1. 牛顿 (Newton, 1643—1727)24 岁 时 , 赁 直觉 推理 发 现 
下 面 级 数 的 一 般 公式 : 


对 a = 1,2,…, 无 穷 级 数 (0.18) 实际 上 正 是 二 项 式 公式 . 
欧 拉 定 理 (1774) ”对 所 有 实 指数 a 和 所 有 复数 n. 其 中 |z| < 1, 二 项 级 数 收敛 . 
为 了 证 明 该 级 数 收敛 , 人 们 花费 了 很 长 时 间 , 直到 牛顿 发 现 这 个 级 数 100 多 年 

之 后 , 67 岁 的 欧 拉 才 获 得 成 功 . 
多 项 式 定 理 ”该 定理 对 二 项 式 定理 进行 了 推广 , 使 其 不 再 限于 两 个 被 加 数 . 特别 地 ， 
有 

(a+b+c)? =a? +b? +c? + 2ab + 2ac + 2be, 

(a -- b 4- c)? = a? +b? + c? + 3a?b + 3a?c + 36? c + 6abc + 3ab? + 3ac? + 3be?. 
对 任意 非 零 的 实数 或 复数 a1,… ,an 以 及 自然 数 n = 1,2,…, 这 个 定理 的 一 般 形 
式 是 


n! 
(ai+a2+---+an)” ———— ——258, 05? “aN, 


m,!m2!---my! 
mjid---cHmw-n 3 2 N 


其 中 被 加 数 取 遍 从 0 到 n 这 些 自然 数 中 和 为 n 的 所 有 N 元 组 (mi,m2,… mx). 
另外 , nl =1-2-----n. 
二 项 式 系数 的 性 质 ”对 自然 数 n, k(0 € k <n) 以 及 实数 或 复数 a, b, 有 

(i) 对 称 法 则 


(ii) 加 法 法 则 9 


Cak] 
k k+1 k+1 


1) 公式 (0.19) 是 帕斯卡 三 角形 的 基础 . 
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(5) M [u^ ‘ere 
+ Tee = 
0 1 k k 
eee 
+ pert = . 
0 k 1 k—-1 k 0 k 
4| 3: 如 果 在 最 后 一 个 方程 中 , 我 们 令 a = 6 = k = n, 那么 由 对 称 法 则 , 有 
村 
十 Te = 
0 1 n n 
Ma=b=1URa=-b=1, 根据 二 项 式 定理 , 有 
GG) en 
0 1 n 
es eere 
0 1 2 n 


0.1.10.4 Rf (RAF) 与 伯 努 利 数 


自然 数 的 和 
Y k=14+2+ tne PET) 
k=1 
2k=24+4+---+2n=n(n+ 1), 
k=1 
(2k —1) =14+3+---4+(2n—1) =n’. 
k=1 
平方 数 的 和 
和 
6 
k=1 
n a 
Y Gk 1)? =17 +37 4. + (an— 1? = ME) 
k=1 
ERB 5O0RRHA 
Sat pep. uie Te 
4 ? 
k=1 
5 es T itp. pets U POS tiai 
30 
k=1 


(ASB FES Ai - 伯 努 利 (1645 一 1705) EA BRAVA (RAM) 
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SR :— 1? +2? 4---+n? 


求 经 验 公式 时 遇 到 了 这 些 数 . 对 n = 1,2,… 和 指数 p = 1, 2,.…, 他 得 到 了 一 般 公 
式 


他 也 注意 到 系数 之 和 总 等 于 1, 即 


1 1, Bfp Ba | p Bp p 
—— 24 458 deer oe =1. 
pri 2 2 AU 3 (:) p o] 


由 此 , 对 p = 2,3,---, 我 们 得 到 一 系列 的 伯 努 利 数 Bo, B3,….. 另外 , 我 们 令 Bo := 
1, By := 一 1/2( 见 表 0.11). WA n > 3, 有 B = 0. 其 递归 公式 可 以 写成 


HOLE 


如 果 对 方程 的 左边 进行 乘法 运算 , 用 OB. 代替 B”, 就 有 
(1+ B)**! — Bj44 =0. 


R 0.11 伯 努 利 数 B,(B4 = B5 = By =---=0) 


3617 


16 
510 
1 43 867 
1 E 18 : E 
2 798 
174 611 


330 


5: 
S} = sn + sn 
3 = jn gn? tan 
53 = an + sn + an 
a ee ee n 


此 外 , 有 
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Sb Bo(n+ 1)Pt? 
p! O!(p + 1)! 


Bi(n +1)? | Bo(n+1)?7! iae By(n 4-1) 
1!p! 2!(p — 1)! p!l! 


伯 努 利 数 与 无 穷 级 数 ”对 所 有 复数 x, 0 < |z| < 20, 有 


2 Bo Bi, Bos, OX B. 
it 


另外 , 伯 努 利 数 也 出 现在 下 列 函 数 的 震级 数 展开 中 (参看 0.7.2): 


tanz, cotz, tanhz, coth z, , In|tan z|, In|sin z|, In cos x. 


sing’ sinhz 
伯 努 利 数 在 自然 数 的 寡 的 倒数 求 和 中 也 发 挥 着 重要 作用 . 1734 年 , 欧 拉 发 现 著名 公 
式 


更 一 般 地 , wk =1,2,---, 欧 拉 发 现 D 


oc 


1 1 1 (2n)?* 
1 NM LE Boil: 
+ 92% 7 ae 7 2, nr = agri Pl 


甚至 在 更 早 些 时 候 , 约翰 。 伯 努 利 (1667 一 1748) 和 雅 各 布 。 伯 努 利 兄弟 就 曾 花费 很 
多 时 间 确 定 这 些 级 数 的 值 . 


0.1.10.5 KEX 
定义 关系 ”对 所 有 复数 v, le| < 5. 无穷 级 数 


1 Ei E» o 
=1+—2z+ — em 
cosh x A via 2 7 * 


led 


k=0 


收敛 . 该 级 数 中 的 系数 E. 称 为 欧 拉 数 (参看 表 0.12), 我 们 有 Eo = 1, 对 所 有 奇数 
n, E, — 0. 如 果 施 行 乘法 运算 之 后 用 E. RE E, 则 欧 拉 数 满足 符号 方程 


(E 4-1)" F (E — 1)" — 0, 


1) 为 此 , 欧 拉 使 用 了 自己 发 现 的 对 所 有 复数 z 都 成 立 的 积 公 式 


oc 9 

" T 
sinzz — zz |] l=- — J, 

m2 


m=i 


这 实质 上 是 把 代数 基本 定理 (参看 2.1.6) 推广 到 正弦 函数 上 . 
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这 为 By 提供 了 一 个 便利 的 递归 公式 . 欧 拉 数 与 伯 努 利 数 之 间 的 关系 再 次 以 符号 形 


2n+1 2n+1 
inns (B.- 1) MUS 


式 给 出 就 是 


~ 9n41 4 


12 2 702 765 
14 —199 360 981 


e N OC] 
=. 


欧 拉 数 与 无 穷 级 数 。 欧 拉 数 出 现在 下 列 函 数 的 震级 数 展开 中 : 


1 1 
cosh x COST 


(B 0.7.2), 另外 , X k=1,2,---, 有 公式 


1 1 n =j? qt 
1- au js PES. LEE 
3 +1 52k+1 = (2n + 1) 22k+2(2k)! 


0.1.11 重要 不 等 式 


1.1.5 中 介绍 了 不 等 式 的 运算 规则 . 
三 角 不 等 式 ” 


zl—lwl < |z- wl sll+lvl, zw eC. 


另外 , 对 n 个 复数 项 r1, ,zn, 有 三 角 不 等 式 


n n 
k=1 k=1 


伯 努 利 不 等 式 ” 对 所 有 实数 r> 一 1, n= 1,2,…, 有 


(1 十 Z)” 之 工 十 mz， 
二 项 不 等 式 
lab| < TG +b), a,bER. 
均值 不 等 式 ”对 所 有 正 实数 c 和 d, 有 


1) “a E R", 意思 是 指 这 个 公式 对 所 有 实数 a 都 成 立 ;“z € C", 意思 是 指 对 所 有 复数 都 
成 立 . 注意 每 个 实数 同时 也 是 一 个 复数 ，1.1.2.1 中 介绍 了 实数 或 复数 的 绝对 值 |z|. 
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2 2 
2 c+d c+d 
eva tt g ETE, 
dd 2 2 
一 十 一 

c ad 


这 里 的 平均 值 从 左 到 右 依次 为 调和 平均 值 、 几 何平 均值 、 算 术 平 均值 和 二 次 平均 值 . 
它们 都 介 于 min{c,d} 和 max(c, d) 之 间 , 证 实 了 其 平均 性 .? 
一 般 均 值 不 等 式 “对 正 实 数 zi,…… ,zn, 有 


|min(ni m) «h«g&m«s&max(zi- sznj| 
在 该 公式 使 用 了 记号 : 
_ 21 十 z2 十 :十 za lw T 
Z a2, (算术 平均 值 )， 
n 1/n 
g:= (zlza - En)” = (i z) (几何 平均 值 )， 
k=1 
him -一 一 一 (调和 平均 值 ) 
ni am 


Ó 1/2 
4p 4) (二 次 平均 值 ). 
杨 氏 不 等 式 


lal" lb 
, 


a,b € C, (0.20) 


jab] < — + — 
p q 


另外 所 有 的 实 指数 p 和 q 都 满足 p,g > 1, A 
Le ei 
p g 
特别 地 , 当 p= g = 2 时 , 杨 氏 不 等 式 就 变 成 了 二 项 不 等 式 . Fn = 2,3,---, 则 一 


般 杨 氏 不 等 式 成 立 : 


(0.21) 


n 
IT^ 
k=1 


Le a [P* 
< > 一 一 ， Xk€C, 
kci Pk 


e NI 
另外 所 有 实 指数 p, > 1, H m =1. 


施 瓦 茨 不 等 式 
n n 1/2 ü 1/2 
>》 tkk < p a? p wr) , Lk, yr € C. 
k=1 k=1 k=1 


1) min(c, d}(max{c,d}) 表示 c 和 d 这 两 个 数 中 最 小 (最 大 ) 的 一 个 . 
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(zly)| < lzllolylle， zy € C". 


另外 所 有 实 指数 p 和 q 都 满足 p,g > 1, 且 = + : — 1. 前面 使 用 的 记号 定义 如 下 : 


N N 1/p 
LN aes -e 1 s "T. = 
Ci) = Dw, O ee = a, a 


k=1 k=1 


记号 Te 表示 zk MBH (参看 1.1.2). 
闵可夫 斯 基 不 等 式 


liz + vll» < liz + lvl, zy € C7, 1<p<oo.| 
延 森 (Jensen) FBX 


lzlls < lzl:, zec*N, O<r<p<o. 


积分 不 等 式 若 实 系数 p,q > 1 满足 条 件 oe oc 1, 且 不 等 号 右边 的 积分 存在 
(因此 有 限 ), 则 下 列 不 等 式 成 立 2. 
(i) 三 角 不 等 式 


| | raaf < | Iras: 


< (| irea) ü (ok 


特别 地 , 当 p= q = 2 时 , 就 变 成 了 施 瓦 茨 不 等 式 . 


| f(x)g(z)àz 
G 


(|. faz) e ( | oar) ^ | 


1) “x € CN" fd “MRR zk 的 所 有 N 元 组 (21, ,ZN)”. 
2) 这 些 公 式 在 非常 一 般 的 假设 下 都 成 立 . 我 们 可 以 利用 经 典 的 一 维 积分 ( 黎 曼 积分 ) 


b 
| fda = | fda, 含有 几 个 变量 的 经 典 积分 或 者 是 现代 的 勒 贝 格 积分 ， 函 数 f(z) 的 取 值 是 实 
G a 
数 或 复数 . 
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延 森 由 性 不 等 式 。” 令 m = 1.2,… , 若 实 值 函数 PRY RENEM, NIKE 
z, € RN 和 所 有 满足 Y Ar = 1 的 非 负 实 系数 A 有 


k=1 


(BF 1.4.5.5). 
延 森 的 积分 凸 性 不 等 式 


(0.22) 


它 满足 如 下 假设 : 
(i) 实 值 函 数 FPF: ROR BAK. 
(i) ii p: G > REAR MM, 7E R” 的 开 集 G EI, HIA | pde > 0 
(iii) 函数 g : G 一 R 具有 性 质 : (0.22) 中 的 所 有 积分 都 存在 1. 
例如 , 我 们 可 以 令 p(x) = 1. 
重要 凸 性 不 等 式 “ 令 m =1,2,--., 对 所 有 非 负 实数 z 以 及 满足 aos = 
1 AY An, A 


r (Euta) «s (Yom). (0.23) 


它 满足 如 下 假设 : 

(i) 函数 f,g : [0, oo[— [0, oo[ 是 增 函 数 和 满 射 函 数 , 它们 的 逆 记 为 fot, go: 
[0, ce[ 一 [0, cof. 

(ii) 函数 的 合成 y = g( f! ()) 是 区 间 [0, oof 上 的 凸 函 数 . 

由 (0.23), 我 们 可 以 得 到 除 三 角 不 等 式 之 外 的 所 有 不 等 式 . 这 之 后 所 潜藏 的 思 
想 就 在 于 凸 性 的 丰富 内 涵 . 
例 1: 44 f(x) := lng, g(x) := z, 则 f^! (z) =e, g !(z) = 2. 由 (0.23), 对 所 有 

1) Ë G :=]a, b| 是 一 个 有 界 的 开 区 间 , 则 p 和 9 在 [a,b] 上 连续 (更 一 般 地 , 几乎 处 处 连 
续 和 有 界 ). 在 这 种 情况 下 , 有 ， 

| | a 


车 G 是 RN 中 的 ( 非 空 ) 有 界 开 集 , 则 p 和 9 在 闭 包 G 上 连续 (或 者 更 一 般 地 ,几乎 处 处 连 
续 和 有 界 ). 
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非 负 实数 zk 和 满足 S = 1 的 An, 有 加 权 平 均值 不 等 式 


k=1 


(0.24) 


该 不 等 式 等 价 于 杨 氏 不 等 式 (0.21). 
特别 地 , 若 对 所 有 k, Ak = 1/n, 则 不 等 式 (0.24) 正好 是 关于 几何 平均 数 g 和 
算术 平均 数 m 的 不 等 式 g < m. 


对 偶 不 等 式 
[7 (0.25) 
其 中 , 函数 F: RY >R pu, 对 偶 函 数 F* : RN SR 由 下 面 关 系 给 出 : 
F” (y) = sup (a) — Pi. 
rERN 


例 2: $ N =1, P >1, HÄ x € R, F(x) := BE ,那么 对 所 有 eR 有 
"ny — ult 
F'(y)— 7L 
其 中 g 由 方程 >+ : — 1 确定 . 在 这 种 特殊 情况 下 , 方程 (0.25) 就 变 成 了 杨 氏 不 
等 式 zy < ler + 中 
C p q " 
标准 文献 、 关 于 更 多 的 不 等 式 参看 标准 文献 [19] [5]. 


0.1.12 ”在 行星 运动 中 的 应 用 一 一 数学 在 太空 中 的 一 次 胜利 


如 果 我 们 不 完全 了 解 在 我 们 之 前 的 其 他 人 拥有 什么 ， 
就 不 可 能 真正 地 了 解 自己 拥有 什么 . 
J. W. 歌德 (1749 一 1832) 


准确 地 说 , 前 几 节 的 结果 在 今天 看 来 当 属 初等 数学 . 但 事实 上 , 这 一 点 是 人 类 在 
解决 大 自然 所 赋予 我 们 的 重要 问题 的 过 程 中 , 经 历数 世纪 的 辛勤 耕耘 与 思索 之 后 才 
获得 的 . 我 们 不 妨 以 行星 运动 为 例 详细 说 明 . 

人 们 在 古 时 候 就 对 圆锥 曲线 作 了 深入 研究 . 为 了 描述 行星 在 天 空中 的 位 置 , 古代 
天 文学 家 使 用 了 珀 加 的 阿波 罗 尼 奥 期 Appolonius, 约 公元 前 260 一 前 190) 的 周转 国 
(epicycles)* 的 思想 . 根据 这 一 理论 , 行星 沿 一 个 小 的 圆 形 轨道 运动 , 而 小 的 圆 形 轨 
道 反 过 来 又 沿 着 一 个 更 大 的 圆 形 轨道 运动 (图 0.21(a)). 


* 周转 圆 又 称 本 轮 — 译 者 
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EE 


近日 点 


(a) 周转 圆 (b) Freeh f 


(c) 牛顿 运动 定律 
图 0.21 历史 上 圆锥 曲线 的 出 现 


周转 圆 理论 比较 准确 地 描述 了 行星 每 年 在 天 空中 看 似 非常 复杂 的 运动 . CEJ 
地 印证 了 : 试图 让 理论 符合 观察 结果 的 这 种 做 法 可 能 会 使 我 们 得 到 一 个 完全 错误 的 
模型 . 
哥 白 尼 的 世界 观 1543 年 N. 哥 白 尼 (Nicolaus Copernicus, 1473 年 生 于 波兰 的 
HER) Atk, 同年， 他 的 划时代 之 作 《 天 体 运行 论 》(De revolutionibus orbium 
coelestium) RR. 这 部 著作 打破 了 古代 传统 的 世界 观 一 一 托 勒 密 (Ptolemy) 宣称 
的 地 心 说 . 哥 白 尼 指 出 地 球 绕 太 阳 旋 转 , 但 仍 认 为 其 轨道 为 圆 形 的 . 
开 普 勒 三 定律 ”在 丹麦 天 文学 家 第 谷 (Tycho Brahe, 1546—1601) 的 大 量 观测 资料 
的 基础 上 , J. 开 普 勒 (Kepler, 1571—1630, 生 于 德国 威 尔 ) 经 过 诸多 计算 之 后 发 现 
下 面 的 行星 运动 三 大 定律 (图 0.21(b)): 

1. 行星 沿 椭圆 轨道 运动 , 且 太 阳 位 于 椭圆 的 一 个 焦点 上 . 

2. 行星 在 椭圆 轨道 上 运动 时 , 在 相等 的 时 间 内 扫 过 的 面积 相等 (图 0.21(b) 中 
的 A). 

3. 所 有 行星 的 公转 周期 了 的 平方 与 椭圆 长 半 轴 a 的 立方 的 比 都 是 一 个 常量 : 

T= 常量 

1609 年 , 开 普 勒 在 《新 天 文学 》(4stronomia nova) 中 发 表 了 前 两 条 定律 , 10 年 
后 , 在 《宇宙 和 谐 论 》(Harmonices mundi)? 中 发 表 第 三 条 定律 . 

1624 F, 开 普 勒 完成 了 1601 年 德国 皇帝 鲁 道夫 二 世 交 给 他 的 绘制 “ 鲁 道夫 表 ” 
的 大 部 分 工作 . 在 接 下 来 200 年 的 时 间 里 , 天 文学 家 一 直 沿用 这 些 表 . 借助 它们 , 也 

1) 开 普 勒 在 “三 十 年 战争 ”的 导 火 索 一 一 “ 掷 出 窗外 事件 发 生 五 天 前 ， 也 就 是 1618 年 
5 月 18 H, 发 现 第 三 条 定律 . 
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许可 以 精确 地 预测 出 行星 的 运动 以 及 过 去 和 将 来 任何 时 候 的 日 食 和 月 食 . 在 当时 计 
算 器 计算 水 平 下 , 特别 是 注意 到 天 文学 中 使 用 的 是 精确 的 结果 , 而 不 是 粗略 的 近似 
值 , 我 们 简直 难以 想象 开 普 勒 在 当时 取得 的 是 怎样 一 项 伟大 的 成 就 . 还 有 一 点 值得 
一 提 , 那 就 是 开 普 勒 不 得 不 在 没有 对 数 表 的 情况 下 工作 . 1614 年 , 苏格兰 贵族 纳 皮 
尔 发 表 了 第 一 个 对 数 表 , 开 普 勒 马上 意识 到 这 种 把 乘法 简化 成 加 法 的 数学 工具 的 威 
Jj. 事实 上 , 开 普 勒 在 此 方面 的 论文 对 普及 对 数 表 很 有 帮助 . 

牛顿 力学 1643 年 , 也 就 是 恰 逢 哥 白 尼 去 世 100 周年 之 际 , 人 类 真正 的 天 才 之 一 ， 
一 个 农庄 主 的 儿子 一 一 牛顿 在 英国 东海 岸 的 一 个 小 村 庄 里 降生 了 . J. L. 拉 格 朗 日 
(Lagrange) 曾 写 道 :“ 他 是 最 幸运 的 , 因为 宇宙 系统 只 能 被 发 现 一 次 .”26 岁 时 , 牛顿 
成 为 (英国 ) 剑桥 著名 的 三 一 学 院 的 教授 , 事实 上 , 他 早 在 23 岁 时 就 利用 开 普 勒 第 
三 定律 估算 出 万 有 引力 , 并 发 现 它 一 定 与 距离 平方 的 倒数 成 比例 .1687 F, 他 的 名 
著 《 自 然 哲学 的 数学 原理 》( Philosophiae Naturalis Principia Mathematica) 问世 ， 
其 中 讲述 了 经 典 力学 , 得 到 并 应 用 了 著名 的 运动 定律 


力 = 质量 x 加 速度 . 
同时 , 他 还 创立 了 微 积分 理论 . 牛顿 的 定律 用 现代 符号 写 出 来 就 是 行星 运动 的 微分 
方程 

ma" (t) = F(a(t)). (0.26) 
向 量 z(t) 表示 行星 在 t 时 刻 的 位 置 D (A 0.21(c)), 时 间 的 二 阶 导数 m" (0) 对 应 行 
星 在 t 时 刻 的 加 速度 向 量 , 正常 数 m 表示 行星 的 质量 . 按照 牛顿 的 说 法 , 太阳 的 万 
有 引力 是 


其 中 单位 向 量 


= 


G = 6.6726 10 m? - kg! - s7’. 


牛顿 发 现 (0.26) 的 解 是 椭圆 (以 极 坐 标 形式 表示 ) 


r= p ; 
l1 — e cosy’ 


其 中 数值 离心 率 = 和 半 参 数 p 由 如 下 方程 确定 : 
1) 1.8 中 将 会 详细 讨论 向 量 演算 . 
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2ED? D? 
G2m3 M2’ P= GMT 
能 量 E MADE D 由 行星 在 某 一 时 刻 的 速度 和 位 置 决定 . 轨道 运动 o = y(t) 通 
过 解 如 下 关于 角 o 的 方程 得 到 : 


e 
m 2 
t= D | r^ ()dq. 


高 斯 重新 发 现 谷 神 星 ”1801 年 新 年 之 夜 , EUEIRCAOCR REL T MERE 8 SE, 
它 运动 相对 很 快 , 不 久 就 消失 了 . 这 对 当时 的 天 文学 家 来 说 是 一 次 不 可 思议 的 挑战 ， 
因为 已 知 的 轨道 只 有 9 Rr. 所 有 用 于 天 体 计算 的 方法 都 失败 了 . 然而 , 24 岁 的 高 斯 
用 一 种 全 新 的 方法 克服 了 求解 第 8 度 轨道 所 满足 的 方程 的 困难 , 1809 年 , 他 将 其 发 
表 在 《行星 沿 圆锥 曲线 的 绕 日 运动 理论 》( Theoria motus corporum coelestium in 
sectionibus conicis Solem ambientium) "P. 

根据 高 斯 的 计算 结果 , 谷 神 星 应 该 在 1802 年 的 新 年 之 夜 再 次 出 现 . 它 是 人 类 
观察 到 的 第 一 颗 小 行星 . 据 估 计 , 在 火星 与 木星 之 间 的 区 域 , 还 存在 约 50 000 颗 这 
样 的 小 行星 , 但 其 总 质量 只 及 地 球 质量 的 几 千 分 之 一 . 谷 神 星 的 直径 是 768 km, 是 
目前 知道 的 最 大 的 小 行星 . 
海王 星 的 发 现 1781 年 3 月 的 一 个 晚上 , W. HKR (Herschel) 发 现 一 颗 新 行星 ， 
后 来 称 为 天 王 星 , 其 绕 日 公转 周期 为 84 年 ( 表 0.13). 剑桥 的 J. 亚当 斯 (Adams, 
1819—1892) 和 巴黎 的 J. 勒 维 耶 (Leverrier, 1811—1877) 这 两 位 年 轻 的 天 文学 家 
彼此 独立 地 确定 出 了 和 天王星 的 轨道 , 并 从 观测 到 的 天 王 星 轨道 的 扰动 中 判断 出 存在 
一 颗 新 的 行星 , 根据 勒 维 耶 所 说 , G. 伽 勒 (Galle) BFE 1846 年 在 柏林 天 文 台 就 观 
察 到 了 这 颗 行 星 并 命名 为 海王 星 . 这 是 牛顿 力学 的 一 次 胜利 , 同时 也 是 天 体 运行 论 
中 的 一 项 实际 计算 . 

通过 观察 海王 星 运动 过 程 中 的 扰动 , 随后 人 们 又 推断 出 在 距离 太阳 非常 遥远 的 
地 方 还 存在 一 颗 光线 暗淡 的 行星 , 1930 年 人 们 发 现 了 它 , 以 罗马 冥王 的 名 字 命 名 为 


表 0.13 ”太阳 系 模 型 (1m 表示 10°km) 
天 体 距 日 距离 。 ”公转 周期 ”数值 轨道 离心 率 e 天 体 直径 ”相对 大 小 


太阳 = — = 1.4m — 
KE 58 m 88d 0.206 5 mm gu 
金星 108 m 255d 0.007 12 mm 机 桃 
地 球 149 m la 0.017 13 mm PERK 
火星 229 m 2a 0.093 7 mm AG. 
木星 778 m 12a 0.048 143 mm 椰子 
土星 1400 m 30a 0.056 121 mm 椰子 
天 王 星 2900 m 84a 0.047 50 mm 苹果 
海王 星 4500 m 165a 0.009 53 mm 苹果 
RES) 5900 m 249a 0.249 10 mm 樱桃 


1) 根据 2006 年 国际 天 文学 联合 会 大 会 通过 的 决议 ， 寡 王 星 不 再 被 称 为 行星 . 一 一 编者 
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CER (X 0.13). 

水 星 的 近日 点 运动 ”行星 的 轨道 计算 起 来 非常 复杂 , 因为 不 仅 要 说 明 来 自 太 阳 的 引 

力 , 还 要 说 明 来 自 其 他 行星 的 引力 ， 此 外 , 它 还 要 在 数学 的 扰动 理论 的 背景 下 来 解 
决 , 一 般 地 , 扰动 理论 考虑 的 是 方程 (的 系数 ) 在 微小 扰动 下 解 的 取向 . 尽管 已 经 有 . 
了 非常 精确 的 计算 , 距离 太阳 最 近 的 行星 一 一 水 星 的 轨道 还 是 沿 椭圆 的 长 轴 有 一 

个 旋转 , 其 速度 大 约 为 一 世纪 43 角 秒 , 这 真 的 无 法 理解 . 直到 1916 年 爱 因 斯 坦 的 

广义 相对 论 问世 , 这 一 现象 才 得 以 解释 . 

大 爆炸 的 背景 微波 辐射 广义 相对 论 方程 存在 一 个 解 , 刻画 了 不 断 膨 胀 的 宇宙 . 这 
一 膨胀 的 起 点 称 为 大 爆炸 .1965 f£, 美国 物理 学 家 彭 齐 亚 斯 (Penzias) 和 威尔逊 
(Wilson) 在 新 泽 西 的 贝尔 实验 室 发 现 一 种 极其 微弱 的 (微波)、 方 向 完全 一 样 的 辐 
H, 如 今 我 们 认为 它们 是 150 亿 年 前 宇宙 大 爆炸 的 残余 物 与 实验 证 据 . 这 是 科学 
史上 的 一 次 户 动 , 他 们 两 个 因此 荣获 诺 贝 尔 奖 . 因为 在 3K 时 (绝对 零度 以 上 ) 这 
种 辐射 可 以 看 成 光子 气体 , 所 以 我 们 可 说 成 是 3K 辐射 ， 另 一 方面 , 在 很 长 一 段 时 
间 内 很 难 理解 这 种 辐射 的 方向 为 什么 完全 一 样 , 它 显然 与 宇宙 中 银河 系 的 形成 相 矛 
JA. 1992 F, 经 过 几 年 的 大 量 准确 工作 之 后 , G. ER (Smoot) 设计 的 人 造 卫 星 
COBE 最 终 在 背景 微波 辐射 中 观察 到 了 错综复杂 的 各 向 异性 . 这 也 有 望 使 我 们 很 快 
知道 在 大 爆炸 300 000 年 之 后 宇宙 的 质量 分 布 情况 , 并 了 解 大 约 100 亿 年 前 银河 系 
的 形成 过 程 .2 

天 体 物理 学 、 微分 方程 、 数值 计 算 、 快速 计算 机 与 太阳 的 毁灭 ”由 于 暗物质 的 吸引 

与 压缩 , 50 亿 年 前 , 我 们 的 生命 之 源 一 一 太阳 与 其 他 行星 形成 了 . 现代 数学 的 一 
个 目标 就 是 描述 出 太阳 的 生存 与 毁灭 过 程 , 这 需要 用 到 由 复杂 的 微分 方程 组 构成 的 

太阳 模型 , 而 这 个 模型 是 几 代 天 文学 家 的 劳动 成 果 . 虽然 我 们 不 可 能 得 到 这 个 复杂 
的 微分 方程 组 的 精确 解 , 但 是 借助 巨型 电子 计算 机 的 计算 能 力 , 数值 计算 中 的 现代 
方法 为 计算 近似 解 提供 了 有 效 工 具 . 慕尼黑 工业 大 学 R. 布 利 尔 施 (Bulirsch) 教授 
进行 了 这 项 计算 . 他 用 动画 描述 了 按 这 种 方法 所 发 现 的 解 ， 整个 过 程 活灵活现 . 这 
些 解 展现 了 太阳 在 110 亿 岁 的 时 候 会 向 金星 轨道 扩张 , 那 时 , 地 球 上 的 所 有 生命 将 
会 由 于 这 一 扩张 所 产生 的 难以 想象 的 热量 而 不 复 存在 . 稍 后 , 太阳 开始 毁灭 , 进而 
成 为 一 个 灰色 的 侏儒 , 不 再 发 光 . 


0.2 ”初等 函数 及 其 图 示 


基本 思想 (RH 
y = f(z) 


1) 著作 [28] 中 讲述 了 现代 宇宙 论 与 COBE 计划 的 迷人 故事 . 
2) 实 值 函数 是 特殊 的 映射 . 4.3.3 中 讨论 了 通常 映射 的 定义 与 性 质 .为 简便 起 见 ， 实 值 函 
数 也 简称 实 函数 ， 
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对 每 个 实数 c 都 指定 唯一 一 个 实数 y. 我 们 必须 要 知道 , 函数 f 表示 一 个 指定 或 分 
AC, 而 f(x) 表示 函数 在 实数 x 处 的 取 值 . 

(i) 在 其 上 定义 该 指定 或 分 配 的 所 有 r 的 集合 称 为 函数 f 的 定义 域 万 (用 . 

(ii) 对 所 有 z € DP, RA y 的 集合 称 为 函数 f 的 值 域 R(f). 

(iii) 所 有 点 对 (x, f(z)) 的 集合 , 称 为 函数 f  BRG(f). y 
可 以 用 数 表 或 图 示 来 定义 函数 . 
例 : 对 函数 y = 2z +1, 数 表 是 


Er 0 1 2 3 4 
y 1 3 5 7 9 


y = 2x 十 1 的 图 示 (图 0.22), 即 f 的 图 像 , BA (x,y) 的 集 
合 , 也 就 是 过 点 (0,1) 和 (1,3) 的 直线 . 
增 函 数 和 减 函 数 ”函数 f 称 为 (严格 ) 增 函数 , 若 


|z <u f(z) < flu). (0.27) 


若 把 (0.27) 中 的 符号 “f(z) < f(w)” 依 次 用 
f(z) < flu), fz)> Ffu), f(x) 2 fu) 
代替 , 则 函数 f 分 别称 为 非 减 函数 、 减 函 数 和 非 增 函 数 (参看 表 0.14). 
表 0.14 ”函数 的 性 质 


增 函 数 非 减 函数 减 函数 非 增 函 数 
1 y 
tx ea DN A 
L EH L 
偶 函 数 奇 函数 周期 函数 


反 函 数 的 基本 思想 ”考虑 函数 
p=, arae (0.28) 


对 任意 y > 0, FE (0.28) 恰好 有 一 个 解 z > 0, 它 可 以 用 Vy 表示: 
1) 符号 rc D(f) 表示 r 是 集合 D(f) 中 的 元 素 . 
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r= Jy. 
在 形式 上 互 换 > 和 y, 我 们 得 到 平方 根 函 数 


(0.29) 


把 原 函数 (0.28) 的 图 像 沿 对 角 线 反射 就 得 到 反 函数 (0.29) 的 图 像 (图 0.23). 对 任 
意 连续 的 增 函数 , 都 可 以 这 样 作出 它们 的 反 函数 (参看 1.4.4). 正如 我 们 在 随后 几 节 
看 到 的 , 按 这 种 方法 能 够 得 到 许多 重要 的 函数 (如 y=Inzx, y — arcsin g, y= arccos T 
等 ). 


(a) y=a? (b) yar 
图 0.23 RHR 


具有 Mathematica 的 函数 图 示 KFE Mathematica 中 包含 一 系列 固定 的 重 
要 数学 函数 , 它们 可 以 通过 数 表 或 图 示 表 示 出 来 . 


0.2.1 ”函数 的 变换 
实际 上 , 我 们 只 需 知 道 某 些 函数 的 标准 形式 就 够 了 . 由 这 些 标准 形式 , 通过 平 
移 、 伸 缩 和 镜 射 ， 能够 得 到 其 他 有 趣 的 函数 图 示 . 
y = f(z—a)+?b 
的 图 像 可 以 通过 把 y = f(x) 图 像 上 的 每 个 点 (m, y) 平移 到 点 (x 十 a,y 4- 0) 3. 
例 1: y 二 (x 一 1)? 十 1 的 图 像 可 通过 平移 y = z2 的 图 像 得 到 , 其 中 点 (0,0) 平移 
到 了 点 (1,1)( 图 0.24). 


(a) y= a? (c) yz (z—1) +1 (b) y=2a° 


图 0.24 ”图像 的 平移 与 伸缩 
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沿 c 轴 伸 缩 ”对 于 固定 的 a > 0, b> 0, 函数 
x 
y-W() 
的 图 像 可 由 y = f(x) HER r 轴 拉 伸 a 倍 , 沿 y 轴 拉 伸 5 倍 得 到 . 


例 2: 把 y= z? 的 图 像 沿 y 轴 拉 伸 2 倍 , 就 得 到 y = 20? 的 图 像 (图 0.24). 
例 3: Æ y = sinz 的 图 像 沿 r 缩短 1/2, 就 得 到 y = sin 2z 的 图 像 (图 0.25). 


(b) 2 一 sin22 


图 0.25 正弦 曲线 波 


(a) y=sinw 


镜 射 


[y=f(-z)| 和 [v2 -f6)] 


的 图 像 可 由 y = f(x) 的 图 像 分 别 经 y IURI x 轴 镜 射 得 到 . 
4|4:y—e ”的 图 像 由 y = er 的 图 像 经 y 轴 镜 射 得 到 (图 0.26). 


(a) y=e" (b) y=" 
A 0.26 ”指数 函数 
偶 函 数 和 奇 函 数 ”对 所 有 ce D(f), BM y = f(x) 称 为 偶 函 数 ( 奇 函 数 ), F 
f(-z)- f(x) (f(-2) =—-f(z)) 
(3 0.14). 
偶 函 数 的 图 像 关于 y 轴 对 称 ; 奇 函数 的 图 像 关 于 原点 对 称 . 
例 5: 函数 y = z? 是 偶 函 数 , 而 y = c? 是 奇 函 数 . 
周期 函数 ”函数 f 的 周期 为 p, 若 
[f(z+p)= f(z), seR, 
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即 车 对 所 有 实数 r, 该 关系 成 立 , 则 函数 f 的 周期 为 p. 当 沿 x 轴 平 移 p 个 单位 时 ， 
周期 函数 的 图 像 不 变 . 
例 6: 函数 y = sin 的 周期 为 2x( 图 0.25). 


0.2.2 ”线性 函数 
线性 函数 
的 图 像 是 一 条 直线 , 斜率 为 m, y 轴 截 距 为 b( 参 看 0.1.7.1 中 的 图 0.10). 
0.2.3 ”二 次 函数 
最 简单 的 二 次 函数 
(0.30) 
(040) 的 图 像 是 一 条 抛物 线 (图 0.27). 由 二 次 配方 , 可 以 把 一 般 二 次 函数 
(0.31) 


写成 


(0.32) 


0.2 ”初等 函数 及 其 图 示 47 


其 中 判别 式 D :=  —ac. Abt (0.31) 的 图 像 可 以 通过 把 (0.30) 的 图 像 的 顶点 


(0.0) 平移 到 (-2-2) 得 到 . 


a a 
ar? +2br +c=0 


二 次 方程 ”方程 
(系数 a,b,c 为 实数 , a > 0) 的 解 为 
s -b+ VD M —b+ Vb? — ac 


a a 


r 


情形 1: D > 0. 存在 两 个 不 同 的 实 零点 z+ 和 r, 它们 分 别 对 应 抛物 线 (0.31) 与 
x 轴 的 两 个 不 同 交点 (图 0.28(a)). 
情形 2: D = 0. 存在 一 个 实 零点 z+ = x, 抛物 线 (0.31) 与 x 轴 相 切 (图 0.28(b)). 


(b) D=0 (b) D<0 


图 0.28 
情形 3: D < 0 存在 两 个 复 零 点 
-b+iv-D | —b+iVvac— b? 


a a 


其 中 i 是 虚数 单位 , 满足 这 = -1( 参 看 1.1.2). 在 这 种 情况 下 ，( 实 ) 抛物 线 (0.31) 
与 x 轴 不 相交 (图 0.28(c)). 
例 1: 方程 zz 一 6z 十 8 = 0 有 两 个 零点 


r4 一 3 土 V32 5823241, 


即 cr, = 4, 2_ =2. 
4| 2: WH a? — 22 -1— 0 的 零点 为 


z4—1EVi-I1-1. 
5| 3: 方程 2? -- 2x - 2 — 0 的 零点 为 
r+ =—-ltV1—-2=-1+i. 
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0.2.4 HAR 
4 n=2,3,---, 函数 


24 n 为 偶数 时 , 它 与 y = aa? 的 图 像 类 似 , 4n 为 奇数 时 , CS y = ac? 的 图 像 类 


似 (# 0.15). 
奇 
| 
| 


X 0.15 BAA y =ar” 


n>2 


V, 

a0 MA 
Y 

a<0 zx 


0.2.5 Kite 函数 


连接 实数 域 中 两 个 点 的 最 短路 径 是 通过 复数 域 . 
J. 阿达 马 (1865—1963) 


为 了 深入 理解 数学 各 个 组 成 部 分 之 间 的 关系 , 考虑 复 变量 r 的 函数 e”, sing 以 
及 cosx 非常 重要 . 
1.1.2 中 详细 讨论 了 形 如 z = a 十 bi 的 复数 , 其 中 ab 为 实数 . 只 需 注意 虚数 单 
位 i 满足 
je c 
每 个 实数 同时 也 是 一 个 复数 . 
定义 ”对 所 有 复数 r, 下 面 无 穷 级 数 收敛 : 


eS k 


y pog? PN 
: = hoe ot dese T (0.33) 
k=0 


这 样 , 对 所 有 的 复 变量 x, 就 定义 了 指数 函数 y = e", 事实 证 明 , 它 是 所 有 数学 学 科 
中 最 重要 的 函数 . 关于 实 变 量 r, 牛顿 早 在 1676 年 自己 34 岁 时 就 引入 了 这 个 函数 
(图 0.29(a)). 

加 法 定理 ”对 所 有 复数 zx 和 z, 有 基本 公式 


1) 1.10 中 详细 讨论 了 无 穷 级 数 . 


02 ”初等 函数 及 其 图 示 49 


(a) y=e* (b) y=lnx 


0.29 


继 牛 顿 的 工作 约 75 年 之 后 , 欧 拉 作出 了 惊人 的 发 现 : 他 认识 到 ( 复 变 量 的 )e 函数 与 
三 角 函 数 密切 相关 (参看 0.2.8 中 的 欧 拉 公式 (0.35)). 因此 , 称 指数 函数 y = ez 为 
欧 拉 e 函数 . 当 z = 1 时 , 有 
esltlt+gtate. 
此 外 , 对 所 有 实数 x, 欧 拉 极限 公式 成 立 ?: 
2H z^ 
e^ — lim (1 一 =) * 


r—oo 


我 们 有 e = 2.718 281 83. 
递增 性 质 ”对 所 有 实 变量 , 函数 y = ez PR AES. 
在 无 穷 远 点 的 性 状 2 


计算 机 算法 的 复杂 性 ”如 果 计 算 机 算法 依赖 于 自然 数 N( 例 如 N 是 方程 的 数目 )， 
而 且 计算 时 间 的 图 像 形 如 oY, 那么 随 着 N 的 增加 , 计算 时 间 将 会 激增 , 导致 该 算 
中 使 用 的 许多 算法 都 具有 高 度 复杂 性 ， 

导数 ”对 所 有 实数 或 复数 r, 函数 — es 一 般 无 穷 可 微 , 其 导数 3) 为 


1) 1.2 中 介绍 了 数 序 的 极限 . 
2) 1.3 中 研究 了 函数 的 极限 . 
3) 1.4.1(1.14.3) 中 介绍 实 函数 或 复 函 数 的 导数 概念 , 这 是 分 析 学 中 最 基本 的 概念 之 一 . 
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复数 域 中 的 周期 性 。 欧 拉 e 函数 有 复 周 期 2ri, 即 对 所 有 复数 x, 有 
Gz 十 2 = ez . 

如 果 我 们 限制 在 实 变量 > 上 , 就 看 不 到 这 种 周期 性 (参看 图 0.29(a)). 

e BAKERE WARM r, 都 有 er 40.” 

0.2.6 X% 


e 函数 的 反 函 数 — 因为 对 所 有 实 变量 , e 函数 都 严格 递增 并 连续 , 所 以 对 任意 y > 0, 
方程 


都 有 唯一 实数 解 x, 记 为 


它 称 为 自然 对 数 . 从 形式 上 互 换 > 和 y, 得 到 函数 


它 是 函数 y = ez HREM. y = lnz 的 图 像 可 通过 y = ez 的 图 像 沿 对 角 线 反射 得 
到 (图 0.29(b)). 
由 加 法 定理 e"*" = e'e”, 对 所 有 正 实数 z 和 有 对 数 的 基本 性 质 : 2) 


In(zy) = Ina + lny. | 


对 数 法 则 = BF 0.1.9. 
极限 关系 


lim lnz = —oo, lim lnz = 十 oo. 
一 十 0 Z 一 十 co 


对 任意 实数 a > 0, 有 


lim z^lnz = 0. 
z—+0 


由 此 得 到 函数 y = Ine 在 x = 0 附近 极其 缓慢 地 趋 近 于 负 无 穷 . 
导数 ”对 所 有 实数 z > 0, 有 


dlnz ll 
dr zr. 


1) 更 确切 地 说 , 映射 z 一 ez 是 从 复 平面 C 到 CV (0) 的 满 射 . 
2) 若 令 z := e", y :— e", 则 zy = e"*". 由 此 得 到 w= lng, v = lny, u +v = 1ln(xy). 


0.2 ”初等 函数 及 其 图 示 51 


0.2.7 ”一 般 指数 函数 
定义 ”对 每 个 正 实数 a 和 实数 r, > 
æ rlna 


a =e 


由 此 , 一 般 指数 函数 能 够 化 简 成 e 函数 (图 0.30). 


y 


(a) a>1 : (b) O< a<l 
图 0.30 ”一 般 指 数 函 数 
BEM BF 019. 
一 般 对 数 $ a 是 一 个 固定 的 正 实数 , 且 a A 1, 则 对 每 个 正 实数 y, 方程 
y=a 
有 唯一 实数 解 x, 记 为 x = log, y. 在 形式 上 互 换 x 和 y, 就 得 到 y = az MRR: 
y = log, T. 


由 此 , 如 下 关系 成 立 : 


ln 
log, y = a 


(SẸ 0.1.9). 55» 1 Ff, Æ lna > 0; 40<a<1, i Ina « 0. 
两 个 重要 的 函数 方程 4a>0. 
(i) 连续 函数 YS: ROR 若 满足 


f(z+y)=f(z)fly), z,y ER 


Al f(1) =a, 则 它 是 唯一 的 , 即 为 指数 函数 f(r) =a’. 
(ii) 连续 函数 g :]0, oo[ 一 R 车 满足 


g(xy) = g(x) + gly), x,y €]0, œ| 


H g(a) = 1, 则 它 是 唯一 的 , 即 为 对 数 函 数 g(x) = log, x. 

这 两 个 命题 说 明了 指数 函数 和 对 数 函 数 都 是 非常 自然 的 有 用 的 函数 , 因此 以 
前 的 数学 家 迟早 会 遇 到 它们 . 

1) 1.3.1.2 中 介绍 了 连续 性 的 概念 . 
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0.2.8 ”正弦 与 余弦 
分 析 的 定义 ”从 现代 观念 来 看 , 利用 无 穷 级 数 展开 , 很 容易 定义 函数 y = sine 和 


y = cosa. 


a qe 


2k +1)!’ 


(0.34) 


对 所 有 复数 r, 这 两 个 级 数 都 收敛 0). 
欧 拉 公 式 (1749) ”对 所 有 复数 r, 下 面 的 基本 公式 成 立 : 


etit ~ cos y tising. (0.35) 


这 个 公式 支配 着 三 角 函 数 的 整个 理论 . 由 e" cosg sinr RUXEZUCBURJT (0.33) 和 
(0.34), 马上 就 能 得 到 关系 (0.35), 注意 , 这 时 i? = —1. 我 们 可 以 在 振动 理论 中 找到 
它 的 重要 应 用 . 由 (0.35), 有 


x ei? _ eit ei? 4:978 
Sing = cos qd = — 2. 


—— 5 (0.36) 


由 这 个 公式 和 加 法 定理 eU" = e*e”, 很 容易 得 到 下 面 关于 正弦 和 余弦 的 重要 加 法 
定理 . 
加 法 定理 ”对 所 有 复数 zx 和 vw, 有 


sin(x + y) = sin z cos y + cos z sin y, 


(0.37) 


cos(x + y) = cos z cos y F sin z sin y. 


偶 性 与 奇 性 ”对 所 有 复数 r, 有 


sin(—z) = — sin z, 


在 直角 三 角形 上 的 几何 解释 ”考虑 一 个 直角 三 角形 , 其 中 角 z 的 单位 为 弧度 (参看 
0.1.2), 那么 sine 和 cosa 能 表示 成 边 的 比 , 如 表 0.16 所 示 . 


cos(—r) = cos T. 


1) 对 比 一 下 0.2.5 开头 对 复数 作出 的 评论 . 
符号 “sin z” 读 作 “z 的 正弦 ”, 符号 “cos x” RE “a 的 余弦 ”. 拉丁 语 sinus 表示 凸 出 . 
以 前 文献 中 也 使 用 函数 


1 1 
正 割 : sec z := — —, 余 割 : cosec z:— ——. 
cos & 


sin x 


0.2 ”初等 函数 及 其 图 示 53 


表 0.16 “根据 直角 三 角形 对 三 角 函 数 的 解释 


直角 三 角形 正弦 余弦 
Pa; sing = E COS = t 

b c c 
0«2«7 (对 边 a 与 斜 边 c HILL) ( 邻 边 5 与 斜 边 c 的 比 ) 


在 单位 圆 上 的 几何 解释 ”利用 单位 圆 , E sine 和 cose 就 变 成 了 图 0.31(a)~(d) 
中 所 示 的 线段 长 . 由 此 我 们 立即 可 知 当 旋转 2x 时 , sina 和 cosa 的 取 值 不 变 . 这 是 
对 这 两 个 函数 的 周期 为 2x 的 几何 解释 : 


| sin(r--2x) = sinz, cos(x + 2m) = cos v. | (0.38) 


对 所 有 复 变 量 r, 这 些 关 系 都 成 立 . 重新 看 一 下 单位 圆 , 对 0 < c < 1/2, 我 们 会 发 
现 如 下 对 称 性 : 


| sin(x — x) = sinz, cos(x — r) = — cos T. | (0.39) 


IN sin r sin £ AN 
cos d J 
COS T 


(e) y=sin x (f) y cos x 


031 三 角 函 数 与 单位 图 
事实 上 , 对 所 有 复数 x, 这 些 关 系 都 成 立 . 最 后 , 由 图 0.31(a) 和 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 有 


(0.40 
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该 关系 不 仅 对 实 变量 z 成 立 , 对 所 有 复 变 量 x 也 成 立 . 同样 地 , 我 们 由 毕 达 哥 拉 斯 
定理 可 以 得 出 表 0.17 表示 的 sina 与 coss 的 值 (BF 3.2.1.2). 

由 加 法 定理 (0.37), sin0 = sin2x = 0 和 cos0 = cos2r = 1, 很 容易 得 到 
(0.38), (0.39) 和 (0.40) 对 所 有 复数 都 成 立 . 


表 0.17 “一些 重要 角 的 正弦 与 余弦 函数 的 精确 值 


x x 2x 3n 5x 


6 - 3 2 


90° 120° 135° 150° 180° (AJE) 


负 角 “利用 在 单位 圆 上 的 几何 解释 , 我 们 得 到 函数 y = sine 和 y = cosz 的 图 像 
如 图 0.31(e) 和 (f)， 根 据 正 角 是 逆 时 针 方向 (数学 上 的 正方 向 )， 负 角 是 顺 时 针 方 
向 (数学 上 的 负 方 向 ), 图 0.32 引入 了 负 角 z < 0. 


(a) 2 一 一 至 (b) a=—1n 
A032 负 角 


零点 ”由 图 0.31(e) 和 (£), 有 

(i) 函数 y = sinz 的 零点 为 x = knr, 其 中 为 任意 整数 , 换 句 话说 , 零点 集合 
fea =0,+n,+2n,--- 给 出 . 

(ii) 函数 y = coss 的 零点 为 > = kr + 2, 其 中 k 为 任意 整数 

(iii) 函数 y = sine 和 y = cose 在 复 平面 上 都 仅 有 实 零点 。 它 们 已 由 (i) 和 
(ii) 给 出 . 
平移 法 则 ”我们 只 要 对 0 < z < 0/2 知道 所 有 角 x 的 正弦 值 , 就 可 以 按 下 面 公式 
得 到 所 有 其 他 值 , 这 反 过 来 又 是 加 法 定理 的 推论 : 


， (7 à , _ [37 
sin (Z +2) = cosa, sin(x +z) = -—sinz, sin gre = — COST, 


1 : 3x : 
cos (5 +2) = - sinz, cos(t-4-z)-— —cosz, cos 3 tt = sing. 
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信和 角 的 棣 莫 弗 公式 4n=2,3,---, 则 对 所 有 复数 r, 有 


n 

n 

cos nz 十 isin miZ = EM P cos" ^^ z sin" x. (0.41) 
k=0 k 


把 这 些 复数 的 实 部 和 虚 部 分 离开 来 , 有 


n n 
cosnz = cos” x — ( ) cos"? asin? z + ( á cos"! zsinz —..-, (0.42) 


" n - x n - y n = P 
nm ( cos" ! zsinz— cos"? z sin? r+ cos" ^ rsin?Pr—.... 
jo 3 5 


特别 地 , 34 n = 2,3,4 时 , 有 


sin 2r = 2 sin x cos z, cos 2x = cos? x — sin? x, 
sin 32 = 3sin z — Asin? z, cos 3x = 4 cos? x — 3cos 2, 


sin 4z = 8cos? rsinz —4cosrsinz, cos4r = 8cos* xr — 8cos? x + 1. 


半角 公式 ” 对 所 有 复数 r, 有 


sin? > = 50 — cos £), cos? 2 = ja -F cos z), 
1 
z(1- cos z), WE EA 
Nr: 2 
ut Mm i 
一 5 — cosa), << 20, 
1 
\/5(1+ cos z), —nzrxs, 
b rr 2 
cos — — 


2 h 
一 5 + cos z), TTS 3n. 


求 和 公式 ”对 所 有 复数 x,y, 有 


1) A. 棣 莫 弗 (de Moivre, 1667—1754) 得 到 的 这 个 公式 , 受 此 启发 , 欧 拉 发 现 著名 公式 
e? = cosz + isin z. 
如 今 , 反 过 来 说 更 方便 利用 


cos nz +isinna = e"? = (ei?)" = (cosx + isin z)” 


和 二 项 式 公 式 (参看 0.1.10.3), 棣 莫 弗 公式 (0.41) 便 是 欧 拉 公式 的 推论 . 
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. dk 

sin x + sin y = 2sin = 2 t cos ZEA, 
cosa + cosy = 2 cos Z cos 22, 
cos x — cosy = 2 sin T sin x 


cosz c sinz = V2sin (3 d 7 


两 个 因子 之 积 的 公式 
sin z sin y = (cos — y) — cos(x + y)). 


1 
COS x cos y = 5 (cos(a — y) + cos(x + y)), 


: ls " 
sin £ cos y = a sin(z 一 y) +sin(x + y)). 
三 个 因子 之 积 的 公式 
Dh x 
sin z sin ysin z =7 (sin(x +y-— z) +sin(y +z- zr) 
+sin(z + z — y) — sin(x +y + z)), 
1 
sin £ cos y cos Z =7 (sin(x +y—z)—sin(y+z— x) 
+sin(z +x — y) 4- sin(z +y + z)), 
Si —cos(x+y—2z)+cos\y+z—-—2z 
4 
+ cos(z + x — y) — cos(z + y + 2)), 
COS T COS y COS Z =F (costa +y — z) + cos(y + z — z) 


+ cos(z +x — y) + cos(x + y + z)). 


ARAR 
PON. e 
sin £ = 3 (1 — cos 22), cos’ 2 = g(1 + cos 22), 
: Tl. ; 
sin? z = 78 sin z — sin 3z), cos? g = 1G cos x + cos 3x), 


sin’ r = -(cos4r —4cos2r + 3), cos’ z = (cos Az + 4 cos 20 + 3). 


8 
URBE 35. (0.42), 我 们 可 以 得 到 关于 sin" z 和 cos" z 的 更 一 般 的 公式 . 
三 个 被 加 数 的 加 法 定理 
sin(z--y--z) —sin z cos y cos z+cos z sin y cos z4-cos x cos y sin z — sin 7 sin y sin z, 
cos(r--y--z) — cosz cos y cos z —sin 7 sin y cos z — sin z cos y sin z — cos z sin y sin z. 
根据 (0.36), 把 cose 和 sine 表示 成 e*” 的 线性 组 合 , 便 能 证 明 上 述 所 有 公 
x. 接 下 来 只 需 证 明 一 些 初等 的 代数 恒等式 . 我 们 也 可 利用 加 法 定理 (0.37). 
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欧 拉 乘 积 公式 ，” ”对 所 有 复数 , 有 


在 这 个 正弦 函数 的 零点 处 , 即 当 xz = 0,1, +2, 时 , 我 们 能 立即 验证 这 个 公式 . 
另外 , 这 些 零点 为 单 零点 (参看 1.14.6.3). 
部 分 分 式 分 解 ”对 所 有 复数 z, x 关 0, 土 1, 土 2,…, 有 


cosnx 1 zZ 1 1 
sin zx = tbir ra" 


导数 ”对 所 有 复数 r, 有 


背 助 三 角 函 数 表 示 的 单位 圆 的 参数 方程 ”参看 0.1.7.2. 
三 角 函 数 在 平面 三 角 学 (土地 测量 ) 与 球面 三 角 学 (航海 与 空中 运输 ) 中 的 应 用 
参看 3.2. 
历史 评论 ”自古 时 起 , 三 角 学 的 发 展 就 与 测量 技术 、 航 海 、 建 筑 、 历 法 的 使 用 以 及 
天 文学 密 不 可 分 地 联系 在 一 起 , 公元 8 世纪 , 阿拉 伯 人 将 其 推 向 顶峰 . 1260 年 , 三 角 
学 领域 最 著名 的 伊斯兰 数学 家 图 西 (at-Tusi) 写成 《 论 完全 四 边 形 》( Treatise on the 
complete quadrilaterial), 它 使 三 角 学 逐渐 成 为 一 门 独立 数学 分 支 的 开端 . 15 世纪 ， 
欧洲 最 重要 的 数学 家 是 雷 乔 蒙 塔 努 斯 (1436—1476), 他 的 本 名 是 J. £23 (Müller), 
其 著作 《 论 各 种 三 角形 》( De triangulis omnimodis libri guindue)2 直 到 他 去 世 很 长 
时 间 之 后 , 也 就 是 在 1533 年 才 发 表 , 其 中 全 面 讲述 了 平面 与 球面 三 角 学 , 使 三 角 学 
成 为 现代 数学 的 一 个 分 支 . 遗憾 的 是 , 这 部 著作 中 所 有 的 公式 都 是 用 灼 脚 的 文字 表 
示 的 .2 因为 雷 乔 蒙 塔 努 斯 并 没有 使 用 十 进 制 数 ,所 以 他 在 表 0.16 的 意义 下 使 用 
TAX 
a= csing, 其 中 c= 10 000 000. 

其 a 的 值 相当 于 把 sin x 精确 到 小 数 点 后 第 7 位 . 欧 拉 首 次 使 用 了 c= 1. 16 HER, 
F. 韦 达 (1540 一 1603) 在 其 专著 《应 用 于 三 角形 的 数学 定律 》(Canon mathematicus 
seu ad triangula) 中 从 角 分 和 角 秒 出 发 计算 了 一 个 三 角 函 数 表 . 在 如 今 的 计算 机 时 
代 , 三 角 函 数 表 就 好 像 对 数 表 一 样 , 已 经 化 成 了 历史 的 尘埃 . 

1) 1.10.6 中 介绍 了 无 穷 乘积 . 


2) 题目 翻译 成 英文 是 “Five books about all kinds of triangles” 

3) 公式 的 使 用 可 以 追溯 到 韦 达 1591 年 发 表 的 《分 析 方 法 入 门 》(In artem analyticam 
isagoge). 

4) S. 斯 蒂 文 1585 年 在 其 著作 《 论 十 进 》(La disme) 中 引入 十 进 制 数 , 最 终 使 得 欧洲 大 陆 
在 十 进 体系 下 使 用 统一 的 度量 方法 . 
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0.2.9 ”正切 与 余 切 
分 析 的 定义 ”对 所 有 复数 r, rz " TkmkeZ, 4 


sin z 
tang := ——. 
cos © 


进一步 地 , 对 所 有 复数 r, zx Aka, k € Z, 定义 函数 


cos T 


cotz = — s 
sin © 


平移 性 质 ”对 所 有 复数 rz， rkr, keZ, 有 


cot x = tan e - z) 
= 5 . 


因此 , 余 切 函数 的 所 有 性 质 都 能 从 正切 函数 直接 得 出 . 
直角 三 角形 中 的 几何 解释 ”我 们 考虑 一 个 直角 三 角形 , 其 中 角 z 的 单位 为 弧度 ( 参 
看 0.1.2), 那么 tan x 和 cot z 能 表示 成 已 知 边 的 比 , WK 0.18 所 示 . 


X 0.18 ”根据 直角 三 角形 对 三 角 函 数 的 解释 


直角 三 角形 正切 余 切 
P ; : 
tan t = — cot t = 一 
b a 
b 
0«2«7 (对 边 a 与 邻 边 5 的 比 ) ( 邻 边 5 与 对 边 a 的 比 ) 


单位 圆 上 的 几何 解释 “利用 单位 圆 , tan zx 和 cota 就 变 成 了 图 0.33(a)~(b) 中 所 
示 的 线段 长 , 由 此 我 们 得 到 表 0.19 所 列 的 特殊 值 . 
零点 与 极点 ”对 所 有 复 变 量 r, 函数 y = tanz 的 零点 为 kx,k € Z, 极点 为 kn 十 


Sk E Z. 所 有 的 零点 与 极点 都 是 单 的 (图 0.33(c)). 
对 所 有 复 变量 r, 函数 cot zx 的 零点 为 kr 十 Sok € Z, 极点 为 kn,k € Z. 所 有 


的 零点 与 极点 也 都 是 单 的 (图 0.33(d)). 
部 分 分 式 分 解 ”对 所 有 复数 x, zx 4 ZH 


1) 符号 Z 表示 由 所 有 整数 =0,41,42--- 构成 的 集合 . 
2) 1.14.6.3 中 定义 了 单 零点 和 单 极 点 的 概念 . 
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cot x 


(c) y tan ax (Ji HII x) (d) y=cotz( 周 期 为 z) 
图 0.33 正切 与 余 切 函数 的 几何 解释 
表 0.19 ”一 些 重 要 角 的 正切 与 余 切 函数 的 精确 值 


x x x x 2x 3x 5x 
0 = = = 7 弧度 
6 4 3 2 3 4 6 ii (弧度 ) 
X 
0 30° 45° 60° 90° 120? 135? 150° 180? (角度 ) 
tanr | 0 s 1 V3 = —V3 =i Es s 0 
3 3 
cot x = V3 1 T 0 = i =y 一 V3 


SH ”对 所 有 复数 a, 2¢ > +ka,k eZ, A 


dtan7 1 
dr cosr 
对 所 有 复数 x, r X knkcZ A 
dcot x NEA: 
dr  si?z 


RA Ree edd 
—1 


3 
T 275 mic k p Berle” 
= — 一 一 一 = 4"( em 
tang =xz+ 3 af oe 15 + 315 -二 (2k)! 
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对 所 有 复数 x, 0 < |z| < x, 有 


公式 、 图 和 表 


区 275 


cot t = 


4*| Bo, | z?5 1 


其 中 Box 表示 伯 努 利 数 . 


(2k)! 


Ae ”下面 公式 对 所 有 复 变量 z 和 y 都 成 立 , 除非 它们 使 函数 有 一 个 极点 . 


周期 性 
[tan(z +x) = tanz, cot(z+7)= cotz. | 
奇 性 
tan(—r) = —tanz, cot(—r) = — cot z. 
加 法 定理 
tants ab gf) = tang + tan y pale dag = eT 


1+tanztany’ 


^ cotytcota ` 


T 3 
tan E ta) =Fcotz, tan(x +gr)= cttanz, tan (F +2) = Fcotz, 
ux 3m 
cot (Z £2) =Ftanz, cot(n+z)=+cotz, cot z te = F tanz. 
TAAR 
2tanz 2 cot?r—1 cot x —tanz 
tan22 = —— Oy cot 2 = a lM MM 
l1—tan^r  cotr—tanzrz 2cotz 2 
3tanz — tan? z cot? x — 3cot x 
tan 3r = ———————, cot 37 = ———————, 
1—3tan? x 3cot? 2 —1 
—" 4tanz —4tan?z T ee cot? x — 6cot?z + 1 
^ 1-6tan? zs + tantz’ ^  Acot?a—Acotx ` 
半角 公式 
sin T 1 — cos x 
tan = = 一 一 三 一 一 一 
2 1+coszr sin x 
di sin 并 1+cosz 
cot = = — = ———.. 
2 1—cosr sin T 
和 
n 3 
EE RP ge 
COS 1 COS Y sin z sin y 
cos(x — 4 
mirog- AE ta- tany ST 
cos xsin y sin z cos y 
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g 
7N 
tan x + tan tanz — tan; 
tanztany = = Y- * $ 
cot x + cot y cot x — cot y 
cot z 4- cot cot x — cot 
rok, s Tee Se EA 
tanz + tany tan — tan y 
tan x + cot tan x — cot 
tan z cot y = Lam 4 : 
cotz + tany cot zx — tan y 
平方 
29 2 tan? x 1 
sin* x — 1 —cos*z -一 一 一 ————— 
1 十 tan2z 14+ cot? x 
1 cot? x 
cos? x 1 — sin? z = z 
1+ tan? z 1 + cot? x 
india sin? x 1 — cos? z e 1 
1 — sin? x cos? x cot? x 
2 1 — sin? z cos? x 1 
cot^z qu aS — 
sin^z 1 一 cos2z tan? x 


0.2.10 Wee sinh x 和 cosh x 
双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 对 所 有 复数 z, 定义 函数 


T — —c T = 
sinh z := — cosh x :一 LÁ. 


“cosh” ifE “cosh”. 对 实 变量 r, 其 图 像 如 图 0.34 所 


函数 “sinh” 读 作 “sinch”， 
示 . 


(a) yz sinhz (b) y=cosha 


E034 双 曲 函数 


与 三 角 函 数 之 间 的 关系 ” 对 所 有 复数 xz, 有 

[sinh ir—isinr, coshir = cos =. | 
因此 , 关于 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 的 每 个 公式 都 能 由 正弦 和 余弦 函数 得 到 .例如 , 由 
对 任意 复数 xz, 有 cos2iz + sin? ic = 1, 能 得 到 下 面 公式 : 
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双 曲 函数 这 个 术语 来 自 于 函数 x =a cosht, y =b sinh t, te 了 下 是 双 曲 线 的 参数 方 


f (参看 0.1.74). 
对 所 有 复数 zx Aly, 下 面 公 式 均 成 立 . 


偶 性 与 奇 性 
sinh( 一 z) =—sinhz, cosh(—z) = cosh z. 
复数 域 中 的 周期 性 : 
sinh(z 十 2ri) = sinhz, cosh(x + 2mi) = cosh z. 
BRA 
3 5 7 2 4 6 
' m" mq" E a z^ g 
share durs shel set at gy te 
导数 
dsinh x —" dcosh z m 
dx T 
加 法 定理 
sinh(z + y) = sinh z cosh y + cosh x sinh y, 
cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh z sinh y. 
信和 角 公 式 
sinh 2r = 2 sinh z cosh z, cosh 2z = sinh? x + cosh? z. 
半角 
= ondas -1, «20, 
sp dm 2 
sinh~ = 
- V 5 (cosh —1), «<0, 
cosh = V a (cosh +1), TER. 
棣 莫 弗 公式 


(cosh z + sinh x)” = coshnz tsinhnz, n=1,2,-:-. | 


和 
. ia. d 1 
sinh z + sinh y = 2sinh g(t + y) cosh a(t Fy), 
1 1 
cosh z + cosh y = 2 cosh gt + y) cosh Pis — y), 


cosh z — cosh y — 2sinhz(z + y)sinh (z — y). 
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0.2.11 ” 双 曲 函数 tanh z 和 coth x 
双 曲 正切 和 双 曲 余 切 对 所 有 复数 > A (kn + 2) ik e Z, 定义 函数 


sinhz 
tanh z := A 
coshz 
对 所 有 复数 zx 关 kni,k € Z, 定义 函数 
coth z := = 
sinh x 


对 实 变量 r, 图 0.35 给 出 了 这 两 个 函数 的 图 像 . 对 于 所 有 使 函数 没有 极点 的 复 变量 
Zz 和 vy, 下面 公 式 都 成 立 ” 


(a) y=tanh c (b) y=coth x 


图 0.35 JERA 
与 三 角 函 数 的 关系 (参见 表 0.20) 


tanh z = —itaniz, cothz =icotiz. 
S 
dtanhr _ 1 dcothz _ i 
dr cosh? x’ dr sinh?z 
加 法 定理 
tanh z + tanh y 1 coth z coth y 
= ——— I = —__—_. 
taahi y 1 + tanh z tanh y GEEN coth x + coth y 
信和 角 公 式 , 
tanh 2r = ee, coth 2r = Irem 
1 + tanh* x 2cothz 
1) 以 前 文献 中 也 使 用 下 面 的 函数 ( 双 曲 正 割 和 双 曲 余 割 ): 
cosech x, :一 um ( 双 曲 余 割 )， 
sinh z 


sech x, :一 CN ( 双 曲 正 割 ). 
cosh x 
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表 0.20 ” 双 曲 函数 与 三 角 函 数 的 零点 与 极点 (所 有 零点 和 极点 都 是 单 的 ) 


函数 周期 零点 (k € Z) 极点 (kez) 奇偶 性 
sinh x 2ni nki —= 奇 
. TA. 
cosh x 21i (xk + 5) i = fa 
tanhz ni zki (xk + 2) i 奇 
coth x ni (xk + 2] i nki a 
sin x 2x nk — 7 
cos x 2x nk 十 > 偶 
tana x xk Tk 十 : E 
cot £ x mk + > nk 奇 
半角 公式 
r coshz—l sinh x 
tanh- = - Ex à 
2 sinh x coshz +1 
x sinh x coshz 4-1 
coth- = ————_ = ——— ——. 
2 cosha—1 sinh x 
和 
Sinh(z + 
tanh z + tanh y = she ty). 
cosh z cosh y 
平方 
2 
1 
sinh? z — cosh? x — 1 = = 5 
1—tanh* x coth^z—1 
1 coth? x 
h? inh? 1 — 
TRR r E 1 — tanh? x coth? z — 1 
2 sinh? z cosh? x — 1 1 
tanh* x ES 5 — rs 
sinh^z4-1 cosh* z coth* x 
: h2 2 
edid sini a 1 na T 3 u 
sinh* x cosh* x — 1 tanh* x 
BAAR $8072 
0.2.12 ER IfBEÓA 
反正 弦 函 数 ”对 任意 实数 y, 一 1 < y < 1, 方程 
T T 
y = sinq, 一 了 < 3 


有 且 仅 有 一 个 解 , WA x = arcsiny. 从 形式 上 互 换 x 和 y, 得 到 


y = arcsin £, 一 


lee<l. 
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该 函数 的 图 像 可 通过 函数 y= sinr 的 图 像 沿 对 角 线 反射 得 到 1)( 参 看 表 0.21). 
#021 反 三 角 函 数 图 像 
原 函 数 I ER 


y=arccot 2 


表 0.22 反 三 角 函 数 公式 


方程 y 的 边界 解 x(k € Z) 
y= sinz —l<y<l x = arcsin y + 2kz, x = x — arcsin y + 2nk 
y = cos T =i <y 1 x = tarccos y + 2kn 
y= tanzt 一 co < y < oo x = arctan y + kx 
y = cot x 一 co < y < oo x = arccot y + kx 


1) 以 前 文献 中 也 使 用 函数 y = arcsin z 的 主 枝 和 旁 枝 , 然而 这 样 可 能 会 导致 对 (£18) A 
式 的 误解 . 为 此 , 本 书 只 使 用 一 对 一 的 反 函 数 , 它 对 应 于 以 前 文献 中 的 主 枝 (参看 表 0.21 MR 
0.22). 记号 y = arcsinz 的 意思 是 说 : y 表示 和 角 的 大 小 (弧度 ), 其 正弦 值 为 z( 拉 丁 文 为 : arcus 
cuius sinus est z). 我 们 并 不 说 arcsin z, arccos x, arctan z, arccot z, 而 是 说 (x 的 ) RIES 
函数 、 反 余弦 函数 、 反 正切 函数 和 反 余 切 函数 . 
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变换 公式 对 所 有 实数 se, -1<z < 1 有 


' ; n a 
arcsin z = — arcsin(—x) = = — arccos z = arctan . 
(a) mcs AC 
对 所 有 实数 r, 有 
arct tan( 一 Z) ccot i : 
anz = —arctan(—x) = = — arccot x = arcsin , 
2 v1-4 z? 


导数 ”对 所 有 实数 r, -1<Z< 1 有 


darcsin x 


dz 


对 所 有 实数 x, 有 


darctanz _ 1 darccot x _ 1 
dz | l1-4z2'! dx ENTE 


BAN ”参看 0.7.2. 


0.2.13 AMAA 
反 双 曲 正弦 函数 “对 任意 实数 y, 方程 


y=sinhz, —oo<2< +00 
有 且 仅 有 一 个 解 , 记 为 zx =arsinhy. 从 形式 上 互 换 x 和 y, 得 到 
y —arsihz, 一 oo < r < coc. 


该 函数 的 图 像 能 通过 函数 y = sinh x 的 图 像 沿 对 角 线 反 射 得 到 (BAR 0.23). 


表 0.23 反 双 曲 函 数 图 像 


y=sinh x y=arsinh x 


1) 反 双 曲 函 数 的 拉丁 文 名 称 是 (x 的 ) area sinus hyperbolicus( 反 双 曲 正弦 函数 ) area 
cosinus hyperbolicus( 反 双 曲 余弦 函数 ) area tangens hyperbdicus( 反 双 曲 正切 函数 ) 和 area 
cotangens hyperbelicus( 反 双 曲 余 切 函数 )， 这 里 所 使 用 的 记号 源 于 这 些 函 数 给 出 了 双 曲 函数 
的 变量 值 . 
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y=coth x y=arcoth x 
导数 
darsinhz _ 1 
em ES JI —oo0 « xz « oo, 
darcoshz _ 1 a 
dr V1 — 2?’ i 
dartanh x 1 
E mec s 
d arcoth z 1 
ie deg |z| « 1. 


BRA FF 0.7.2. 


表 0.24. 反 双 曲 函 数 公 式 
方程 y 的 取 值 范围 解 x 
y =sinhz 一 oo < y < oo x = arsinh y = In(y + Vy? + 1) 


y = cosh x y21 z = tarcosh y = +In(y + Vy? — 1) 
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续 表 
方程 y 的 取 值 范围 解 x 
l ity 
y = tanh x -l<y<l x = artanh y= -ln 
2 1-y 
1 
y = coth z y>ly<-l z =areothy = Pt 
变换 公式 
a 
arsinh x = (sgn x)arcosh V 1 + z? = artanh , —oo«mr«oo, 
(sgn z) v TIS 
arcosh x = arsinh V x? —1, z21, 
arcoth z — — 1 =l<2<1. 
£ 
0.2.14 多项式 
n 次 ( 实 ) 多 项 式 是 如 下 形式 的 函数 
[y = anz” + ana! +--+ az + ao, | (0.43) 


其 中 , n 为 任意 非 负 整数 0,1,2,---, 所 有 系数 ak 均 为 实数 , H an #0. 
光滑 性 ”对 任意 一 点 z € R, (0.43) 中 的 函数 y = f(z) 连续 且 无 限 可 微 , 其 一 阶 导 
数 是 


f'(z) = nana” + (n = ljani"? 


在 无 穷 远 点 的 性 状 。 当 x 一 +o 时 , (0.43) 中 的 函数 y = f(x) 的 性 状 与 函数 
y =ar" 的 相同 . 也 就 是 说 , S4 n2 1 时 ,有 ? 


Tecra. 


+00, an 0, 
lim f(r) = ú 
z—-roo —o0, an «0, 


lim f(z) = | +00, an > 0 且 m 为 偶数 ,或 a。 < 0 且 n 为 奇数 ， 
一 一 oo —oo, an > 0 且 n 为 奇数 ,或 a < 0 且 m 为 偶数 . 
零点 En 为 奇数 , Wy = f(x) 的 图 像 与 r 轴 至 少 有 一 个 交点 (图 0.36(a)). 交 
点 对 应 方程 f(z) = 0 的 解 . 
全 局 极 小 值 n 为 偶数 且 as > 0, W y = f(x) 存在 全 局 极 小 值 , 即 存在 一 点 a, 
满足 对 所 有 > eR, 有 f(a) < f(z)( 图 0.36(b)). 
E nn 为 偶数 且 an <0, 则 y= f(x) 存在 一 个 全 局 极 大 值 . 


1) 1.3.1.1 中 解释 了 极限 符号 “lim” 的 含义 . 
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(a) 零点 与 局 部 极 值 (b) 全 局 极 小 值 


(c) 拐点 
图 0.36 多 项 式 的 局 部 性 质 


局 部 极 值 “” 令 n> 2, 则 函数 y = f(r) EZA n—1 个 局 部 极 值 , 其 中 局 部 极 小 值 
和 局 部 极 大 值 交替 出 现 . 
拐点 ” 令 nz3, 则 y= f(z) 的 图 像 至 多 有 n 一 2 MAR (图 0.36(c)). 


0.2.15 ABA 


0.2.15.1 特殊 有 理 函 数 
令 b> 0 是 一 个 固定 的 实数 .函数 


y- P, r€R,r£z0 
T 


表示 以 = 轴 和 y 轴 为 渐 近 线 的 等 轴 双 曲线 , 其 顶点 为 S+ = (+V, -- VB) (B8 0.37). 
在 无 穷 远 点 的 性 状 lm 二 = 0 


在 点 避 二 0 的 极点 nu eam 


z—+0 T 


0.2.15.2 ”具有 线性 分 子 和 分 母 的 有 理 函 数 
S a,b,c,d 是 已 知 的 实数 , H c4 0, A:=ad—be z 0, 则 函数 


| ax+b 


d 
有 (0.44) 


y 


通过 坐标 变换 z =u y= w+ 2 可 以 化 简 成 
A 


cu 


70 BOR 公式 、 图 和 表 


因此 , 一 般 方 程 (0.44) 经 过 简单 的 坐标 变换 之 后 就 得 到 了 标准 形式 y = -F 该 
坐标 变换 把 点 (0,0) 变 成 点 P (-2 a 0.38). 


y 


图 0.37 图 0.38 


0.2.15.3 BA n 次 分 母 的 特殊 有 理 函 数 
已 知 > 0,n=1,2,---, WAX 


v=o zr€RHzzO0 


如 图 0.39 Bras. 


(a) y= 2 n (b) y— LAB 
图 0.39 


0.2.15.4. 具有 二 次 分 母 的 有 理 函 数 
特例 1 BA d> 0, 则 函数 
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如 图 0.40 所 示 . 


图 0.40 


特例 2 已 知 两 个 实数 ce, 其 中 r < z+, 则 由 


(0.45) 


给 出 的 函数 y = f(x) 可 以 变 成 


1 1 1 
4 一 eB Z 一 Z+ r-rz Jj 


这 是 所 谓 的 部 分 分 式 分 解 的 一 个 特例 (参看 2.1.7). 我 们 有 


lim f) = +00, lim f(x) = Foo, 


rz, r—zr. +0 


xia, Pe e 


因此 函数 的 极点 在 点 z+ 和 z-( 图 0.41). 
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特例 3 尽管 函数 
. $-1 
~ a2—1 


在 zx = 1 处 没有 定义 , 但 是 我 们 利用 分 解 z? —1 = (z — 1)(x +1), 就 有 


(0.46) 


y 


reR,z# —1. 


., 4 
I= E 


我 们 说 函数 (0.46) 在 点 x = 1 处 有 一 个 表 观 奇 点 . 
一 般 情况 。 已 知 实数 a,b,c,d, 其 中 a? +0? z 0. 由 


ax +b 
Y= 24 2cer +d men 


所 定义 的 函数 y = f(z) 的 趋向 取决 于 判 列 式 DD := 2 — a 的 符号 . 另外 , 我 们 有 


下 面 就 D 的 符号 逐一 进行 分 析 : 
情形 1: D>0. 有 
z?^-F2ez +d — (x — z4)(z — a), 
其 中 z+ = —cx VD. 这 就 得 到 了 部 分 分 式 分 解 
4 B 


r—TL rZ—mz 


f(x) = 


常数 4 和 B 可 通过 计算 如 下 极限 求 得 : 


b ^ 
A= lim (z-z.)f()- T, B= lim (s-2)/(5) = EH, 
这 些 函 数 的 极点 在 r. 
情形 2: D=0. 在 这 种 情况 下 有 z+ = x-, 因此 有 
az +b 
di Goa 
这 就 得 到 
十 co， az+ 十 > 0， 
1 = 
m Ii | —oo, axZ+ 十 < 0， 
即 点 z+ 是 极点 . 


情形 3: D < 0. 此 时 对 所 有 x CR, 有 z2 + 2cz + dg > 0. 因此 对 任意 点 ceR 
(0.47) 中 的 函数 y = f(x) 都 连续 且 无 穷 可 微 , 即 f 光滑 . 
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0.2.15.5 -HARAR 
(PARAREKA 


_ Ont" +:--+aıT d ao 

€ bma™ +--+ + bir + bo 
的 函数 y = f(z), 其 中 分 子 和 分 母 上 都 是 多 项 式 (BF 0.2.14). 
在 无 穷 远 点 的 性 状 ” 令 c:= an/bm, 有 


由 此 , 我 们 讨论 所 有 可 能 情况 . 
情形 1: c > 0. 


C, n -—m, 

lim f(r)—- 4 +œ, n>m, 
工 一 十 co 

0, n<m, 

ro m= Mi 


+oo, n» m 且 n 一 mm 为 偶数 ， 

=œ, n»mHn- mA X, 

0, n « m. 

情形 2: c < 0. 此 时 我 们 必须 用 Fo 代替 oc. 

部 分 分 式 分 解 ”由 部 分 分 式 分 解 能 够 得 到 有 理 函 数 的 清晰 结构 (参看 2.1.7). 


lim jz) = 


0.3 ”数学 与 计算 机 一 一 数学 中 的 革命 


有 人 说 我 们 生活 在 数学 时 代 , 我 们 的 文化 已 经 “数学 化 ”了 . 
计算 机 的 普遍 使 用 无 疑 证 实 了 这 一 点 . 
A. 杰 夫 (Jaffe)( 美 国 坎 布 里 奇 市 哈佛 大 学 ) 


在 解数 学 问题 时 (至 少 ) 要 用 到 四 种 重要 技巧 : 
(i) 数值 算法 的 使 用 ; 
(ii) 分 析 、 代数 以 及 几何 问题 的 算法 处 理 ; 
(ui) 参考 表 和 公式 集 ; 
(iv) 状态 的 图 示 . 
现代 软件 编程 能 在 计算 机 上 有 效 地 使 用 这 四 种 技巧 : 
(a) 要 想 解 决 标准 的 数学 问题 , 我 们 建议 使 用 Mathematica RA. 
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(b) 要 想 解决 复杂 的 科学 计算 问题 , 将 Maple 和 Matlab 结合 在 一 起 往往 是 最 
好 的 选择 . 

(c) 许多 软件 包 也 包含 程序 库 Imsl math/stat /sfun library( 国 际 数学 与 统计 库 ). 

为 解决 所 给 的 数学 问题 , 我 们 应 该 首先 检查 一 下 这 个 问题 是 否 可 以 利用 Mathe- 
matica 中 的 程序 , 事实 上 , 本 书 所 讲 的 许多 问题 都 符合 要 求 . 如 果 不 合 要 求 , 我 们 再 
借助 (b) 和 (c). 

在 本 书 参考 文献 的 开头 , 就 这 一 课题 列 有 许多 文献 , 其 中 关于 使 用 Mathematica 
的 手册 写法 巧妙 , 教 法 得 当 , 适用 于 大 众 读者 .经验 表 明 , 要 想 熟 练 应 用 这 些 程序 ， 
我 们 要 花 很 多 时 间 去 熟悉 它们 . 这 项 时 间 投 资 还 是 很 划算 的 , 因为 其 收获 可 能 颇 丰 . 

不 断 完善 的 现代 软件 系统 能 使 用 户 从 大 量 日 常 工作 中 解放 出 来 , 从 而 有 机 会 参 
加 其 他 活动 . 尽管 如 此 , 数学 基础 知识 还 是 不 可 能 完全 代替 人 类 . 这 就 好 像 是 说 , R 
管 我 们 今天 在 建筑 工地 看 到 的 大 型 起 重 机 为 人 类 做 出 了 大 量 的 工作 , 但 还 需要 人 类 
去 决定 建 什么 和 怎样 建 .我 们 可 以 要 求人 具有 想象 和 创造 能 力 , 但 却 不 能 指望 一 台 
机 器 能 够 这 样 . 


0.4 数理 统计 表 与 标准 过 程 


本 节目 标 是 想 让 大 多 数 读者 了 解 一 下 数理 统计 的 基础 和 实际 应 用 . 为 此 , 我 们 
假定 他 们 以 前 对 这 部 分 数学 内 容 几 乎 一 无 所 知 . 6.3 将 讨论 数理 统计 的 基础 . 
计算 机 上 的 数理 统计 ”许多 初等 的 标准 过 程 都 可 以 通过 Mathematica 实现 . 今天 
普遍 使 用 的 更 专业 的 统计 包 是 SPSS 和 SAS. 

0.4.1 WS (试验 ) 序列 的 最 重要 的 试验 数据 

工艺 、 科 学 和 医药 中 的 许多 测量 值 都 具有 一 个 特征 , 那 就 是 每 次 与 每 次 的 测量 
结果 都 不 同 . 我 们 说 测量 具有 随机 性 成 分 , 想 要 测量 的 量 X, 称 为 随机 变量 . 

例 1: 一 个 人 的 身高 X 是 随机 的 , 即 X 是 随机 变量 . 
测量 序列 当 我 们 测量 随机 量 X 时 , 就 得 到 测量 值 


T1, "ET I ; Tn. 
例 2: 表 0.25 和 表 0.26 是 测 得 的 8 个 人 的 身高 (单位 : cm). 
表 0.25 
Ti T2 Ss T4 Z5 r6 IT Ig 区 Ar 


168 170 172 175 176 177 180 182 175 4.8 


T1 T2 T3 T4 T5 z6 IT T8 z Az 
174 174 174 174 176 176 176 176 175 1.07 
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经 验 均值 与 经 验 标准 差 ”测量 序列 ri, … ,zw 的 两 个 基本 特征 量 是 经 验 均 值 
oi = (n 十 Z2 十 .… 十 Zn) 


和 经 验 标准 差 Ar, 后 者 的 平方 为 1 


(Az)? := —— + (a — €! 


4| 3: 由 表 0.25 中 的 值 , 有 
z= 5 (168 +170 + 172 +175 + 176 + 177 + 180 + 182) = 175. 


由 此 , 这 些 人 的 平均 身高 为 175cm. 同样 , K 0.26 中 人 的 平均 身高 也 是 175cm. 但 
比较 一 下 , 我 们 会 发 现 表 0.25 中 各 个 值 的 变化 程度 要 比 表 0.26 中 的 大 得 多 . HR 
0.26, 有 


[(174 — 175)? + (174 — 175)? + --- + (176 — 175)?] 
8 
eg 5ELELERIERDEIeg, 
BU Az = 1.07. X 0.25 的 标准 差 的 平方 为 
(Az)? = (168 — 175)? + (170 — 175)? +--+ + (182 — 175)?] 


1 
= 7[49+25+9+14+4 +25 + 49] = 23, 


BN Ag = 4.8. 
拇指 法 则 


经 验 标准 差 越 小 , 测量 值 相对 平均 值 到 的 变化 幅度 越 小 . 


其 极限 情形 是 Ar = 0, 也 就 是 所 有 的 测量 值 都 等 于 T. 
测量 分 布 — 直方 图 ”为 了 得 到 测量 分 布 的 一 般 思想 , 特别 是 当 测 量 组 很 大 时 , 我 
们 用 图 示 表 示 , 称 为 直方 图 . 

(i) 把 测量 值 分 成 几 类 Ki, K2,… , Ks, 它们 是 邻 区 间 . 

(ii) $ m, 表示 类 K 中 测量 值 的 数目 . 


1) 这 里 的 分 母 为 n 一 1, 而 不 是 像 许多 读者 希望 的 那样 为 n, 估计 理论 说 明 这 完全 是 合理 


很 大 时 , n 5 n 一 1 之 间 的 差别 可 以 忽略 . 
E (Az)? 称 为 方差 
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(iii) Hid n 个 测量 值 为 21,… , En, 
则 量 P 称 为 类 Ke 的 相对 测量 频率 . 

(iv) 画 出 类 Kj, 其 中 第 K, 类 所 在 
的 矩形 的 高 度 T. 


TL 
150 165 175 185 2002 例 4: 表 0.27 给 出 了 100 个 人 的 身高 ( 单 
图 0.42 位 : cm), 根据 这 些 数据 画 出 的 直方 图 如 
图 0.42 所 示 . 
表 0.27 
类 K, 测量 值 频率 my 相对 频率 = 
Kı 150 <a < 165 2 0.02 
K2 165 < z < 170 18 0.18 
K3 170 < z < 175 30 0.30 
Ka 175 <x < 180 32 0.32 
Ks 180 <a < 185 16 0.16 
Ry 185 <a < 200 2 0.02 


0.4.2 ”理论 分 布 函数 
随机 变量 X 的 试验 序列 往往 随 着 试验 的 不 同 而 不 同 . 例如 , 测量 一 个 家 族 、 一 
个 城市 或 一 个 国家 的 人 时 , 人 的 身高 往往 各 不 相同 . 为 了 建立 随机 变量 理论 , 理论 分 
布 函数 的 概念 必 不 可 少 . 
定义 ”随机 变量 X 的 理论 分 布 函 数 $ 定义 如 下 : 
(x) := P(X < rz). 


也 就 是 说 ，5(z) 的 值 等 于 随机 变量 小 于 已 知 数 z 的 概率 . 
正 态 分 布 ”许多 测量 值 都 服从 正 态 分 布 . 为 了 对 此 加 以 说 明 , 考虑 一 条 高 斯 钟 形 曲 
线 


1 2 2 
ES (r—4)*/2a 
Yl ) p ( ) 


这 样 一 条 曲线 在 z = / 处 有 极 大 值 . 正 数 o 越 小 , 曲线 就 越 向 点 z = pp 处 集中 . 我 
们 称 u 和 o 分 别 为 正 态 分 布 的 均值 和 标准 差 (图 0.43(a)). 


0.43(b) 中 阴影 部 分 的 面积 等 于 随机 变量 属于 区 间 [a,b] 的 概率 . 


图 0.43(d) 给 出 了 正 态 分 布 (0.48) 的 分 布 函数 o. 图 0.43(d) 中 的 值 O(a) EF a 
左边 钟 形 线 下 的 曲 边 图 形 的 面积 . 差 


(b) — O(a) 
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等 于 图 0.43(b) 中 阴影 部 分 的 面积 . 


y 


p-o p ptg x 


(a) 概率 密度 (b) 用 面积 表示 的 概率 


az H at x a d 
(c) 置信 区 间 (d) 分 布 函数 
图 0.43 ”高 斯 正 态 分 布 的 性 质 


置信 区 间 ”置信 区 间 的 概念 在 数理 统计 中 异常 重要 ， 随 机 变量 X 的 a 置信 区 间 
[ood] 定义 如 下 : X 的 所 有 测量 值 中 属于 这 个 区 间 的 概率 为 1-a, 即 x 满足 不 
等 式 


ay <a<at 


的 概率 是 1— o. 图 0.43(c) 中 区 间 终 点 zz 和 zz 满足 : 关于 均值 u 对 称 , 且 阴影 
部 分 的 面积 等 于 1-a. 我 们 有 


is 
Ta =U+0Za, Ta = H-— Za. 


对 实际 应 用 中 的 许多 重要 情况 , Bl a = 0.01, 0.05 和 0.1 时 , 表 0.28 给 出 了 za 的 
fü. 


表 0.28 


a 0.01 0.05 0.1 
Za 2.6 2.0 1.6 


随机 变量 X AT o 置信 区 间 的 概率 为 1-a. 


例 : $ p= 10, c = 2, W4 o = 0.01, 有 


at =104+2-26=15.2, z3 =10—-2-26=48. 


78 ROR At. MAR 


因此 , 测量 值 m 在 4.8 到 15.2 之 间 的 概率 为 1 — a = 0.99. 直观 上 来 看 , 就 是 : 

(a) WR n 是 一 个 很 大 的 数 , 我们 选取 X 的 n 个 测量 值 , 那么 在 4.8 到 15.2 
之 间 大 约 有 (1 一 a)n = 0.99n 个 测量 值 . 

(b) 如 果 我 们 对 X 测量 1000 次 , 那么 在 4.8 和 15.2 之 间 大 约 有 990 个 值 . 
0.4.3 “ 正 态 分 布 检验 

在 实际 应 用 中 , 许多 检验 程序 都 要 事先 假设 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 . 这 里 我 
们 讨论 用 来 检验 X 是 否 服从 正 态 分 布 的 一 个 图 解 过 程 . 


(i) 在 (z, y) 坐标 平面 上 画 一 条 直线 , 它 包含 了 表 0.29 中 给 出 的 所 有 点 (z, O(2)) 
(图 0.44). 注意 , 在 此 情况 下 y 轴 上 的 不 是 标准 刻度 . 


一 2.5 -2 -15 -1-05 0 05 1 15 2 25 t 


图 0.44 近似 正 态 分 布 的 检验 数据 


(ii) 由 所 给 的 X 的 测量 值 x1,… an, 得 到 量 
zj:— eo} g=l1,---,n. 


Ar 


(i) 计算 
&.(2;) = 二 (小 于 二 的 测量 值 zx 的 数目 ) 
并 在 图 0.44 中 标 出 点 (z, 9. (2). 
若 这 些 点 的 位 置 非常 接近 (i) 中 画 出 的 直线 , 则 称 X 近似 正太 分布. 
例 : 图 0.44 中 的 开 圆 表示 的 测量 值 是 近似 正 态 分 布 的 . 


表 0.29 ” 正 态 分 布 函数 的 样本 值 
z 一 2.5 一 2 一 1.5 —1 —0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 
(z) 0.01 0.02 0.07 0.16 0.31 0.5 0.69 0.84 0.93 0.98 0.99 


X 0.29 给 出 了 9 值 的 更 精确 的 列表 . 图 0.44 中 的 图 像 也 可 以 用 所 谓 的 概率 纸 得 
到 . 

正 态 分 布 的 x? 拟 合 检验 ”这 种 检验 方法 要 比 刚才 用 概率 纸 给 出 的 直观 方法 重要 
得 多 , 6.3.4.5 对 此 进行 了 介绍 . 
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0.4.4 ”测量 序列 的 统计 计算 


假设 X 是 一 个 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 , 其 正 态 分 布 (0.48) 的 均值 为 u, 标 
准 差 为 o. 
均值 u 的 置信 限 

(i) MX 的 nn AWEH, WA mis ,zn. 

(ii) 取 一 个 小 数 a 作为 误差 概率 , 由 0.4.6.3 的 表 , 确定 tom 的 值 , 其 中 m= 
n — 1. 那么 正 态 分 布 未 知 的 均值 p 满足 不 等 式 : 


了 -tm < H < g aS tam E 
该 命题 的 误差 概率 为 a. 
例 1: 对 于 表 0.25 中 给 出 的 身高 的 测量 值 , 我 们 有 = 8,2 = 175, Ax = 4.8. 若 取 
a = 0.01, 则 当 m = 7 时 , 由 0.4.6.3, 有 tam = 3.5. 车 假设 身高 是 一 个 服从 正 态 分 
布 的 随机 变量 , 则 对 误差 概率 a = 0.01, 关于 均值 有 


169 < u < 181. 
标准 差 o 的 置信 区 间 对 误差 概率 a, 标准 差 o 满足 不 等 式 : 


(n= (Aa)? 2 (n= Da 
b = E a , 


其 中 a := xiao b= x25, 我 们 能 从 0.4.6.4 中 自由 度 为 m = n — 1 的 表 中 查 出 
它们 的 值 . 

例 2: 再 次 考虑 表 0.25 中 的 身高 测量 值 . 当 a = 0.01, m = 7 时 , 由 0.4.6.4 知 
a — 1.24, b — 20.3. 因此 对 于 误差 概率 a = 0.01, 得 到 估计 


2.8<0< 11.4. 
WA, 由 于 测量 值 的 个 数 很 小 , 这 些 估 计 值 相当 粗糙 . 
6.6.3 中 更 详细 地 说 明了 其 原因 . 
0.4.5 ”两 个 测量 序列 的 统计 比较 
假设 已 知 随机 变量 X 和 Y 的 两 个 试验 序列 
1,777 yn, Al Y Una. (0.49) 


存在 两 个 基本 问题 : 
(i) 两 个 测量 序列 之 间 存 在 相关 性 吗 ? 
(ii) 两 个 随机 变量 之 间 存 在 重要 差别 吗 ? 
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为 了 研究 (i), 我 们 采用 相关 系数 . 为 了 回答 (i), 引入 F 检验 、t 检验 和 威 尔 


科 克 森 检 验 . 这 一 点 我 们 后 面 再 考虑 
经 验 相关 系数 
当 ni = na = n B, (0.49) 这 两 个 测量 序列 的 经 验 相关 系数 由 下 面 的 数 给 出 : 
+ (tn — Ys 一 下 


0.4.5.1 
(zi — z)(yi — y) + (z2 — z)(y — 7) + 
(n — 1)AzAy 


p = 
一 1 < p< 1. 当 p= 0 时 ,这 两 个 序列 没有 相关 性 . 
两 个 序列 的 相关 性 越 强 , 量 p? BEX. 


回归 线 — 如果 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 描 出 测量 值 对 (zj, y;), 那么 所 谓 的 回归 线 


y=y+ s — i) 
是 与 所 描 出 的 那些 点 最 接近 的 线 (图 0.45), 
即 这 条 线 是 极 小 问题 

b 为 实数 


(yj—a— bx;)? = min, a,b 为 


n 


j=l 
的 一 个 解 . 极 小 值 等 于 (Ay)?(1 — p°). 因此 
34 g? = 1 时 , 回归 线 关 于 测量 值 的 拟 合 是 


图 0.45 
最 优 拟 合 . 
表 0.30 

21 T2 T3 T4 Z5 T6 zT zg a Az 

168 170 172 175 176 177 180 182 175 5 
yı y2 ya y4 ys Y6 yz ys y Ay 
157 160 163 165 167 167 168 173 165 5 

Bil: 对 表 0.30 中 的 两 个 测量 序列 , 其 相关 系数 为 
p = 0.96, 


y = 9 +0.96(x — 2). 


回归 线 为 
这 两 个 测量 序列 之 间 存 在 强 相关 性 . 回归 线 (0.50) 与 测量 值 相 当 接 近 . 


(0.50) 
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0.4.5.0 t 检验 对 两 均值 的 比较 


在 实际 应 用 中 , 常常 借助 t 检验 判断 两 个 试验 序列 是 否 在 本 质 上 互 不 相同 . 
(i) 考虑 随机 变量 X AY 的 两 个 序列 z1,… ma, yas Yna, 假定 它们 服 
从 正 态 分 布 . 
此 外 , 假设 X 和 Y 的 标准 差 相 同 , 借助 0.4.5.3 的 F 检验 可 以 验证 这 个 假设 . 
(ii) 计算 
元 一 也 nin2(ni + n2 — 2) 
(mi = 1)(Az)? + (n2 — 1)(Ay)? nı tna 


(iii) 对 已 知 的 a 和 m = ni +n — 1, 根据 0.4.6.3 中 的 表 确 定 to,m 的 值 . 


情形 1: 假设 


此 时 x 和 YY 的 均值 不 同 , 即 测量 的 经 验 均 值 z 和 5 的 差别 并 不 是 任意 的 , 需要 作 
出 说 明 . 在 这 种 情况 下 我 们 也 说 随机 变量 X 和 Y 存在 重要 差别 . 


情形 2: 假设 


此 时 X ALY 的 均值 之 间 并 没有 很 大 差别 . 

这 两 种 说 法 都 有 误差 概率 a, 意思 就 是 说 , 若 我 们 对 100 种 不 同 的 情况 进行 检 
验 , 有 100-0 种 情况 会 产生 错误 结论 . 
4| 1: 当 a = 0.01 时 , 在 100 次 试验 中 有 一 次 试验 会 产生 错误 结论 . 
例 2: 患 同样 病 的 人 服用 A 和 B 两 种 药物 , 服用 A(B) 药物 的 人 治愈 时 间 的 随机 
变量 是 X(Y) X. X 0.31 列 出 了 一 些 测量 值 . 例如 , 服用 A 药物 的 平均 治愈 时 间 是 
20 天 . 


表 0.31 
药物 A: z= 20 Ar 一 5 ni — 15 个 病人 
药物 B: y = 26 Ay=4 n3 = 15 个 病人 


我 们 得 到 


ja 26 — 20 | /15-15(30-2) _ 36 
V14-254+ 14-16 15 +15 woe 


“4a=0.01,m=154+15—-1=29 时 , 由 0.4.6.3 中 的 表 , 有 tam = 2.8. 
因为 t+ > tom, 所 以 这 两 种 药物 之 间 存 在 重要 差别 , 也 就 是 药物 A 比 药物 B 
好 . 
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0.4.5.3 F 检验 


这 个 检验 用 来 验证 两 个 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 的 标准 差 彼此 是 否 相同 . 
(i) 考虑 随机 变量 X 和 了 的 两 个 测量 序列 zi; … ,zn， bogus ,yns, BRE 
们 服从 正 态 分 布 . 
(ii) AR 
2 
(=) . Ax > Ay, 


(2) . 4 Ag < Ay. 


(iii) 34 m; := ni — 1, ma := na — 1 时 , 在 0.4.6.5 中 查找 粗 体 字 Fo.01;m mo. 


情形 1: 


在 这 种 情况 下 , X 和 Y 的 标准 差 不 同 , 即 测量 的 经 验 标准 差 Aa 和 Ay 的 差别 并 
不 是 随机 变量 , 而 是 有 着 某 种 更 深层 的 含义 . 


情形 2: 
此 时 , 假设 X 和 Y 的 标准 差 实 质 上 相同 . 

这 两 种 说 法 的 误差 概率 都 是 0.02. 意思 就 是 说 , 如 果 我 们 对 100 种 不 同 的 情况 
进行 检验 , 有 2 种 情况 会 产生 错误 结论 . 
wl: 再 次 考虑 表 0.31 中 的 数据 , 有 F = (Av/Ay)? = 1.6. 由 04.6.5 中 的 表 , 当 
mi = ma = 14 时 , A Foormim = 3.7. AW F < Foormima, 所 以 可 以 断定 X 
Al Y 有 相同 的 标准 差 . 


0.4.5.4 ARFER (Wilcoxon) 检验 


t 检验 只 能 应 用 到 服从 正 态 分 布 的 量 中 , 威 尔 科 克 森 检验 更 具 一 般 性 , 我 们 能 利 
用 它 检验 两 个 试验 序列 是 否 来 自 于 具有 不 同 分 布 的 随机 变量 , 即 验证 这 些 量 是 否 在 
本 质 上 互 不 相同 . 6.3.4.5 中 讲述 了 这 一 检验 . 


0.4.6 ”数理 统计 中 的 表 


0.4.6.1 表 的 插值 


线性 插值 ”每 个 表 都 由 一 些 表 值 构成 . 表 0.32 中 的 表 值 包括 x 的 值 和 f(r) 的 值 
两 部 分 . 
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表 0.32 
z f(z) 
1 0.52 
2 0.60 
3 0.64 


图 0.46 


第 一 个 基本 问题 : 对 已 知 的 表 值 z, K f(x) 的 插值 ” 若 x 不 在 这 个 表 中 , 可 以 使 
用 线性 插值 , 如 图 0.46 Bras. 这 里 点 对 (mi, f(z1)) 和 (22, f(72)) 之 间 的 制 线 取代 
T y= f(x) WAR. f(x) 的 近似 值 f. (e) 由 如 下 线性 插值 公式 得 到 : 


fale) = f() + 89 Je) y (0.51) 


Bg — BT 


f| 1: 令 x = 1.5, 我 们 在 表 0.32 中 找到 最 邻近 的 表 值 
Ti = 1 和 TX2 = 2. 
它们 分 别 对 应 f(x1) = 0.52 和 f(x2) = 0.60. 由 插值 公式 (0.51), 有 
0.60 — 0.52 
1 
第 二 个 基本 问题 : 对 已 知 的 值 f(x), KR x 的 插值 ”为 了 由 f(r) 计算 z, 利 
用 公式 : 


f(z) = 0.52 4 (1.5 — 1) = 0.52 + 0.08 - 0.5 = 0.56. 


=7¢ f(x) = f(z1) = n 
i fen] m m (0.52) 


4| 2: & f(x) = 0.62, 我 们 在 表 0.32 中 找到 最 邻近 的 表 值 


f(z1) = 0.60 和 f(z2) = 0.64, 


它们 分 别 对 应 zi = 2 和 zs = 3. 由 (0.52), 有 
0.62 — 0.60 0.02 


=24 ge 8) Bae OE, 
" 064 peo - 9-79 Fog 95 


由 Mathematica 获得 的 更 高 的 精确 度 ”线性 插值 是 用 来 求 近似 解 的 一 种 方法 ， 
对 数理 统计 而 言 , 这 种 方法 就 足够 了 .我们 并 不 认为 像 统 计 这 种 在 本 质 上 就 不 很 精 
确 的 学 科 能 够 靠 小 数 点 后 面 位 数 的 增加 来 提高 其 精确 性 . 

然而 , 在 物理 学 与 工艺 学 中 , 往往 需要 更 高 的 精确 度 . 于 是 , 二 次 插值 的 方法 应 运 
而 生 了 . 在 广泛 应 用 计算 机 的 今天 , 可 以 利用 计算 机 软件 程序 (例如 Mathematcia) 
获得 某 些 特殊 函数 的 精确 值 . 
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0.46.2 EAD 
= ` eG 
表 0.33 ”标准 中 心 正 态 分 布 的 密度 函数 : 
i 1 *) 
Z)= ex 一 一 之 0 2 
ole) = Zgew(-3 
K 0.47 
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0.0 3989-^ 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3 973 
0.1 3970 ^ 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918 
0.2 3910 ^ 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3 825 
0.3 3814-4 3802 3790 3778 3765 3 752 3 739 3725 3712 3 697 
0.4 3683-^ 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3 538 
0.5 3521 * 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3 352 
0.6 3332-4 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3 144 
0.7 3123 5 s101 3 079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2 920 
0.8 2897-^ 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2 685 
0.9 2661-4 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2 468 2 444 
10 2420-4 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2 227 2 203 
11 217974 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1 989 1 965 
1.2 1942-4 1919 1 895 1872 1849 1826 1804 1781 1 758 1 736 
13 171474 1691 1 669 1647 1626 1604 1582 1561 1 539 1518 
1.4 1497-4 1476 1 456 1435 1415 1394 1374 1354 1 334 1315 
1.5 129574 1276 1 257 1238 1219 1200 1182 1163 1 145 1 127 
1.6 1109-4 1092 1 074 1057 1040 1023 1006 9893-5 9 728 9 566 
1.7 9405-7? 9 246 9 089 8933 8 780 8628 8478 8 329 8 183 8 038 
1.8 7895 5 7 754 7614 7477 7341 7206 7074 6943 6814 6 687 
1.9 6562-5 6438 6316 6195 6077 5960 5844 5730 5618 5 508 
2.0 5399 5 5 292 5 186 5082 4980 4879 4 780 4682 4586 4 491 
2.1 43987? 4307 4217 4128 4041 3955 3871 3788 3706 3 626 
2.2 3547-5 3470 3394 3319 3246 3174 3103 3034 2965 2 898 
2.3 2833-5 2768 2705 2643 2582 2522 2463 2406 2349 2 294 
2.4 223975 2186 2134 2083 2033 1984 1936 1888 1 842 1 797 
2.5 1753-5 1 709 1 667 1625 1585 1545 1506 1468 1431 1 394 
2.6 13587 1323 1289 1256 1223 1191 1160 1130 1 100 1071 
2.7 1042-5 1014 9871-95 9606 9347 9094 8846 8605 8 370 8 140 
2.8 7915-9 7697 7 483 7274 7071 6873 6679 6491 6307 6 127 
2.9 5953-9 5 782 5 616 5454 5296 5143 4993 4847 4705 4 567 
3.0 4432-9 4301 4 173 4049 3928 3810 3695 3584 3475 3 370 
3.1 3267-9? 3167 3070 2975 2884 2794 2 707 2623 2541 2 461 
3.2 23847 2309 2236 2165 2096 2029 1964 1901 1 840 1 780 
3.3 1 723-9 1 667 1612 1560 1508 1459 1411 1364 1 319 1 275 
3.4 1232-9 1191 1151 1112 1075 1038 1003 9689-7 9358 9 037 
3.5 8727-7 8426 8135 7853 7581 7317 7061 6814 6575 6 343 
3.6 611977 5902 5693 5490 5294 5105 4921 4744 4573 4 408 
3.7 4248-7 4093 3944 3800 3661 3526 3396 3271 3 149 3 032 
3.8 291977 2810 2705 2604 2506 2411 2320 2232 2147 2 065 
3.9 1987-' 1910 1837 1766 1698 1633 1569 1508 1 449 1 393 
4.0 1338-7 1 286 1 235 1186 1140 1094 1051 1009 29687 ? 9 299 
4.1 8926-5 8567 8222 7890 7570 7263 6967 6683 6410 6 147 
4.2 5894-5 5652 5 418 5194 4979 4772 4573 4382 4199 4 023 
4.3 3854-5 3691 3 535 3386 3242 3104 2972 2845 2 723 2 606 
4.4 2494-5 2387 2284 2185 2090 1999 1912 1829 1 749 1672 
4.5 1598-5 1 528 1461 1396 1334 1275 1218 1164 1112 1 062 
4.6 1014-? 9684-? 9248 8830 8430 8047 7681 7331 6 996 6 676 
4.7 63707? 6077 5797 5530 5274 5030 4796 4573 4360 4 156 
48 39617? 3775 3598 3428 3267 3112 2965 2824 2960 2 561 
4.9 2439-9 2322 2211 2105 2003 1907 1814 1727 1 643 1 563 


ik: 398974 表示 3989-1074. 
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表 0.34 标准 中 心 正 态 分 布 的 概率 积分 


Go(z) = | y(x)dz = = f exp ( — 32") de 


0 


分 布 函数 O(z) = XL exp ( 一 50”) de 通过 


V2 
1 
$(z) = 5 + Po(z) 与 5(z) 联系 起 来 , 另外 , 8B0( 一 z) = 图 0.48 
— Go(z). 

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0.0 0.0000 040 080 120 160 199 239 279 319 359 
0.1 398 438 478 517 557 596 636 675 714 753 
0.2 793 832 871 910 948 987 -026 -064 -103 -141 
0.3 0.1179 217 255 293 331 368 406 443 480 517 
0.4 554 591 628 664 700 736 772 808 844 879 
0.5 915 950 985 -019  .054 -088 -123 -157 -190 -224 
0.6 0.2257 291 324 357 389 422 454 486 517 549 
0.7 580 611 642 673 #703 734 764 794 823 852 
0.8 881 910 939 967 995 -023 -051 -078 -106 -133 


0.9 0.3 159 186 212 238 264 289 315 340 365 389 


1.0 413 438 461 485 508 531 554 577 599 621 
1.1 643 665 686 708 729 749 770 790 810 830 
1.2 849 869 888 907 925 944 962 980 997 :015 
1.3 0.4 032 049 066 082 099 115 131 147 162 EOT 
1.4 192 207 222 236 251 265 279 292 306 319 
1.5 332 345 357 370 382 394 406 418 429 441 
1.6 452 463 474 484 495 505 515 525 535 545 
LT 554 564 573 582 591 599 608 616 625 633 
1.8 641 649 656 664 671 678 686 693 699 706 
1.9 713 719 726 732 738 744 750 756 761 767 
2.0 772 778 783 788 793 798 803 808 812 817 
24 821 826 830 834 838 842 846 850 854 857 
2.2 860 864 867 871 874 877 880 883 886 889 
966 474 906 263 545 755 894 962 962 893 
2.3 892 895 898 900 903 906 908 911 913 915 
759 559 296 969 581 133 625 060 437 758 
2.4 918 920 922 924 926 928 930 932 934 936 
025 237 397 506 564 572 531 443 309 128 
2.5 937 939 941 942 944 946 947 949 950 952 
903 634 323 969 574 139 664 151 600 012 
2.6 953 954 956 957 958 959 960 962 963 964 
388 729 035 308 547 754 930 074 189 274 
2.7 965 966 967 968 969 970 971 971 972 973 
330 358 359 333 280 202 099 9272 821 646 
2.8 974 975 975 976 977 978 978 979 980 980 
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续 表 
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
2.9 981 981 982 983 983 984 984 985 985 986 


501 938 361 172 171 558 933 297 650 992 


3.1 990 990 990 991 991 991 992 992 992 992 
324 646 957 260 553 836 112 378 6836 886 
gő 993 993 993 993 994 994 994 994 994 994 
129 363 590 810 024 230 429 623 810 991 
3.3 995 995 995 995 995 995 996 996 996 996 
166 335 499 658 811 959 103 242 376 505 
3.4 996 996 996 996 997 997 997 997 997 997 
631 752 869 982 091 197 299 398 493 585 
3.5 997 997 997 997 997 998 998 998 998 998 
674 759 842 922 999 O74 146 215 282 347 
3.6 998 998 998 998 998 998 998 998 998 998 
409 469 527 583 637 689 739 787 834 879 
3.7 998 998 999 999 999 999 999 999 999 999 
929 964 004 043 080 116 150 184 216 247 
3.8 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 
276 305 333 3859 385 409 433 456 478 499 
3.9 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 


4.0 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 
683 696 709 721 733 744 755 765 175 784 
4.1 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 
793 802 811 819 826 834 841 $48 854 861 
4.2 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 
867 872 878 883 888 893 898 902 907 911 
4.3 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 
915 918 922 925 929 932 935 938 941 G43 
4.4 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 
946 948 951 953 955 957 959 961 963 964 
4.5 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 


注 : agers 表示 0.486 096 6. 表 值 前 面 的 小 数 点 表示 在 十 分 位 上 加 1. 例如 在 z = 0.5 


这 一 行 中 , .019 表示 .2019. 
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0.4.6.3 FÆ t Ah AAE tam 


a/2 a/2 
hm 0 fn 
图 0.49 

i = 0.10 0.05 0.025 0.020 0.010 0.005 0.003 0.002 0.001 
1 6.314 12.706 25.452 31.821 63.657 127.3 212.2 318.3 636.6 
2 2.920 4.303 6.205 6.965 9.925 14.089 18.216 22.327 31.600 
3 2.353 3.182 4.177 4.541 5.841 7.453 8.891 10.214 12.922 
4 2.132 2.776 3.495 3.747 4.604 5.597 6.435 7.173 8.610 
5 2.015 2.571 3.163 3.365 4.032 4.773 5.376 5.893 6.869 
6 1.943 2.447 2.969 3.143 3.707 4.317 4.800 5.208 5.959 
7 1.895 2.365 2.841 2.998 3.499 4.029 4.442 4.785 5.408 
8 1.860 2.306 2.752 2.896 3.355 3.833 4.199 4.501 5.041 
9 1.833 2.262 2.685 2.821 3.250 3.690 4.024 4.297 4.781 


10 1.812 2.228 2.634 2.764 3.169 3.581 3.892 4.144 4.587 


12 1.782 2.179 2.560 2.681 3.055 3.428 3.706 3.930 4.318 
14 1.761 2.145 2.510 2.624 2.977 3.326 3.583 3.787 4.140 
16 1.746 2.120 2.473 2.583 2.921 3.252 3.494 3.686 4.015 
18 1.734 2.101 2.445 2.552 2.878 3.193 3.428 3.610 3.922 
20 1.725 2.086 2.423 2.528 2.845 3.153 3.376 3.552 3.849 
22 1.717 2.074 2.405 2.508 2.819 3.119 3.335 3.505 3.792 
24 1.711 2.064 2.391 2.492 2.797 3.092 3.302 3.467 3.745 
26 1.706 2.056 2.379 2.479 2.779 3.067 3.274 3.435 3.704 
28 1.701 2.048 2.369 2.467 2.763 3.047 3.250 3.408 3.674 


30 1.697 2.042 2.360 2.457 2.750 3.030 3.230 3.386 3.646 


oc 1.645 1.960 2.241 2.326 2.576 2.807 2.968 3.090 3.291 
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2 
a 


0.4.6.4 X? 分 布 的 值 X 


0 


概率 a 


0.50 


自由 度 


c astro d aot 
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0.4.6.5 费 希 尔 (Fisher)Z 分 布 


关于 表 的 注释 ”这 个 表 包含 zo 的 值 . 满足 具有 两 个 自由 度 (71,72) 的 费 希 尔 随机 
变量 2 不 小 于 zo 的 概率 为 0.01. 换言之 ， 


oc 


P(Z > zo) = | f(z)dz = 0.01, 
其 中 , f(z) 由 下 列 公 式 给 出 : 


non 
2rj* Ty e 


»(5 i) (rie?* + ra) 237 


T1z 


f(z) = 
as 


Ti 
1 2 3 4 5 6 8 12 24 oo 

4.153 5 4.258 5 4.297 4 4.317 5 4.329 7 4.337 9 4.3482 4.358 5 4.3689 4.379 4 
2.295 0 2.297 6 2.2984 2.208 8 2.2991 2.2992 2.299 4 2.299 7 2.299 9 2.300 1 
1.7649 1.7140 1.6915 1.6786 1.6703 1.6645 1.6569 1.6489 1.6404 1.6314 
1.5270 1.4452 1.4075 1.3856 1.3711 1.3609 1.3473 1.3327 1.3170 1.3000 
1.394 3 1.2929 1.2449 1.2164 1.1974 1.1838 1.1656 1.145 7 1.1239 1.099 7 
1.83103 1.195 5 1.1401 1.106 8 1.0843 1.0680 1.046 0 1.0218 0.9948 0.964 3 
1.2526 1.1281 1.0682 1.0300 1.0048 0.986 4 0.9614 0.933 5 0.9020 0.865 8 
1.2106 1.078 7 1.013 5 0.973 4 0.945 9 0.925 9 0.898 3 0.867 3 0.8319 0.790 4 
1.178 6 1.0411 0.9724 0.929 9 0.9006 0.879 1 0.849 4 0.815 7 0.776 9 0.7305 
1.153 5 1.0114 0.939 9 0.895 4 0.864 6 0.8419 0.8104 0.7744 0.7324 0.6816 
1.133 3 0.987 4 0.913 6 0.867 4 0.835 4 0.8116 0.778 5 0.740 5 0.695 8 0.640 8 
1.116 6 0.967 7 0.8919 0.8443 0.8111 0.786 4 0.7520 0.7122 0.664 9 0.606 1 
1.102 7 0.9511 0.873 7 0.8248 0.790 7 0.765 2 0.729 5 0.688 2 0.638 6 0.576 1 
1.090 9 0.9370 0.8581 0.8082 0.7732 0.747 1 0.7103 0.667 5 0.615 9 0.5500 
1.080 7 0.924 9 0.844 8 0.793 9 0.7582 0.7314 0.693 7 0.649 6 0.596 1 0.526 9 
1.0719 0.9144 0.8331 0.7814 0.745 0 0.717 7 0.679 1 0.633 9 0.578 6 0.506 4 
1.064 1 0.905 1 0.8229 0.770 5 0.733 5 0.705 7 0.666 3 0.619 9 0.563 0 0.487 9 
1.057 2 0.897 0 0.813 8 0.760 7 0.723 2 0.695 0 0.654 9 0.607 5 0.549 1 0.4712 
1.0511 0.889 7 0.805 7 0.7521 0.7140 0.685 4 0.644 7 0.596 4 0.536 6 0.456 0 
1.045 7 0.883 1 0.798 5 0.744 3 0.705 8 0.676 8 0.635 5 0.586 4 0.525 3 0.4421 
1.040 8 0.877 2 0.792 0 0.737 2 0.698 4 0.669 0 0.6272 0.577 3 0.515 0 0.429 4 
1.036 3 0.8719 0.786 0 0.730 9 0.6916 0.662 0 0.619 6 0.569 1 0.505 6 0.417 6 
1.032 2 0.867 0 0.7806 0.725 1 0.685 5 0.655 5 0.6127 0.5615 0.496 9 0.406 8 
1.028 5 0.862 6 0.775 7 0.719 7 0.679 9 0.649 6 0.606 4 0.554 5 0.489 0 0.396 7 
1.025 1 0.858 5 0.7712 0.7148 0.674 7 0.644 2 0.600 6 0.548 1 0.481 6 0.3872 
1.0220 0.8548 0.7670 0.7103 0.669 9 0.639 2 0.595 2 0.542 2 0.4748 0.378 4 
1.019 1 0.8513 0.7631 0.706 2 0.6655 0.634 6 0.590 2 0.536 7 0.468 5 0.3701 
1.016 4 0.848 1 0.759 5 0.702 3 0.6614 0.6303 0.585 6 0.5316 0.4626 0.3624 
1.013 9 0.845 1 0.756 2 0.698 7 0.657 6 0.626 3 0.5813 0.526 9 0.457 0 0.3550 
1.011 6 0.8423 0.7531 0.695 4 0.6540 0.622 6 0.577 3 0.522 4 0.4519 0.348 1 
0.994 9 0.822 3 0.730 7 0.6712 0.628 3 0.595 6 0.548 1 0.4901 0.4138 0.2922 

60 0.978 4 0.802 5 0.708 6 0.647 2 0.6028 0.568 7 0.5189 0.4574 0.3746 0.235 2 
120 0.962 2 0.782 9 0.686 7 0.623 4 0.577 4 0.5419 0.489 7 0.424 3 0.333 9 0.161 2 

oo 0.946 2 0.763 6 0.665 1 0.599 9 0.5522 0.5152 0.4604 0.390 8 0.2913 0.000 0 
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0 Fa 
图 0.51 
m1 

ma 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244 

1 |4 052 4 999 5 403 5 625 5 764 5 859 5 928 5 981 6 022 6 056 6 083 6 106 
18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.39 19.40 19.41 

2 |98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.39 99.40 99.41 99.42 
10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 894 889 885 881 879 876 8.74 

3 |34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.34 27.23 27.13 27.05 
7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 594 5.91 

4 |21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 14.55 14.45 14.37 
6.61 5.79 5.41 519 5.05 495 488 4.82 4.77 4.74 4.70 4.68 

5 |16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10.05 9.96 9.89 
5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 415 410 4.06 4.03 4.00 

6 |13.74 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 7.87 7.79 7.72 
5.59 4.74 435 412 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.60 3.57 

7 |12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 7.00 6.84 6.72 6.62 6.54 6.47 
5.32 446 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.31 3.28 

8 [11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 5.81 5.73 5.67 
5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.10 3.07 

9 |10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 5.26 5.18 5.11 
4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.94 2.91 

10 |10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 4.85 4.77 4.71 
4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.82 2.79 

11 | 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63 4.54 4.46 4.40 
4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.72 2.69 

12 | 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 4.30 4.22 4.16 
4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 267 2.63 2.60 

13 | 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 4.10 4.02 3.96 
4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.57 2.53 

14 | 8.86 6.51 5.56 5.04 4.70 4.46 4.28 4.14 4.03 3.94 3.86 3.80 
454 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 264 2.59 2.54 2.51 2.48 

15 | 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89 3.80 3.73 3.67 
4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 249 2.46 2.42 

16 | 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78 3.69 3.62 3.55 
4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 255 2.49 245 2.41 2.38 

17| 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.68 3.59 3.52 3.46 
441 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 246 241 2.37 2.34 

18 | 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60 3.51 3.43 3.37 
4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 263 2.54 248 2.42 2.38 2.34 2.31 

19 | 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.52 3.43 3.36 3.30 
4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 260 2.51 2.45 2.39 2.35 2.31 2.28 

20| 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 3.37 3.29 3.23 
4.32 347 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 2.32 2.28 2.25 

21| 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.64 3.51 3.40 3.31 3.24 3.17 
4.30 3.44 3.05 2.82 266 255 2.46 2.40 2.34 2.30 2.26 2.23 

22| 7.95 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35 3.26 3.18 3.12 
4.98 3.42 3.03 2.80 264 2.53 244 2.37 2.32 2.27 2.24 2.20 

23 | 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54 3.41 3.30 3.21 3.14 3.07 


0.4 数理 统计 表 与 标准 过 程 


14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 £500 


245 246 248 249 250 251 252 253 253 254 254 
6143 6169 6209 6235 6261 6287 6302 6323 6334 6352 6361 


19.42 19.43 19.44 19.45 19.46 19.47 19.48 19.48 19.49 19.49 19.50 
99.43 99.44 99.45 99.46 99.47 99.47 99.48 99.49 99.49 99.49 99.50 


8.71 8.69 866 864 862 8.59 8.58 857 8.55 8.54 8.53 
26.92 26.83 26.69 26.60 26.50 26.41 26.35 26.27 26.23 26.18 26.14 


5.87 5.84 5.80 5.77 5.75 5.72 5.70 5.68 5.66 5.65 5.64 
14.25 14.15 14.02 13.93 13.84 13.74 13.69 13.61 13.57 13.52 13.48 


464 460 456 453 4.50 446 444 442 441 4.39 4.37 
9.77 9.68 9.55 9.47 9.38 9.29 9.24 9.17 9.13 9.08 9.04 


3.96 3.92 3.87 3.84 3.81 3.77 3.75 3.72 3.71 3.69 3.68 
7.60 7.52 7.39 7.31 7.23 7.02 6.99 6.93 6.90 


3.53 3.49 3.44 3.41 3.38 3.92 3.20 3.27 3.25 3.24 


w N 
m 
POR 
EI 
o 
© 


6.36 6.27 6.16 6.07 5.99 5.91 5.86 5.78 5.75 5.70 5.67 
3.24 3.20 3.15 3.12 3.08 3.05 3.02 3.00 2.97 2.95 2.94 
5.56 5.48 5.36 5.28 5.20 5.12 5.07 5.00 4.96 4.91 4.88 
3.03 2.99 2.93 2.90 2.86 2.83 2.80 2.77 2.76 2.73 2.72 
5.00 4.92 4.81 4.73 4.65 4.57 4.52 4.45 4.42 4.36 4.33 
2.86 2.83 2.77 2.74 2.70 266 264 2.61 2.59 2.56 2.55 
4.60 4.52 4.41 4.33 4.25 4.17 4.12 4.05 4.01 3.96 3.93 
2.74 2.70 265 261 2.57 2.53 2.51 2.47 2.46 2.43 2.42 
4.29 4.21 4.10 4.02 3.94 3.86 3.81 3.74 3.71 3.66 3.62 
2.64 2.60 2.54 251 2.47 2.43 2.40 2.36 2.35 2.32 2.31 
4.05 3.97 3.86 3.78 3.70 3.62 3.57 3.49 3.47 3.41 3.38 
2.55 2.51 2.46 2.42 2.38 2.34 2.31 2.28 2.26 2.23 2.22 
3.86 3.78 3.66 3.59 3.51 3.43 3.38 3.30 3.27 3.22 3.19 
2.48 244 239 2.35 2.31 2.27 2.24 2.21 2.19 2.16 2.14 
3.70 3.62 3.51 3.43 3.35 3.27 3.22 3.14 3.11 3.06 3.03 
2.42 2.38 2.33 2.29 2.25 2.20 2.18 2.15 2.12 2.10 2.08 
3.56 3.49 3.37 3.29 3.21 3.13 3.08 3.00 2.98 2.92 2.89 
2.87 2.33 2.28 2.24 2.19 2.15 2.12 2.09 2.07 2.04 2.02 
3.45 3.37 3.26 3.18 3.10 3.02 2.97 2.86 2.86 2.81 2.78 
2.33 2.29 2.23 2.19 2.15 2.10 2.08 2.04 2.002 1.99 1.97 
3.35 3.27 2.16 3.08 3.00 2.92 2.87 2.79 2.76 2.71 2.68 
2.29 2.25 2.19 2.15 2.11 2.06 2.04 2.00 1.98 1.95 1.93 
3.27 3.19 3.08 3.00 2.92 2.84 2.78 2.71 2.68 2.62 2.59 
2.26 2.21 2.15 2.11 2.07 2.03 2.00 1.96 1.94 1.91 1.90 
3.19 3.12 3.00 2.92 2.84 2.76 2.71 2.63 2.60 2.55 2.51 
2.22 2.18 2.12 2.08 2.04 1.99 1.97 1.92 1.91 1.88 1.86 
3.13 3.05 2.94 2.86 2.78 2.69 2.64 2.56 2.54 2.48 2.44 
2.20 2.16 2.10 2.05 2.01 1.96 1.94 1.89 1.88 1.84 1.82 
3.07 2.99 2.88 2.80 2.72 2.64 2.58 2.51 2.48 2.42 2.38 
2.17 2.13 2:07 2.03 1.98 1.94 191 1.87 1.85 1.81 1.80 
3.02 2.94 2.83 2.75 2.67 2.58 2.53 2.46 2.42 2.36 2.33 
2.15 2.1] 2.05 2.00 1.96 1.91 1.88 1.84 1.82 1.79 1.77 
2.97 2.89 2.78 2.70 2.62 2.54 2.48 2.41 2.37 2.32 2.28 
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0.4 数理 统计 表 与 标准 过 程 


续 表 


16 20 24 


14 


1000 


94 9803€ AX. 图 和 表 


0.4.6.7 威 尔 科 克 森 检验 的 临界 数 


a = 0.05 


( 0 - OO &0N 


k= e 
= o 


[re nu 
A WN 


15 


m m 
No 心 


= 
O m 


Nwh ann 0 0 


0.4.68 科 尔 莫 苞 罗 夫 -斯 米尔 诺 夫 A 分 布 
关于 表 的 注释 ”关于 概率 论 和 数理 统计 的 列表 部 分 摘自 文献 [17] 和 [27]. 
aa fa eco TA 


入 


QA) | 入 


0.4 数理 统计 表 与 标准 过 程 


0.32 
0.33 
0.34 
0.35 
0.36 
0.37 
0.38 
0.39 
0.40 
0.41 
0.42 
0.43 
0.44 
0.45 
0.46 
0.47 
0.48 
0.49 
0.50 
0.51 
0.52 
0.53 
0.54 
0.55 
0.56 
0.57 
0.58 
0.59 
0.60 
0.61 
0.62 
0.63 
0.64 
0.65 


0.000 0 | 0.66 
0.000 1 | 0.67 
0.000 2 | 0.68 
0.000 3 | 0.69 
0.000 5 | 0.70 
0.000 8 | 0.71 
0.001 3 | 0.72 
0.001 9 | 0.73 
0.002 8 | 0.74 
0.004 0 | 0.75 
0.005 5 | 0.76 
0.007 4 | 0.77 
0.009 7 | 0.78 
0.012 6 | 0.79 
0.016 0 | 0.80 
0.020 0 || 0.81 
0.024 7 | 0.82 
0.030 0 | 0.83 
0.036 1 | 0.84 
0.042 8 | 0.85 
0.050 3 | 0.86 
0.058 5 | 0.87 
0.067 5 || 0.88 
0.077 2 | 0.89 
0.087 6 | 0.90 
0.098 7 
0.110 4 | 0.92 
0.122 8 | 0.93 
0.135 7 | 0.94 
0.149 2 | 0.95 
0.163 2 | 0.96 
0.177 8 | 0.97 
0.192 7 | 0.98 
0.208 0 | 0.99 


0.91 


0.223 6 
0.239 6 
0.255 8 
0.272 2 
0.288 8 
0.305 5 
0.322 3 
0.339 1 
0.356 0 
0.372 8 
0.389 6 
0.406 4 
0.423 0 
0.439 5 
0.455 9 
0.472 0 
0.488 0 
0.503 8 
0.519 4 
0.534 7 
0.549 7 
0.564 5 
0.579 1 
0.593 3 
0.607 3 
0.620 9 
0.634 3 
0.647 3 
0.660 1 
0.672 5 
0.684 6 
0.696 4 
0.707 9 
0.719 1 


1.00 
1.01 
1.02 
1.03 
1.04 
1.05 
1.06 
1.07 
1.08 
1.09 


1.18 
1:19 
1.20 
1.21 
1.22 
1.23 


1.24 
1.25 
1.26 
1.27 
1.28 
1.29 
1.30 
1.31 
1.32 
1.33 


0.730 0 
0.740 6 
0.750 8 
0.760 8 
0.770 4 
0.779 8 
0.788 9 
0.797 6 
0.806 1 
0.814 3 
0.822 3 
0.829 9 
0.837 4 
0.844 5 
0.851 4 
0.858 0 
0.864 4 
0.870 6 
0.876 5 
0.882 3 
0.887 7 
0.893 0 
0.898 1 
0.903 0 
0.907 6 
0.912 1 
0.916 4 
0.920 6 
0.924 5 
0.928 3 
0.931 9 
0.935 4 
0.938 7 
0.941 8 


QQ) | 


A 


QA) | ^ 


1.34 
1.35 
1.36 
1.37 
1.38 
1.39 
1.40 
1.41 
1.42 
1.43 
1.44 
1.45 
1.46 
1.47 
1.48 
1.49 
1.50 
1.51 
1.52 
1.53 
1.54 
1.55 
1.56 
1.57 
1.58 
1.59 
1.60 
1.61 
1.62 
1.63 
1.64 
1.65 
1.66 
1.67 


0.944 9 
0.947 8 
0.950 5 
0.953 1 
0.955 6 
0.958 0 
0.960 3 
0.962 5 
0.964 6 
0.966 5 
0.968 4 
0.970 2 
0.971 8 
0.973 4 


0.975 0 
0.976 4 
0.977 8 
0.979 1 
0.980 3 
0.981 5 
0.982 6 


0.983 6 
0.984 6 
0.985 5 
0.986 4 
0.987 3 
0.988 0 
0.988 8 
0.989 5 
0.990 2 
0.990 8 | 
0.991 4 
0.991 9 
0.992 4 


1.68 
1.69 
1.70 
1.74. 
1.72 
1.73 
1.74 
1.75 
1.76 
1.77 
1.78 
1:79 
1.80 
1.81 
1.82 
1.83 
1.84 
1.85 
1.86 
1.87 
1.88 
1.89 
1.90 
1.81 
1.92 
1.93 
1.94 
1.95 
1.96 
1.97 
1.98 
1.99 


0.992 9 
0.993 4 
0.993 8 
0.994 2 
0.994 6 
0.995 0 
0.995 3 
0.995 6 
0.995 9 
0.996 2 
0.996 5 
0.996 7 
0.996 9 
0.997 1 
0.997 3 
0.997 5 
0.997 7 
0.997 9 
0.998 0 
0.998 1 
0.998 3 
0.998 4 
0.998 5 
0.998 6 
0.998 7 
0.998 8 
0.998 9 
0.999 0 
0.999 1 
0.999 1 
0:999 2 
0.999 3 


2.00 

2.01 

2.02 

2.03 

2.04 

2.05 

2.06 

2.07 

2.08 
2.09 
2.10 
2.11 

2.12 
2.13 
2.14 
2.15 
2.16 
2.17 
2.18 
2.19 
2.20 
2.21 
2.22 
2.23 
2.24 
2.25 
2.26 
2.27 
2.28 
2.29 
2.30 
2.31 


95 


QA) 
0.999 3 


0.999 4 
0.999 4 
0.999 5 
0.999 5 
0.999 6 
0.999 6 
0.999 6 
0.999 6 
0.999 7 
0.999 7 
0.999 7 
0.999 7 
0.999 8 
0.999 8 
0.999 8 
0.999 8 
0.999 8 
0.999 9 
0.999 9 
0.999 9 
0.999 9 
0.999 9 
0.999 9 
0.999 9 
0.999 9 
0.999 9 
0.999 9 
0.999 9 
0.999 9 
0.999 9 
1.000 0 


3 Jonaapwnro 


OWNBDULWNrO 


0.1 


0.904 837 
0.090 484 
0.004 524 
0.000 151 
0.000 004 


0.2 


0.818 731 
0.163 746 
0.016 375 
0.001 092 
0.000 055 
0.000 002 


0.3 


0.740818 
0.222 245 
0.033 337 
0.003 334 
0.000 250 
0.000 015 
0.000 001 


0.4 


0.670 320 
0.268 128 
0.053 626 
0.007 150 
0.000 715 
0.000 057 
0.000 004 


0.5 


0.606 531 
0.303 265 
0.075 816 
0.012 636 
0.001 580 
0.000 158 
0.000 013 
0.000 001 


0.6 


0.548812 
0.329 287 
0.098 786 
0.019 757 
0.002 964 
0.000 356 
0.000 036 
0.000 003 


0.9 


0.406 570 
0.365913 
0.164 661 
0.049 398 
0.011115 
0.002 001 
0.000 300 
0.000 039 
0.000 004 


1.0 


0.367 879 
0.367 879 
0.183 940 
0.061 313 
0.015 328 
0.003 066 
0.000 511 
0.000 073 
0.000 009 
0.000 001 


1.5 


0.223 130 
0.334 695 
0.251021 
0.125 510 
0.047 067 
0.014 120 
0.003 530 
0.000 756 
0.000 142 
0.000 024 
0.000 004 


A 


2.0 


0.135 335 
0.270671 
0.270671 
0.180 447 
0.090 224 
0.036 089 
0.012 030 
0.003 437 
0.000 859 
0.000 191 
0.000 038 
0.000 007 
0.000 001 


2.5 


0.082 085 
0.205 212 
0.256 516 
0.213 763 
0.133 602 
0.066 801 
0.027 834 
0.009 941 
0.003 106 
0.000 863 
0.000 216 
0.000 049 
0.000 010 
0.000 002 


3.0 


0.049 787 
0.149 361 
0.224 042 
0.224 042 
0.168 031 
0.100 819 
0.050 409 
0.021 604 
0.008 102 
0.002 701 
0.000 810 
0.000 221 
0.000 055 
0.000 013 
0.000 003 
0.000 001 


0.7 


0.496 585 
0.347 610 
0.121 663 
0.028 388 
0.004 968 
0.000 696 
0.000 081 
0.000 008 
0.000 001 


0.8 


0.449 329 
0.359 463 
0.143 785 
0.038 343 
0.007 669 
0.001 227 
0.000 164 
0.000 019 
0.000 002 


3.5 


0.030 197 
0.105 691 
0.184 959 
0.215 785 
0.188 812 
0.132 169 
0.077 098 
0.038 549 
0.016 865 
0.006 559 
0.002 296 
0.000 730 
0.000 213 
0.000 057 
0.000 014 
0.000 003 
0.000 001 


4.5 


5.0 


6.0 


A 
7.0 


4.0 


0.018 316 
0.073 263 
0.146 525 
0.195 367 
0.195 367 
0.156 293 
0.104 196 
0.059 540 
0.029 770 
0.013 231 
0.005 292 
0.001 925 
0.000 642 
0.000 197 
0.000 056 
0.000 015 
0.000 004 
0.000 001 


一 


8.0 


0.011109 
0.049 990 
0.112479 
0.168 718 
0.189 808 
0.170 827 
0.128 120 
0.082 363 
0.046 329 
0.023 165 
0.010 424 
0.004 264 
0.001 599 
0.000 554 
0.000 178 
0.000 053 
0.000 015 
0.000 004 
0.000 001 


0.006 738 
0.033 690 
0.083 224 
0.140 374 
0.175 467 
0.175 467 
0.146 223 
0.104 445 
0.065 278 
0.036 266 
0.018 133 
0.008 242 
0.003 434 
0.001 321 
0.000 472 
0.000 157 
0.000 049 
0.000014 
0.000 004 
0.000 001 


0.002 479 
0.014 873 
0.044 618 
0.089 235 
0.133 853 
0.160 623 
0.160 623 
0.137 677 
0.103 258 
0.068 838 
0.041 303 
0.022 529 
0.011 264 
0.005 199 
0.002 228 
0.000 891 
0.000 334 
0.000 118 
0.000 039 
0.000 012 
0.000 004 
0.000 001 


0.000 912 
0.006 383 
0.022 341 
0.052 129 
0.091 226 
0.127 717 
0.149 003 
0.149 003 
0.130377 
0.101 405 
0.070 983 
0.045 171 
0.026 350 
0.014 188 
0.007 094 
0.003311 
0.001 448 
0.000 596 
0.000 232 
0.000 085 
0.000 030 
0.000 010 
0.000 003 
0.000 001 


0.000 335 
0.002 684 
0.010 735 
0.028 626 
0.057 252 
0.091 604 
0.122 138 
0.139 587 
0.139 587 
0.124 077 
0.099 262 
0.072 190 
0.048 127 
0.029 616 
0.016 924 
0.009 026 
0.004 513 
0.002 124 
0.000 944 
0.000 397 
0.000 159 
0.000 061 
0.000 022 
0.000 008 
0.000 003 
0.000 001 


9.0 


0.000 123 
0.001 111 
0.004 998 
0.014 994 
0.033 737 
0.060 727 
0.091 090 
0.117 116 
0.131 756 
0.131 756 
0.118 580 
0.097 020 
0.072 765 
0.050 376 
0.032 384 
0.019 431 
0.010 930 
0.005 786 
0.002 893 
0.001 370 
0.000 617 
0.000 264 
0.000 108 
0.000 042 
0.000 016 
0.000 006 
0.000 002 
0.000 001 


10.0 


0.000 045 
0.000 454 
0.002 270 
0.007 567 
0.018 917 
0.037 833 
0.063 055 
0.090 079 
0.112 599 
0.125 110 
0.125 110 
0.113 736 
0.094 780 
0.072 908 
0.052 077 
0.034 718 
0.021 699 
0.012 764 
0.007 091 
0.003 732 
0.001 866 
0.000 889 
0.000 404 
0.000 176 
0.000 073 
0.000 029 
0.000 011 
0.000 004 
0.000 001 
0.000 001 
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0.5 ”特殊 函数 值 表 


关于 下 面 表 的 注释 ”这些 表 有 一 些 选 自 文献 [21]. 


0.5.1 T E T(x) 和 1/T(z) 
关于 这 个 表 的 注释 ”也 可 参看 1.14.16. 


x T(z) 1/T (a) x T(x) 1/T(a) x T(x) 1/T(zx) 
1.00 1.00000 1.0000 | 1.40 0.88726 11270 | 1.70 0.90864 1.1005 
1.0 0.99433 0057 | 1.41 886 76 1277 | 1.71 91057 098 2 
1.02 988 84 0113 | 1.42 886 36 1282 | 1.72 91258 095 8 
1.03 983 55 0167 | 1.43 886 04 1286 | 1.73 91467 0933 
1.04 978 44 0220 | 1.44 885 81 1289 | 1.74 916 83 090 7 
1.05 973 50 0272 | 1.45 885 66 1291 .75 919 06 0881 
1.06 968 74 0323 | 1.46 885 60 1291 | 1.76 92137 0854 
1.07 964 15 0372 | 1.47 885 63 1291 | 1.77 923 76 0825 
1.08 959 73 0420 | 1.48 885 75 1291 .78 92623 0796 
1.09 955 46 0466 | 1.49 885 95 1288 | 1.79 928 77 076 7 
1.10 0.95135 1.05011 | 1.50 0.88623 1.1284 .80 0.93138 1.0737 
1.11 947 40 0555 | 1.51 886 59 1279 | 1.81 934 08 070 6 
1.12 943 59 0598 | 1.52 88704 1273 .82 936 85 0674 
1.13 939 93 0639 | 1.53 88757 126 7 .83 939 69 0642 
1.14 936 42 0679 | 1.54 88818 1259 .84 942 61 0609 
1.15 933 04 0718 | 1.55 88887 1250 | 1.85 945 61 0575 
1.16 929 80 0755 | 1.56 88964 1240 .86 948 69 0541 
1.17 926 70 0791 | 1.57 890 49 1230 | 1.87 95184 0506 
1.18 923 73 0826 | 1.58 89142 1218 .88 95507 0471 
1.19 920 89 0859 892.43 1.89 958 38 0435 
120 0.91817 1.0891 i 0.893 52 . .90 0.96177 1.0398 
1.21 91558 0922 | 1.61 894 68 1177 91 965 23 0360 
1.22 91311 0952 | 1.62 895 92 1161 | 1.92 968 77 0322 
1.23 91075 0980 | 1.63 897 24 1145 .93 972 40 0284 
1.24 908 52 1007 | 1.64 89864 1128 | 1.94 976 10 0245 
1.25 906 40 1032 | 1.65 900 12 1109 | 1.95 979 88 0206 
1.26 904 40 1057 | 1.66 90167 1091 .96 983 74 0165 
1.27 902 50 1080 | 1.67 903 30 1071 .97 98768 0125 
1.28 90072 1102 | 1.68 905 00 1049 | 1.98 99171 008 3 
1.29 899 04 1123 | 1.69 906 78 1028 | 1.99 995 81 0042 
1.80 0.89747 1.1142 | 者 2 是 一 个 自然 数 mw n 2 1, Wm) 2 (n — 1)! 

1.31 896 00 1161 | 因此 , 有 1(2) =1. 
1.32 894 64 1178 | Zi z«1H z 不 是 整数 , 为 计算 工 (z)， 
1.33 893 38 1194 | 可 利用 公式 
r 1 
1.34 892 22 1208 T(z) = reet 
1.85 89115 1222 | 车 xz > 2, 可 利用 公式 
1.36 890 18 1234 T(z) = (z — 1) -T(# — 1) 
1.37 889 31 1244 | 进行 计算 . 
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T(08) . T(1.8) 0.931 38 


—02 | 02.08 016 SET. D 


98 BOR ”公式 、 图 和 表 


(2) T(3.2) = 2.2.T(2.2) = 2.2 - 1.2: 2T(1.2) = 2.2 - 1.2 - 0.91817 = 2.423 97. 


0.5.2 ， 柱 函数 (也 称 贝 塞 尔 函数 ) 
+ “也 可 参看 1.14.22. 


T Jo(z) Ji(z) Yo(z) Yi(z) To(z) 五 (z) Kol(z) Ki(z) 
0 +1.0000 十 0.0000 —oo —oo 1.000 0.000 oo oo 

0 0.9975 0.0499  -1.5342 -6.459 0 1.0083 0.0501 2.4271 9.8538 
0. 0.9900 0.0995  -1.0811 —3.323 8 1.010 0.1005 1.7527 4.7760 
0. 十 0.9776 +0.1483 -0.8073 —2.2931 1.023 0.1517 1.3725 3.0560 
0. --0.9604 +0.1960 —0.606 0 —1.7809 1.040 0.2040 1.1145 2.1844 
0. --0.9385 +0.2423 —0.444 5 —1.4715 1.068 0.2579 0.9244 1.6564 
0. 十 0.9120  4-0.2867 -0.3085 —1.2604 1.092 0.3137 0.7775 1.3028 
0. +0.8812 +0.3290 -0.1907 —1.1032 1.126 0.3719 0.6605 1.0503 
0. --0.8463 +0.3688 -0.0868 -0.978 1 1.167 0.4329 0.5653 0.8618 
0. +0.8075 +0.4059 +0.0056 —0.8731 1.213 0.4971 0.4867 0.7165 


+0.7652 +0.4401 +0.0883  -0.7812 1.266 0.5652 0.4210 0.6019 
十 0.7196 +0.4709 +0.1622 -0.6981 1.326 0.6375 0.3656 0.509 8 
+0.6711 十 0.4983 +0.2281 -0.6211 1.894 0.7147 0.3185 0.4346 
+0.6201 +0.5220 +0.2865 -0.5485 1.469 0.7973 0.2782 0.3725 
+0.5669 +0.5419 +0.3379 -0.4791 1.553 0.8861 0.2437 0.3208 


+0.5118 +0.5579 +0.3824 -0.4123 1.647 0.9817 0.2138 0.2774 
+0.4554 +0.5699 +0.4204 -0.3476 1.750 1.085 0.1880 0.2406 
+0.3980 +0.5778 +0.4520 -0.2847 1.864 1.196 0.1655 0.2094 
十 0.3400 +0.5815 +0.4774 0.2237 1.990 1.317 0.1459 0.1826 
+0.2818 +0.5812 +0.4968 -0.1644 2.128 1.448 0.1288 0.1597 


+0.2239 +0.5767 +0.5104 -0.1070 2.280 1.591 0.1139 0.1399 
十 0.1666 +0.5683 +0.5183 -0.0517 2.446 1.745 0.1008 0.1227 
+0.1104 40.5560  --0.5208  4-0.0015 2.629 1.914 0.089 27 0.1079 
+0.0555 +0.5399 +0.5181  --0.0523 2.830 2.098 0.079 14 0.094 98 
+0.0025 +0.5202 +0.5104 +0.1005 3.049 2.298 0.070 22 0.083 72 


-0.0484  --0.4971 +40.4981 40.1459 3.290 2.517 0.062 35 0.073 89 
-0.0968 十 0.4708  --0.4813 +4+0.1884 3.553 2.755 0.055 40 0.065 28 
-0.1424 +0.4416 +0.4605 +0.2276 3.842 3.016 0.049 26 0.057 74 
-0.1850 +0.4097 +0.4359 +0.2635 4.157 3.301 0.043 82 0.05111 
—0.2243 +0.3754  --0.4079 +0.2959 4.503 3.613 0.039 01 0.045 29 


—0.2601 +0.3391 +0.3769 40.3247 4.881 3.953 0.034 74 0.040 16 
-0.2921  4-0.3009 +0.3431  4-0.3496 5.294 4.326 0.030 95 0.035 63 
—0.3202 +0.2613 +0.3070 +0.3707 5.747 4.734 0.027 59 0.031 64 
—0.3443 40.2207 +0.2691 +0.3879 6.243 5.181 0.024 61 0.028 12 
—0.3643 +0.1792 +0.2296 +0.4010 6.785 5.670 0.021 96 0.025 00 


—0.3801 +0.1374 十 0.1890 +0.4102 7.378 6.206 0.019 60 0.022 24 
—0.3918 十 0.0955 +40.1477 40.4154 8.028 6.793 0.01750 0.019 79 
-0.3992 +0.0538  --0.1061 +0.4167 8.739 7.436 0.015 63 0.017 63 
-0.4026 +0.0128 +0.0645 40.4141 9.517 8.140 0.013 97 0.015 71 
—0.4018 -0.0272  4-0.0234 +0.4078 10.37 8.913 0.012 48 0.014 00 


-0.3971 -0.0660 -0.0169 +0.3979 11.30 9.759 0.01116 0.012 48 
—0.3887 -0.1033 -0.0561 +0.3846 12.32 10.69 0.009980 0.01114 
-0.3766 -0.1386 -0.0938 +0.3680 13.44 11.71 0.008927 0.009938 
-0.3610 -0.1719  —0.1296 +0.3484 14.67 12.82 0.007988 0.008872 
—0.3423 -0.2028 -0.1633 +0.3260 16.01 14.05 0.007149 0.007923 


—0.3205  -0.2311  -0.1947 +0.3010 17.48 15.39 0.006400 0.007078 
—0.2961 -0.2566 -0.2235 +0.2737 19.09 16.86 0.005 730 0.006 325 
—0.2693 -0.2791 —0.2494 +0.2445 20.86 18.48 0.005132 0.005654 
-0.2404 -0.2985  -0.2723 +0.2136 22.79 20.25 0.004597 0.005055 
—0.2097 -0.3147  -0.2921 +0.1812 24.91 22.20 0.004119 0.004521 


Bee ee 
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0.5 “特殊 函数 值 表 99 
续 表 

x — Jo(r)  Ji(z) Yo(x)  Yi(z) Iols) D(z) Ko(z) Kı(x) 

5.0 -0.1776 -0.3276 -0.3085 +0.1479 27.24 24.34 3691.107 4045.1076 
5.1 -0.1443 -0.3371 -0.3216 +0.1137 29.79 26.68 3308-107 3619.1076 
5.2 -0.1103 -0.3432 -0.3313 +0.0792 32.58 29.25 2966-107 3239.107 
5.3 -0.0758 -0.3460 -0.3374 +0.0445 35.65 32.08 2659.107 2900.1076 
5.4 -0.0412 -0.3453 -0.3402 +0.0101 39.01 35.18 2385-107 2597.1076 
5.5 0.0068 -0.3414 -0.3395 -0.0238 42.69 38.59 2139-107 2326.1076 
5.6 +0.0270 -0.3343 -0.3354 -0.0568 46.74 42.33 1918-107 2083.10-9 
5.7 十 0.0599 -0.3241 -0.3282 -0.0887 51.17 46.44 1721-107 1866-1076 
5.8 十 0.0917 -0.3110 -0.3177 -0.1192 56.04 50.95 1544-107 1673.1076 
5.9 十 0.1220 -0.2951 -0.3044 -0.1481 61.38 55.90 1386-107 1499.1076 
6.0 +0.1506 -0.2767 -0.2882 -0.1750 67.23 61.34 1244-107 1344.1076 
6.1 十 0.1773 -0.2559 -0.2694 -0.1998 73.66 67.32 1117-107 1205.1076 
6.2 十 0.2017 -0.2329 -0.2483 -0.2223 80.72 73.89 1003-107 1081.1076 
6.3 +0.2238 -0.2081 -0.2251 -0.2422 88.46 81.10 9001-1077 9691.1077 
6.4 十 0.2433 -0.1816 -0.1999 -0.2596 96.96 89.03 8083-1077 8693.1077 
6.5 十 0.2601 -0.1538 -0.1732 -0.2741 106.3 97.74 7259-1077 7799-1077 
6.6 十 0.2740 -0.1250 -0.1452 -0.2857 116.5 107.3 6520-1077 6998.1077 
6.7 十 0.2851 -0.0953 -0.1162 -0.2945 127.8 117.8 5857-1077 6280.1077 
6.8 十 0.2931 -0.0652 -0.0864 -0.3002 140.1 129.4 5262.1077 5636.1077 
6.9 +0.2981 -0.0349 -0.0563 -0.3029 153.7 142.1 4728-1077 5059.1077 
7.0 +0.3001 -0.0047 -0.0259 -0.3027 168.6 156.0 4248-1077 4542.1077 
7.1 十 0.2991 十 0.0252 +0.0042 -0.2995 185.0 171.4 3817-107" 4078.1077 
7.2 +0.2951 +0.0543 +0.0339 -0.2934 202.9 188.3 3431-1077 3662.1077 
7.3 +0.2882 +0.0826 +0.0628 -0.2846 222.7 206.8 3084-1077 3288-1077 
7.4 十 0.2786 +0.1096 +0.0907 -0.2731 244.3 227.2 2772-1077 2953-1077 
7.5 十 0.2663 --0.1352 +0.1173 -0.2591 268.2 249.6 2492.1077 2653.1077 
7.6 十 0.2516 +0.1592 +0.1424 -0.2428 294.3 274.2 2240-1077 2383.10" 
7.7 十 0.2346 +0.1813 +0.1658 -0.2243 323.1 301.3 2014-1077 2141-1077 
7.8 十 0.2154 十 0.2014 十 0.1872 -0.2039 354.7 331.1 1811-1077 1924.1077 
7.9 十 0.1944 4-0.2192 +0.2065 -0.1817 389.4 363.9 1629.1077 1729-1077 
8.0 +0.1717 +0.2346 +0.2235 -0.1581 427.6 399.9 1465-1077 1554-1077 
8.1 40.1475 +0.2476 +0.2381 -0.1331 469.5 439.5 1317-1077 1396-1077 
8.2 40.1222 +0.2580 +0.2501 -0.1072 515.6 483.0 1185-1077 1255.10-7 
8.3 +0.0960 +0.2657 +0.2595 -0.0806 566.3 531.0 1066-1077 1128.1077 
8.4 40.0692 +0.2708 +0.2662 -0.0535 621.9 583.7 9588-1078 1014.1077 
8.5 十 0.0419 十 0.2731 +0.2702 -0.0262 683.2 641.6 8626-1078 9120-1078 
8.6 +0.0146 十 0.2728 +0.2715 +0.0011 750.5 705.4 7761-1078 8200.10-8 
8.7 -0.0125 +0.2697 +0.2700 +0.0280 824.4 775.5 6983.1078 7374-1078 
8.8 -0.0392 +0.2641 +0.2659 40.0544 905.8 852.7 6283-1078 6631-1075 
8.9 -0.0653 +0.2559 +0.2592 +0.0799 995.2 937.5 5654-1078 5964-1078 
9.0 -0.0903 +0.2453 +0.2499 +0.1043 1094.0 1031.0 5088-1078 5364-1078 
9.1 -0.1142 --0.2324 十 0.2383 +0.1275 1202.0 1134.0 4579-1078 4825.1078 
9.2 -0.1367 +0.2174 40.2245 --0.1491 1321.0 1247.0 4121-1078 4340-1078 
9.3 -0.1577 +0.2004 +0.2086 +0.1691 1451.0 1371.0 3710-1078 3904.1078 
9.4 -0.1768 +0.1816 +0.1907 +0.1871 1595.0 1508.0 3339.10-8 3512-1078 
9.5 -0.1939 +0.1613 --0.1712 +0.2032 1753.0 1685.0 3006-1078 3160-1078 
9.6 0.2090 +0.1395 十 0.1502 十 0.2171 1927.0 1824.0 2706-1078 2843-1078 
9.7 -0.2218 +0.1166 +0.2179 +0.2287 2119.0 2006.0 2436-1078 2559-1078 
9.8 -0.2323 +0.0928 +0.1045 +0.2379 2329.0 2207.0 2193-1078 2302.10-? 
9.9 -0.2403 +0.0684 +0.0804 +0.2447 2561.0 2428.0 1975.10-? 2072-1078 
10.0 -0.2459 +0.0435 4-0.0557 --0.2490 2816.0 2671.0 1778-1078 1865-1078 
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积分 变量 的 一 些 高 阶 (p Mh) 贝 塞 尔 函 数值 
= p=0.5,1.5 和 2.5 时 , 参看 下 面 的 球 柱 面 函数 表 . 


p Jp(1) Jp(2) Jp(3) Jp(4) Jp(5) 

0 +0.7652 +0.223 9 -0.2601 -0.397 1 -0.177 6 
1.0 --0.4401 40.576 7 4-0.339 1 —0.066 04 -0.3276 
2.0 40.1149 +0.3528 +0.486 1 +0.3641 +0.046 57 
3.0 +0.01956 +0.1289 +0.309 1 +0.4302 +0.3648 
3.5 --0.7186-107? +0.06852 +0.2101 +0.365 8 +0.4100 
4.0 +0.2477-10-? +0.03400 +0.1320 +0.2811 +0.3912 
4.5 --0.807-10 ?  +0.01589 +0.077 60 +0.1993 +0.3337 
5.0 +0.2498-10-3 — 40.7040-107? +0.04303 +0.1321 +0.2611 
5.5 +0.74-10~4 十 0.2973.10-2 +0.02266 +0.08261 +0.1906 
6.0 +0.2094:10-4 十 0.1202.10-2 +0.01139 +0.049 09 +0.1310 
6.5 +0.6-10~° --0.467-10—3 十 0.549 3.10-2 +0.02787 十 0.085 58 
7.0 “十 0.1502.10-5 “十 0.1749.10-3 +0.2547-107? 十 0.01518 十 0.053 38 


8.0 ”十 0.9422.10-7 十 0.2218.10-4 +0.4934-107? +0.4029-107? +0.01841 
9.0 “十 0.5249.10-8 ”十 0.2492.10-5 ”十 0.8440.10-4 “十 0.938 6.10-3 +0.5520-107? 
10.0 --0.2631-107? “十 0.2515.10-6 ”十 0.1293.10-4 十 0.1950.10-3 +0.146 8-107? 


卫 Jp(6) Jp(7) Jp(8) Jp(9) Jp(10) 
0 +0.1506 +0.300 1 +0.1717 —0.090 33 —0.2459 
10  -0.2767 -0.4683.10-2  +0.2346 4-0.245 3 +0.043 47 

2.0  -0.2429 —0.3014 -0.1130 +0.1448 +0.254 6 
3.0 40.1148 -0.167 6 -0.2911 -0.1809 +0.058 38 
3.5 0.2671 -0.340 3-107? -0.2326 -0.2683 —0.099 65 
4.0 40.3576 +0.1578 -0.105 4 -0.2655 -0.219 6 
4.5 +0.3846 +0.2800 +0.047 12 -0.1839 —0.266 4 
5.0 40.3621 +0.347 9 +0.1858 —0.055 04 —0.2341 
5.5 +0.3098 +0.363 4 +0.2856 +0.084 39 —0.1401 
6.0 40.2458 --0.339 2 4-0.337 6 4-0.2043 —0.014 46 
6.5 40.1833 +0.2911 4-0.345 6 4-0.287 0 +0.1123 
7.0 +0.1296 +0.2336 +0.3206 +0.3275 +0.2167 
8.0 +0.05653 +0.1280 +0.223 5 +0.305 1 +0.3179 
9.0 +0.02117 +0.058 92 +0.1263 +0.2149 +0.2919 
10.0 +0.6964-10-? +0.02354 +0.060 77 +0.1247 +0.207 5 
p Jp(11) Jp(12) Jp (13) Jp(14) Jp(15) 
0 -0.1712 +0.047 69 4-0.206 9 40.1711 —0.014 22 
10  -0.1768 -0.2234 -0.070 32 4-0.1334 +0.205 1 
2.0 +0.1390 —0.084 93 -0.2177 -0.1520 十 0.041 57 
3.0 40.2273 +0.195 1 十 0.3320.10-2 -0.1768 —0.194 0 
3.5 40.1294 +0.2348 +0.1407 —0.062 45 -0.199 1 
4.0  -0.01504 +0.1825 +0.2193 +0.076 24 -0.119 2 
45  -0.1519 +0.064 57 4-0.2134 4-0.1830 +0.798 4-107? 
5.0  -0.2383 -0.073 47 十 0.1316 +0.2204 +0.130 5 
5.5 0.2538 —0.1864 十 0.7055.10-2  +0.1801 十 0.203 9 
6.0 -0.2016 -0.2437 -0.1180 十 0.081 17 十 0.206 1 
6.5  -0.1018 -0.2354 -0.2075 -0.041 51 十 0.1415 
7.0 +0.01838 -0.1703 -0.2406 -0.1508 十 0.034 46 
8.0 +0.2250 十 0.045 10 -0.1410 -0.2320 —0.174 0 
9.0 40.3089 +0.2304 +0.066 98 -0.1143 -0.220 0 


10.0 40.2804 +0.300 5 +0.233 8 +0.085 01 —0.090 07 


0.5 “特殊 函数 值 表 101 
续 表 
p J5(16) J» (17) J5 (18) J5(19) J5(20) 
0 -0.1749 -0.1699 —0.013 36 +0.1466 +0.1670 
1.0 +0.090 40 —0.097 67 —0.1880 —0.105 7 +0.066 83 
2.0 +0.186 2 +0.1584 -0.7533-10-? —0.1578 -0.160 3 
3.0 -0.043 85 十 0.1349 十 0.186 3 十 0.072 49 —0.098 90 
3:5 —0.1585 +0.01461 +0.165 1 +0.1649 十 0.021 52 
4.0 —0.2026 —0.1107 +0.069 64 4-0.180 6 +0.1307 
4.5 —0.1619 -0.187 5 —0.055 01 +0.1165 +0.1801 
5.0 —0.057 47 —0.1870 —0.1554 +0.357 2-107? +0.1512 
5.5 +0.067 43 -0.1139 —0.1926 —0.109 7 +0.059 53 
6.0 +0.1667 +0.715 3-1078 —0.1560 -0.178 8 —0.055 09 
6.5 +0.208 3 +0.1138 —0.062 73 —0.1800 -0.1474 
7.0 +0.1825 +0.1875 +0.051 40 —0.1165 —0.1842 
8.0 —0.702 1-107? +0.153 7 +0.1959 +0.092 94 —0.073 87 
9.0 —0.189 5 —0.042 86 +0.1228 +0.1947 +0.1251 
10.0 —0.206 2 —0.1991 —0.07317 +0.091 55 +0.1865 
球 柱 面 函 数 (ABRAM) Jen 41/2) 
c J1/2 J3/2 J5/2 J_1/2 J_3/2 J—5/2 
0 0.0000 0.000 0 0.000 0 +00 —oo coo 
1 +0.6714 +0.2403 +0.0495 +0.431 1 —1.1025 +2.8764 
2 +0.5130 +0.491 3 4-0.2239 —0.234 8 —0.395 6 +0.828 2 
3 +0.065 0 +0.477 7 +0.4127 —0.456 0 +0.087 0 +0.3690 
4 —0.3019 +0.1853 +0.4409 —0.260 8 +0.367 1 —0.0146 
5 —0.342 2 —0.1697 +0.2404 十 0.101 2 +0.3219 —0.2944 
6 —0.091 0 —0.3279 —0.0730 +0.3128 +0.038 9 ~0.332 2 
V +0.1981 —0.199 1 —0.283 4 +0.227 4 —0.230 6 —0.1285 
8 +0.2791 +0.0759 —0.2506 -0.0410 -0.2740 +0.1438 
9 +0.1096 +0.2545 —0.024 8 —0.2423 —0.082 7 +0.269 9 
10 —0.1373 +0.1980 +0.196 7 -0.2117 +0.158 4 +0.164 2 
11 —0.2406 —0.0229 +0.2343 +0.001 1 +0.2405 —0.066 6 
12 —0.1236 —0.204 7 十 0.072 4 十 0.1944 十 0.107 4 —0.2212 
13 +0.093 0 —0.193 7 —0.1377 +0.200 8 —0.108 4 -0.175 8 
14 +0.2112 —0.0141 —0.2143 +0.029 2 —0.2133 +0.0166 
15 +0.1340 +0.165 4 —0.1009 -0.156 5 -0.123 5 +0.181 2 
16 —0.057 4 +0.187 4 +0.092 6 —0.1910 +0.069 4 +0.1780 
17 —0.186 0 +0.042 3 +0.1935 -0.053 2 +0.189 2 +0.0199 
18 —0.1412 —0.1320 -F0.1192 +0.1242 +0.1343 —0.146 6 
19 +0.0274 —0.1795 —0.0558 +0.1810 —0.0370 —0.1751 
20 +0.1629 —0.064 7 —0.172 6 +0.072 8 —0.166 5 —0.0478 
21 +0.1457 +0.1023 —0.1311 —0.095 4 —0.1411 +0.1155 
22 —0.001 5 +0.1700 +0.024 7 -0.170 1 十 0.009 2 +0.168 8 
23 —0.1408 +0.082 5 +0.1516 —0.088 6 +0.1446 +0.069 8 
24 —0.1475 —0.0752 +0.1381 +0.069 1 +0.1446 —0.087 2 
25 —0.0211 —0.1590 4-0.002 0 +0.158 2 4-0.014 8 —0.1599 
26 +0.1193 —0.096 6 —0.1305 +0.1012 —0.123 2 —0.087 0 
27 +0.1469 +0.0503 —0.1413 —0.044 9 —0.1452 +0.061 0 
28 +0.0408 +0.1466 —0.025 1 —0.1451 —0.035 7 +0.1490 
29 —0.098 3 十 0.107 4 十 0.109 4 —0.1108 十 0.102 1 十 0.100 3 
30 -0.143 9 —0.0273 +0.1412 +0.0225 +0.143 2 —0.036 8 
31 —0.057 9 —0.1330 +0.045 0 +0.1311 +0.053 7 —0.136 3 
32 +0.0778 —0.1152 —0.0886 -F0.117 7 —0.081 4 —0.1100 
33 +0.1389 +0.006 1 —0.1383 —0.0018 —0.1388 +0.0145 
34 +0.0724 +0.1182 —0.0620 —0.1161 —0.069 0 --0.1222 
35 —0.057 8 +0.1202 +0.068 0 —0.1219 +0.061 2 +0.1166 
36 —0.1319 +0.0134 +0.1330 —0.0170 +0.1324 +0.006 0 
37 —0.084 4 —0.102 7 +0.076 1 +0.100 4 +0.081 7 —0.1070 
38 +0.038 4 —0.1226 —0.0480 +0.1236 —0.0416 —0.1203 
39 +0.1231 -0.030 9 —0.1255 +0.034 1 —0.1240 —0.024 5 
40 +0.0940 +0.0865 —0.087 5 —0.084 1 —0.0919 +0.0910 


102 第 0 章 AR, 图 和 表 

一 些 贝 塞 尔 函 数 的 第 n 级 零点 
n p=0 p=1 p=2 p=3 p= p= 
1 2.405 3.832 5.135 6.379 7.588 8.771 
2 5.520 7.016 8.417 9.760 11.064 12.339 
3 8.654 10.173 11.620 13.015 14.373 15.700 
4 11.792 13.323 14.796 16.224 17.616 18.980 
5 14.931 16.470 17.960 19.410 20.827 22.218 
6 18.071 19.616 21.117 22.583 24.018 25.430 
7 21.212 22.760 24.270 25.749 27.200 28.627 
8 24.353 25.903 27.421 28.909 30.371 31.812 
9 27.494 29.047 30.569 32.065 33.537 34.989 

0.5.3 eA (Miles MX) 

iE G8 A 1132.3. 

x = P(x) P2(x) Pa(z) Pa(z) P5(z) Pe (x) Pr(z) 
0.00 —0.500 0 0.0000 0.3750 0.000 0 -0.3125 0.000 0 
0.05 -0.496 2 —0.074 7 0.365 7 0.0927 0.2962 -0.106 9 
0.10 -0.4850 -0.1475 0.337 9 0.1788 —0.2488 -0.1995 
0.15 -0.466 2 -0.216 6 0.2928 0.2523 -0.1746 -0.264 9 
0.20 -0.4400  -0.2800 0.2320 0.3075 -0.080 6 -0.293 5 
0.25 ~0.406 2 -0.3359 0.1577 0.3397  +0.0243 -0.2799 
0.30 -0.365 0 -0.3825 40.0729 0.3454 0.1292 -0.2241 
0.35 -0.3162 -0.4178 -0.018 7 0.3225 0.2225 -0.1318 
0.40 -0.2600 —0.4400 -0.1130 0.2706 0.2926 -0.014 6 
0.45 ~0.196 2 —0.447 2 -0.205 0 0.1917 0.3290 — 40.1106 
0.50 -0.1250 -0.437 5 -0.2891 40.0898 0.3232 0.2231 
0.55 —0.046 2 -0.4091 —0.359 0 —0.028 2 0.2708 0.300 7 
0.60 +0.0400 -0.3600 —0.408 0 -0.1526 0.1721 0.3226 
0.65 0.1338 —0.2884 -0.428 4 -0.2705  +0.0347 0.2737 
0.70 0.2350 -0.1925 -0.4121 -0.365 2 -0.1253 +0.1502 
0.75 0.3438 -0.0703 -0.350 1 -0.416 4 —0.280 8 -0.034 2 
0.80 0.4600 +0.0800 -0.2330 -0.3995 -0.3918 -0.2397 
0.85 0.5838 0.2603 -0.0506 -0.2857 -0.4030 -0.3913 
0.90 0.7150 0.4725 +0.2079 -0.0411 -0.2412 —0.367 8 
0.95 0.8538 0.7184 0.5541 . 40.3727 +0.1875 . 40.0112 


对 所 有 n=1,2,---, E Pal) =1. 
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1, Pi(z) = 2, 
(3x? — 1), 
(52° — 32), 


(35a* — 302? + 3). 


Biz) = 5 (630° — TOz? + 152), 


1 
Ps(z) = 15 
1. 
Pr(z) = 15 


(23129 — 315z* + 105z? — 5), 


(42927 — 6932? + 315z? — 357), 
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0.5.4 MAHR 


= the AS 1.14.19 
a) 第 一 类 椭圆 积分 F(k, p), k = sino. 


a — 0? 10° 
— 20° 
0.0 
m 000 0.0000 = = 
: 0.1745 "pee 
f ao — nod 0.0000 0.000 0 
2. | en i 0.1748 ) 
0.5236 pes a920 
». e 0.3508 
: od 0.352 
" ei oen : an 0.5294 0 c 
af à 0.8756 Moe l 
vue 0.8842 bicis 
-a 1.0519 wor 
1.2217 fe 1120 
re Legio 1.089 6 
v Leb 1.1226 
2 Y 1.28 
i Spica: 056 1.4344 i Re 
ane 1.4846 1 
-二 二 1.6200 gui 
E = o 1.6858 1.786 
0.0000 a 六 "- 
= ads 0.000 0 0.000 0 2 
D 1751 0.1752 nd s 
a e deis 0.1753 0.1754 pus 
oam; apis 0.1754 
ae deu 0.356 1 
oss ee 0.356 4 
e 0.7436 Meer 
oma one 0.5493 
a arao 0.7604 
"on: brat 0.7629 
-A 1.2126 ae 
oer 1.2619 nee 
z 1.4944 ee 
1 1 1.31 
= 666 0 1.8125 ios ep 7 
1.9356 2.1565 epee ape sani 
i 2. ! T 
5046 3.1534 = 


b) 第 二 类 椭圆 积分 E(k, p), k = sino. 


a — 09 199 
p=0° o 
0.0 20 
10° : Pise 0.000 0 30° 405 
3 1745 0.000 0 
20 0 0.1745 0.0000 0.0 
gi .3491 wees 0.1744 0.1743 i 000 
0.5 ` 0.3 ! .174 
di 0 mui 0.5229 0 hs egre bees 
50° tee 0.396 6 c 0.5179 aed 
60° ondes 0.8698 0.8814 0.6851 0.6763 
70? 3 1.0426 f 0.8483 ` 
1.2217 1.0290 0.8317 
80° 1.2149 1.007 6 
1.3963 1.1949 0.9801 
e a 1.3 
90° 1.5708 3870 1.3597 632 1.1221 
a = 50? 1.5238 1 .2590 
pur 609 = 4675 1.393 
0.000 0 TO 30° el 
10° 0.000 0 90? 
30° 0.1740 UIA 0.000 0 0.0000 
30° 0.3450 Lec 0.1738 13737 0.0000 
0.5100 ` 0.3429 ` 0.1736 
40° 0.506 1 0.342 2 
0.666 7 0.5029 0.3420 
50° 0.6575 0.500 7 
0.8134 0.649 7 0.5000 
60? 0.7954 0.6446 
0.9493 0.7801 0.6428 
70° 0.9184 0.769 7 
1. 0.8 0.766 
80° 0750 1.0266 914 0.8728 0 
1.1926 aps 0.9830 0.9514 0.866 0 
1225 1.0565 pn 0.939 7 
: 0.9848 


90? 
1.3055 
1. 
2111 1.1184 1.0401 
P 1.000 0 


ee 
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a 

0 z 1.4675 > 1. 

1 1.5709 1.5707 1.4608 61 2.184 2 1.2015 
2 1.5713 1.5703 1.4539 62 2.2132 1.1920 
3 1.5719 1.569 7 1.4469 63 2.2435 1.1826 
4 1.5727 1.568 9 1.439 7 64 2.2754 1.1732 
5 1.5738 1.5678 35 1.7312 1.4323 65 2.308 8 1.1638 
6 1.5751 1.5665 36 1.7415 1.4248 66 2.3439 1.1545 
T 1.576 7 1.5649 37 1.7522 1.4171 67 2.3809 1.1453 
8 1.5785 1.5632 38 1.7633 1.409 2 68 2.4198 1.1362 
9 1.5805 1.5611 39 1.7748 1.4013 69 2.4610 1.1272 
10 1.5828 1.5589 40 1.7868 1.3931 70 2.504 6 1.1184 


41 1.799 2 1.3849 71 2.550 7 1.1096 
42 1.8122 1.3765 72 2.599 8 1.1011 
13 1.5913 1.5507 43 1.8256 1.368 0 73 2.652 1 1.0927 
14 1.5946 1.5476 44 1.8396 1.3594 74 2.7081 1.0844 
15 1.5981 1.5442 45 1.8541 1.3506 75 2.7681 1.0764 
16 1.6020 1.5405 46 1.8691 1.3418 76 2.832 7 1.0686 
17 1.606 1 1.536 7 47 1.8848 1.3329 77 2.9026 1.0611 
18 1.6105 1.5326 48 1.901 1 1.3238 78 2.9786 1.0538 
19 1.6151 1.5283 49 1.9180 1.3147 79 3.061 7 1.0468 


20 1.6200 1.5238 50 1.9356 1.3055 80 3.1534 1.0401 
21 1.6252 1.5191 51 1.9539 1.296 3 81 3.2553 1.0338 
22 1.630 7 1.5141 52 1.9729 1.2870 82 3.369 9 1.0278 
23 1.6365 1.5090 53 1.9927 1.2776 83 3.500 4 1.0223 
24 1.6426 1.5037 54 2.0133 1.2681 84 3.6519 1.0172 
55 2.034 7 1.258 7 
1.2492 
1.239 7 
1.2301 
1.2206 


F(k,y) = i dy ar 


o vi- 22/1 — kr?’ 


2/2 1 
Ea av =| — BÓ 
2 0 l—k?si?w Jo Vl—az?Vl-— k?z? 


2/2 1 — E22 
j= V1 - Psi? vay = | V E ar, 
0 了 一 :或 
( 


0 
4(n +1)? ID — (2n + 3)(2n + 5) [57a 


0.5.5 
定义 


0.00 
0.01 
0.02 
0.03 
0.04 


0.05 
0.06 
0.07 
0.08 
0.09 


0.10 
0.11 
0.12 
0.13 
0.14 


0.15 
0.16 
0.17 
0.18 
0.19 


0.20 
0.21 
0.22 
0.23 
0.24 


0.25 
0.26 
0.27 
0.28 
0.29 


0.30 
0.31 
0.32 
0.33 
0.34 


0.35 
0.36 
0.37 
0.38 
0.39 


0.5 “特殊 函数 值 表 


积分 三 角 函 数 与 积分 指数 函数 


Si(z) = i sint a, si(x) = Si(x) — * = -| sint 


Ci(z) 


—0.402 2 


+0.0290 
0.067 2 


Si(z) 
0.3965 
0.4062 
0.4159 
0.4256 
0.435 3 


0.4450 
0.4546 
0.4643 
0.4739 
0.4835 


0.493 1 
0.502 7 
0.5123 
0.5218 
0.5313 


0.5408 
0.550 3 
0.559 8 
0.5693 
0.578 7 


0.588 1 
0.5975 
0.606 9 
0.6163 
0.6256 


0.6349 
0.644 2 
0.653 5 
0.662 8 
0.6720 


0.681 2 
0.6904 
0.699 6 
0.708 7 
0.7179 


0.7270 
0.7360 
0.7451 
0.7541 
0.7631 


Ci(z) 
—0.3788 
—0.356 1 
—0.3341 
—0.3126 
—0.2918 


-0.2715 
-0.2517 
-0.2325 
-0.2138 
-0.1956 


-0.1778 
—0.1605 
—0.1436 
20.1271 
—0.1110 


—0.095 3 
—0.080 0 
—0.065 0 
—0.050 4 
—0.036 2 


—0.0223 
—0.008 7 
+0.004 6 
0.0176 
0.0303 


0.0427 
0.0548 
0.066 6 
0.0782 
0.089 5 


0.1005 
0.1113 
0.1219 
0.1322 
0.1423 


0.1522 
0.1618 
0.1712 
0.1805 
0.189 5 
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0.1048 
0.1418 
0.1783 
0.2143 
0.2498 


0.2849 
0.3195 
0.3537 
0.387 6 
0.4211 


0.454 2 
0.4870 
0.5195 
0.5517 
0.5836 


0.6153 
0.646 7 
0.6778 
0.708 7 
0.739 4 


0.7699 
0.800 2 
0.830 2 
0.8601 
0.8898 


0.9194 
0.948 8 
0.9780 
1.007 1 
1.036 1 


1.0649 
1.093 6 
1.1222 
1.1507 
1.1791 


1.2073 
1.2355 
1.2636 
1.2916 
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续 表 

Si(z) Ci(z) 

0.80 0.7721 0.1983 1.3474 1.8004 0.2533 7.576 1 
0.81 0.7811 0.206 9 1.3752 1.8182 0.2201 8.1103 
0.82 0.790 0 0.2153 1.4029 1.8321 0.1865 8.6793 
0.83 0.798 9 0.2235 1.4306 2.8422 0.1529 9.286 0 
0.84 0.807 8 0.2316 1.4582 1.8487 0.1196 9.9338 
0.85 0.816 6 0.2394 1.485 7 1.8517 0.086 99 10.6263 
0.86 0.8254 0.2471 1.513 2 1.8514 0.055 26 11.3673 
0.87 0.834 2 0.2546 1.5407 1.848 1 +0.024 68 12.1610 
0.88 0.843 0 0.2619 1.568 1 1.8419 —0.004 52 13.0121 
0.89 0.8518 0.2691 1.5955 1.8331 —0.032 13 13.9254 
0.90 0.8605 0.2761 1.6228 1.8219 —0.057 97 14.906 3 
0.91 0.869 2 0.2829 1.650 1 1.808 6 —0.0819 15.960 6 
0.92 0.8778 0.2896 1.6774 1.7934 —0.1038 17.0948 
0.93 0.886 5 0.296 1 1.7047 1.7765 —0.1235 18.315 7 
0.94 0.8951 0.302 4 1.7319 1.758 2 —0.1410 19.6309 
0.95 0.903 6 0.308 6 1.7591 1.7387 —0.1562 21.0485 
0.96 0.9122 0.3147 1.7864 1.7184 —0.1690 22.5774 
0.97 0.9207 0.3206 1.8136 1.6973 -0.1795 24.2274 
0.98 0.9292 0.3263 1.8407 1.6758 —0.187 7 26.0090 
0.99 0.937 7 0.3319 1.8679 1.6541 —0.1935 27.933 7 
1.0 0.946 1 0.3374 1.8951 1.6325 —0.197 0 30.0141 
1.1 1.028 7 0.384 9 2.1674 1.6110 —0.198 4 32.2639 
1.2 1.1080 0.420 5 2.4421 1.5900 —-0.197 6 34.697 9 
1.3 1.1840 0.445 7 2.7214 1.5696 —0.1948 37.3325 
1.4 1.2562 0.4620 3.007 2 1.5499 —0.1900 40.1853 
1.5 1.3247 0.470 4 3.3013 1.4247 —0.068 1 85.989 8 
1.6 1.389 2 0.4717 3.605 3 1.4546 --0.076 7 191.505 
1.7 1.4496 0.4670 3.9210 1.5742 +0.1224 440.380 
1.8 1.505 8 0.456 8 4.2499 1.6650 +0.055 35 1037.88 
1.9 1.5578 0.4419 4.593 7 1.6583 —0.045 46 2492.23 
2.0 1.6054 0.4230 4.9542 1.5783 —0.089 56 6071.41 
24 1.648 7 0.4005 5.333 2 1.5050 —0.049 78 14959.5 
2.2 1.687 6 0.3751 5.7326 1.4994 +0.026 76 37 197.7 
2:8 1.7222 0.3472 6.1544 1.5562 +0.069 40 93192.5 
2.4 1.7525 0.3173 6.600 7 1.6182 十 0.046 28 234956.0 


1.5315 
1.566 8 
1.596 9 
1.5870 


1.5587 
1.5516 
1.5707 
1.5867 
1.5792 


1.5616 
1.5723 
1.5757 


+0.044 42 
—0.006 85 
—0.033 03 
—0.011 48 
+0.019 02 


+0.018 63 
—0.005 63 
—0.018 17 
—0.004 81 
+0.012 85 


+0.010 92 
—0.012 40 
+0.009 99 
—0.005 15 
—0.000 32 


1.5722 
1.5769 
1.5741 
1.5684 


1.5709 
1.5721 
1.5726 
1.5725 
1.5720 


1.5714 
1.5702 
1.5709 


+0.004 78 
+0.007 01 
+0.001 41 
—0.004 43 
—0.004 38 


—0.003 33 
—0.002 12 
—0.000 93 
+0.000 08 
+0.000 78 


+0.001 12 
4-0.000 83 
—0.000 03 
4-0.000 00 
+0.000 00 
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0.5.6 FEES 
jE WSS 0.10.1. 
C(x) S(z) C(z) S(z) 
0.0 0 0 0.5738 0.5459 
0.1 0.2521 0.0084 0.5423 0.5748 
0.2 0.3554 0.0238 0.5012 0.5849 
0.3 0.4331 0.0434 0.4607 0.5742 
0.4 0.496 6 0.066 5 0.4307 0.5458 
0.5 0.5502 0.0924 0.4181 0.506 8 
0.6 0.596 2 0.1205 0.4256 0.467 0 
0.7 0.6356 0.1504 0.4511 0.436 1 
0.8 0.6693 0.1818 0.4879 0.4212 
0.9 0.697 9 0.2143 0.5269 0.4258 
1.0 0.7217 0.247 6 0.5586 0.4483 
1.5 0.7791 0.4155 0.5755 0.4829 
2.0 0.7533 0.5628 0.5738 0.5211 
2.5 0.6710 0.6658 0.5541 0.5534 
3.0 0.5610 0.7117 0.5217 0.5721 
3.5 0.4520 0.7002 0.4846 0.5731 
4.0 0.3682 0.6421 0.4518 0.5562 
4.5 0.3252 0.5565 0.4314 0.5260 
5.0 0.3285 0.4659 0.4279 0.4900 
5.5 0.3724 0.3918 0.4420 0.4570 
6.0 0.443 3 0.3499 0.4700 0.4350 
6.5 0.5222 0.3471 0.5048 0.4291 
7.0 0.590 1 0.381 2 0.5379 9.4406 
7.5 0.6318 0.4415 0.5613 0.4663 
8.0 
xz 
- t? 
0.5.7 A | e dt 
0 
æ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0.0 0.0000 0.0100 0.0200 0.0300 0.0400 0.0500 0.0601 0.0701 0.0802 0.0902 
0.1 0.1003 0.1104 0.1206 0.1307 0.1409 0.1511 0.1614 0.1717 0.1820 0.1923 
0.2 0.2027 0.2131 0.2236 0.2341 0.2447 0.2553 0.2660 0.2767 0.2875 0.2983 
0.3 0.3092 0.3202 0.3313 0.3424 0.3536 0.3648 0.3762 0.3876 0.3991 0.4107 
0.4 0.4224 0.4342 0.4461 0.4580 0.4701 0.4823 0.4946 0.5070 0.5196 0.5322 
0.5 0.5450 0.5579 0.5709 0.5841 0.5974 0.6109 0.6245 0.6382 0.6522 0.6662 
0.6 0.6805 0.6949 0.7095 0.7243 0.7393 0.7544 0.7698 0.7853 0.8011 0.8171 
0.7 0.8333 0.8497 0.8664 0.8833 0.9005 0.9179 0.9356 0.9536 0.9718 0.9903 
0.8 1.0091 1.0282 1.0477 1.0674 1.0875 1.1079 1.1287 1.1498 1.1713 1.1932 
0.9 1.2155 1.2382 1.2613 1.2848 1.3088 1.3332 1.3581 1.3835 1.4093 1.4357 
1.0 1.463 1.490 1.518 1.547 1.576 1.606 1.636 1.667 1.699 1.731 
1.1 1.765 1.799 1.833 1.869 1.905 1.942 1.980 2.019 2.059 2.099 
12 2.141 2.184 2.228 2.272 2.318 2.365 2.414 2.463 2.514 2.566 
1.3 2.620 2.675 2.731 2.789 2.848 2.909 2.972 3.037 3.103 3.171 
1.4 3.241 3.313 3.387 3.463 3.542 3.622 3.705 3.791 3.879 3.970 
1.5 4.063 4.159 4.259 4.361 4.467 4.575 4.688 4.803 4.923 5.046 
1.6 5.174 5.305 5.441 5.581 5.726 5.876 6.030 6.190 6.356 6.527 
1.7 6.704 6.887 7.076 2912 7.475 7.685 7.903 8.128 8.362 8.604 
1.8 8.85 9.11 9.38 9.66 9.95 10.25 10.57 10.89 11.23 11.58 
1.9 11.94 12.32 12.70 13.11 13.54 13.98 14.43 14.91 15.40 15.92 
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0.5.8 ”角度 向 弧度 的 转化 


例 : 


52° 


50° 
9e 


52° 


弧 长 


单位 圆 的 弧 长 


0.000 005 
0.000 010 
0.000015 
0.000 019 
0.000 024 
0.000 029 
0.000 034 
0.000 039 
0.000 044 
0.000 048 
0.000 097 
0.000 145 
0.000 194 
0.000 242 


0.000 291 
0.000 582 
0.000 873 
0.001 164 
0.001 454 
0.001745 
0.002 036 
0.002 327 
0.002 618 
0.002 909 
0.005 818 
0.008 727 
0.011 636 
0.014 544 


37 23” 


30' 
vt 
20” 


3v 23" 


— 0.872 665 
— 0.034 907 
— 0.008 727 
— 0.002 036 
— 0.000 097 
— 0.000 015 


0.918 447 


— 0.91845 弧度 


0.017 453 
0.034 907 
0.052 360 
0.069 813 
0.087 266 
0.104 720 
0.122 173 
0.139 626 
0.157 080 
0.174 533 
0.191 986 
0.209 440 
0.226 893 
0.244 346 


0.261 799 
0.279 253 
0.296 706 
0.314 159 
0.331 613 
0.349 066 
0.366 519 
0.383 972 
0.401 426 
0.418 879 
0.436 332 
0.453 786 
0.471 239 
0.488 692 
0.506 145 
0.523 599 


AX. AAR 


65° 


100° 


150° 
180° 


250° 
300° 


360° 
400° 


5.645 


5.235 988 


0.409 012 
0.401 426 


0.007 586 
0.005 818 


0.001 768 
0.001 745 


0.000 023 


5.645 rad 


弧度 


0.541 052 
0.558 505 
0.575 959 
0.593 412 
0.610 865 
0.628 319 
0.645 772 
0.663 225 
0.680 678 
0.698 132 
0.785 398 
0.872 665 
0.959 931 
1.047 198 


1.134 464 
1.221 730 
1.308 997 
1.396 263 
1.483 530 
1.570 796 
1.745 329 
2.094 395 
2.617 994 
3.141 593 
3.490 659 
4.363 323 
4.712 389 
5.235 988 
6.283 185 
6.981 317 


300° 


23° 


20’ 


6/ 


323?  26' 


K) 


5" 


5" 
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弧度 是 一 个 平面 角 , 等 于 它 所 对 应 的 圆 弧 长 与 其 半径 之 比 (缩写 形式 为 rad). 


0.6 不 大 于 4000 的 素数 表 


相差 为 2 的 两 个 素数 称 为 李 生 素数 , 如 表 中 粗 体 字 所 示 . 众所周知 , 存在 无 穷 
多 这 样 的 挛 生 素数 . 


2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 
31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 
73 79 83 89 97 101 103 107 109 113 

127 131 137 139 149 151 157 163 167 173 
179 181 191 193 197 199 211 223 227 229 
233 239 241 251 257 263 269 271 277 281 
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 
353 359 367 373 379 383 389 397 401 409 
419 421 431 433 439 443 449 457 461 463 
467 479 487 491 499 503 509 521 523 541 
547 557 563 569 571 577 587 593 599 601 
607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 
661 673 677 683 691 701 709 719 727 733 
739 743 751 757 761 769 773 787 797 809 
811 821 823 827 829 839 853 857 859 863 
877 881 883 887 907 911 919 929 937 941 
947 953 967 971 977 983 991 997 1009 1013 


1019 1021 1031 1033 1039 1049 1051 1061 1063 1069 


1087 1091 1093 1097 1103 1109 1117 1123 1129 1151 
1153 1163 1171 1181 1187 1193 1201 1213 1217 1223 
1229 1231 1237 1249 1259 1277 1279 1283 1289 1291 
1297 1301 1303 1307 1319 1321 1327 1361 1367 1373 
1381 1399 1409 1423 1427 1429 1433 1439 1447 1451 
1453 1459 1471 1481 1483 1487 1489 1493 1499 1511 
1523 1531 1543 1549 1553 1559 1567 1571 1579 1583 
1597 1601 1607 1609 1613 1619 1621 1627 1637 1657 
1663 1667 1669 1693 1697 1699 1709 1721 1723 1733 
1741 1747 1753 1759 1777 1783 1787 1789 1801 1811 
1823 1831 1847 1861 1867 1871 1873 1877 1879 1889 
1901 1907 1913 1931 1933 1949 1951 1973 1979 1987 
1993 1997 1999 2003 2011 2017 2027 2029 2039 2053 
2063 2069 2081 2083 2087 2089 2099 2111 2113 2129 
2131 2137 2141 2143 2153 2161 2179 2203 2207 2213 
2221 2237 2239 2243 2251 2267 2269 2273 2281 2287 
2293 2297 2309 2311 2333 2339 2341 2347 2351 2357 
2371 2377 2381 2383 2389 2393 2399 2411 2417 2423 


2437 2441 2447 2459 2467 2473 2477 2503 2521 2531 
2539 2543 2549 2551 2557 2579 2591 2593 2609 2617 
2621 2633 2647 2657 2659 2663 2671 2677 2683 2687 
2689 2693 2699 2707 2711 2713 2719 2729 2731 2741 
2749 2753 2767 2777 2789 2791 2797 2801 2803 2819 
2833 2837 2843 2851 2857 2861 2879 2887 2897 2903 
2909 2917 2927 2939 2953 2957 2963 2969 2971 2999 
3001 3011 3019 3023 3037 3041 3049 3061 3067 3079 
3083 3089 3109 3119 3121 3137 3163 3167 3169 3181 
3187 3191 3203 3209 3217 3221 3229 3251 3253 3257 
3259 3271 3299 3301 3307 3313 3319 3323 3329 3331 
3343 3347 3359 3361 3371 3373 3389 3391 3407 3413 
3433 3449 3457 3461 3463 3467 3469 3491 3499 3511 
3517 3527 3529 3533 3539 3541 3547 3557 3559 3571 
3581 3583 3593 3607 3613 3617 3623 3631 3637 3643 
3659 3671 3673 3677 3691 3697 3701 3709 3719 3727 
3733 3739 3761 3767 3769 3779 3793 3797 3803 3821 
3823 3833 3847 3851 3853 3863 3877 3881 3889 3907 
3911 3917 3919 3923 3929 3931 3943 3947 3967 3989 
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0.7 级 数 与 乘积 公式 
收敛 是 无 穷 级 数 和 无 穷 乘积 的 重要 概念 (参看 1.10.1 和 1.10.6). 


0.7.1 ”特殊 级 数 


通过 向 0.7.2 给 出 的 寡 级 数 式 0.7.4 给 出 的 傅 里 时 级 数 赋予 特殊 值 , 我们 得 到 
许多 重要 函数 . 


0.7.1.1 莱 布 尼 蒋 级 数 及 其 相关 级 数 


1 1 1 1 i mx 
35179 mt 72 us DURTYP^ 2 8’ 
1 1 1 = 1 1 
[28° 9.3.4 34877 = 之 DR 4’ 
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1 
33e 45 


oc 


1 l 


n(ntl)--(n-k-1) (k—1)\(k—1)!’ —2,8,., 


n=1 


$^ mpg hitite 3I p-1,2,. (ERM . 伯 努 利 , 1689). 


0.7.1.0 A € C 函数 及 其 相关 级 数 的 特殊 值 
对 所 有 实数 s > 1, 更 一 般 地 , 对 所 有 Re s > 1 的 复数 s, BH 


WS. 这 个 函数 在 数论 , 特别 是 在 素数 分 布 理 论 中 至 关 重 要 (参看 2.7.3), KARZ 
C 函数 . 除 欧 拉 外 , BSS 1859 年 对 其 进行 过 研究 . 
欧 拉 的 公式 (1734) 了 


1 1 
(2k) = 1+ zug + aoe 


特例 : 


1 pan + Bae 


特例 : 


)2k 7 


1) 0.1.10.4 和 0.1.10.5 中 介绍 了 伯 努 利 数 By, 和 欧 拉 数 EL. 
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gp 


1 1 pr 
l-gentgenc m (2n3-1)281 7 2388202)! 


| Eax] ， k=0,1,2,--- 。 


特例 : 4 k= 0 时, 我 们 得 到 莱 布 尼 区 级 数 1 -3 十 一 …; ES 1 时 , 得 到 


rtd =— 
33 53 ~ 32° 


0.7.1.3. 欧 拉 -麦克 劳 林 (Euler-Maclaurin) 求 和 公式 
欧 拉 的 渐 近 公式 (1734) 


1 1 1 
im | 13y ippa =C. : 
Jim ( atg R in(n + 1)) C (0.53) 


欧 拉 已 经 计算 出 欧 拉 常数 C = 0.577 215 664 901 532. 渐 近 公式 (0.53) 是 欧 
拉 - 麦 克 劳 林 求 和 公式 (0.54) 的 一 个 特例 . 
伯 努 利多 项 式 


改进 的 伯 努 利多 项 式 1) 
Cn(z) := Bn (zx — [z]) . 


欧 拉 -麦克 劳 林 求 和 公式 ” 当 n=1,2,.…, 有 


£0) 0) f0) faar 97109 «s, | (0.54 
0 
Jp 
Bo, B B -pl* 
Sn :一 可 f ur t= |, te p=2,3,---, 


1) 我 们 用 [z]( 高 斯 括号 ) 表示 小 于 等 于 c 的 最 大 整数 n. 4 z € [0, 1[ 时 , Cn = Bn; Cn 
以 1 为 周期 向 外 延 拓 . 
2) 符号 g|? 表示 g(n) — g(1). 
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余 项 为 


Rp = TERM I f°?) (z)Cos 1 (a) án. 


这 里 假设 函数 f: [0,n] 一 R 足够 光滑 , 即 在 区 间 [0, n] 上 有 直到 2p + 1 阶 的 连续 
导数 . 
0.7.1.4 无 穷 部 分 分 式 分 解 

对 所 有 使 分 母 不 为 零 的 复数 z, 下 面 级 数 均 收敛 1) : 


各 二 13  z*(k-1/2) 


(xz) = L i 


元 42 = 1 
o) E > e 


0.7.2 BARR 


关于 震级 数 表 的 注释 ”对 满足 不 等 式 的 所 有 复数 r, PACBANIHIUE SUUS SY. 
1.10.3 中 将 详细 讨论 究 级 数 的 性 质 . 

当 |z| 是 够 小 时 , 级 数 中 的 第 一 项 可 以 作为 该 级 数 的 一 个 近似 值 . 
例 : 有 


3 75 g © (_1)Ez2k+1 
ME 22 2 UE ear a 
E |z| 很 小 , 则 近似 地 有 
sing = r: 
由 等 
j dignae. I — 等 
我 们 能 逐步 得 到 越 来 越 精确 的 近似 值 . 
我 们 把 经 常 出 现 的 阶乘 总 结 如 下 : 


1) 这 些 级 数 是 米 塔 - 列 夫 勒 (Mittag-Leffler) 定理 的 特例 (参看 1.14.6.4). 和 So... 


k=—o00 


表示 两 个 无 穷 级 数 的 和 : Sot … 


k=0 k=—o0 
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n O0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
n! 1 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3 628 800 
伯 努 利 数 Bi 和 欧 拉 数 Ei 分 别 出 现 在 
— ——, tana, cota, “2 =cscz, tanhz, cothz, : ! 三 CSC T 
ez —1 sinc sinh z 
和 
一 一 一 三 sech z, -e =secz, Incosz, ln|z| —n|sinz| 
cosh z cos T 
的 展开 式 中 (参看 0.1.10.4 和 0.1.10.5). 
函数 RAEI 收敛 域 (z € C) 
几何 级 数 
1+z+z2 十 z3 十 一 >》 zr Iz|<1 
k=0 
1 = kk 
RE 1 一 Zz 十 X22 一 Z3 十 = i ly) lIz|<1 
k=0 
牛顿 二 项 级 数 
a a ON 2 ONG (9N k jal <1 
(14 x) i+( e+ (2)2 femi ds 
(a 为 一 任意 实数 1)) (x = +1, a 0) 
(a+az)* a? (1+3) uf enr ee oq r? 十 lz| < a 
A a—k(9Y .k S 
= zo NE (o > 0 Hf, 
(a 为 一 正 实数 ) x = +a) 
(a 4- z)^ a? 十 (ets + Ma j: 
n n—1 n 
+(7)az Tac |z| < oo 
(n=1,2,---;a Mx 为 任意 复数 ) 
—n — 1. 1 
(a+ z) (a 4-z)-" := (az) 
(a +z)!” (a 4- z)!/^ := Yaya 
1 
—1/n 一 4/ a 
(a -- z) (a 4- x) = Eee 


1) 一 般 二 项 式 系数 定义 如 下 : (7) =a (2 


等 . 


e a(a—-1 
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续 表 
整 指数 二 项 级 数 的 特例 (a ARR, Ha 冯 0) 
1 l mz n(n 4 1)z? 
(a x x)" a" arti 2am 十 2 lal < Jal 
EN X on(n-c1)-(n-k-1) 
a” tE klantk (Fa) 
1 1 zx 2 c = a)" 
atr a WW gig E a ls) 
(a z)? a? + 2axr + x? z| < oo 
1 1 2x 30? 4x? S (Eo 1)CE)* 
(a X x) "EE Qr cm Pee atk a= fo 
(a X x) a? + 3a?z + 3az? + 2? z| < co 
1 1 3r, 62? 10x? 
(a+r)? a3 at ad T aé ee z| < lal 
(k + 1)(k + 2)(+a)* 
-二 P 
有 理 指 数 二 项 级 数 的 特例 (b 为 一 正 实数 ) 
2 3 
(ES VD os ner as COME. HR <b 
7 2/b  8b/b 16b2Vb ü 
r z 2k — 3)(—1)*+1(42)* 
= lick e z =i 
ite Q- re err 1Vb 
: 二 于 — i T War * |z| <b 
Vota vb ' 2b/b 8b2Vb 48b3vVb 
1 D» 1-3.5-.- (2k — 1)(-1)* (+z)! 
E" d TS (2-4-6---2k)b* Vb 
2 523 
ME Wt -t <b 
S iid 9b Vb? 8142 V? Tm Á 
2.5.8--- (3k — 4)(-1)**! (Ex) 
= Vb 
m + (3.6.9... 3k)bk-1 V/b2 
1 1 M 23? " 1423 TET 
Vor * 3536 | 92% B10 Vb 
ex 4. 7-10--- (3k — 2)(—1)* (zz)* 
£s (36-9... 3k)b* Yb 
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高 斯 的 超 几 何 级 数 (广义 二 项 级 数 ) 


Platine) 14 ey ST +O. 


Q aod 
7 29(7 + 1) 
Lqa Vo elat): (@+k-1)A(B+1)---(B+k-1) pk 
RAF » ky) Qr k-1) á 
超 几何 级 数 的 特例 


(l+2)® =F(-a,1,1,—z) 


1 1 
arcsinZ =2F(-—,-, ,z2 
2'9!9 


ln(1 +g) —zcF(1,1,2,—z) 


T 
F = G F | 1,8,1, — 


Pa (a) =F (n41, itt. n= 0,1,2,... 
( 勒 让 德 多 项 式 , 参看 后 面 122 页 ) 


E = VAT(n+t1) 1 GE n+2 2n+3 z) 
ik ~ 2nt+1 D(n4+3/2) a" 2° 27° 2 'g 


GHARA, 参看 后 面 122 页 ) 


z (bz)? m. P v^ (ba)* 
eb 1+br + 2! is trey as 


续 表 


jz] <1 


\jz|>1 


[e| < oc 


|z| < oc 


|z| < 2x 


|z| < oo 


3! k! 
k=0 
(b 为 复数 ) 
at az =e b = lna (a 为 正 实数 ) 
x ru Z4 S Bk k 
1 + mI S 
e—1 2° 12” 72007 LE 
三 角 函 数 与 双 曲 函数 
(siniz = i sinh z , cosiz = coshz, sinh ix =i sinz, cosh iz = cos £) 
(对 所 有 复数 x) 
3 2k+1 
> T k T 
sinz Bee gU oe 1) @k+D! 
z3 Lam my Zz2k+1 


inh rU 
sinhr «+ 3l ur cM eng Qk +1)! 


|z| < oo 
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续 表 
2 oo 2k 
<A k _ 
cosz 1 a 十 7T ak J Qj |z| < oo 
k=0 
2 g © 2k 
coshz 1+ 2i T ar =>, (On! |z| < oo 
k=0 
zr? 2x9 17x7 Es | Box |z2571 x 
tang r++ ey r-i Meg 
m & i 815 2. ( ) (2k)! Hes 
zr? 2e” 77 2 Baya?*71 T 
tanh 二 站 一 4 (4 — 一 -一 一 一 一 唱和 过 一 
mie oe mp 2s ( ) (2k)! Bez 
3 27° 7 oo 4k B 2k—1 
— —cotz i= E = 5- |Baxla 0«|z| «x 
z 45 945 4725 £^ (ak)! 
r zx) 255 z7 o^ 4* Bop a?* 
tha = Se dp E a el 0 « |z| < 
S 3 45 945 4725 之 (2k)! m 
1 2 4 6 oo k 
$E 5z” , Sle L1» |B, |z| < 5 
cos T 2 24 720 icf k! 
1 2 524 6126 o^ Epa" 
x T cz | Ey kT ia} 4 x 
cosh z 2 24 720 5 k! 2 
1 i z et 312° as 12727 | jaian 
sinr T 6 360 15120 604800 
oo 2 22k-1 = 
= ( ) | Bogle} 
(ak)! 
1 1 ge 7r? Bie’ — 12767 EET 
5 = ade g 
x  sinhz 6 360 15120 604800 
oo 2 92k—1 —1 
=>" ( Bape? 
22 CGI 
反 三 角 函 数 与 反 双 曲 函 数 
ee g oo ,228H 
arctanz Zz a cul 1) Iai lz| <1 
(或 者 z = +1) 
1 1 
了 一 arctan1 1 一 3 十 5 一 ( 莱 布 尼 区 级 数 ) 
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artanh z 
x 
— — arccot z 
2 
1 
arctan — 
5 
1 
arctan — 


T 


1 
arcoth — 
T 


arcsin z 


ux 
二 — arccos T 
2 


arsinh z 


In(1 + x) 


In2 
—In(1— z) 


1 
In TM —2artanh z 
—c 


In |z| — 1n |sin z| 


— Incosz 


In| tan z|- In |z| 


BOR Ah. MMR 
r3 z5 oo 工 2K 十 1 
十 一 — = 
org m 2k+1 


T: 
NN NE NI n 
2 3 5 
z3  g5 
2 3 EU 
x x 
oF bE 
3 5 


— + — 
6 ' 40 ' 336° 
oo WM ORUM ES 2k+1 
eer pi- 3-5- (2k — 1)z 
£— 2.4.6--2k(2k + 1) 


g^ arccos © = arcsin © 


3 3x5 1527 


x 
Se ap QE gd ee 
6 40 336 
oo k2k--1 
1-3-5---(2k — 1)(-1 
zu (2k - 1)-1*z 
和 23.4.6. (2k)(2k + 1) 
对 数 函 数 
"Hm a z? z ds - X5 pe 
2 3 4 
k=1 
jaa P 
2 3 4 
2 33 g o9 gk 
c 3 + 3 T =i + = » p 
223 2x5  2z7 o 
2 oe cx Ae m 
i mdr wide ia » 
k=1 
r? 4 zê 
6 t 180 2835 
= 92k-1 ok 
= | Box |x 
kc k(2k)! 
g zt, t 175 | 
2 12 45 2520 
oo 92k-1 4k =T 
=> ere 7 ) aule? 
ki )! 
z? 7z4 " 6226 
3 90 2835 
oc 4k 22k—1 sT 
=); eee ) ip, qo? 
k(2k)! 


x 
I| 
^ 


续 表 


|jz| « 1 


0«cac«i 
-1«z«0 


0«|z| «1 


lz| « 1 


lz| <1 


lz| «€ 1 (X z= —1) 


| 四 | <1 


0«|z| « x 


|z| < = 
- 
2 


0«|z| «X 
TN 
2 
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续 表 
完全 椭圆 积分 
2/2 d k? gk4 
K(k) | —À (1+ + e) |k| « 1 
0 1—k? sin? o 2 4 64 


x e^ /1-3-5---(2n-1)\? 
= 二 |1 Ee. am ee man 
x CSS) 
5/2 x k? gk4 
E(k 1—k? sin? ydy == [1- — ao) k| «1 
e) — [i-es ese- 5 (0-0 i 


1-3-5---(2n—1)\? (—1)"k2” 
-x( 2.4.6---2n ) 2n-1 ) 


ki D 函数 (广义 阶乘 ) ZEC 
T(z+1)=z!, T(e+1)=alI\(z) z#0,—1,—2, 
T(z) = [ e tt*-ldt Rez»0 
0 
laT(z +1) -Cr+ ‘oe K ze - -e+ "m He T" 


1 zr 1, 1ctcz 
= -l l 1-C 
2 "sinaz 31 gt ye 


e (1 一 56(2K 十 1))z2k+1 |, i 
+》 一 一 一 一 ( 勒 让 德 级 数 1)) 
2 2k+1 


1— (1- €(2k4-1)) 22" 

ree Yo) ome 

Et p AA 

T(z)T 

Bley) Bley) = FE nye 

z,y, z +y 20,—1,—2,--- 
1 
Bley) = | &7'a- ota estgst 

[t] 


1) 这 里 C 表示 欧 拉 常数 ,6 RTRS 4 函数 . 
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续 表 
贝 塞 尔 函 数 ( 柱 面 函 数 ) 
Jp(z) PIS |z| < 00,2 €] — 00,0] 
x? z^ 
Ow 4(p+1) * 3+ 1)p4-2) s] 
= 2k+p 
=È mTorr Pr h +1) (5) 
参数 p 为 实数 , 且 p -1,-2,--- 
J-n(z) J-&(z)-(-1"J&(z2), n=1,2, |z| < oo 
诺 伊 曼 函 数 
Npy(r)  Np(z):— Jp(2) — Ll) |z| < oo, x ¢] — oo, 0] 
sin px 
BR p 为 实数 , H p 关 0,31, +2,--- 
Nm (x) Nm(z) = lim. Np(a) 0 < |z| < oo 
— 1 P(E) , j,,9J-»(z) 
n ( Op RM Op L 
m = 0, +1, +2,- 
汉 克 尔 函 数 
Hy” (£) Hp” (a) = Jp(x) + iNp(z) |z| < oo, 
Hy” (a) := Jp(z) — iNp(z) z €] — oo, 0] 
参数 p ALK. 
虚 变 量 贝 塞 尔 函 数 
. Jliz) | =~ 1 xz \ 2k+p 
Iz) h(2):= » kin (5) |z| < oo, 
参数 p 为 实数 . x £| — 0,0] 
麦克 唐 纳 函数 
= lz| < oo, 
Kp(z)  Kp(z):— Eee Ip(z)) BIS CO 
pa T g] € oo, 0] 


BR p ALK, H p #0, 1, +2,- 
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续 表 
Km(z) Km(7) := im, Kp(z) 0 < |z| < oo 
e (229 22) 
2 Op Op h= 
m = 0,+1,+2,-:- 
de deus 2 [* .9 
高 斯 误差 积 erf z :一 = | e * dt 
X Jo 
z3 Pa 2 oo (—1)*z2k+1 
f PERE ets 
n AG 3 ' 10 ) We maky "3e 
积分 正弦  Si(z) i og -| MAE 
t 2 J, t 
g3 y ce、 (=1)Fr2k+ 
Si N E Mes E on C EN 
i(z) ?-— 18 + 600 » (2k + 1) 2k + 1) D asm 
oo 
积分 余弦 Cilz) := -| at 0<z<o0 
T 
E oo (1) Rtg 2h 
Inz — Ci C 一 
nz 一 Ci(z) 十 4 us s a Dk |x| < oo 
(C 为 欧 拉 常数 1)) 
xr t 
积分 指数 函数 2) Ei(z) := Pv| Tt —oo«x«oo, 240 
—oo 
. z? x? Sak 
Ei(z)- In |x| - C dic urbem ue |z] < oc 


当 z < 0 时 , 主 值 与 通常 的 积分 相同 . 
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z dt 0 1 
对 数 积分 1) li(z) := ev] dt «z«l, 
o Int r1 


li(z) = Ei (ln z) 


勒 让 德 多 项 式 ?) n=0,1,2,--- 


1 d™(z2-1)" (2m! 。 nmn(mn-1), 
Pala) Pn! dr” 2^ (nl)? (s 2(2n — 1)" à 


jnn-1-2(-3 gg 
RE S "Pr nnt ) 


E n 为 偶数 (奇数 ), 则 最 后 一 项 为 ro(z)). 
正 交 关系 : 


|z| < oo 


_ nm 
^ m+’ 
特例 : 
Po(r)-1, Pi(z)—-z, Po(z)= 3 (3? — 1), 


1 
| Pn (x) Pm (x)dx n,m =0,1,--- 
=I 


1 1 
Ps(z) = 5 (52? — 32), Pa(z) = z (352% — 302? + 3) 
: Pig) + Pu) -- Paley = Y Pug? la «1 
——————— M! T T)z z)z a3 = TZ zZz 
V1—2zz+z2 " : " ka k 


勒 让 德 函数  n=0,1,2, 


N(n) 


2n — 4k +3 
Qus) dE eT (2k — 1)(n - k- 1) 


k=1 


zé€C\[-1,1] 


N(n) := 


D 当 0<z<1 时 有 lz 一 | S. 当 z>1 时 ,有 


0 Int 


, : i-e di z dt 
lir— lim 一 一 十 一 一 | . 
em+0 \Jo Int 14e Int 


2) 在 希 尔 伯 特 (Hilbert) 空间 中 的 完全 正 交 系 的 背景 下 , 勒 让 德 多 项 式 、 埃 尔 米 特 (Her- 
mite) 多 项 式 和 拉 盖 尔 (Laguerre) 多 项 式 的 更 深层 含义 比较 明显 . 
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续 表 
拉 盖 尔 多 项 式 n=0,1,2,--- 
" err 一 ca d^ (e tante) > n nta (aye " 
nie) a da^ » E = " M niu 
正 交 关系 : 
ie E naa 
| ae" * Le (E)LA (z)dz = 5n T(1 + o)" ^ ^), 
0 n 
n,m=0,1,---,a>—-l 
特例 : 
Lg(z)-1, L?(z)=1-z+a 
HARER) L2(2) eer /o/s (e-a gnt), n =0 42 lelo 
xr” 
正 交 关系 : aif 
a 为 固定 的 数 
| L (2) Lo (z)dz = Onm 5 n,m = 0,1,2, :«* 
0 
埃 尔 米 特 多 项 式 n=0,1,2,--- 
-— 
Hi) eddie E |z| < oo 
dz" 
On = 27/2 (m) 1/25.-1/4 
特例 : 
Ho(z)=a0, Hi(x) = 2a12, 
Ho(x) = oa (4x? — 2) 
埃 尔 米 特 函 数 — 26, (x):— Ha(z)e * /2， n=0,1,2, |e] < oo 


正 交 关系 : 


co 
| HAT Hn (r)dr = nm, n,m=0,1,2,--- 
一 co 


0.7.3 ” 渐 近 级 数 
函数 的 渐 近 展开 是 对 非常 大 的 变量 的 函数 表示 . 


1) 参看 1.13.2.13; 所 选取 系数 的 c? 使 得 LO 满足 (GI, .28) =1. 
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0.7.3.1 Fk BFK, 


函数 无 穷 级 数 收敛 域 
r—-1 (z—1)} (r-1)3 = = (r — 1)* 1 
inse c 2x2 323 E 2 kak ee zC 为 实数 ) 
x 1 1 1 
arctan 并 gw 3 EU z> 1(z 为 实数 ) 
TX 1 1 1 > 
arctan z ye + 3:3 一 525 dtm r<—-l(x HER 
ic d 15 a 
In2z — arcosh x id 35g + 35855 Tee zc 1(z 为 实数 ) 
= 1-3-5---(2—1) 1 
7 A ee mAb 
f 2.4.6.-2k(2k) z 
" Ent died lz| > 1(z 为 复数 ) 
arcoth z "hé dam x r 


0.7.3.2 HAFA 
我 们 用 记号 
jz) 兰 glz)， «ra 


表示 lim Fle) ELE 
z—a g(z) 


(14545442) ome nac, noo (C 为 欧 拉 常数 )， 


n! & (Sy Vian, n- oo (斯 特 林 (Stirling), 1730), 


In n! S EJ noo. 


0.7.8.8 上 庞 加 菜 意 义 下 的 渐 近 展开 式 
对 所 有 n =1,2,---, 庞 加 莱 (Poincaré, 1854—1912) 用 


fle)~ 2. zoe (0.55) 
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fe)-Y esL). a — oo. 


19 世纪 末 , 庞 加 莱 在 深入 研究 天 体力 学 时 遇 到 了 形 如 (0.55) 的 发 散 级 数 . 与 
此 同时 , 他 还 发 现 这 样 的 级 数 的 出 现 是 相当 自然 的 , 因为 其 展开 式 中 包含 着 有 关 函 
数 的 重要 信息 . 
T 函数 的 斯 特 林 级 数 


[ere+n- (e+ 5) metz- mme > Bi ae 2k rl 15 em 


SA, Box 表示 伯 努 利 数 . 
欧 拉 积分 的 渐 近 展开 式 


参数 p 为 实数 . 
定常 相 方 法 ”我 们 有 


HP b := \/2mi/p’(a) (Re b > 0), 
ws E aea iPr 
i dz^nt! : 


konq yp buy 
Am, 2”n!m!p" (a) 
2n23m20 


且 P(x) == p(z) — pla) - 5(z — a)?p" (a). 这 里 假设 它 满足 如 下 条 件 : 
(i) 复 值 相 因 子 p: R — CEAT, H Im p(a) = 0; 4p" (a) #0 Rf, p'(a) = 0. 
(ii) 对 所 有 实数 c za, 有 p'(x) 40. 对 所 有 实数 r, ER Imp(z) 非 负 . 
1) 1.3.1.4 中 解释 了 符号 o(.… ) 的 含义 . 显然 , 对 所 有 n=1,2 有 


Aun (rm - X 8) =0 


k=1 
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(ui) 描述 振幅 的 实 函数 A: 及 一 RR 无 穷 可 微 , 且 在 某 一 有 界 区 间 外 为 0. 

该 定理 在 经 典 光学 (限制 在 大 的 角 频 率 , 因此 就 是 小 的 波长 X 的 作用 上 ) 和 传 
里 叶 积分 算 子 的 现代 理论 中 非常 重要 . 
0.7.4 SEHR 


ik 参看 1.11.2. 


sing  sin2xr sinx 
l.y=a,-u<a<n; y=2 a + goi 


当 变 量 取 tkr 时 , 由 狄 利克 雷 定理 , 级 数 为 零 . 


4 4 cos3r | cos5r  cos7z 
一 一 | cosz EE 
x 32 52 72 
3.y—z,0«-«2*$ y=u (5 ! m H ae =) 


sin3z sin5z ) 


B sinz 一 32 52 
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4a ( . sin3r sinr ) 
y= — | sinz + F a 
x 3 5 


cl c2 9€ — €2 (sn " = " ame es) 


0, T«rz«-—ro, a<n<a, m—-ocr«m, 


d. B= a, a«rz«mnx-—ao, 


—a, —-n+a<r< 一 Qi 


ji<a<c= 
2 


4 i 1 
y=“ (cosa did. cos 3a sin ant. cos Sa sind5z+-- ) 
x 


or. —a Sr Sa, 
a, agcrgn-a, 
—a, —īr+a [r< a, 
8. y 
a(n — x) 
; R-agQeren, 
a 
alt+r 
i — M 
a 
4a f . ; , , Yos : 
y = — |sinasinz + = sin3osin3z + — sin 5a sin 5x +- -- 
za 32 52 


特别 地 , 当 a = 3 时 ， 


6av3 L : 2 
y= 995 (sine J sinse + 5 sin 7a ipsins) 
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续 表 
n? cos27 | cos3x 
9.y—z2,—1 ST LST; y= F -4 (cose 2 + 3 =) 
—z?, —n<r<0, 
10. y = 
gu, Oxrcm 
( ; sin27 | sin3xz 
y = 20 | sing 一 一 
2 3 
8 f sinz 4 sin 3x 4 sin 5x 4 
x\ 13 33 53 


ll. y=2a-z), OKT1, 
(zt,0) 上 的 一 个 侦 扩张 ; 
n? cos2r cos4r | cos6r 
+ + 4 I8 


Fd 12 22 32 


12. y »z(n-z) OKTI, 
(72,0) Ef] —^ 33K ; 


u 8 rer sin 37 " sin 5x 
Y= x 33 53 


13. y= Az? + Bx - C, -x«z«m; 


P etary ja 2BY a 
$78 k? 


k=1 k=1 k 
14. y=|sinz|, -x&z&zs; 
2 4 f cos2r 4 cos 4a + cos 6x 
Um akis 45 ° Be? 


15. V = COST, 0crc«m, 
(72,0) 上 的 一 个 奇 扩张 ; 


4 Aug eindw  Geinbr ) 
oak La” Be 5.7 
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0, —r1&zr«9O0, 
16. y=4 . bunt. 
sinz, O<2<q; 
" —- Sod, ede pem 
i xn\l3 5 57 


17. y=cosuz, 一 Xe 工人 ,VU 为 任意 实 但 非 整 数 ; 


_ 2usinux ( 1 cos x cos2r | cos3z ) 


FU 2u? u2-1 u2-4 wu2-9 


TX 


18. y=sinuz, 一 x < Zz < Xx， 为 任意 实 但 非 整 数 ; 
_ 2sinux ( sing 2sin2r  3sin3r " ) 


"u2—1 u®—4 u?—9 


x 
19. y 三 ZcosZ， —n <T< T 
= l inz 4sin2r  6sin3z 8sin4z 
AB Bi Bl Pi 
20. y = rsinz, —n [ÊT <T; 
-— mE" (+ 2r cos3z  cos4zr ) 
T 2-1 Bl 4-1 
21. y=coshuz, —n [rT <S; 
x —/ 1 cos x cos 2x cos 3r ) 
= x 2u2 424-1? 42422? u2+32 


22. y = sinhuz, -z«zrzc«m; 


. 2sinhux ( sing 2sin2r | 3sin3r ) 


© n u2 十 12 u2422 w243 


23. y=e**, -n«zrz«mx, a0; 


a 25 (=1)* (acos kr — ksin kz) 
= 一 — a — 
Vn 2a + 


在 下 面 的 例子 中 , 问题 并 不 是 如 何 把 一 个 已 知 函 数 变 成 傅 里 叶 级 数 , 而 是 考虑 
某 些 简 单 的 三 角 级 数 收敛 到 哪些 函数 . 


24. > =—In (2sin3), 0 < Z < 2n. 


“sinker 工 一 7 
25. V. Rp (<a <n. 
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26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


3T. 


38. 


39. 


40. 
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Y coskr _ 3a? — 6rz + 222 
k? 12 


_ in (2sin 5 =) dz, 0 € x «€ 2n. 


= k = Z ed 
> =| dz| in (2sin 5) at +> in 0xz«2x 
k=1 


0 


y la ru. e ed adi... 
k3 25.720436... i 


J sinkr  z?—3nz? + 2mr 
k= 


k3 12 E 
prae =In (2cos 5) ; —n«c«m 


Sam ns 
k= 


x kr x? — 3r? 

于 KLOS RE Se _ SrL. 
Y caesus =| In (200s 2) dz, ILKIN 
= k Ü 2 


= k+1COSkz _ = kii 1 T * t 
yc 1) ^g 522-0 T2 dz| In (200s § dt, 
< 


= sinkr  mr-zr 
a a ced 


Ye O<a<n. 


2k +1 2 
ye IT, Seen 
k=0 十 

cos(2k+1)2 x? — Quer 
oS se = Szín 

2 , "T: "E 

(2k +1) 8 

oo 

sin(2k+1)z A. T* z 

REA Ua te = <a2<n. 
5, (2k +1) 5 |, im (tan $) dz OKTAN 


oo 
cos(Qk c Dz  1[* = t 1 
EN (2k + 13 =3| dz| m (n5) at Y aeos 


42. 


44. 


45. 


46. 


x ry* sin(2k + 1) m 


0.7 级 数 与 乘积 公式 131 
l De = ==, 0 入 zs 区 
yeas Du x sin [tan (7 2)] ; x <r< 5 
DD _ -if 5 ive (tan =) dz, -5 én< =, 
EE EE Qm = LR : 


1 i-r z 
47. 2. Gi 72 i az | In 2; 
0.7.5 “无 穷 乘积 
1.10.6 中 将 讨论 无 穷 乘 积 的 收敛 性 . 
函数 无 穷 乘积 发 现 者 收敛 域 (z € C) 
i Il = 欧 拉 , 1734 
sin zz TT H ( = zz) ( j ) |z| < oo 
x rr (2k)? " 
a I dT ( 活 利 斯 , 1655) 
IT (14 1/n)* |x| < oo 
r 1 欧 拉 
(z+ 1) IL Ec (chr) ee PE, 
. kIT 
PLu eae A 
eS sjn 
一 Cr is A vr. 
e I a (BRAR; 
E C 表示 欧 拉 常数 ) 
=i 
ce) |] ( - =) ( 欧 拉 ]) lol 0 
" p 


1) BERGE RAL p, c(s) RARE C RAL 
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进一步 的 几 个 例子 


(x EC, |z| <1), 


1/1 l jl l1 1 /1 1/1 2 5 
/3 21+3V23\2+3 Pv g (5 0) 


[a)i ile) 


k=l k=1 


| 


E 
4 , 


2y(4V^ (6-8\'/* (10.12-14-10) 7. 
1) \3 5-7 9-11-13-15 "i 


II — ( 欧 拉 常数 C=0.577 215 ---). 


0.8 函数 的 微分 表 
0.8.1 ”初等 函数 的 微分 


表 0.35 ”一 阶 导数 
函数 f(x) 导数 了 7(z) D 对 实数 的 取 值 范围 2) 对 复数 的 取 值 范围 2) 
C (常数 ) 0 reR rec 
T 1 rcm EC 
x? Qa TER rec 
z" (n21,2,--) ngz^-l rER rec 
jl 1 
I n 
3 = be ) ^i rz0 z #0 
za =e% 2 (y 为 实数 ) axe} z>0 rz0,—n1«argr«m 
V8 — x8 a $0 z340,—1«argz«m 
YE —z* (n=2,3, ) EE r»0 rZz0,—1«argr«mn 
lng i r0 r£z0,—n1«argr«m 
1) 也 可 把 f'a) SRO 或 到 的 形式 . 
dz dz 


2) x € R(x € C) 表示 对 所 有 实数 (复数 ), 导数 存在 . 记号 k EZ RAR k =0,+1,42,---. 


0.8 函数 的 微分 表 
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a 


函数 f (a) 导数 f'(x) 对 实数 的 取 值 范围 对 复数 的 取 值 范围 
lng 1 
log, z= 一 一 z>0 z#0,-n<argr<a2 
Ina zlna 
(a>0, a zz 1) 
et e? ER rec 
az = emna a” lna rcR rcc 
(a>0,a#1) 
sin T cos T rcR rcc 
cos z —sinz rcR rcc 
sinh x cosh x TER rcc 
cosh x sinh z rcR rcc 
1 x n 
tanz 一 一 一 afxkn+—,keEZ zf#kn+—-,keZ 
cos? x 2 2 
1 
cot © 二 二 zf#knkeEeZ zf#knkeEeZ 
sinf x 
1 . ix 
tanh x EL rcR rZikn-—,kcZ 
cosh* x 2 
1 , 
coth z m rER rZzikm keZ 
sinh* x 
i 1«z«l lz| «1 
arcsinz 一 一 一 一 = T z 
VA — x2 
1 
arccos £ 一 一 一 一 -1«zr«1 lel <2 
l-r 
1 
arctan z rER |Inz| « 1 
1 十 Z2 
1 
arccotz 一 一 一 一 rER |Inz| « 1 
l4 zc? 
oe 上 | lzl <1 
sin 一 一 一 一 T x 
METZ 
i 
arcoshz JERS z»1 —z < arg(z? — 1) <x, 
m z£il 
1 
artanhz lz| <1 lz| <1 
1— zr? 
1 
arcothz 一 一 一 |z| > 1 |x| € CN[ 一 1, 1] 
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表 0.36 ”高 阶 导数 
函数 f(x) n 阶 导 数 fU) (a) 对 实数 的 取 值 范围 对 复数 的 取 值 范围 
z" (m-—1,2,.) m(m-1)--(m-n-1l)z"7"z€R EC 
(=0, n>m) 
z^ (a 为 实数 ) o(a—1)---(u—n-c1l)zr?7" x>0 ae Oy 
—T < argz < 
e?* (a € C) an eo rER EC 
sin br(b € C) bn sin (ba 十 本 | rcR rec 
cos bz(b € C) b" cos e B zcR rec 
sinh bx b” sinh ba, n 为 偶数 ， r€R ZEC 
b" cosh ba, n 为 奇数 
cosh ba b" cosh ba, n 为 偶数 ， ER EC 
b" sinh ba, n 为 奇数 
bz F n bx T 天 0， 
a’*(a>0,bE€C) (b-Ina)"a ZE 了 und Gas 
— 1 ; 
Ing (yel 1 z»0 dab. 
gn —n < argr « x 
— 1)! 0, 
log, z(a > 0, a £ 1) ( ipae 1) &3D zx 
z” lna 一 < argr < n 


0.8.2 SESRRHADEM 
| 表 0.37 ”微分 法 则 2 


法 则 以 莱 布 尼 茨 记号 表示 的 公式 
Hy d(f--g) df , dg 
加 法 法 则 adu 
与 常数 的 乘积 法 则 UCD _ Gf (o yma 
dz dx 
à d(fg) df | dg 
乘积 法 则 e = dz?" Tas 
a : zum E ja 
y 9 dz dz 
商法 则 = 7 
; dy _ dy de 
链 式 法 则 dz dzdz 
反 函 数 法 则 = ME 


1) 1.4 中 介绍 了 这 些 公式 成 立 所 需要 的 具体 假设 条 件 . 这 些 法 则 对 具有 一 个 实 变 量 成 复 变 
量 的 函数 成 立 . 例 1 例 6 对 复 变 量 z 也 成 立 . 
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加 法 法 则 的 应 用 
例 1: 由 表 0.35, 有 
(e? + sinz)’ = (e*)' + (sinz)’ 2e*--cosz, 7zER, 
(£? + sinh z)' = (z?)' + (sinh z) =2r+coshz, z€R, 


(In z 4- cos z)' = (Inz)' + (cosx) 2 — —sinz, z»0. 
T 


与 常数 的 乘积 法 则 的 应 用 


例 2: 
(2e”)’ 22(e*) = 2e7, (3sinz) ' 23(sinz) 23cosr, ZER, 
(3z* +5) = (3x4)! + (5) = 3-42? = 1223, z€R. 
乘积 法 则 的 应 用 
例 3: 
(zez) 2 (z)'e* + x(e”)’ = 1-e? +re7 =(1+z)e*, ER, 
(x? sin x)’ = (z?) sinz + z?(sinz)' = 2zsinz-4z?cosz, «ER, 
(rlnz) = (x lnnz-cz(Inz) —lnz-c1, r0. 
商法 则 的 应 用 
f| 4: A ， 
[ia e (22) ^ (sin z) a sin alco z) 
2 cos? z + sin? x — T 
cos? x cos? x ` 


对 所 有 使 分 母 cosa: 不 为 0 的 o, 该 导数 均 存在 , 即 只 需要 满足 x A kn + 5, k= 
0, 22), 222). 


链 式 法 则 的 应 用 
例 5: 求 微分 
y = sin 2r. 
令 
y=sinz, z-—2r. 
由 链 式 法 则 , 有 
= 3v = ae = (cos z) +2 = 2cos2z. 
例 6: 求 微分 
y 一 cos(3z + 5). 
A 
y=cosz, z=3a°+4+5. 
由 链 式 法 则 , 有 
|. dy _ dy dz 


y= 5 = 3:4; "Cm 125? = —12z? sin(3z* + 5). 
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反 函 数 求 导 法 则 的 应 用 


的 反 函 数 为 
z=Iny, y»0. 


由 此 , 有 


0.8.3 ”多 变量 函数 的 微分 法 则 
偏 导数 AAR f= f(x, w,---) 依赖 于 c 和 其 他 几 个 变量 w,…, 则 偏 导数 


of 

Ox 
是 通过 其 他 变量 看 成 常数 , 把 f 只 看 成 关于 z 的 函数 , 对 z 求 导 数 得 到 的 . 
例 1: $ f(x) = Cz, C 为 常数 , 则 


df(z) 


同样 , 对 于 f(a, u,v) = (e" sin u)z, 有 


这 是 因为 我 们 把 u,v, 因此 也 就 是 把 C = e" sinu 看 成 了 常数 . 
例 2: 令 f(x) = cos(3z + C), C 为 常数 , 由 0.8.2 中 的 例 6, 有 


df(z) — 193 a 4 
aa = l2z"sin(3r + C). 


在 函数 f(c,u) = cos(3z4 +e") 中 , 我 们 把 u, 因此 也 就 是 把 C = e" 看 成 常数 , 有 
ane = —122? sin(3z* + e"). 
例 3: 令 f(z.y) := zy, 有 
fe(ayy) = PER Lu, quy) = FEY =o. 
4: & fy) = ay, A 


fr(x,y) = an) — L7. dmg I —--zy ^. 


0.8 ”函数 的 微分 表 137 


表 0.38 RAN ? 


E M 了 :时 
f=f(z,y), fz — Be’ fy a Oy 
名 称 公式 
8f ,Or ,Oy 
链 式 法 则 SL = fas + fu 


在 表 0.38 的 链 式 法 则 中 , 我 们 把 z = z(w,…), y = y(w,… ) 看 成 是 w 以 及 
(可 能 还 有 ) 其 他 变量 的 函数 . 对 f = f(z1,… ,zn), 存在 类 似 的 法 则 , 我 们 有 全 微 


分 
df = fz,dzi + :+ fan dEn. 


当 函 数 zi, zw 依赖 于 w 以 及 其 他 变量 时 , 得 到 链 式 法 则 的 表达 式 


如 果 z1,zn 只 是 w 的 函数 , 我 们 用 记号 L RE 如 ,这 就 得 到 了 该 链 式 法 则 的 
特殊 形式 
df dzi dz, 


du ja. t T 


链 式 法 则 的 应 用 
例 5: > f(t) := z(t)y(t), 由 例 3, 有 全 微分 表达 式 


df = fede + fy dy = ydz + zdy. | 


由 此 , 我 们 得 到 
f(t) =F =F po = vO O ay). 
这 是 一 个 乘积 法 则 , 因此 我 们 可 以 把 乘积 法 则 看 成 是 多 变量 函数 的 链 式 法 则 的 特例 


例 6: $ f(t) := a. 由 例 4, 有 全 微分 表达 式 


df=fidr+fydy=y ! dz — zy ? dy 


ry = af 2O zy _ ou) -zO 


dt y(t) yt)? y(t)? 


All 


这 正 是 商法 则 . 
1) 1.5 中 介绍 了 这 些 公式 成 立 所 需要 的 具体 假设 条 件 . 它们 对 实 变量 或 复 变量 函数 成 立 . 
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09 E ^ X 


微分 是 工艺 品 , 而 积分 是 艺术 品 . 
1838 


计算 机 上 的 微分 与 积分 “为 此 , 我 们 可 以 尽力 使 用 软件 系统 Mathematica. 
0.9.1 ”初等 函数 的 积分 


| reo: =F(z), «ED 


F'(z) = f(x), c€D. 


因此 , 函数 F 满足 在 集合 D 上 , 的 导数 是 /. 我 们 也 称 F E 了 的 原 函 数 或 不 定 
积分 . 在 这 个 意义 下 , 积分 是 微分 的 逆 过 程 . 

(i) 实数 情况 : 车 z 是 一 个 实 变量 , D 是 一 个 区 间 , 如 果 我 们 把 了 的 某 一 固定 
的 不 定 积分 上 加 上 不 同 的 常数 , 就 能 得 到 p 在 D 上 的 所 有 可 能 的 不 定 积分 , 即 


| raaz= Fa) «c. ZE D. 


(ii) 复数 情况 : 令 D 是 复 平面 上 的 一 个 区 域 , 若 取 C 为 一 个 复 常数 ， 上 面 结论 
仍然 成 立 . 


R 0.39 ”基本 积分 
函数 f(x) PERD » | f(a)az 对 实数 的 取信 范围 2) 对 复数 的 取 值 范围 ?) 


C( 常 数 ) Cz rER rec 
e 
gn 
z"(n = 1,2,:--) rER rec 
n+1 
= ig edis) : x #0 #0 
Sey = Lass — —— T 
gn ? (1—n)xrr-1 
2 Inz r0 rZz0,—z«argr «mx 
xr 
1 Injz| «#0 
x 
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续 表 
函数 f(z) 。 不定 积分 | 7(z)dz 对 实数 的 取 什 范围。 对 复数 的 取 值 范围 
atl 
z? (a 为 实数 ,a # —1) on r0 zz0,—n«argr «an 
a 
VE 3z T z>0 r£0,—-«argr <1 
e? eT rER EC 
a* (a > 0,a# 1) 2, rER EC 
lna 
sing —cosr rcR rcc 
COST sinz rcR sec 
tanz —In|cosz| z Æ (2k+ 150 € Z) 
cotz In|sinz| c z kn(k € Z) 
1 x x 
= tanz az # (2k+1)- xz # (2k+1)—(k € Z) 
cos^r 2 2 
1 
9e —cot £ zÆ kü rz kr(k E€ Z) 
sinh x cosh x rER Z EC 
cosh x sinh x rcR 
tanh x In cosh x rcR 
coth(z) In|sinh z| rz0 
1 g x 
7 tanh z rER xfi(2k+1)— (kez) 
cosh* x 2 
1 
ah? —coth x rz0 afikn (KEZ) 
sinh^z 
1 1 & 
xi (a > 0) Iarctan = TER 
1 1 a+r 
一 人 >0 一 1 
a2 — x? (a0) ale] Aa 
1 
z z (a»0) arcsin 二 lz| <a 
a?—z a 
Lo (0) sinh © ER 
—— arsinh — 
JS a P 
(a 2 0) arcosh Z |z| >a 
z?—a a 


1) 只 列 出 了 一 个 不 定 积分 . 

2) x E€ R(x € C) 表示 相应 的 公式 对 所 有 实 ( 复 ) 数 成 立 , ke Z 表示 k= 0, 士 1, 士 2,……. 
对 函数 inz, Vz 和 oot, 我 们 使 用 复 变 量 函 数 的 主 支 , 它 是 由 解析 延 拓 得 到 的 zx > 0 时 的 值 
(参看 1.14.15). 
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0.9.2 ”积分 法 则 


0.9.2.1 不 定 积分 
表 0.40 中 介绍 了 不 定 积分 的 计算 法 则 . 


表 0.40 ”不定 积 分 的 计算 法 则 ” 


法 则 名 称 公式 
加 法 法 则 | t v)dz = | udz + | ede 
与 常数 的 乘积 法 则 | aude — | udz(o 为 常数 ) 
分 部 积分 公式 [e — Jw T 
代 换 公式 | f(x)da = [A z(t)) Eat 
对 数 导数 E PG ae m[f() 

f(z) 
为 了 便于 记忆 , 代 换 公式 也 常常 写 为 2) 
| (ea)arte) = | seat, (0.56) 


其 中 dt(z) = t'(z)dz. 在 许多 情况 下 , (0.56) BU 0.40 中 的 公 
f, 为 此 后 者 为 了 保证 反 函 数 t = t(z) 存在 , 必须 事先 假定 r(t) = 
在 应 用 (0.56) 的 所 有 情况 中 , 没 必 要 假设 反 函 数 存 在 . 
代 换 的 例子 
例 1: 计算 积分 


J= [sins + 1)dz. 


4 t:— 2x +1, RRA 


z- 5(t-1). 


1) 1.6.4 和 1.6.5 中 给 出 了 这 些 法 则 成 立 所 需要 的 具体 假设 条 件 . 
2) 由 表 0.40 中 的 代 换 公式 , 交换 z 和 t 的 作用 , 就 得 到 


| rac exis = [roa 


它 对 应 (0.56). 
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由 此 E = 5 由 表 0.40 中 的 代 换 公式 , 有 


J= [iinnat = Z cost = -j cos(2a +1). 


2x 


现在 利用 (0.56) 求 J. 因为 ae = 2, 所 以 d(2z + 1) = 2dz. 这 就 得 到 


J= | sine + 1)dz = | 5 sin(2z 十 1)d(2z + 1) 
Ey 
= | 2 sin tdt = = cost = 2 cos(2z + 1). 
经 过 大 量 练习 之 后 , 我 们 就 会 注意 到 下 面 的 公式 : 


J= [sins 十 1)dz = | 3 sin(2z + 1)d(2x + 1) = -5 cos(2x + 1). 


一 般 来 说 , 我 们 应 该 首先 检查 一 下 是 否 能 够 应 用 (0.56), 存在 不 能 直接 应 用 这 个 公 


例 2: H —— —2z, 有 
x 


有 更 多 经 验 之 后 我 们 就 会 直接 写成 


| ES E | ze" da = jen. | 


f$|3 
rdr dz? 1 
| 142 - [aiezs = 5 In(1 +a’). 
关于 代 换 的 更 多 的 例子 参看 0.9.4 和 1.6.5. 
分 部 积分 的 例子 


例 4: 计算 | esin zdz. 令 


由 此 ， 


. P . 
| zsin zaz = E vdr = uv 一 Jua: = —T COST + [coszaz = —g cos z + sin z. 
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例 5: 计算 Jarctanzaz. 4 


vu —1, v=arctanz, 
"T 1 
1+2?° 


=o, wb 
由 例 3, 有 


| arctanzdr = | u'vdz = uv 一 | wu = Zarctanz 一 | dz 


"m m 
l4 2? 
= garctanz 一 sin +27). 

关于 分 部 积分 的 更 多 的 例子 参看 1.6.4. 
0.9.2.2 ZRT 
# 0.41 中 给 出 了 非常 重要 的 法 则 . 


X 0.41 ” 定 积分 的 计算 法 则 ” 


法 则 名 称 公式 
B b 
ius |. f((5)a' (tdt = | f(z)dz 
(x(a) =a, az(8)- b,z'(t) > 0) 
b b 
分 部 积分 公式 | u'vdz = uv|" -| uv’ dz 
b 
牛顿 和 莱 布 尼 欧 的 积分 基本 定理 J war = ult 


MFR 0.41 中 的 分 部 积分 公式 , $ v = 1, 就 得 到 积分 基本 定理 . 
例 : | sin zdz = —cos z|? = — cosb + cosa. 
这 是 因为 令 履 := —cosz, f v' = sinz. 
更 多 例子 参看 1.6.4. 
0.9.2.3 多 变量 函数 的 积分 


表 0.41 中 的 一 维 积分 ( 单 变量 函数 的 积分 ) 法 则 与 表 0.42 中 的 多 维 积分 (多 
变量 函数 的 积分 ) 的 类 似 法 则 相对 应 . 


1) 1.6 中 给 出 了 更 明确 的 假设 条 件 . BAIS f| := f(b) — f(a) 


09 E 分 x 143 


表 0.42 ”多 变量 函数 的 积分 公式 ? 


法 则 名 称 公式 

代 换 公式 Wont” z)dz = | f(2x(t))|deta’ (t)|dt 
分 部 积分 公式 | 本 OD = | yonga — a i 
高 斯 定理 | 8judz = i unjdF 

高 斯 -斯 托 克 斯 定理 | dw = lee dw 


富 比 尼 定理 ( 累 次 积分 ) ja PC ie (= Je yar) dy 


注 (i) WFR 042 中 的 分 部 积分 公式 , S v = 1, 就 得 到 高 斯 定理 . 

(i) 高 斯 -斯 托 克 斯 定理 把 积分 基本 定理 推广 到 了 流 形 (如 曲线 、 曲面 、 区域 等 ) 
dies 

(iii) 事实 上 , 分 部 积分 公式 和 高 斯 定理 都 是 高 斯 -斯 托 克 斯 定理 的 特例 , 该 定理 
是 全 部 数学 的 主要 定理 之 一 (参看 1.7.6). 

1.7.1 中 讲 到 了 这 些 公式 的 应 用 . 


0.9.3 ”有 理 函 数 的 积分 
每 个 有 理 函 数 都 可 以 唯一 地 表示 成 部 分 分 式 
A 


Goa (0.57) 


之 和 . 其 中 n= 1,2,.…, A Ma 是 实数 或 复数 (参看 2.1.7). HF 0.43 中 的 法 则 ， 
可 直接 积分 得 出 部 分 分 式 (0.57).2) 


表 0.43 ”部 分 分 式 的 积分 


d 1 
| 二 _ = z€R, n=2,3,...,a€C 
(r-a) Gn ay 

dz 
| = In|z — a| r€R, r£Za,acCc 
r—a 

dz . $—3 . 
| = In|z — a| + iarctan r€R, a=a+if, BAO 
r—a B 


1) 1.7 中 解释 了 这 些 记号 , 并 给 出 了 更 明确 的 假设 条 件 . 
2) 这 里 所 讲 的 方法 非常 容易 理解 ， 因 为 它 用 到 了 复数 ,如果 要 避 开 复数 . 就 需要 一 步 一 步 
详细 研究 了 . 
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例 1: 由 
i -iy I- a 
z2—1 2\z—1 z+1/' 
j 1 1 1 1 
p 
一 二 sij- = =ln s 
[8 5 nlz 1| — In|z + 1]) 2 z= 
4] 2: 由 
i ift 1 
32-41 2i\e—-i «t+i)’ 
A 


jane = = (inl —i}+i arctanz —In|r+i|—i arctan(—z)) = arctanr, zr € R. 


注意 , 当 zx € R 时 , lz 一 计 = |z+ilarctan( 一 z) = —arctan(z). 
例 3: 由 (2.30), 有 
T 1 1 2 
m= oie T (6-1 eg eF 


由 此 , 得 到 
| fae = In|x — 1| — In|x — 2| — — 
任意 有 理 函数 都 可 以 表示 成 一 个 多 项 式 与 一 个 分 式 之 和 
T 1 


45] 4: =] 


14+ <2? 21-422 
z?dz ala dr — 
ite? $= DEW = 2— arctan z. 


Mathematica 的 使 用 ”在 如 今 的 计算 机 时 代 , 我 们 手 算 的 只 是 上 述 非常 简单 的 
表达 式 , 对 于 复杂 的 表达 式 , 可 以 应 用 适当 的 计算 机 代数 程序 , 如 Mathematica. 


0.9.4 ”重要 代 换 


我 们 列 出 用 通用 代 换 能 够 解决 的 几 类 积分 ， 然 而 , 在 一 些 特殊 情况 下 , 用 特殊 
代 换 也 许 更 能 简化 必要 的 计算 , 今天 的 计算 机 代数 系统 就 能 实现 这 一 目标 . 几乎 没 
有 积分 可 以 仅 赁 初等 函数 就 能 解决 . 
多 变量 多 项 式 《变量 ri, ,zn 的 多 项 式 P= P(z1,… ,zn) 能 表示 成 如 下 式 子 
的 有 限 和 : 


05, d, £1 ES" ma pu. 
其 中 a... 表示 复数 , 指数 a; 是 正 整数 . 
多 变量 有 理 函 数 ”变量 z1,.… ,zn 的 有 理 函 数 R= R(11, ,zn) 能 表示 成 如 下 
式 子 的 有 限 和 ， 
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其 中 已 和 @ 是 多 项 式 . 
HE 接 下 来 R 总 表示 有 理 函 数 . 


第 一 类 : | R(sinhz, coshz, tanhz, cothz, e^)dz. 


解法 : 我 们 把 sinhz 等 写成 e? 的 表达 式 , 并 作 代 换 


$= dt=tdz. 


这 就 得 到 t 的 一 个 有 理 函 数 , 它 能 分 解 成 部 分 分 式 之 和 (参看 0.9.3). 更 明确 地 说 ， 
我 们 有 


sinhz —-(e^—e ^), coshz = =(e’ +e 7), 
nhz coshz 
t h. = = 
E osha’ um sinhx 
dz dz dt dt 
i he J = —— = == —— = 一 一 一 一 tant = 
例 | 2cos hz | ez +e? | t(t + 1/t) Ü-1 REM 


arctan e^. 

例 2: J:= | 5sint*zda = Je" =24+e*"\de=e™ —42 -e **, 
在 这 个 例子 中 没 必要 使 用 代 换 t = et. 

例 3: (0.56) 对 计算 J := | sinh zcosh zdz 很 有 帮助 , 我 们 有 


: n+l 
J | sinh" zdsinha Bul Z2, n212,.- 
n+1 
这 种 方法 相当 于 作 了 代 换 t = sinhz. 
第 二 类 : | Resin x, cos x, tan z, cotz)dz. (0.58) 


解法 : 我 们 把 sinr 等 写成 e" 的 表达 式 , 并 作 代 换 
t=e*, dt-itdz. 


这 就 得 到 t 的 一 个 有 理 函 数 , 它 也 能 分 解 成 部 分 分 式 之 和 (参看 0.9.3)， 更 明确 地 
说 , 我 们 有 
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sing = = (e7 — e7), cosr==(e* +e *), 
tanz = es cothz = SS 
sin £ 
另外 , PARKY 
t — tan > —n«r«mn (0.59) 


也 能 得 到 一 个 解 , 有 


1-#? sinz = QE. dz = 2dt 
1+t?’ ~ 144?’ 1-09 


例 4: J := Js rdr = [ae +2+e 7*)dz = 了 (ez —e 79). 4g = 


2sin 27 + 4r. 
因为 2cos?r = cos2z +1. 由 此 能 马上 得 到 


f= Ja cos 2x + 4)dz = 2sin2z + 4r. 


4| 5: 由 (0.56), 有 
[2 =| -dcosz _ EMEN 
cos?z | cos?xz cosa 
第 三 类 : LEE EEE) an aô — By $ 0, n = 2,3,---. 
解法 : 利用 代 换 ?) 
ôt” — B tl dt 
ao "TE dz = n(aó — ôy) (aye) 
这 就 把 原来 的 积分 化 成 了 t 的 一 个 有 理 函 数 , 由 此 可 以 利用 部 分 分 式 分 解法 (参看 
0.9.3). 


例 6: S t= Vz, BAA x =t?, dx = 2tdt. 由 此 ， 


1) 用 斯 皮 瓦 克 (M. Spivak) 的 话 来 说 就 是 , 这 “无 疑 是 世界 上 最 诡秘 的 代 换 ”. 利用 这 个 
代 换 , 对 于 那些 只 涉及 正弦 、 余 弦 以 及 它们 的 加 减 乘除 的 积分 都 能 变 成 有 理 函数 的 积分 . 

2) 如 果 一 个 积分 包含 着 不 同 次 的 根 式 , 我 们 就 可 以 利用 根 式 次 数 的 最 小 公 倍数 将 其 化 为 第 
三 类 , 例如 ， 


Va + Ya = (YT) + (Wa). 
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at 
=2 | 3 -2¢+2njt+1|) 22(2 -2Vz + 2ln|1 + val). 


ROR: ae Vazz 十 257 十 7 dz 


4 o z 0, 借助 二 次 配方 公式 


2 22 
aa? 39s ey a (2 E) Ein 
a a 


这 种 类 型 的 积分 可 以 化 成 表 0.44 中 的 一 种 形式 ， 另 外 , 我 们 也 可 以 利用 欧 拉 代 换 
(参看 表 0.45). 


表 0.44 


二 次 代数 函数 

积分 (a > 0) 代 换 成 立 范 围 
| Re, ya- (z + )?àz z--b-—asint ELI ,dz = acos tdt 
[Rey a + (ep bide 


z +b = asinbht 


: 一 co < t < oo, dz = a cosh tdt 
R(z, Vz +b)? -a +b)? — a2dx 


xz+b=acosht t > 0, dz = asinh tdt 
cos?t+sin?t=1,  cosh?t — sinh?t = 1. 


f| 7: 
| dz =| acoshtdt _ | acos htdt 
Va +r? J a? + a?sinh?t ~ J acosht 
=| ae == arsinh~. 
a 
表 0.45 | ae voz? + 282+ v)dz 的 欧 拉 代 换 
情形 代 换 
a>0 Var? 4-20z y —t— rya 
y¥>0 v oz? + 20z +y = tr + /7 
az? + 282 + y = a(z — zi)(r — 22) Jom up. 
2 —t(r— 
zl,Z2 为 实数 , Aa A x2 eT OPETE A 


第 五 类 : [R (2, va + Bx? +7? + 62 + 1) d 
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这 里 我 们 假设 a +0, R a= 0 8 z 0. 
这 些 是 所 谓 的 椭圆 积分 , 利用 椭圆 函数 的 代 换 , 我 们 能 够 按照 与 表 0.44 类 似 的 
方式 解决 它们 (参看 1.14.9). 


第 六 类 : | R(z,w(z))dz. 


这 里 的 w = wa) 是 一 个 代数 函数 , 即 它 满足 形 如 P(x,w) = 0 的 某 一 个 方程 , 其 
中 PRAT r 和 wu 的 多 项 式 . 这 种 积分 称 为 阿 贝 尔 积分 . 
f| 8: diu? -a +27 —0, 8 w= Va? — z?. 

阿 贝 尔 积分 理论 由 阿 贝 尔 、 RS. 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 19 世纪 发 展 起 来 , 最 终 导致 


复 值 函数 论 、 拓 扑 学 ( 歼 曼 曲面 ) 和 代数 几何 中 深刻 成 果 的 发 现 (参看 3.8.1). 
第 七 类 : Jona + Bx”)* de. 


这 些 是 所 谓 的 二 项 积分 , 当 且 仅 当 它们 属于 表 0.46 中 列 出 的 一 种 情况 时 , 才能 积分 ， 
利用 表 中 的 代 换 , 最 终 得 到 有 理 函 数 的 积分 . 我 们 可 以 再 次 利用 部 分 分 式 分 解法 求 
解 (参看 0.9.3). 


表 0.46 = 项 积分 | z" (a + Bx”)*dz(m,n,k 为 有 理 数 ) 


情形 代 换 
k c Z0 t= VE(r 是 m Al n 的 分 母 的 最 小 公 倍数 ) 
porum t= Va Bz^(g 是 大 的 分 母 ) 


n 


n 
mti, kez pa of ot Be 
n gn 


0.9.5 ”不 定 积分 表 


使 用 这 些 表 时 的 注意 事项 : 

1. 为 了 简明 起 见 , 省 略 掉 了 积分 常数 , Inf(z) 应 该 理解 成 In|f(z)|. 
2. 如 果 主 函数 可 以 用 宕 级 数 表 示 , 那么 不 存在 这 个 函数 的 初等 表示 . 
3. 带 有 * 号 的 公式 表示 对 复 变 量 的 函数 也 成 立 . 

4. 记号 : N 表示 自然 数 集 , Z 表示 整数 集 , 及 表示 实数 集 . 


0.9.5.1 有 理 函 数 的 积分 
我 们 首先 假设 函数 LA 
1) 表示 k 是 一 个 整数 . 
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L=ar+b, a¥0. 


1 
“| L"dr= er : 
1 | ds dne" (n € N,n 40) 
n — 1 n+l 
2 fz = ar" ， 
(n € Zinn n < 0,2 # ——; Hin = 一 1, 参 看 第 6 个 积分 ). 
s 1 s+1 
. = —1,L ; 
afz dz ae De (s € R,s40,sF >0) 
1 b 
5 .r* = n+2 —— n+1 ; 
4.* | x- L”dr Pint au gr^ (n € N,n #0) 
1 b (nez.n on t 
5 E L"da = ————L"?- p 
a (m42) ener 1) n#-2#n<0,2#-) 
a 
dr 1 b 
E: = —InL («#-2) 
rdr rz b b 
7.| BE = (ss -2) 
zdr b 1 b 
[zur ;lnL (24-2) 
9 [= 2 E L^"dx (参看 第 5 个 积分 ). 
z?dr 1 (1-9 2 b 
z'dr 1 b? b 
z?dz 1 2b b? b 
2 zd 2 
13.| z*dzr E d 1 — 2b T b e 
L” a \ (n—3)L"-3 (n—-2)L"^? (no—1)L"-! 
(nem n» 322-2). 
rdr 1 /L’? 3? 2 3 b 
"1 L = 44 ($ "gd m L-VinL) (ss -2). 
gde 1 (i? 2 p b 
z?dz 1 3p 5 b 
16.| T3 = a (1c sc - L +a) («#-2). 
zsdz 1 30 3? o b 
17. f rz: = 5 (ns T 2L2 s) (zz . 
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L” at 


| zdr 1 zi 3b 3p? p? 
18. i 4 
(n—4)L"-4 ' (n—3)L^-3  (n—2)L"-? ' (n— 1)L^-1 


(2 -bneNn>4). 


19. | = z x ht-5( t ) zd 

(040,042.24 0,neNn>0). 
当 n = 1 时 , 和 是 平凡 的 (一 项 也 不 包含 ). 
20.| So =- E+ Sine (24-2240). 


dr 1 Af n \ (aiz! L L 
ai. | 57 EE | » ( i (i— 1)Li1 *z Ba 


(ss - Lie nen 1). 


de ifs E tet P b 

22. | = je [ating - zi (24-2240), 
dr  — 1 4, L x I? 3aL b 

2. [gne L to z t-70 . 


dz i f eaf mE (ae á ær 
24. — | Um i MN 
| sm bnt? | 2, ( ; (i — 2)Li-? T 2g? 


i=3 


2 
(n E n umet 1)a nz 


(ss - Laon enn» 2). 


+ xoa [«"1^: Z E je — b" L"dz,n € N,n £ 0, 则 等 式 左边 的 L^ 


可 以 作为 二 项 表示 来 处 理 (参看 2.2.2.1); Hm EN, m z 0, WERA LÉI (L — b)” 
可 以 作为 二 项 表示 来 处 理 ; 当 n € Nm € N BH. m « m 时 , 右边 的 表示 更 可 取 . 


含 两 个 线性 函数 az 十 b 和 cz 十 d 的 积分 ” 作 如 下 假设 : 


Lı =ar+b, L2=crtid, D-—bc-ad, a,cA#0,DAO. 


车 D = 0, 则 存在 一 个 数 s. 满足 Lo = s Li. 
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TX — gg 
a 
not b 


N 
- 
— LJ. —€UL—— 
Sle 
Eg 
Sa 
Il 
Slr Ble Sle 
By 
| 
5 
[an] 
S 
| 
le 
=) 
Im] 
N 
Nit 
s 8 
8 $ 
| 
lo 
8 
$ 
| 
SIA ol& pia ol& ola 
c unn "euren ee “Nee ee” 


PLL:  a?Dli aD? 


xdr 1 b d cbh+ad, cl, b d 
32. = 一 me 三 一 =F 
[a D? (z tu B 273 (sz pU A 
rdr —-1/ MW d? 2d. cli b d 
33 | 2 = — | = 4 SS | 
P D? (= tal D ne) c yr *) 


含 二 次 函数 az? + bz +c 的 积分 


Q=az*+br+c, D -—4ac—W, a € 0,D z 0. | 


4 D=0N, Q 是 一 线性 函数 的 平方 ; HQ 在 分 式 的 分 母 中 , 则 在 积分 区 间 没 
有 Q 的 零点 . 


2 2axr+b 
——carctan D » 0), 
了 53 ( ) 
daz 2ar +b 
34. | 一 = artanh ——— (D <0 H |2az + b| < /—D), 
| Q -5 V 一 万 | | 


1 met b—.—D 
V 一 2ar+b4+V7-D 


35 | dz 2ax + b | dz 


(D « 0 H |2az + b| > V-D). 


Q^ (n-D5Qg!" =D eo 
zdr 1 b [dz 
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zdz bz + 2c b(2n - 3) [ dz 
"ms Ex aa esd bas 
zd. b — a dz 
38. E = = zs — nQ + IE: (参看 第 34 MAD). 
c dr (n—2)b [zdz 
so. | oe (2n — ee aisi tu 
(参看 第 35 和 第 37 个 积分 ) 
ede get (m — 1)c | gc” 2dz 
m | Q^"  (n-m- 1)aQn-! T (2n — m — 1)a Q^ 


(n — m)b [^w 


~ (2n — m — 1)a Q^ 
(m £ 2n — 1; Zim = 2n — 1, BASH 41 个 积分 ). 
r?” lda = im C | ze" 3dr b | r? dx 


[ge a ee r 
ajg- pine -£[% (参看 第 34 个 积分 ) 
UE Bi EE eta] eT 
4 [35- nS - 1. (zs - 3 ES (参看 第 34 个 积分 ) 
本 | EE ee Le 
各 te 二 | re 
ul c m EI f EE 2d o | 
tage aa |G (参看 第 34 个 积分 ) 


含 二 次 函数 a? + z” 的 积分 


x 
arctan—, ER”, 
a 


T 
Q=@ rz?,P— ^ ae ZU —"Hl|z| < a, 


ZB —” Alz| >a. 


在 a? xa? WHS "c" +, 上面 的 符号 对 应 Q = a +27, 下 面 的 符号 对 应 
Q=a?—2?,a>0. 
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dz gi 1 


a. | T oP, 48. | 7 ag zs 
19.) Gm gage tag tae? | get = marge meg 
TETEN oo [BE 
[zr 4 54. | d xg 
55. | re = te FP. 56 E = Tus + =P 
sr. | zur - Tuy + zai + zP. ss. ou = a x | 
se. E = Em. = “ind. 60 | a zx sing. 
上 面 的 第 50, 54 和 58 个 积分 要 求 n #0, 第 62 MEEK n > 1. 
TEREN oa [ae at 
65. = gag tag toe .| uu 

dz 1 £ 3 


ee a ee 
atx T 2a*Q F 2a5 

dz oA as x Tx 15 p 
Z2Q3 aSx 4a4Q? T 8a$Q Tat 


dr —— 11 1 1 nz. 
aH 2a4Q ^ að Q' 


dz 1 1 1 3 in 
z3Q?  2a63? T a&Q T 4a4Q? F Ja Q' 


1 c b 


含 一 个 三 次 函数 aè 土 ”的 积分 


K = a3 土 z3, 在 “ 士 ” 这 个 重 号 中 , 上 面 的 符号 表示 K = a +r, 下 面 的 符号 表 


m K =a 一 23. 


154 BOR AX. BAR 
dz  ; 1 (a X x)? 22 Fa 
73.| K 603 a?^rxaz4z? * a aV3 | 
ph | 
K? 3asK 3a3] K 
rdr a? Far+ r? 1 ca 
75. | — = l + — arctan à 
K 6a (a X g) aV3 aV3 
pina SERI 
f 2 ^ 3a3K 308] K 
Z2dz 1 
77. x *jlnK 
z?dr 1 
7s. | Ka T3K^ 
ada 3 [f dz 
79. att Fa IE: 
a?dz x 1 fdr 
80. | K? cibi 
dz z? 
dz 1 1. 2 
| aK? ~ 308K xx 
dz 1 1 «dz 
,| “Be TK 
84 | dr 1 x 4 ES 
`J 22K? az T 3a9K 3a6 K 
dz 1 1 fdz 
d | eK atx? ' a3 | K 
86 | dz 1 a 5 IE: 
da3K? 2a6z3 T 3a6K T 3a6 J K 


含 四 次 函数 att at 的 积 


1 z? +ar V2 +a? 


1 
十 一 一 二 | arctan 
2a3V2 ( ( 


r? 


= —sarctan—. 


2a? a? 


一 一 一 n 一 一 
4a3V2 x? 一 azV2 十 a2 


m 1 
a 


1 z? +arV2+a? 


一 一 一 一 一 一 
4aV2 «2? —arV2+a? 
a m CE) + arctan ( 
+—— | arctan | —— +1] + arctan 
2aV/2 a 


z 
) + arctan ( 


(参看 第 73 个 积分 ). 


(参看 第 75 个 积分 ). 


(参看 第 73 个 积分 ). 


(参看 第 73 个 积分 ). 


(参看 第 75 个 积分 ). 
(参看 第 75 个 积分 ). 
(参看 第 73 个 积分 ). 
(参看 第 73 个 积分 ). 


2) 
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3. 一 一 M Lm zi 
9 ee a s E arctan 
3 
ade 4 " 
s. | 37 qinta 一 Z ) 


利用 部 分 分 式 分 解法 进行 积分 的 特例 


95.| dz =u| dz +o| dz +w| dz 
‘J (z +a(z+b)(z+c) Jata z+b rte’ 


1 1 1 
2 = E] 


(b-ayc—a)' (a—b)(e—b)’ . (a—c)(b — c) 


96. | dz =| dz zl dz +o| dz +w| dz 
`] (w+a)(x+b)(z+c)(r+d) J rta z+b e+e r+d’ 


1 iL 


,a,b,c 互 不 相同 . 


t 


= (b-a(c-ay(d-a) "- (a-—by(c-b)d- b) 
B 1 T 1 
= (a-o(b-od- o (a — d)(b — d)(c — d)’ 
a,b, c 互 不 相同 . 
dg 1 bdz ddz 
a7. | (a+ bx2)(e+dzx2) ^ be—ad (i -|5) (e~ad #0) 


dz s. dz dz dr 
S» 本 


u,v, w, a,b, c, 参看 第 95 个 积分 . 
0.9.5.0 AS Ba AR 
SEAR. Ja 和 线性 a? br 的 积分 


| 


bz 
arctan EE. ER” A 


_ 38 2 = 
Lsa bg, M= na ones 
a — byr’ i 
E L= @ tbr HESH, 上面 的 符号 对 应 L= 0? +br, 下面 的 符号 对 应 


L=@— bx. 


jn 
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3 3 2 
Vasde _ ,2Va3 | 3a? VE _ 3a yy 


dz 2 
dz 2 2b 
104 三 一 
LVr3 a? /r aè 
dz VT 1 
105. == 
m Lr aL F rd 
dz 2 3b zr 3b 
106. =— x 
= lez a? Lz d g 
SEAR Vz 的 其 他 积分 
2 
107. | ee je ge 4 — arctan bye 
p-ctz 2pV2 7z 一 pV2z 十 D2  pV/2 
108. | 万 = l yee 2c p arctan 
(p FW 2p3V2 x—pV2xr+ p? 
zdr p+Vr 1 vr 
109. | EX arctan-—. 
p-r? 2p p-yr p p 


dz E p+ vz | 
ao (pt — x?) Je x p- va" 
含 平方 根 函 数 Var +b 的 积分 


105a3 


| 
| 
T je vias 2(15a?z? — 12abz + 86?) VI? 
| 
| 
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(参看 第 117 个 积分 ). 
(参看 第 117 个 积分 ). 


(参看 第 117 个 积分 ). 


(参看 第 117 个 积分 ). 


(参看 第 117 个 积分 ). 


(参看 第 117 个 积分 ). 


09 R 分 R 
i (= _ 2(3a?z? — 4abx + 8b?) VL 
d JL 15a? j 
— m YL- vb b>0 
ur. | 7 = 4 "ME Vb! 
um t b«0 
Xe an 一 i 
L 
us. | “Zax = avr +| -5 
a aVL 
us | de _ VL Al dz 
“J xz2vL be 2b] xL 
120. | Hae = E sf = 
x c 2) z/L 
ia. | dë —— VL vA dx 
'Ja"V/L — (n—-l)z^-!  (2n—2)b ] gr VT 
TS 
122. | Vds = E i 
5a 
123. | s* Vds = 5 = 25 (SVE — Tbv L5). 
4/79 AS TE 2 /T5 
Ne CM LAM a 
a3 9 7 5 
VL3 JTA 
125, | az = m NE enr 0 |- e 
z zvL 
zdr 2 b 
126. | T =) 
2 3 2 
127.| = 5 YE gyE "|, 
vB oS\ 3 VL 
dz 2 1 dz 
128. = + | 
F- bVL bjgzvyL 
129. dx 1 3a = | dz 
J xz2VL3 beVL PL 2b? J rvL 
arp (2+n)/2 
+n/2 
130. IL dz m 71 Iu 
x 2 LO» pL @=n)/2 
+n/2 a H 本 
131. [az ax = 5 ( 4Atn 2+n ) 
fie 2 L(650)/2 gp r Cm) 19 p LOGS 
2r tn/2 im. I 
132. | ab an = 5 ( 6in 4+n 2+n 


E 
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L^^?g: 2 n/2 (n—2)/2 
133. | gU EE dz. 
T n 
dz 2 1 dz 
134 | ZL"? mab DP 十 | zLo-»m 
135 dz = 1 na dz 
'Ja*L"/ 7 bzLo-2/7 2b) zL"/2' 


含 平方 根 函 数 Var 十 6 和 Ver +d 的 积分 


| Lı =az+b, L;—cr4d, D=bc— ad, D 4 0. 


" uc m zs (Li) ln | aoe Frac < O,sgn(Li) = E 
T 2 
136. | = 
Lila ree) artanh SEN 车 ac > 0, AlcLi| < laLzl. 
Vac aL2 
zdz VLiL2 ad+ =| dr BE ag A 
137. - 参看 第 136 个 积分 ). 
A hr ( iii 
138 | dz EN 2/ Li 
‘J VJB — DL; 
2 cvy Lı 
t , De<0 
- | 7 ve De c 
“J LeVian cv Li — v De 
EN o i ee Dc » 0. 
C cVL;--vDc 
D +2aL2 D: | dz pa 
. = Ta ds D 136 个 积分 ). 
140 | Lı Lodz "em dn es VEI (参看 第 RAT) 
jm D zl dr ) P 
141 dr = L VIAL —— 参看 第 136 个 积分 ). 
a rap Ua Ra] aa | ix 
VLidz _ 2vL LIE dz 会 A 
142. 参看 第 139 个 积分 ). 
| - - m ( ) 
Li dx -np| 482) 
143. 一 一 一 | v Ils . 
[2 - BEDS (vz j VL 
dz 1 
uL | T “Dd t d (" 23)°| Ju 3! 
145. | Viz3daz= PT MS ; (az Tn be + D| ae) (参看 第 143 个 积分 ) 
(2n 十 3)c VLi 
T 1 (-4 Jp dz A 
? Tel oe? VLLL 


含 平方 根 函 数 Va? 一 a? 的 积分 
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147. | VGar = 5 (=VG+ozarcsinz ). 
148. | 2Vade = -1V@ 
149. | 2VGdz= -3VG F+” (2VG V/Q 4- a? arcsin 一 = | 
150. | * /Qas = VE a. 
5 3 
151. | Par = VG - ant t2 
152. | Kar = uM = arcsin=. 
VO. — wg. io av 
153. | “Fae = op? + o4 ln EE 
154. | =a = arcsin— 
is | 22 = - va 
156 | TE = -FVG+ arcsin? 
ur. | = = VE ag 
dr — 1, a+ VQ 
158. | 5 - - in x 
dr VQ 
159. | 20 ME) 
dr VQ 1l, ac-/Q 
160. | 555 7 zs sh 7 
161. v/Q3dz = 1 (sva « + VQ+ S arcsin) ‘ 
162. | a Orde = -5 VÆ 
2 
163. | Verde = -7 fs = S. ad m + D arcsin?. 
2 
164. [2° (Bae - S. - * c 
ies. | Vars €. Le yg ein ta 
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166.| VO ae = = - Še y - 3a?arcsin®. 

107. | VP an - YO _ Viva Lin, ove 
168. | a = 215 

169.| a = m 

170. | = = 万 — arcsin”. 

m. | Um Iur $. 

12 | m is = dnt t ve 

173.| EN - m (2 n <5) 

M E ü nA i aA sent 


含 平方 根 函 数 Ve? + a? 的 积 


175. | VQdz = 3 (=V5 十 aarsinh= ) = jleVG + a? (In(z + /Q) — Ina)]. 


2 x 
177. S = VE = = (zvQ + a®arsinh= ) 
= 5 Ve 一 E a? (In(z + VQ) — Ina)]. 


2 3 
178. [a Var = VE VT 
179. | ar = VG- am + YQ 
180. | War = US + arsinh= = a + In(z + VQ) — Ina. 
VQ, Ve 1,a+VQ 
182. | S = arsinh = = In(z + VQ) — lna. 


09 积 分 表 

183. | 25 = va. 

g’dz z a „qm ¥ a? 
184. | JG E Q - Sarsinh~ = Z VQ — z (In(z + VQ) — Ina). 
is | - VO 279. 

dr — ly actyQ 
186. | “= l OS 

dr VQ 
187. | m =~ 

d +Ve8 
188. | — + sain ate 


as = 1 (2/9 Jg 
=} ve 


3a?x 


2 VQ- 


3a” ; VQ S ain?) 
2 a 
3a4 
z ee + vQ) - ma)) ‘ 


[va = 2 VO. 
191. [ gras = 2v" aro =e — 


24 16 

amar a zye DA. ‘eV © (ns + VQ) - Ina). 
192. [a° V@da - ve z PV 
193. [x VO a, ` = +a yQ- aint t VO 
194. [x VO do E. + Se VQ + 2o arsinh? 

--Y9" + sovQ+ oe + vQ) — Ina). 

195.| VO ai=- Æ, SAQ- jas (249). 
196. | a = 2 
197. | a - E 
198, | 5 = -g + arsinh = Jg + VQ) — lna. 
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J zr2VO3 ^ af 
202. | = Ba ag te, 
z34/Q3 2a?z?/Q | 2a*^Q 2a5 T 


含 平方 根 函 数 Vz? 一 a? 的 积分 


Q=, r>a>0. 


203. | VQdz = 了 (zVG 一 a”arcosh= ) = jleVG — a? (In(z + VQ) — Ina)]. 
204. | n/Qae = Va. 


205. | z? VQdz = 1v a (zvQ 一 a?arcosh= ) 
=jVG+ 5 oa! (In(z + VQ) — Ina)]. 


206. | x" /Qaz - Je 4 PU. 

207. | Rar = VQ - aarccos* = VG — a[n(z + VQ) ~ Ina], 

208. | San = E + arcosh = = A9 + In(z + VQ) — Ina. 

209. | “Zax = ae 十 元 arccos2 = = + = t z+ VQ) — Ina]. 
210. | 7S - arcosh? = ln(z + VQ) — Ina. 

au. | =e T rl 

212. E = TVA o arcosht = 2 VQ 7. > [In( (z+ VQ) — Ina]. 
213. | E - ue ta VQ. 

a14. | Ta = * arccos =. 


dz VQ 
15. 二 一 一 . 
M E atx 
dz VQ 1 
16. = A. ex 
216 E aij + Ja zz arccos“ 


air. | Vaz = 了 (ev aa P VQ? 30 arcos? 3 
(sve - nr 2 vg? 3 Info+ VQ) 一 ina) ; 
218. | z/Qias - Ve. 


2 
219. |2 Qa = ae + = M s + “arcosh 
2 
EN AEN P ie yO) 
a 
220. | a? /Q3dzx = we, Pus 
221. [Pa S a? /Q 4- a? arccos — 
222. | VO" ae 二 一 E, z vQ- he 
三 一 VAR + Sey- 5a? [In + VQ) — Ina]. 
223. | VO as =- ve + = 一 3oarccos2. 
dx x 
224. | Je = BIG 
> [| zdar 1 
225. | JE = -v6 
2 
226. | a = -5 + arcosh = = -5 --In(z + VQ) — Ina. 
3d 2 
227. | TF =VJQ= "UD 
| da 1 sgn(z) a 
228. Je O è arccos--, sgn(x)=1,2>0;sgn(z) 
z 
dr 1/VQ c 
229. | = gi Ede. (2-5) " 
dz 1 3 3 a 
230.| as = Qa2x2 JO P 20 JO D San ae 


1) # |z| > a, 则 当 x < 0 时 , 该 积分 也 成 立 . 


Ina]. 
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=-1,2<0”. 
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第 0 章 


公式 、 图 和 表 


含 平方 根 函 数 Var? 十 bz +c 的 积分 


Q=ar?+br+c, D=4ac—b, 
n n(2/aQ + 2az 4b) C, a» 0, 
"T Juin a b +G, a> 0H.D » 0, 
231. | Ji 
—=In(2az + b), a>0HD=0. 
a 
= arcsin DLL. a « 0HD < 0. 
dz _ 2(2ax +b) 
d Q/VQ DJ 
233. | zug - x: (3 a+ a). 
dé — 1 2(2ax + b) 2d(n — 1) dz 
234. | Q(2n+1)/2 ars (2n = 1) DQ@n-1)/2 2n — 1 | Q(2n—1)/2 
Qaz + b)VQ dz 
235. | vGaz = | d xi] Vg (参看 第 231 个 积分 ). 
236. | @V@ae = £729 (Q4 2) + [SZ (ES os 个 积分) 
2 (2az + (2az + b) VQ 15 dz 
s. quads dCEE- +) * Teg | VO 
(参看 第 231 个 积分 ). 
(2n+1)/2 _ Qax + peu» 2n t1 (2n—1)/2 
is fe d Aa(n + 1) 2d(n + 1) E das 
25. [75 = x 一 IE (参看 第 231 个 积分 ). 
zdr _ 2(bz+ 2c) 
240.| QVQ ^ DJ 
d 1 b d 
a. eagen a | ques (参看 第 234 个 积分 ) 
2 x 
[m - (= z a) JA Ll | a (参看 第 231 个 积分 ). 
2 
243. | ae T Ug os = | a (参看 第 231 个 积分 ). 
244, | »/Qde = QVO. Meet) fg - wed | o (参看 第 231 个 积分 ). 


09 积 ^ X 165 


245. [«0v/Qas = QS ae = x, | @v@ae (参看 第 236 个 积分 ). 


n (2n+3) 2 b * 
246. [sa +D/2dz = rm : i E | Qed, (BRA 238 个 积分 ). 


247. [2 VQae = (« - x) eva E SU. hae | vQdz (参看 第 235 个 积分 ). 


4a 16a? 
I pV + 20+ be "—-1 
€ 2x 
m Jesi e c» 0RD » 0, 
M vaT] 1, 2 
T 
ag d c» 0RD = 0, 
[6 T 
Hasni, c< 0H.D <0. 
dz JQ bf dz 
49. M i A 参看 第 248 个 积分 ). 
wa |: (参看 第 248 个 积分 ) 
250. = VQ+ abe Ed (BAA 231 和 248 个 积分 ). 
vVQdz vQ dz b Pa r 
AERIS c a| G+ > (参看 第 231 和 250 个 积分 ). 
(2n—1)/2 
252 dz = +2 QCD dr +e Q m 
£ — 1 +9 x 
(BBA 238 和 248 个 积分 ). 


dz 2 
A CAN ra 
zvar? + bx ba V 7 TNS 


dz . £-a 


2 
= 2ax — x? + aarcsin 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


2ax — x? 


— 2 a 
256. | y 2ax — z?dxz = = 5 Ly — x + Saresin = 


含 其 他 表达 式 的 平方 根 的 积分 
dx 
57| (ax? +b)v cr? +d 
1 rv ad — bc db 
Jida ee ere ad — bc > 0, 
7 1 l Vbv/cz? +d + zvbc — ad ad — bc « 0. 


一 一 一 一 一 I 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
2VbVbc—ad VbVcr? +d —xvVbc — ad 
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258. | t az + b ds = MTD y az +b 
(n 4- 1)a 
259. «E _nar+b) 1 
Vartb (nla Yar +b 
260. | ——] -2n a+ Var +a 
zv z^ + a? na Jam 
2 a 
261. j^ mcm = a 
vVzdz 2 .， mA 
262. | X7 = g resu (3) s 
特殊 多 项 式 积分 的 递归 公式 


263. * [z^ + b)*da 
= 1 
| m+nk+1 
_ 1 
~ bn(k+1) 
1 


= m+ rij |n + pti — a(m 4 n 4 nk 4 1) | g" *" (az x: p*as 


ier 4-b)* + nkb | z"(ar" + dz| 


|" (az" +b)" t! --(m-4-n--nk4-1) [etar aa] 


1 m-—n-41 n k4+1 | m-n n k 
=- + —(m-n+ +b) dz| . 
al ki) |e (ax” +b) (m—n-4-1)b | x (az +b) dz 


0.9.53 三 角 函 数 的 积分 0 
含 函 数 sinaz(a 为 实 参数 ) 的 积分 


1 
264.* | sin azdz = 一 一 zs QT. 


1 
sin? ardz = js — — sin 2ax. 
4a 


265.* 


267.* | sinf azdz = x e — sin 2axr + ER sin 4oz. 
da 32a 


266.* ES azdz = a cos az + ES cos? az. 
[o] 3a 
268.* | 


saniel 

一 工 = 

sin" and = S2"  ememam | n- | sin" azdz (nX ERM). 
na 


sin az T COS QT 


269.* | zsinazdz = 7 
a a 


1) 对 于 那些 除了 包含 sin zx, cos z, 还 包含 双 曲 函数 和 °° 的 函数 积分 , 请 参看 第 428 及 
其 以 下 积分 . 
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2 
270.* | sin azdz = Bu sin az — (= 一 =) cos aT. 
a a a 
2 3 
271.* j4 sin azdz = zz AA sinoz — (= — PS cos QT. 
o? at a ae 
272. Jar sinazdz = —L— cosoz + Č p cosaxdz (n > 0). 
a Qa 
.[sinor, - (ax) (az)5 (ox) 
RE | jy "mx qQ EN LET 
? sint "m " 
积分 | Sh GRA ER, 记 作 Si(z)]( 参 看 0.5.5). 
0 
3 5 7 
> T T c 
S=- gt. pU. 
px | EE ec | a (SER 312 个 积分 ) 
275. | ct NEN | SOF gz (参看 第 314 个 积分 ). 
g^ m—1 gn-i n=1) z”! 
dz 1 ac 1 
276. | — = | cscazdz = 二 mn tan— = —In(cscaz — cot az). 
sin ax a 2 Q 
277. | - = —— cotar 
sin? ax 
dz COS QT 1 ac 
218. 二 一 一 一 一 一 一 十 一 ln tan—. 
E QT 2a sin? ax T 2a "o 2 
dz 1 COS QT n—2 dz 
279. 二 一 一 一 一 一 — » 1). 
| sin? ax o(n—1)sin"^!ozr m-1 | sin"? ax o> p 
ade — 1 (ox) 7(az)s  31(axr)’ 127(az)? 
2. | e (on $2 TS 3-7-7 3-5-9! 
29981 = 1) " 
TM Bas nl.) 
nali Pent 
Bon 为 伯 努 利 数 (参看 0.1.10.4). 
2a1.| aus snz cot az + Lm sin ox. 
sin” ar a a 
282 | zdz E T COS QT _ 1 
`J sin” ax (n—l)asin™ lax (n—1)(n—2)a?sin"~? ox 
n—2 rdr 
> 2). 
Tu 一 1 | sin”? ax “>z 
dx 1 "t QT 
二 一 一 tan (二 一 
283. | Tras a an (3 2 ) 
dz 1 T ax 
284 | Isina 2 b T T) : 
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285. --ftm (T - 27) + Stncos (5 - =). 


E Q 


= = cot (5 - =) + Sinsin e — A). 


d 4 2 4 2 


1 — sin az 


sinazdz _ 1 (2 QT ) 
1 sinar 


sin oz( i à sinaz) a 


| rios 
| I nos 
i 
Juss snas 
a | ease cum da 
I 
| 
| 
| rera: 
| curas 


-xeG- ue. 


sinordr 1l (Z= =) 1 (E e), 


1 — sin az)? ^ 2a 


4 tg 4 2 


sin ozdz 1 ( ee) 1 (3 e). 


1+sinaz)? ~ 2a 


一 一 一 cot —cot 
du i 4 2 * ^ 


; 3sin? ar 一 1 
arcsin | 一 一 -一 一 一 |. 
sin‘ar+1 


d 2 


293. 


pw ax = 3/5 


294. = E tan ox. 


dz 
1 — sin? az cos? o 


sin(a— 8)z sin(a+)z¢ (lalz# |8|; |o] = 18| 时 ， 


295.* [sin az sin Brdz = 


2(a — B) 2(a + B) 参看 第 265 个 积分 ). 
2 Btanaz/2 十 7 2 2 
本 | s E fff oe ' B* > 4, 
B+ysinar 1 y Ptanoz/2 y - VY — B ghe 
ay B" Btanoz/24- 34 3 — Bi T? 
sin ozdr r fp dz AG 
297. | 3 rimas y = 有 (参看 第 296 个 积分 ). 
dz EM: aß v dz 
s | sin az(B + y sin oz) c van, 2 B | B+7Ysinar 
(参看 第 296 个 积分 ). 
299. dz » Y cos ax B | dz 
| (B+ysinaz)?  o(8? —42)(8 + ysinaz) * B? — 3? J B+ysinaxr 
(参看 第 296 个 积分 ). 
300. sinazdz — B cos aa: y | dz 
| (6+ysinaz)2  o(y?— B2)(6+ysinaz) * y? — 8] B+ ysin az 
(参看 第 296 个 积分 ). 
dz _ 1 624+ tanar 
301. | x Mta m ag [Bi +2 NO (8 > 0). 
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1 B2—7Y? tanar d. 3 
ta B^ 3,80, 
302 | dz _ | o / B- 8 ? 
.| =E 
8? —4? sin ax 《 AU pV- e tan az 8? tan oz 4- B B. B>0. 


2o 4/4? DEN Poe v3? — 8? tan az 一 B 
含 函数 cosar 的 积分 


303.* | cos azdz = 一 二 sin ox. 


304.* | cos? azdz = a + A sin 2az. 
2 4a 


1 i 5 
COS 3azdz = = —sinaz — — sin” az. 
a 


3a 


cos^ azdz = 3 十 : sin 2o + zd sin 4o. 
8 4a 32a 


cos" azdz = Jes? azdr (EN). 
na 


cosax | rsinoc 
zcosordz = ———. 


a? a 


2 2x 2 " 
Z cosazdzr = 一 z cosaz + | — — -, | sinaz. 
a? a a 


2 3 
310.* | £? cos azdz = (= 一 x) cos QZ + (= — A) sin oz. 


ag 
z"snar n 1 
z^ cosaxdx = 一 -一 一 一 一 | 到 sinazdr (n €N). 
a a 


311” 


| 
jæ 
‘| 
d 
| cos" ar sin az př = 1 
il 
"| 
| 
p 


a12. | C08 OF ap = oa á (oz) (ox)? T 


. 21 4 - 4! 6 - 6! 


广义 积分 ] PAM 记 作 Gi(z)( 参 看 0.5.5). 


=Cting— 4 2 295 二， C 表 示 欧 拉 常数 (参看 0.11) 
B 2.20 4-4! 6-6! i - cdm a 


dz = 


(参看 第 273 个 积分 ). 


cos ac cos QZ | sin axdz 
E E |) See 
€ 


cos ax cos ax a [= sin oni 


) 
| 
ma | em eee a 
| 
| 


(n z 1, 参 看 第 275 MAD). 


1 
= seconde — —]ntan (+ + S = 3 oilsecost + tan az). 
a 2 4 Q 
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317 IE —— + : Intan ($+) 
‘J cos3ar  2ocos?oz | 2a 4 $4 
d i — 
31s. | roo 1 sin ax n jJ dz ino T). 
cos"or  o(n—1)cos"!or n—1) cos"-?ox 
319.| zdr _ 1 ((az)? (az)  5(az)" | 61(az)* 1385(aa)!9 
'Jesor a2\ 2 4.2! 6-4! 8-6! 10-8! 
Eon (az)??? 
a Eon D 参看 0.1.10.5). 
Lec (2n -- 2) Gi + 2n 为 欧 拉 数 (参看 ) 
d 
320. | ES = 二 tanaz 十 L Incos az. 
co? ar a a 
321. | rdr ZSin QZ 1 
“J costar (n—1)acos"-!ar (n—1)(n —2)a? cos"-2 ax 
n—2 xdr 
———— 2). 
EIL in > 2) 
1 ax 
2 [th bow (T) 
| Ms: 2 
1 ax 
323, | “= — Bi go 2 
T acr 2 ar 
324. | Tene = jg; mu + ga ln cos DE 
I 2 ax 
. zdz _ 2 acl E 
325. | ee co t2 2 E d nsin 2" 
326. | cosaxrdx "X 
1 + cos œx a 2 
327. Fro ot ak 
1 — cos QT 2 
T QT 1 QT 
Sop) = n, 
o | E05 (1+cosaz) ” intan (3 * 2 ) MEE 
Xo. 0c 1 ax 
2 Int (3 =) 一 二 cot 2, 
| seat (1-cosoz) 一 at ? 2 ndi 
1 ar 1 3 QT 
= 一 一 二 一 一 —t Rass 
330. [araa 2a tan 2 Tao an -z 
4 ax 1 30 
331. | 7 — Soap Sa E aa 2 “ta” 2 
cosoazdz 1 QT 1 3 QZ 
= — tan — — — tan? —. 
332. | easy 1 十 cosaz)2 2a 2 6a T 2 
Seer 1 ar 1 3 QT 
= 一 cot 一 一 一 cot3 一 . 
533.| ER Jl 2a 9 ba 3 
334. arcsin 1 二 3cos az 
ates = ae 1+cos?ax J` 
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d 
335. | = = = ES = zi cot az. 
1—cos?or sin?ax a 


336.* [cos az cos Brdr = ginta — pje i E i 
2(a — B) 2(a+8) SAF 304 个 积分 ). 


(8 — y) tanox/2 


2 2 2 
— arctan 2—————————— , B* yf, 
m | án o / B? — 72 /BY — 42 
detya 1 „Oz 8) tanan/2+ VP-P pv 
n y. 
ayy —B* (y — B)tanoz/2 — fy? — p? 
cos axdx à § dz 
338. | 二 一 一 一 三 一 一 一 | 于 一 一 一 一 参 sar A~ 
| y "lace (参看 第 MR) 
dz 1 ax n ^y dz 
ee leer 1 =e 
339. | rEETTI ES anten (G 2 ui | 
(参看 第 337 个 积分 ). 
340 | dz ysinax B | daz 
`] (B+ycosar)? aly? — B2)(6+ycosax) 4? — B8? | B+ 3 cos ox 
(参看 第 337 个 积分 ). 
341 | cosazdr B sin ax y | dx 
“J (B+ycosar)?  o(8?—-42)(8--*cosox) 8? B -- ^4 cos oz 
(参看 第 337 个 积分 ). 
dz 1 Btanax 
342. = arctan——— —— ——— > 0). 
| ap ae Ped 
1 B tan ax 2. 2 
——— arctan =, B^ 437,820, 
T | dz apy 8? —y? y ma 
f -—rear c 1 j P tan az - Vy — p? 25.82.80 
2084/432—8? Btanaz 十 VD72 一 52” 
含 函数 sinar 与 cosaz 的 积 
* 1 2 
344. [sin az cos azdz = c sin* ox. 
in4 
345." E az cos? azdz = 5 一 
346.* | sin az cos azdz = aaa sin"*! ax (n EN, BAR 358 个 积分 ). 
1 
347.* | sin az cos" azdz = -———— cos" oz (mn EN, 参 看 第 357 个 积分 ). 
a(n +1) 
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: n—1 m-1 
: sin” * ox cos ax 
348.* E az cos”azdz = — —————————————- 


dz 
sinorcos"or a(n— A cos"-l ax sin ax cos"? ax 


(n zz 1, £858 347, 351 和 353 个 积分 ). 


357. 


a(n +m) 
a= sin"? ax cos" ardx 
n+m 
:nn 二 1 m-—1 EX 
"S o Mi s O i 1 | sin az cos"? azdz 
a(n +m) n+m 
(m,n € N;n > 0; BAH 359,370 和 381 个 积分 ). 
1 
349. = —]ntanaz. 
sin az cos az 
350. | — = asd Intan(7 +S) - E : 
sin?orcosar a 4 2 sin ax 
351. | Ba sA ln tan — + 1 
sinax < ar Qa 2 cos ax 
352. l= = x (mtanaz — m : 
sin?orcosor a 2sin* ax 
353. | mas = 2 In tan oa + ————— 1 
sin ax = ar a 2 cos? ax 
354. | 5 = E cot 2o. 
sin? ax cos? ax a 
1 sin ax 1 3 ar 
355. - zt (3 =) 
— 2arcosar a ess mar 2” s> LU 2 | 
356. jac = t I + Pin tan = s 
sin? ax o or a\cosax 2sinzar 2 2 
358. | mesa "- 1 7 | NW - 
sin" oz cos QT a(n — 1)sin" t ax sin"^* ax cos ax 
(n 关 1, £858 346,350 和 352 个 积分 ). 
1 
359. |a rema —— : 
sin"orcos"oar o(n-—1)sin?-!orcos"-! ar 


n+m—2 | dz 
+ = n—2 
n—1 sin QT cos" QT 
= 1 it 
~ o(m — 1) sin*-! ax cos"-! ox 
n+m-—2 | dr 
+ ZEEE Loan mere E MERIT 
m-—1 sin" az cos?-? ax 
(m,n € N;n > 0; 参看 第 348,370 和 381 个 积分 ). 
i 1 
360. | i = = Anecd 
cos? ar acosar a 
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361. | gr = 1 "E TT». 
‘| costar  2acos?aoz 2a © 2a’ 
362 | Renee _ 1 
cos” ax a(n — 1) cos?-! ax 
i d 1 
303. | Eos 一 一 Sin ox 十 Titan e + =) . 
cos az Q a 4 2 
Pa” x 
sin^ azdz l| sin az 1 a ar 
364. | cos? ax a E oc Quem G T +) i 
sin? oxdz sinaz 1 dz 
365. = | 
cos” ax a(n —1)cos"-tar  n—1] cos"-?or 
(n € N,n > 1, 参 看 第 315,316 和 318 个 积分 ). 
3,8 "E 
300. | sin azdz _ 1 (= ax + Incosac ) 
cosa [o] 2 
367. | aS Bon = 4 c QZ 十 ) ; 
cos? ax a COS QT 
23 
sin? ozdrz 1 1 1 
ibt c" a ECL a N,n > 3). 
#68 | cos” ax a la —1)cos"-!ax  J(n-—3)cos"-3 =| e A Da) 
369. | sin" OF dv — sin”! az | sin"? azdz (ne Nn» 1). 
COSQT a(n — 1) cos ax 
X sin” ax de sin"*! az n—m-42 | sin" ax x 
cos? o o(m — 1) cos?-! az m-i cos" -? ax 
(m,n € N;m > 1) 
_ sin” lax n—1 f sin"? azdz 
^. a(n—m)cos"-lory n-m cos™ ax 
(m n, 参看 第 348,359 和 381 个 积分 ) 
snl + n—2 
sin ax n—1f[sin" ^ ardzx 
se ee eee N; 1). 
a(m—1)cos™-lax  m-1 | cos™—?2 ax am Ga RO 
n. | Ls o PN MN JUS 
sin’ ox o sin az 
372 | ae 1 T | cot^az Er 
'] siðar  2asin?ar — 2a 2a 
d 
373.| 877 r I = 
sin” ax a(n — 1)sin"~* ax 
2 
374. | Em mar ds 二 一 (cos az + ln tan =) 
sin ax 
ars, | pede =— 2 (23% + Inten 2). 
sin’ ax 2o \sin* az 2 
376. | cos? axdz " Jl = +| = 
sin” ax (n— 1) \ asin"! ax sin" ^ oz 


(n € N,n > 1, 参 看 第 279 个 积分 ). 
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3 2 
d 1 
377. | end (= = + Insin az) 
sin ax a 2 
3 
378. | -i (sin az + ) 
sin^ ax sin ax 
3 
1 
379. |2 Se 8 — L (n € N,n > 3) 
sin” ax «|(n—3)sin"?oar  (n—1l)sin"'oz 
n n—1 n—2 
cos" ax cos" QZ cos" ^ ozdzr 
. = 1 
É | sin ax a(n — 1) | sin ax mes 
adi | cos” ordz —— cos"t ax _n-m+2 | cos" Qazrdz 
'] sin"or ^ a(m—1)sin™ az m-1 sin"? ag 
(m,n € N; m » 1) 
za cos"! ax n—1 | cos"? ardz 
~ oa(n— m)sin"" oz n-m sin™ az 
(m £n, £& 98 348,359 和 370 个 积分 ) 
EE cos”! ax _ n=l | cos"? azdz 
^ a(m—1)sin™ ar  m-—1] sin”? ax 
(m,n € N;m > 1). 
1 ax 
2. = t}— git 
38 | at i rae 2a(1 + cos az) *3 ud n 
383. | Han as) qe L Intan (Z +=). 
= nian RES 
cos ax( " = sin ox) Tad csinor) 2a 4 2 
384. | sin ozdz 1 pi cos ar 
cos az(1 + cos or) a cos ax 
385, cos ardz zs L " ji Ear 
sinaz(ltazr) a sin ax 
sin ozdrz 1 1 JT. cr 
- Intan (7 - 2). 
oO |z az(l +sinar) 2a(1+sinaz) Aa d 2 
cos azdz l J ax 
—— a Se, 
EN | 去 az(1 士 cosaz) 2a(1 土 cosaz) 2a akai 
sin oxdz T 1 
==> In(sinoz ; 
388. Pr nica t uas (sin az + cos ax) 
cos oda Ë 1 
=+Ž + —In(si 
389. | Rune 2 T "e n(sin az + cos ox) 
1 ar T 
= —zIntan (S47). 
9m, |i ardcosor o2 Wis B 
1 ax 
= +- (1+ tan). 
dii | a E 2 
1 or + ọ 
一 = 和 ， 
un | 有 E ec wg 
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TP RN: d 
其 中 sin ó = grp ee B 


sin ozdx 1 
393. | a a 十 了 cos ax). 


cos QZdZ 1 
4. | 一 一 三 一 
In ctysinoaz aa + sin oz) 


395. | dz = | d(z + ¢a) 


B + y cos oz + ó sin az B+P + sin(ox + ¢)’ 
其 中 sin = 一 目 tand= T (参看 第 296 个 积分 ). 
/2 + §2 0 
dz 1 Y 
396. = t 一 七 , 
| B? cos? ax + y? sin? az apy S (3 sat az) 
dz 1 ytan az + 8 
397. = lIn-——————_.. 
| B? cos? az —4?sim?or § 2offy E" tan ox — 8 


cos(a + 8)x cos(a — B)z 
2(a + B) 2(a — B) 
(o? + B, 4a + BN, 参看 第 344 个 积分 ). 


398. | sin ax cos Brdr = 


含 函数 tanar 的 积分 
1 

399. [tan azdz = ——Incosaz. 
a 


tan ax 


400. | tan? axd = 
a 


1 
401. IE azdz = — tan? az + EM COS QT. 
2a [s] 


402. | tan” azdz = — M tan" az 一 | tan”? exdz. 
a(n — 1) 
3 3.5 5 7 79 
ac ax 20° 17a x 
403. [e tons = 8 bua 
"e E mo 
l 92h ion E 1)Bg,o7^ 152m 1 n 
| (2n 4- 1)! ` 
tan azdz (ar)? | 2(oz)? , 17(ox)' 
404. | 一 一 一 一 一 一 一 一 see 
n | T PE 75 2205 + 
gentgan ae 1)B2n (ax)?! a 
(2n — 1)(2n!) ] 


已 2 为 伯 努 利 数 (BF 0.1.10.4). 


tan” oc 1 n+1 
* 2— ee —1 LI 
405 | mei pues dz als D tan"" or (ni-1) 
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tanaz+1 2 2a 


tan ozdr È 
i Ip a 


d 
406. | as eedem a L he ax + cos az). 
1 ; 
T 一 In(sin az + cos oz). 
2a 
ZAR cotar 的 积分 


408. | etarar = E sin az. 


409. Joe ardz = E. ll 
1 1 
410. | cot?ardz = ———cot?^oz — 二 In sin oz. 
2a Q 
411. Joc axdz = — — M— 一 | ettari (n #1). 
a(n — 1) 
3 3.5 
412. | scot andr - 2 一 a a eee 
2?" Bo a2” 1,,2n+1 
—— MM ——— — «V Bon, 参看 0.1.10.4 
NES 2 为 伯 努 利 数 (参看 ) 
413 jo LLL dii (ax)? E 2(ox)? > 
i ox 3 135 4725 
2?" Bo (ax)?! à 
= n EE BGs 参看 0.1.10.4). 
mE Bon ANAK (SE ) 
cot” ox 1 
414. dz = ——— —— cot” t! —1). 
| sin? ax E a(n 4- 1) = es el] 
dz tan ordz 
| | Senor 5 个 积分 ). 
as. | TE | (8:855 407 MAD) 


0.9.5.4 ” 含 其 他 超越 函数 的 积分 
€ e^" 的 积分 


ee 
a o? as)’ 


= 
[an 
e 
* 
8 
3 
oO 
Q 
8 
Qa 
8 
| 
8 
3 
© 
R 
B 
3 
—À 
8 
3 
rar 
R 
8 
on 
8 


C (ax)? (ax)? 
420. [a zl = t 33 r+ 3.3) 7 , 
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广义 积分 | 全 df 称 为 积分 指数 函数 , 记 为 Ei(z). 当 z Of, 该 积分 在 + 一 0 处 发 散 


一 Do 


此 时 Ei(z) 是 这 个 广义 积分 的 主 值 (参看 0.5.5 和 0.7.2). 


bil i 2.2! ' 3-3! n-ni 


c t 2 3 n 
(C 为 欧 拉 常数 , BF 0.1.1). 


ee 1 e? eT 
an. | ar cr ( aad +a| Sar) (n€N,n>1). 
422. | oP yk 
l4e** a lie 
dz T 1 ar 
423. | Be age t€) 
e** dr 1 ae 
424. | B 4 veas ag P c ye**) 
1 B 
——arctan | e**,/—]),  8y»0, 
425. | dz _) avBy ( /5) 
pem | et apt pt 
Bal p ye = By’ 
re et dar a” 
426. | — ————À = =, —.- 
| (1+az)? a(1+az) 
a | (参看 第 420 个 积分 ). 
a aj c 
428." fes sin Bzxdz = arp” sin Bx — B cos Bx). 
429. = cos Brdz = argo cos Bx + B sin Br). 
430.* | e°” sin" zdz — sh in z—n cos j 28 7 9 e°? sin"? zdz 
f SL sinz-ncosz) o7 n2 
(参看 第 416 和 428 个 积分 ). 
ar n—1 
* T n e cos T ; n(n-1) ar n-2 
431. Je cos sdr=— 34548 (acost+nsin x)+ a? in? fe cos" ~ «dz 
(参看 第 416 和 429 个 积分 ). 
432.* | ze?" sin Brdz = aap sin Bz — B cos Br 
a2 
T, + P — Sá | (0? — 8?) sin Bax — 2o cos Bz]. 


* oc ES z 
433. E cos Brdz = -a T5 (o cos Bx + B sin Br) 


ar 


e 


~ (a2 + 829 [(a? — 8?) cos Bx + 20.8 sin Bz]. 
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€ Inz 的 积 


434. | Inzdz = z(Inz — 1). 


435. | (Inz)^dz = z[(Inz)? — 2Inz + 2]. 


436. | (Inz)*dz = z[(Inz)? — 3(Inz)? + 6lnz — 6]. 


| 
| 

437. Jo» (Inz)"dz = z(Inz)" — n [nz de (n Z —1,n € Z). 
Ji 


(Ina)? " (Inz)? 


z 
438. [mm = lning + lng + RET 3.3! 


Auta; 
积分 | TAITARA 记 为 ltz). 当 z > 1 时 , 它 在 点 t = 1 处 发 散 . 此 时 ， 
0 


函数 li(z) 的 值 是 这 个 广义 积分 的 主 值 (参看 0.5.5 和 0.7.2). 
dz x 1 dz 

ass. (Inz)" => (n — 1)(Inz)^-! id n—1 | (Inz)^-! 
(n € Nn > 1, £858 438 个 积分 ). 


Inz 1 
m s ^md M 
un. [2 Inzdz = x mri me 5 (m € N, 参 看 第 443 个 积分 ). 
m+1 n 
441. [27 0nz)*àz "E Ung) = Ji totas 
m-4-1 m 4-1 
(m,n € N, 参 看 第 444,446 和 450 个 积分 ). 
n n+l 
u2 | (Inz) - (Inz) 
x n+1 
Inz Inz 1 
n n n—1 
au. | (Inz) 三 (lnz) "m. | 加 dz 
gm (m—1)r"-! m-1 gm 


(m,n € N, m > 1, 参 看 第 441 和 446 个 积分 ). 


z"dz e" p 

445. n = uus Hy = -(m + Inc (参看 第 420 个 积分 ). 
z"dz _ gre. m+1f z"dzx 

aus. | (nz)? ^ (n— 1)(Inz)^-! di n—1 | (Inz)^-1 


(m,n € N,n > 1, £878 441 和 444 个 积分 ). 
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dz (n n: 1)? (Inz)? (n EN 1)*(Inz)? 
48 | Feng — B B — 
448 | ine InInz — (n — 1)Inz + 3.9] i3 į 
dr =I 
d | oe ———— | 
«Eos. (n — 1)(Inz)^-! (n EN,n> 1) 


450 | dz = -1 一 1 | dz 
'Jz"(Inz)'  z"-l(n—l)(mz)"!  n-—1 J z"(Iz)n-! 
(m,n € N,n > 1, £858 441,444 和 446 个 积分 ). 


3 5 92n-1 Boang?” t! 


1 cdd duk e. es 
nans = rpm n(2n + 1j! 


3 5 7 2n—1(92n—-1 
laechsdec iom. ou meus 2” (2 )Ban anti _ 
6 60 315 n(2n+ 1)! 


| 2 Ti) 92n (= _ 1) Bon wnt 


451. 


452. 


453. | Intan tds = gng -zrd4 — -—— 十 ”十 


9 ' 450 n(an +1)! orta 
了 2 为 伯 努 利 数 (参看 1.1.10.4). 


454. | sin ln zdz = 5 (sin In z — cosInz). 

455. | cos ln zdz = 5 (sin In z + cos In z). 

456. Je" In zdz — les Inz — i | S dr (参看 第 420 个 积分 ). 
a aj z 

含 双 曲 函数 的 积分 


457.* | sinhazdz = 2 aci aa. 
a 
* I : 
458. [cosh ardz = —sinh az. 
a 
* : 2 1 à 1 
459. [sinh azdz = —sinhaxcoshaxz 一 —z. 
2a 2 


1 
460.* | cosh?azdz = —sinhozcoshaz + Le. 
2a 2 


461. | sint?acde 


1 -1 = 
— sinh?-lozcoshoz 一 e: E 2ardz, n€N,n»0", 
an 
z 2 
—— — coshaz — 2 = | sinh"aadz, n € Z,n « 一 |. 
a(n + 1) nol 


1) 在 这 种 情况 下 , 该 公式 对 复数 xz 也 成 立 . 
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462. | cosh”azdz 


1 P 
Sq Sinhazcosh" "aa UR. s | stands, n €N,n 0, 
—— l sihasosh”ttar pt i | cost? azaz n€Znc«-1 
a(n + 1) n+1 i à ` 


463." | sinhozsinhgzdz = á (asinhGarcoshax 


1 
2—g 
—fcoshfBzsinhoz), o? 4 8?. 

* 1 
464. | eoshazcosházda = B 
—fsinhgzcoshoz), o? # 8?. 


(asinhozcoshz 


465.* | coshazsinhgzaz = zr i (csinhBasinhae 


p) 
—fBcosh8zcoshar), o? 4 B?. 


1 
sinhoz sin azdz = "m (coshaz sin az — sinhoz cos ox). 


bur à 
coshaz cos azdz = 2 z— (sinhaz cos az + coshaz sin az). 
a 


468.* s cos ozdaz = x (coshoz cos az + sinhaz sin az). 


469.* | coshaz sin ozdz = x (sinhaz sin az — coshoz cos oz). 
am^ | 二 
sinhor a 2 
2 
471. | —— = Sarctane™, 
coshoz a 


472. | zsinhazaz = P unica 一 L sinhoz. 
a a 


473.* | zcoshazas = ^^ ahhar 一 L coshos. 
a a 


cothax 


coth2azdz = z — 


474. | tannazde = E In coshoz. 
1 
475. [cothazaz = m Insinhoz. 
2 tanhoz 
476. | tanh azdz = z — m 
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含 反 三 角 函 数 的 积 
478. arcsinZ dz = zarcsin + Va? — r? (|z| < Jal). 
a 
z? o .T Ë 
479. | zarcsin— “da = =| > ~ q) cin 十 一 Va2 一 22 (|z| < Jal). 


3 
z^ arcsin < 二 dz = = arcsin + ce +2a”)/a?— 2? (|m|« lal). 


480. 


| 
| 
| 
c 二 dz ae E ee 
| 一 
| 
| 


T g m 1-3-5 c 

481. = —: P e 

Tee ae ume * 8-4-6-T- Taf y 

arcsin — Zdr Jey 

482. = — 一 Lg pra ce (|z| < Jal) 

x a a x 
483. | arccos— ada = = zarccos— — ya? — r? (Iz| < Jal). 

a 

zo? 

484. | rarccos— = de = = (s 一 =) arcos 一 V a2 一 Z2 (|z| < fal). 


3 
85. e 一 dz = arccos Ž — ge -2o?)/o?—z? (|x| < Jal). 
a 


> 


arccos — “de 3 
EE T 1 x 
4 E SS = 
86. | 一 一 Ing pop 
13 g 1.3.5 s 
2.4-5.505 2-4-6-7-7a? 
arccos— arcos ndr [33 — 32 
487. =3 Pros 4 344 09 = (lz| < Jal). 
a a T 
488. me dz = warctan— = 2 in(a? +2”). 
1 
489. | zarctan® 二 dz 一 =(z2 十 a ?Jarctan = a 
2 a 2 
490. | eParctan de = = E at = a i In(o? + 2”) 
a 3 a 6 6 i 
n+l n+l 
491. Je arctan tdg = 2 arctan — —* [55 
a n+1 a m-ljo?-z? 
(n € N, 参看 第 494 个 积分 ). 
arctan—dz 3 5 7 
z t T qm 
Wh | a a + lle 


= ——arctan— — — In 


Za 
arctan- x 1 m 1 o2 +r? 
493. | 一 一 一 一 —— 7 
x? T a 2a g? 
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arctan 一 arctan dz 


arctan— T = CAM. Men 
-(n- Dni UN nl z"-l(o? + z2) 


(n € N, 参 看 第 491 个 积分 ). 


arccot — “dr = = zarccot + +5 In(o? + 2”). 


ox 


496. Teme d= jc +a *)arceot— + 5 


3 3 
497. | z2arccot 二 dz = —arccot= + a = In(o? + 2”). 
Q a a 6 6 
nl n+l 
£ T a g tdg 
498. | z" arccot — “de = = arccot — = 
n+1 a2 (2S 


(n € N, BSA 501 个 积分 ). 


T 
arccot — dz 3 5 7 
Q EE T T T c 
409 | =y" a d mE leat? Wy 77 
arccot -dz 1 £ 1 e+e 
500. | 一 a 一 = -=arecot= + — In . 
x z a 2a ge 
501 = — eee arccot— — ——— uu ER 
i gn ~ (n—-1)n-i a m-—1jza"-(o?-2?) 


(n € N, BEF 498 个 积分 ). 
0.9.5.5 ORM RS CAS Ry 
| arsinh Zaz = warsinh— — Ja? + a2. 
503. | arcosh Zaz = warcosh= ~ Vx? =a? (lal< |z|). 
| 


502. 


504. artanh dz = zartanh? + 7 In(o? — 2”) (|x| < al). 


505. | arcoth Zar = zarcoth + 5 na? —a’) (lal < |z|). 


0.9.6 EX 


0.9.6.1 Bae ZG A82 AD 


这 里 考虑 含 指数 函数 、 代 数 函 数 、 三 角 函 数 和 对 数 函 数 的 积分 . 
L i Me ie = MED, 


T 
n+l 
0 Q 


a,n E R, a > 0,n > 一 1). 


( 伽 马 函 数 T(n), 参看 0.5.1). 
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当 m EN 时 , 这 个 积分 等 于 全. 


oa( F) , 


n, aœ, €E R,a > 0,n > -1, 


nd 2 
2. | dw C HER. 1.8... Tilt 

0 7 genugkH ^ n=2k,k EN, 

k! * 
Jarr’ n=2k+1,k€ 
(参看 第 1 个 积分 ). 

3. | they TE ag 

0 2a 


bad a2 ATE 
5. | e ^ ^ cos Brdr = VR eg AE EU 
0 2a 


L e cz sing 


1 
dr = arccota = arctan—, o > 0. 
0 T a 


9. | e ^Inzdz = —C x —0.577 2. 


e s fih WEE 
10. | e ^ Inzdz = ab (5) ar (C+ 21n 2). 


9e 2 
11. | e^? In? zdr = m ke +21ln2)? + z] ; 
0 


在 第 9 至 11 个 积分 中 , C 是 欧 拉 常数 (参看 0.1.1) 
T(a+ 1)T(b+1) u 1 
2/2 W(at+b+2) 2 
12: | sin?*^*! z cos?! zdz = ie ) 
0 alb! 
2(a 4- b 4- 1)! 


B(a+1,b+1), a,b ER, 


a,b EN. 


Biz, t) = TO TO gerit B 函数 , 也 称 为 第 一 类 欧 拉 积分 , T(z) 是 下 R 


数 , 也 称 为 第 二 类 欧 拉 积 分 (参看 第 1 个 积分 ). 
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13. sin(mz) sin(nz)dz = m,n - x(m,n € N)”. 


14. cos(mz)sin(nr)dr =0 (m,n €N). 


E 
L 

15. f. cos(mz)cos(nz)dr = bmn: (m,n €N)”. 
We 


16. ~ sinas iv。 ape & 0, 
0 T7’ Os 0. 
sin Be te n5 
17. = , «a2 
| & 2T (s) sin sn/2 iis 
18. | 5m cos cosordr — (a € R). 
0 
EE i n5! 
19. =, 0<s<l. 
re = F(s) cos ST/2 ? 
x 
oo ; a> 0, 
20. | tanardr _ A 
0 T7’ a<0. 
oo — 
21. | cos az ear etas nÊ, 
0 Q 
2: lal « 1, 
M 
22. | sinrcosor,. _ b en d, 
0 T 4 
0 lal>1 


^? sing ?? cos rT [n 
23. | eae = | ——dr=,/ =. 


en rsinfr,. a 
24 | rods sm()ze ^^ 
(4 8 < 0 时, sgn(8) = —1; 4 8 > 0 时, sgn(8) = 1). 
= cosaz j _ X -lal 
25. | ing = 56 ; 
26. S giis aca ELO 
MELLE 


1) 2) Óm,n 为 克 罗 内 克 符 号 . 当 m xn AY, bmn = 0, 4m=n 时 ， Óm,n =1. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


I 
n 
上 
p 
| 
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Too 


十 oo 元 
sin(z?)dz = | cos(z^)dz = E 


d 

A e dr eL 
VT r 2a 1l- 

_ coszdz — 1 : 

= —arcsina, |a| < 1. 

vl- Jic sin?y 4 

. sin"rdr — 27zdz 1 

= £z; UK E), jal d l. 

y1 Nem r 4 

COS2 . cos adr — 


1 2 
—= -—[E-(1-2a^5K]| lal<l1. 
VA — a?sin? z ail MK) 


在 第 30 和 31 个 积分 中 , E M K 是 完全 椭圆 积分 : 


| 


E — E (a, 5) , K=F(a, 2) (BF 0.5.4). 


cos QZdZ n^ 
i-3B8osa-L 85 1-8? N 1. 
1 一 2gcosz 十 62 1-82’ aE€EN, |8|< 


0.9.6.2 含 对 数 函 数 的 积分 


1 
33. | 
0 


39. 


40. 


41. 


InIn zdz = —C x —0.577 2, 其 中 C 为 欧 拉 常数 (参看 0.1.1). 


lng TX 

eat i 

nz | _ 

gi 12 

Ing z 

元 二 de = — 

In(1 + z) TX 

gz? +l uda à 2 

(1-2°)(1-2") T'(o--1)T (6-1) 

dey eee - 7 zi 
ü-x)hue "Tee ere et) 


In (3) ae=ra+1) (-l<a<oo), 其 中 T(x) AT BR 


(参看 第 1 个 积分 ). 
dz = Intan 9 (0 < o < 1). 


(14 z)lhnz 2 
2/2 


2/2 x 
| Insin zdz = | In cos rdg = 一 可 In 2. 
0 


0 
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42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


0 


[ 
L 
L5 


[ In(a + 8cosz)dz = nln 
0 


[ In( (o? — 2a cos z + 8 a=] 
0 


i 


[ z lnsin zdr = — 


第 


Tr2ln2 


sin z ln sin zdz = ln 2 - 1. 


ln tan zdz = 0. 


Q 


i In(1 + tan z)dz = n2. 
0 8 


+ Va — 8? 


OR AX. 图 和 表 


2 


2nIna, at>Z>O0, 
2nln8, 820a»0. 


0.9.6.3” 含 代数 函数 的 积分 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


0 


XT B(z,y) 和 T(z)， 


[. 


[ 
|. 


| 207m = JE 
参看 第 12 个 积分 . 


0 


“人 - az?) dz - 


T(a+ 1)P(b 4 1) 


Feb = Bla+1,b+1). 


dz i gà 
(1-z)r^  sinox' dicm 
dr 
Orra zcotoz, a<l. 
got 
dz = ， 0<a<B 
1+2° B sin S 
B 
1 
d var | — 
T a 


dx 


1 + 21 cos a. + x? 


dz 


T(z) AT 函数 (参看 第 1 个 积分 ). 


(0<a< 5). 


1+2rcosa +r? -— 


Q 


sina 


(0<a< 2). 
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0.10 “积分 变换 表 


0.10.1 HEHEH 


表 中 符号 的 说 明 : 
C: 欧 拉 常数 (C = 0.57721567 ---) 


T(z) = i e ‘t? ‘dt, Rez>0 (I 函数 )， 
(-1)" (5 ) 
oo — —À 
2 ( 贝 塞 尔 函数 )， 


Hele) = » nlT(v 4- n 4-1) 


K,(2) = n sin(m))- LI.) -L() A 


hlz) = e 2 J, (ze2'*) (改进 的 贝 寨 尔 函数 )， 
1 [F cost 

C(x) = —— | ——dt, 

Tal, Vi GEEH), 
S(z) = "xl sint 

Var Jo vt 
Bite) = [ me 

(椭圆 正弦 )， 


Ci(z) = — K at (椭圆 余弦 ). 


我 们 有 时 也 用 记号 exp(z) 表示 e^. 另外 , [zx] 表示 高 斯 括号 , 它 是 小 于 等 于 c 
的 最 大 整数 n. 


0.10.1.1 4 € tA X 


oo 
f(a) F(y) = "E |, #@) cos(zy)de 
1, O0«r«a "ESO 
0, r0 n y 
T, 0czr«1 = 
oe [A (conusin? 2) 9-2 
x 2 


0, ml 
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公式 、 图 和 表 


续 表 
F(y) = Z i f(x) cos(xy)dæ 


-ci 


zr>a 
d 
SA 1 
va Ai 
NS 0<a<a 2C(ay) 
0, ra VY 
0, 0crc«a 
1 — 2C(ay) 
1 
VE’ >a Vy 


(a—z)-', a>0 


"E [-si(ay) sin(ay) — Ci(ay) cos(ay)] 


"B [cos(ay)Ci(ay) + sin(ay) E + Si(ay)) | 


(a? + z2)71 
(a2 — 2?)-1 
b b 


b? + (a — z)? tapara 


a+r ü 3 


Pt (atay WE (a- zy 


V2ne—Y cos(ay) 


2ne-"" sin(ay) 


(a? 22)-3 
(a? — a2) 2, 0cz«a 


0, r»a 


xz”, 0<Rev<l 


"HET 
"EE 
"ES (=) Ta —v)y’- 
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d 
F(y) = y = k f (a) cos(ey)da 


ye cy (2^ 


f(z) 
2 3 
zer VE a + y» cos (arctan (3) 
2 2 e 
D SEN a PE 
e an a+ (a? +y2)2 : 
VT a? +y? 
2 $1 (42 4 y2) (n1) 
nlar t! (a? + y?) 
qe 9 i 
0x2mtmn-1 
ITZ 一 Le 一 07 


"E ty?) 2 cos (v arctan (2) 


1/1 1 1 1 
In(1 — e-?1v) 
T2 x ez 一 1 V2n 
2 
2 4a 
1 


al a 
£ 2 exp (==) 
x 


w^ 203 (cos V2ay — sin /2ay) 
y 


E a 
T 2 exp (-=) 
T 


2 az 
"PS 2ay cos \/2ay 
a 


Inz, O0«z«l1 4259 

0, 1 "n y 

Ing 1 ux 

E —-—(C+—41n4 


(x? — a2)7!1n 5 


a . - (sin(ay)Ci (ay) — cos(ay)si(ay)) 


(z? — a2)71 In(bz) 


al : = (sin(ay)[Ci(ay) — In(ab)] — cos(ay)si(ay)) 


hat Pele) OQ) 
In mts : & UE [cos(by) — cos(by)] + cos(ay)Si(by) 

v -Fcos(ay)Si(ay) — sin(ay)Ci(ay) 一 sncio) | 
e 5 nu 


"Ee E y? [ac ig s In(a? + y?) +y arctan (£)] 
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2 oo 
f) FG) = 2 [7 re) cos(eyae 
0 
a? + x? V2n 
= = 
n( raz) Ex diim 
252 
v2 
i 5 — V (cos(by) eg) 
1 2 
—1n (: ii z) 一 2V2rsi(ay) 
z a—zcz 
In(a? + x?) / (&)) | 
SS -\/—|(C+lIn{(—]))&K 
Va? + z? x ( TM olay) 
2 as, 
In (: "S =) d 
z y 
2 = 
int = Van! cos(ay) 
g y 
x < 
= a 
2” y 
sin(az) tk 
T TE y=a 
0, y>a 
T ~ab 
: —e 9??cosh(by, y<a 
zsin(ax) 2 
21g 
eis - [Fer Msinhab), y>a 
; EI —e*cosh(by)), y<a 
sin(az) 2 
24 p2 
RUP pU V 67e msinh(ab) y>a 
; 1 at+y a-y 
一 bz 
eb? sin(ax 
Mi V 2n ea b2 + (a — y)? 
a. Em arctan (3) 
T V2n y? 
22 " 5 
sin“ (ax) " à aË 
£ 2/2x y? 
sin(az) sin(by) 1 z (a +b)? — y? 
x V2n |(a—b)? —y? 
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续 表 
2 oo 
(a) FG) = V2 [7 r6 costosa 
0 
E: H 
sin? (ax) 212739)» V < 2a 
EU 
0, y>2a 
== (y + 3a) In(y + 3a) + (y — 3a) In |y — 3a| 
sin? (az) AVR |” d " Y 
x2 
—(y +a) In(y + a) 一 w-a)miy-al} 
i T (3a? — 2), O<y<a 
4V 2 did d 
1 [m 4 
sin? (az) 2V 29^ y=a 
x3 lo/* 
ECCLE a « y « 3a 
0, y > 3a 
1 — cos(ax) 1 a? 
一 一 一 一 一 —in1- = 
T v 2x y? 
Ix 
1 — cos(az) z679) y<a 
2 
0, y>a 
zx e ??cosh(by) 
AE < 
cos(az) "E b dish 
b? + x? 


[pone " 
mu MT. a 
2 b 4 


e^"? cos(az) 


eb cos(az) 


b 1 1 
V2r [| 


: e ( SEP) cosh (24) 
x 
J 4b 2b 


igi tan(az) V2mcosh(by)(1 + e2«^)-1 
m 3 cot (az) V2ncosh(by) (e226 — 1)-1 
£ 
2 
se CES) 


sin[a(1 — z?)] 
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续 表 
fa) FG) = V5 [^ #2) costear 

"A. feriae) ee) 

: 元 2 


2 
cos[a(1 — z?)] = sin (e + 了 十 r) 
V2a 
mm ES exp (- jai? n v) 
exp(—az?) cos(bz?) - i í 
y 
X cos Fe: +B) jm (2)] 
1 a Ej 
一 Si sy bed 2 
, G) "EET Jay) 
lL. fa Ls e 
= = = —e-?Vay 
= sin (<) ag in vay) + cos(2,/ay) — e ] 


(=) sin (=) aye hina) + cos(2,\/ay) + e ?v?v| 


E cos B gg sap — sin(2,/ay) + e-? vv] 


(=) 3 coli (5) zz lesa ag) — sin(2,/ay) + e-?vv| 


zra m e(2)(2)-5(5) (3) 
GU t a2)À exp (- jew? T 1) 


eo e - Sarctan (2) 
NEN TES ERTES) 
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续 表 
f(x) F(y) = "HN f(z) cos(xy)dx 
i [n a 
Vi cos(aV/z) "ES E + x) 
( ) V2(a? + y? -iexp - 428 (e? +0?) 
exp(-az) 6g) 
ys xcos| by — (4)] 
4(a?--y?) 2 a 
a? 
exp(-av/z) cos(av/z) V3(2y)- exp (-£) 
e aV 


2 
Jg elav) — sin(av2) E: exp (-£) 


0.10.1[2. 4£&€»tiEgE E 


2 [v . 
f(z) F(y) = ‘ss | f(z) sin(wy)dz 
1, 0<g<a T 
0, >a x y 
T, 0<z<l1 可 
2 一 z，1<z<2 ay y? sinysim (3) 
T 2 
0, 232 
1 /5 
z 2 
-, 0<z<a 5 
y Silay) 
x 
0 ra 
0, O0<r<a 
2. 
1 -say 
=y z>a x 
T 
1 1 
ve Vi 
ve QO<2<a 2S(ay) 
0, ra VY 
i 1 ~ 25(ay) 
1 
—= r»a vI 
va’ 


公式 、 图 和 表 


FG) = V2 [^ fi) sin(ey)ae 


V Zin(ow) Ciay) — cos(ay)si(ay)] 


E [sin(ay)Ci(ay) — cos(ay) ie + Si(ay)) | 
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f(x) 

1\3 
(a) d 
(a2) !, a»0 
(a-r), a»0 

m T = 
a? + x? "ES ý 


(a? — z2)-1 


~[sin(ay)Oi(ay) — cos(ay)Si(ay)] 


b 
= 2ne- V si 
Pts? Prata Te "! sin(ay) 
a+tz 
b? + (a+ <x)? 
( V2ne—°Y cos(ay) 
a-r 
b? + (a — x)? 
x 元 
FU 3 (ay) 
1 x 1-— cos(ay) 
x(a? — x?) 2 a? 
1 ml—e ?V 
z(a? + x?) 2 2 
= 2 (= 1 
a’, O«Rev«2 = cos T(1 —v)y’— 
n 
e 9 
E a? +y? i 
e 一 QT 
"E arctan ( 
x A 
ear — e 一 bz y y 
- /2 EZ = uu) + barctan (77) ~ arctan (2). 
2 3 
vire 7 e + y?)~ 4 sin icu (3) 
e 一 az (a? +y?)? -a +y? E —a 
VT +t 十 y? 
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f(2) FG) = 2 [7 (2) sin(ay)ae 
y 2 la" +} (a? +y?) 0) 
E 
ze ot [$n] ETT y\2m+1 
uD Pa » (2 
ZX 一 Le 一 oz "E +y?)~2 sin (v arctan (2)) 


1 
———tanh(x 
hy) 


=l a 
r 2 exp (-=) 
z 


1 
A ay [cos V2ay + sin V2ay| 
y 


_3 a 
r 2 exp (-5) 
d 


2 a 
-e- V?9V sin V2ay 


a 
Ing, 0<z<1 feos 
0, <il u y 

Ing x 

— —,/—(C + Ing) 

g 2 

lng l rx 

-一 — |--C-1n4 

VE ails M ná 


x(a? — a2)-! In(bz) 


V Zleos(av)lin(ab — Ci(ay)] — sin(ay)si(ay)] 


z(r? — a?)-lln (5) 


e ?7*]nz 


- | ¥feos(ay)Ci(ay) + sin(ay)si(ay)] 


2 1 y T 2 2 
faz |: arctan (©) 一 Cy 一 gy In(a +y*) 


E H In (i) + cos(by)Ci(by) — cos(ay)Ci(ay) 


+ sin(by)Si(by) — sin(ay)Si(ay) 


+5 [sin(by) + snow} 


vas sin(ay) 
y 
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续 表 
2 oo 
F(a) F(y) == | #(a)sin(ey)de 
0 
1 ac zy? REN 
— l z = 
zn (: +z) [1 — cos(ay) — aysi(ay)] 
a? +r? 十 z 2/2n / 1\ ry 
m (Sts) J exp | —y4/ a? 1 sin (2) 
a? 2 [2 A , > 
In|1— E = = + In(ay) — cos(ay)Ci(ay) — sin(ay)Si(ay)] 
y 
2 2 y 
" (Um 2V27 -ay sin(by) 
a? + (b— z)? y 
l 
—In|1 — a?z?| — V 2nCi (2) 
x a 
E 
a In|l—— v 2n[C + In(ay) — Ci(ay)] 
sin(az) 1 1 jee 
—— ln 
z vV2n |y-a 
E 
y, 0 
sin(az) /5 Span 
22 元 
7” y>a 
2. 
sin(nz) y = ny O<ycn 
1—2? 
y2x 
Te 
h(b 0 
sin(az) g= b sinh(by), hi ei. 
b2 + r2 
GS 7 sinh(ab), y>a 
1 1 1 
e^** sin(az b | | 
in VE Pra Wir? 
e^** sin(ax) 2 T" E 一 iw +a)? 
m x — a)? 
2 4 92 
bz? sj 1 re E) inh ( 29. 
e in(az) pur iE sin ( A 
1 
aves 0«y «2a 
sin? (az) 1 
m 8 2m, y — 2a 
0, y » 2a 
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续 表 
2 [ee 。 
sid F(y) = " | f(x) sin(wy)de 
0 
0, uh i 
$ in(b. 1 
sin(az) sin(bz) zvm, a-b<y<atb 
a 4 
0, y» a+b 
sin? (ax 1 /2 
i 1 yZ [co +20) nti 22) + (y — 2a) 1m [y - 2al - gum 
zx 4 T 
T y 
a 2 2 re , 0 < < 2 
re 1V2ny ( a 2) y < 2a 


p [x 
2 
—a*, > 2a 
2 á 


0, 0«y«a 
1 
cos(az) Fi 2x, y=a 
c 
& ov 
x a 
2 y 
ET 7 e-absinh(by), 0<y<a 
x cos(ax) 2 
b2 + z2 
"ERO yoa 


sin(as?) =F [es (£) C (£) +sin (x) S (+) 
*(&)] 
cos(az?) = [sin (2)e(£) — (£)s(£)| 


= RED) 


e-* V? sin(av/z) 


a a? 
2y/y VP c A 
0.10.1.3 傅 里 叶 变 换 


oc " 
f(z)e "ay 
一 Ge 


2 
E), re ae 
a 


[e] 

? 

" 
“ey 


198 BOR AX. BAKR 
BER 
f(x) F(y) = X pL f(z)e iY dy 
V27 Joo 
A, ax<adb NE NEN 
0, 否则 J mee 
e^ ?* cos bz, cc " 
Ü Bet BERE Lu NEN 
, S42 2 
baa V2n((a + iy)? +b?) 
e 一 areibz， r > 0 i 
0, z<0 ae 
valde v2n(a + i(y — b)) 
3 1 
ye —elz| 
óc (2) : na? +62) (e > 0) an 
1 
5 ( 狄 拉克 5 分 布 ) m 
1 1 
— es D 
Viel visl ud 
sgn x Sen y 
hu = D 
Va vs OO 


WA (D) 的 公式 要 从 分 布 (广义 函数 ; 参看 [212]) 的 角度 来 理解 . 
利用 前 面 的 傅 里 叶 余弦 变换 与 正弦 变换 表 , 可 以 从 下 面 关 系 中 得 到 许多 其 他 公 


式 : 


0.10.2 ” 拉 普 拉 斯 变换 


0.10.2.1 


2F(y) = Z J, «o + f(—#)) cos(zg)dz — TE J, «e - a — 


KGB 3e HA 7p 3 ARARA RAR 


这 个 表 是 根据 分 母 的 次 数 排序 的 . 除了 个 别 函 数 的 分 母 为 高 次 外 , 大 部 分 函数 


的 分 母 最 高 可 至 3 次 . 


L{f()} 


0.10 ”积分 变换 表 - 
BER 
1 
s2 t 
: —o 
s(s +a) —[1 — e72] 
; : —at  ge—Bt 
(s+a)(s 二 D) RE e~ At] 
S 1 
— Bt 
(s - a)(s 4- 8) 二 区 Be- Pt] 
l t —at 
(s+ a)? e 
(s Ld a ot (1 —ot) 
1 K 
s2 — Q2 —sinh(at) 
E 
s2— 92 cosh(ot) 
T 1 
s2 + o2 a sin(at) 
- cos at 
s? + o? 
1 1 l 


oo 
(s+ 8)? +a? 


et | cos at 一 6 sinat 
a 


33 ;? 
— pum 1) 
mae oa ita gia 8) + Bet m 
s(s à a)? E [1 — e-^* — ate] 
1 Le 


(s -- a)(s + B)(s +7) 


cc c C DER: SS E C 


S 


(s -- a)(s + B)(s +7) 


(e — 8)Y(8 — 4)(v — e) 
x[( — Ble + (a — 9e ?* + (8 — oet] 


(a — 88 — 3) — a) 


x [o(8 e yet + B(y- a)e- 8t dafs Bye-^t] 
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续 表 
Z{f(t)} f(t) 


1 
E (a- 88 0 -a) 
(s 4- o)(s + B)(s +7) x[-e?(8 — 4)e-*t — 8 (4 — ajet — 42(a — B)e-^t] 


1 I 
(s - o)(s +8)? gapt eae] 
1 
Grater ea gel ee + et Bua ejt] 
s 1 24—ot 2 _Bt 
(s ay(s 4- 8)? pague + BS du - Pe pc 
— _ P lw 
(s +a)’ z” 
s ge ü 
(s+ a)3 e t [- 2t] 
cs 一 ct a? 2 
(s +a)’ e [i -2a + Se] 
: 1 2 a 
CHSOOENEG LIT | ek B 
s[(s + 8)? + o2] a2 + 62 | gt c + = sinat) | 
1 1 
s(s? + o2) x — cos at) 
: 1 —at a : E 
(s + o)(s? + 82) o2 + 8? | F B sin Bt 一 cos at 
i 
(s+ m + 82) Pm zzl ae~% + acos Bt + B sin Bt] 
d 1 25—at T 2 
(s + a)(s? + 2?) gyp " — aban fit +A? cosp 
: : —at _ _—ft a- Bt a 
(s+a)[(s +8) +7?) (8-a)? +7? e e ”" cos yt + e t sin yt 
— — a ae~%t + aet cos yt 
8 (B-a)? +7? 
(s+ e)[(s + 8)?  ?] aB-Bh- gs 
um cR EE sin yt 
y 
1 
s Gaye [n o c B ae cost 


(s - a)[(s - 8)? +77] - (eee (o - SPE) eroi] 
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续 表 
Z{f(t)} f(t) 
1 1 
sf "d 
= l Lp = 
s3(s +a) aj a2 2a a3 e 
TER NN _@+6, 1 1 d re 
s(s +a)(s +8) ang? tap’ t ST ay + BKa-B) 
DN 3 anc sedit Pee 
s?(s + a)? ar Tte 放款 » (e 1) 
Se 1 
(s + a)?(s + 8)? (a — B)? le (: + 5) 4 e- 8t (: E 223) 
a-—B a— f 
1 1 3s5—at 
(s 4- a)4 6 Š 
E 1 2,—« a 35—a 
(s+a)4 ate ‘ a à 
1 1 er eee 
(s + a?)(s? + 8?) B 一 o2 [sine gs 
s 1 
(52 + o2)(s? + B2) Bi ad [cos ot — cos £t] 
s? T. i . 
(s? + a2) (s? + 82) ga asin at + B sin Bt] 
s? 1 " 
(s? + a2)? + 63) IT eet Poo] 
1 1 Io 1. 
(s? — a?)(e? - 6) gru rnt Zina 
s 1 
(s? — a2)(s? — 82) B [cosh 8t — cosh ot] 
s? 1 | : 
(s? — a2)(s2 — g2) gr. oa sinh Bt — asinh at] 
s 1 2 2. 
(s? — o2)(s? — 82) Fale cosh Bt — a? sinh at] 
1 l. 
(s? 92)? 20 4 Sinat 一 tcosot 
s i... 
(5202)? j, nat 
E 


(s? + 02)? 


1 
ree [sin at + at cos at] 
a 
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续 表 


Z{f(t)} f(t) 
33 1 
(52 十 a2)2 z [2 cos at — at sin at] 
1 1 I. : 
(s2 — a2)2 2a tcosh at — v at 
S 1 . 
(82 — o2? T mba 
s? 1 . 
(s? — o2? du [sinhat + at cosh at] 
s?2—aq z 
s3 1 
(s? 2)2 5 [2 cosh at + ot sin hat] 
-qa 
1 LR N. 
— |t— —sino 
s?(s? + a?) a2 a 
1 1T[1. 
s2(s2 — o2) ad | sinha 一 
: s [e tsin St — sinh." tcos 全 
co sin in CO; 
s^ 4- ot V2a3 V2 Va 
: in — tsinh ——t 
sin —tsin 
s* -- o 2 Va Va 
F : [cos inn St + si tcosh Ae 
go in sin CO; 
st + at Va V2 g T J V3 
tcosh t 
54 十 at cos cos. V2 
1 EI 
a gt D» [sinhat — sin at] 
5 
84 — o4 x [cosh at — cos at] 
= a 
2 
S 1 
4 4 Ja [sinhat + sin at] 
st—a a 
= Li hat + t] 
s4— o4 2 cosh @ cos Q 
1 ro 
— |t- —sin«o 
s2(s? + a?) o2 Q 
1 LTE, 
s2(s? — a2) zZ | sinat — | 
: 1 m—1 
s” (n — 1)! 
1 1 
n Bem "o 
(sa) nom 
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续 表 
zu) F(t) 
1 1 n—1 (ot)* a 
s(s +a)” an f = » kl e i 
s(as 4- 1)--- (as +n) = (1-e(-2)) 


0.10.2.2 JLA- 3EZ RAH eH ER 
在 接 下 来 的 内 容 中 , y 表示 常数 = e0, C 是 欧 拉 常数 , 其 定义 如 下 (也 可 参看 
0.1.1): 


C= lim (Xie) = 0.577 215 67.… . 


v=1 


L{F()} f(t) 
Ins 
ES — nt 
E 
I 
BUS Int 
E 
元 Int 
—,/—In4ys 一 一 
b vi 
Ins g dena à 1 ias 
"m n 
snl n! 2 n 7 
1 "1 t 
pm) DES — Int 
l 2 
an (nyt)? - = 
E 
1 2 2 
(In ys) (Int)? Nu 
3 6 
1 oo qu—-1 3 " 
- | du (“4a =0 时 也 成 立 ) 
s*]ns a T(u) 
l (=) —sinhat 
s-a 
s—a 
1 fat at 
(225) (e eot) 


2 2 9 
In (5) i (cos Bt — cos at) 
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L{F(t)} f(t) 
1 1 
VS Vt 
1 t 
EE. 9x] = 
s/s I 
sta 1+ 2at 
SyS Vnt 
1 
— Bt -aat 
§—Q— Vs— e e 
i rc Ja | 
in at 
VV xal -s LS 
t4/2nt 
Vs?-ro?-—s "E . 
— sinat 
52 +a? ni 
Vs? X o? +s EN 
5 3 — cos at 
s^-Fa nt 
52—Qa2—s JZ 
— sinhat 
| s? — a? nt 
Vs2—a2+s "B 
— cosh at 
s2— o2 nt 
1 si sinhy 2at sin y 2at 
e elei: dormant eect Joni 
Vs E Vat 
l . cosh v 2at sin v 2ot 
一 一 sin 一 — 
s/s E Van 
1 -- a cosh V2at cos V2at 
Vs 8 Vat 
1 aa sinhy 2at cos y 2ot 
s/s E Va 
d h cosh 2y at — cos 2V at 
—sinh— 
Js 2/xt 
d. h sinh2V ot — sin2y ot 
一 一 sinh 一 
sys s 2Van 
Q cosh 2V at + cos 2 at 
— cosh 一 
S E 2ynt 
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续 表 
Af) f(t) 
d eiu a sinh2Vat + sin 2 at 
s/s 5 2/ox 
Ul 
— (R 0 
(Re z > 0) TG) 
1 * (i) cosh 2 /t 
= exam |S 
Vs fa s Vat 
1 ( j sin h2/t 
gm S N 
sys \s Vi 
a sinat 
arctan 一 XE 
S t 
sin 人 8 + arctan 一 ) 
B-A sin(ot + 8) 
ite 
cos B + arctan — ) 
一 一 一 一 一 一 cos(at + 8) 
Vs? + o? 


0.10.2.3” 几 个 分 段 连 续 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 


在 下 面 的 内 容 中 , 符号 [t] 表示 小 于 等 于 t 的 最 大 整数 n( 函 数 [] 称 为 高 斯 括号 ). 
KEH n&t«n-c-1n20,1,2,--- Bf, f([t]) = f(n). 


L£{f(t)} f(t) 

M id 

TER H 

ee 四 +1 

"NN 

s(e* : jj FS Um 
e*-1 


s(es — a) 
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BER 
L{f(t)} £e 
e*—1 
四 一 
6 25 ald-1 
es—1 
1 —1)aqlt]-2 
s(es — a)3 2 [t}([¢] — Dot 
pf t a — at 
i ate — 8j a 
ef +1 ? 
s(es — 1)? i 
(e? - D(es +a) 2910-1 
xm [t]*a 
(es — 1)sin 8 i 
we sin [t] 
(es = 1)(e* — cos B) 
EE cos Dt) 
(es — 1)a sin 8 [t] si 
i all sin ft] 
(es — 1)(e* — æ cos 8) alt] cos B[t] 


s(e?5 — 2ae* cos B + a?) 


0, 0«t«a 
l, a<t 


1, O«t«o 
0, a<t 


1l, a<t<8 
0, <t 


1, 0ct«a 
-l, a<t<2a 
0, 2a «t 


[Lacy 


s 


— [^ 0<t<a 
e-95 —e 
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ZU (Or f(t) 


0, 0<t< 2a 
(e725 — e882 1, 2a<t<a+ß 


8 —1, at+tB<t< 28 
0, 280 «t 
f(t) 
a 
(1 —e-8)2 t, O<t<a 
3 20—t, a<t<2a 
s 
1 
0, 2a «t p 2a 


fs, 


20 — t, t<2 o o 
à S duis g a 2a atB 28B 


0, 280 «t 


0 O0<t< 2a 
> 
(ees — Fe)? t— 2a, 2a<t<a+ 8 B-e 


1—e- 9$ i «tiec 
s? o, a<t 
0, O<t<a 
e 一 as — e fs 
A t-a, a<t<f 
E 
B— a; B«t 
E. 2na « t < (2n + 1)a 
E 
一 一 一 一 一 ~ 0, 2n+l)a<t< (2n+2)a 
RE (Qn 4-1) (2n +2) 


n=0,1,2,--- 2a 3a 4a 
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£(f(0) fe 


1 0, 2na «t < (2n 4- 1)a 
) 1, (2n41)o « t « (2n 4-2)« 
n 20,12, 


s(1-F eos 


1—e 9$ 


s(1+ e798 


(Q2n+ la « t « (2n 4- 2) 
n —0,1,2,:-- 


| 1, 2na <t< (n+ la 
d 
) 


| 一 1， 2na <t< (2n41)a 
prom m 
ste) L (2n 4- 1)o « t « (2n+2)a 
m= 0, 1,2, 
0, 0<t<a 
1—e os 1, (Qn+l)a<t<(2n+2)a 
s(1 6%) —1, (2n+2)a<t< (2n+3)a 
0i 0,1:2,--- 
0, 2na « t < (2n 4- 1)a 
1—e os 1, (4n+l)a<t< (4n 4- 2)a 
s(e°s 十 e-2s) 狼 —1, (4n+3)a « t « (4n 4 4a 
n=0,1,2,--- 
T * 
iM na ete (n ia Y 
v 1 9 9-9 
1 一 e vs : 


wc ls qu-—05410,2,-- 


Do 
— —2n, 2na «t « (2n 十 1)a 
1]—e-2s & 
ci om $ 
s2(1+e-os) | ——+2(n+1), (2n+1)a<t<(2n+2)a " 
esl ss a 2a 3a 4a 
t 
— —4n, 4na < t < (4n+1)a 
a 
i t i 
(leg) +4n+2, (4n+l)a<t<(4n+2)a 1 
as? (1 — e~ 408) 9 
0, (4n--2)a « t € (4n--4)a t 


a 2a 3a 4a 5a 


n=0,1,2,-- 
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续 表 
L{f(t)} f(t) 
t 

as 十 1 一 eas ——n, na<t<(n+l1)ja 
as2(] 一 ecs) ne ee 

t 

— — 2n, 

a 


2na « t « (2n + 1)a 


1 — (1 + as)e™ es 


as?(1 — e-2es) 0.a«t 


(2n + 1) < (2n + 2)a 
n—0,1,2,.-- 


2t 
2—as-— (2--as)e- 5 ri (2n 1) na<t<(n+1 1 


2 — A as 
as (1 e ) n =0,; 1,2, 
一 | 
2t 
— — (4n 4 1) 
a 
2na « t < (2n + 1)a 
2(1 — e7°5) 1 2t 
as?(1-- e745) 8 m + 4n 4- 3, 
(2n4-1)o « t € (2n -2)a 
n —0,1,2,--- 
vt 
=m, 
a 
na<t< (s 十 :) a 
(v—1)-ve- 93 -y2e- 7 ü v(n4-1) 
一 2(1— F 
(v—1)as?(1—e7%5) a(v—1) v—1 Saat% Za 


1 
na «t (ns zo 
v 1 


1 
0, CEDE 
v 


< (n+ 1)e 


v — (v-- as) exp Lj 


os?(1— e728) 


3a 


Q Ar 
yao +729 


Pi1; 0 —0,1,2,--- 
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0.10.3 Z 变换 
fn Zifa) = F(z) 
1 
z—1 
(-1)" mei 
5i z 
(z- 1)? 
nê z(z +1) 
(z — 1)8 
nk Ng(z) 1 
(z = 1)*+1 
i: nnk (-1)**! N} (—2) 
n z 
(n) n>m-1 G -per 
n( "A. (-1)"z 
i) heal n2m-l (z+1)™+1 
n+k unm zk+1 
( m ) k< (z + ijet 
a" d 


z—a 
z 
DUM 之 十 Q 
l-ar z(1—a) 
(z — 1)(z — a) 
" za 
na (ap 
aF*1N, (=) 
nk gn Ee A 


1) 多 项 式 Ni. (z) 如 下 递归 计算 得 出 : 


Nı(z) =z; Npryi(z) = (k-1)zN&(z) — (2? 一 2)-=Ne(2). 
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fn #{fn} = F(z) 
if n—l 1 
La idi ; "21 In (: + 3 

n z 
n—l 
T; nèl Lia 
n a z—a 
a” a 
= exp (3) 
l 
"d (1+3) (3) 
(-1" . 
(2n +1)! Vzsin Vz 
(i 1 
cos — 
(2n)! Vz 
1 1 
"s 
(2n + 1)! Vzsin Jz 
1 1 
—, h we 
(2n)! mu - 
n = = 
IL o Vanhv/ 
(2n + 1)! a z 
n 
cosh 2 
(2n)! z 
ean z 
ge 
sinhan ainhe 


22 — 2zcosha + 1 


z(z — cosh o) 


cosh an se, 
z? —2zcosha+1 


z(zsinhy + sinh(a — q)) 
2? —2zcosha+1 


sinh(an + q) 


z(z cosh wp — cosh(a — q)) 
z2? —2zcosha+1 


cosh(an + o) 


zasinha 
a”sinhan T : 
z^ — 2zacosha+a 
z(z —acosha 
a” cosh an 7 ( ) z 
z? —2zacosha+a 
‘ z(z2 — 1)sinha 
nsinhan 


(z2 — 2z cosh a + 1)? 
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公式 、 图 和 表 


续 表 


ie #{fn} = F(z) 
ncoshan z((2? + 1) cosh a — 2z) 
(z2 — 2z cosh a +1)? 
sinn —— 
z? — 2zcos B -- 1 
om fia m uc 
z2? —2z cos B + 1 
sin(Bn + p) z(zsin y + sin(8 — ~)) 
| z2? — 2z cos B +1 
z(z cos  — cos(B — y)) 
cos( Gn + 
T E 22 — 2z cos + 1 
e?" sin Bn ze? sin 3 
z2 — 2ze9 cos B + e2a 
z(z — e? cos B) 
e°” cos Gn xi et cos B 4- cia 
Pern o etin 
z2 + 2e? cos 8 + e2e 


(=1)™e2" cos Bn 


z(z + e? cos B) 


22 + 2e? cos 8 + ea 
2 4S8 
nsin Bn __2(z?-1)sinB - 
(z2 — 2z cos B + 1)? 
2 — 
n cos Bn 2((z* + 1) cos 8 — 2z) 
(22 — 2z cos B + 1)? 
cos e s 21 in| — 
si Vz? — 2zcos B +1 
n>1 tn 
e z — cos 


(-1)- cos Bn. 


(-1)i sin Bn 


cos Bn 


n! 


im 


reti 


arc 


t (=) 
sa z + cos 8 


cos 


sin 8 ( cos 2) 
exp | —— 
z z 


0.10 “积分 变换 表 213 


续 表 
fn F {fn} = F(z) 
sin fn . sing cos 3 
Sra sin -p SP (=£) 


注 : 表 左 边 的 不 等 式 n >v 表示 在 构造 的 Z 变换 中 , 和 式 是 从 v 开始 的 , 如 2 (an71) = 


oo 
5 gn irn. 


1 


3 
ll 


第 1 章 分 析 学 


对 函数 求 微分 及 解 微分 方程 是 有 用 的 .1 
1676 年 后 牛顿 致 莱 布 尼 芯 的 一 封 信 


分 析 学 中 最 基本 的 概念 是 极限 .数学 和 物理 中 的 许多 重要 概念 可 以 用 极限 定义 ， 
如 速度 、 加 速度 、 功 、 能 量 、 功 率 、 作 用 、 物 体 的 体积 和 表面 积 、 曲 线 的 长 和 曲率 、 曲 
面 的 曲率 等 . 分 析 的 核心 是 微 积分 , 它 是 由 T. 牛顿 (Newton, 1643—1727) 和 G. W. 
HAH JAR (Leibniz, 1646—1716) 分 别 独立 发 现 的 . 在 古代 , 除了 少数 几 个 人 , 没 人 知 
道 这 个 概念 . 今天 , 分 析 学 是 用 数学 描述 自然 科学 的 最 重要 的 基础 概念 之 一 (图 1.1). 
极限 
微分 
| 
微分 方程 变 分 法 和 积分 方程 
一 ~ 自然 科学 一 
图 1.1 极限 概念 是 数学 的 核心 
然而 , 只 有 当 分 析 与 其 他 数学 学 科 , 如 代数 学 、 数 论 、 几 何 、 随 机 理论 与 数值 理 
论 相互 作用 时 , 它 才 能 发 挥 其 真正 的 作用 . 


1.1 初等 分 析 


没有 直觉 的 概念 是 空洞 的 , 没有 概念 的 直觉 是 盲目 的 . 
I. 康德 (1724—1804) 


1.1.1 ”实数 
实数 的 直觉 介绍 D 设 一 条 直线 G 上 有 两 个 点 , 分 别 为 0, 1, 如 图 1.2(a) 所 示 . G 


1) 实际 上 , 牛顿 把 这 名 拉丁 文 编 码 成 如 下 字谜 
6a cc d ae 13e ff 7i 31 9n 40 4q rr 4s 9t 12v x, 
这 表示 , 字母 “a” 出 来 了 6 次 , $. 牛顿 的 词 “Huentes” 和 “fuxiones” 对 应 于 现代 词汇 “ 函 
数 ” 和 “导数 ”. 看 来 , 解 出 这 个 字谜 与 发 现 微 积 分 一 样 ， 都 是 伟大 的 智力 成 果 . 
2) 实数 的 严格 定义 及 涉及 的 实数 史上 对 无 理 数 的 争议 ， 可 参看 1.2.2， 正 是 诸如 “无 理 
数 ”、“ 虚 数 ” 和 “超越 数 ”这 些 术语 表明 了 几 个 世纪 以 来 必须 要 克服 的 认识 论 上 的 困难 . 
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上 每 个 点 a 对 应 一 个 实数 , 这 样 就 得 到 了 实数 直线 . 为 简单 起 见 , 我们 可 以 用 同样 
的 符号 表示 直线 GHA a 及 和 它 对 应 的 实数 . 从 0 到 1 的 线段 称 为 G 中 的 单位 
线段 E. 


E 
一 -一 -一 一 和 G 
0 1 a a < 
(a) (b) 
—L—ÀJ——5e.——e— G 一 一 -一 -一 一 人 
0 1 2 3 -2-10 12 3 
(c) (d) 


图 1.2 实数 直线 
序 “对 任意 两 个 实数 a, b, SARS a 严格 位 于 点 b 的 左边 , 记 为 
a<b, 


这 时 称 a 小 于 !( 图 1.2(b)). MR a « b £k a — b, 则 记 作 a < b, 这 时 称 a 小 于 或 
ART b. 

实数 a 是 正 的 (AM, 3EfA), 当 且 仅 当 0 < a(a < 0,0 <a). 

数 的 概念 的 演化 ”实际 上 , 数 的 概念 是 人 类 迄今 所 作 的 抽象 概念 中 最 伟大 成 就 之 
一 . 当 有 了 “两 个 ”的 抽象 概念 时 ， 人 们 就 不 用 说 “两 棵 树 ”,“ 两 块 石头 ”诸如 此 类 
来 指 代 两 个 . 这 大 概 发 生 在 10 000 年 前 的 新 石器 时 代 , 那 时 在 亚洲 和 欧洲 , 冰河 时 
代 刚 结束 , 猿人 开始 定居 . KA 15 000 年 前 在 法 国 和 西班牙 的 壁画 证 实 , 这 个 时 期 
的 猿人 已 经 对 形状 有 了 敏锐 的 感觉 . 

大 约 公元 前 3000 年 在 底格里斯 河和 幼发拉底 河 附近 (现在 的 伊拉克 ), 第 一 个 
苏 美 尔 人 居住 区 在 美 索 不 达 米 亚 建立 . 巴比伦 人 和 亚 述 人 的 数学 成 就 的 水 平 可 以 追 
漳 到 这 些 苏 美 尔 人 . 这 个 数 系 以 60 为 基础 ( 称 为 六 十 进 制 , 60 对 应 我 们 现在 的 10). 
巴比伦 人 修改 了 这 个 体系 , 大 约 在 公元 前 600 年 的 时 候 加 了 一 个 空位 , 这 相当 于 我 
们 现在 的 数 0. 


1.1.1.1 自然 数 和 整数 


数字 
0,1,2,3,--- 
对 应 着 相继 的 单位 长 度 线段 , 它们 被 称 为 自然 数 (图 1.2(c)). 另外 , 我 们 称 诸 数 


MURS ,79, 7-2, —1,0, 1, 2,3, *« 


1) 通过 集合 论 和 计算 机 科学 的 影响 ,自然 数 集合 中 包括 数字 0 的 做 法 十 分 普遍 . 此 时 正 的 
自然 数 被 称 为 正常 的 自然 数 
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为 整数 (图 1.2(d)). 假设 直线 G 是 温度 计 , 这 时 负数 对 应 于 零下 温度 . 两 个 整数 之 
和 对 应 于 温度 之 和 . 
例 1: 等 式 


-345-2 


可 以 如 下 解释 : 如 果 早 上 的 温度 是 —3 ^C, 到 中 午 的 时 候 温度 上 升 了 5 °C, 那么 温 
度 就 是 2 °C. 


整数 的 乘法 规则 是 
“ 正 数 乘 以 正 数 = 负数 乘 以 负数 = 正 数 ”， (11) 
“ 正 数 乘 以 负数 = 负数 乘 以 正 数 = 负数 ”. 
整数 的 除法 规则 是 
“ 正 数 除 以 正 数 = 负数 除 以 负数 = 正 数 ”， (1.2) 
“ 正 数 除 以 负数 = 负数 除 以 正 数 = 负数 ”. | 


我 们 用 +12 RE 12, 等 等 . 
例 2: 


3-4 = (+3)(+4) = +12 = 12, 
(—3)(+4) =—12, (+3)(—4) 2-12, (—3)(-4) = 12, 
(—12)-+ (+4) = -3, (-12)+(-4)=3, 12+ (4) =-3. 


一 、 


从 3.4=12 可 得 12+4=3. 和 预期 的 一 样 , 比较 上 面 的 第 2 行 和 第 3 行 , 我 们 发 现 
乘法 的 逆 对 整数 仍然 成 立 . 


1.1.1.2 有 理 数 


基本 思想 ” 如果 把 单位 线段 分 成 部 分 , 就 会 碰 到 有 理 数 (分 数 ). 
例 1: $n 为 一 个 正常 的 自然 数 ， 如果 我 们 把 单位 线段 E 分 成 n SH, 将 得 到 n 
个 点 ; WE 
123 " n-—1 n 
nnn m m 


特别 地 , 当 n = 2(8R n = 4) 时 有 


=h 


2 
:9 = 或 


(图 1.3(a)). 在 分 数 m/n 中 , mn) 称 为 分 子 (分 母 ). 
约 分 和 扩 分 ”由 图 1.3(a) 可 得 


AIN 
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这 个 关系 式 是 如 下 一 般 规则 的 特例 : 
| 分子、 分 母 乘 以 ( 除 以 ) 相同 的 自然 数 n, 分 数值 不 变 .| 
这 个 过 程 称 为 “ 扩 分 ”(“ 约 分 ”). 


E13 实数 直线 上 的 分 数 
例 2: 分 数 3 用 4 扩 分 得 


—' soe 

通过 除 以 4 来 简化 77, 得 到 二 

分 数 的 乘法 分数 的 乘法 法 则 如 下 : 
“分 子 乘 以 分 子 , 分 母 乘 以 分 母 ” 


例 3: 
22 23 B 
34 34 12 
分 数 的 除法 ” 把 分 数 的 分 子 和 分 母 互 换 位 置 就 得 到 它 的 倒数 . 除法 法 则 是 : 


两 个 分 数 相 除 , 就 是 第 1 个 分 数 乘 以 第 2 个 分 数 的 倒数 . 


例 4: : 的 倒数 是 >. 因此 

2 3 25 2 10 

z'a $8 fa A 
分 数 的 加 法 两 个 分 数 相 加 ， 需 先 通 分 , 使 分 母 相同 , 然后 分 子 相 加 . 
例 5: 二 十 二 = 二 十 二 = 二 . 


2 4 4 4 4 
这 个 程序 和 一 般 的 “十 字 相 乘法 ” 一样， 


1 3 1.4-2.3 446 10 5 
1 A -= = = .5 4 —. 
$6: 27 m z ^ En 


ASH WR mn 是 正常 的 自然 数 ， MAHA sg AGRO) RARE -7, 
整数 构成 的 分 数 的 符号 由 法 则 (1.2) 决定 . l 
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inet L8. 3 -3 .3 
人 

法 则 (1.1). (1.2) 中 符号 似乎 是 任意 选择 的 , 实际 上 需要 保证 满足 实数 的 “ 简 
单 ” 计算 法 则 , 例如 , 要 求 结合 律 成 立 


a(b + c) = ab + ac, 


4 a= 4,b = 3,c = 一 3 时 , 有 


H 
4(3 + (—3)) 2 4-3 +4- (—3) = 12 + 4- (-3) = 0, 
或 者 换 句 话说 4(—3) = —12, 与 法 则 (11) 给 出 的 值 相符 . 
定义 ”所 有 形式 为 的 实数 (其 中 ab 是 整数 ) 称 为 有 理 数 . 
不 是 有 理 数 的 实数 称 为 无 理 数 . 例如 , V3 是 无 理 数 ; 古代 就 有 了 对 这 一 事实 的 
经 典 证 明 , 见 4.2.1. 
在 现代 的 著作 中 , 下 列 符号 都 是 常用 的 : 


N := 自然 数 集 ， 
Z := 整数 集 ， 
Q := HEURE, 
R := 实数 集 ， 
C := BRE. 
T ”对 于 实数 a 关 0, 令 
a9 = 1, al := a, a? =a-a, a':—a-a-a, 
ANN 1 EE 1 = e 1 
a Eu. a a? a^? = a 
58.20—1, 22—4, 93558, 23-1, 93.1 
t ; ; $ z’ 下 


1.1.1.3 ”十进制 小 数 
基本 思想 ”我 们 在 日 常生 活 中 使 用 十 进 制 系统 0 . 数 的 符号 123 实际 是 数 
1-107 +2-10'+3-10° 


1) 1585 年 S. Hr X. (Simon Stevin) HART La disme(《 十 进 制 系统 》) — B. 从 此 , 欧 
洲 大 陆 使 用 的 全 部 度量 都 统一 成 十 进 制 系统 . 
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的 缩写 . 
同样 , 数 的 符号 2.43 代表 和 : 


2-10°+4-107'+3-107?. (1.3) 


24<2<24+1071, 
2.43 <x < 2.43 十 10-2， (14) 
2.435 < x < 2.435 + 10 ?, : 


展开 成 十 进 制 小 数 ”下 面 所 有 的 a; 假定 为 整数 , a; = 0,1,---,9, Han #0. 而 
H, 设 n= 0,1,2,…… 为 自然 数 , m 是 某 一 正常 自然 数 . 
(i) 同 (1.3) 一 样 , 符号 


表示 如 下 和 : 
an+10" 4-24 41:10" 7! +---+a9-10°+a_1-107' +a_2-1077 4-8 41077. 


(ii) 符号 a5a5—1:--ao.a—1a—2--- 表示 (唯一 ) 实数 zx, 和 (1.4) 一 样 , 它 满足 
下 列 不 等 式 链 : 


Q5:::d0.4—10—2:::G-m € T X04:::00.0—10 2::: G5 10 ", m=1,2, … | 


每 个 实数 都 可 以 唯一 展开 成 这 样 的 十 进 制 小 数 . 
定理 1 一 个 实数 是 有 理 数 , 当 且 仅 当 它 的 十 进 制 小 数 展开 式 是 有 限 的 或 周期 的 . 
例 1: z = 0.25 和 3 70333333... 是 有 理 数 . 另 一 方面 , V2 的 十 进 制 展开 


V2 = 1.414213562--- (1.5) 


没有 周期 . 

实数 的 舍 入 规则 舍 入 的 目标 是 把 无 限 的 十 进 制 展 开 变 成 有 限 的 , 且 使 误差 尽 可 能 
小 . 

例 2: 

i) 2.3456--- 入 为 2.346. 

ii) 2.3454--- 使 为 2.345. 

iii) 2.3455- -- AA 2.346. 

iv) 2.3465- .. @A 2.346. 


~~ 4 
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每 种 情况 的 误差 都 小 于 0.0005. 

这 是 应 用 了 下 面 的 法 则 : 如 果 最 后 一 个 数字 是 0~4( 或 6~9), ME (BRA). 如 
果 最 后 一 个 数字 是 5, BATUERA, 根据 舍 入 后 , 最 后 一 位 数字 是 否 为 偶数 来 决 
EDAT, 一 般 的 程序 是 把 5 入 上 去 . 
实数 的 整数 部 分 ”对 于 实数 a, 符号 [al( 称 为 高 斯 括号 ) 表示 a 的 整数 部 分 , CE 
义 为 使 得 g < a 的 最 大 整数 g. 
例 3: [2]=2, [1.99]=1, [-2.5]-—3. 


1114 二 进 制 数 


把 上 述 展 开 式 中 的 10 替 换 成 2, a; 取 0 或 1, 就 得 到 了 二 进 制 数 系 . 一 个 任意 实 
数 可 以 唯一 展开 成 二 进 制 数 , 展开 式 中 系数 只 出 现 0 或 1. 由 于 这 一 性 质 , 二 进 制 
数 被 用 于 计算 机 . 
例 : 在 二 进 制 数 系 中 , 符号 1010.01 表示 : 


1.28 £o-2741-2'40:2°40-27 41:27, 


它 是 十 进 制 数 系 中 的 8 十 2 十 i = 10.25. 
其 他 数 系 4811.13 中 的 数 10 换 成 任 一 固定 的 自然 数 8 22, 就 得 到 了 基数 为 8 
的 数 系 . 比如 , 大 约 公元 2000 年 前 , 美 索 不 达 米 亚 的 苏 美 尔 人 使 用 了 基 为 60 的 六 
十 进 制 数 系 . 我 们 把 1 小 时 分 成 60 分 钟 , 把 圆 分 成 360 HE, 都 可 追溯 到 苏 美 尔 人 . 

墨西哥 的 玛雅 人 和 欧洲 的 凯 尔 特 人 使 用 的 是 基数 8=20 的 数 系 . 古 埃及 人 使 用 
的 是 十 进 制 数 系 , 每 个 十 进 制 单位 都 有 特殊 的 符号 ,罗马 人 的 数 系 使 用 相同 的 原理 . 
罗马 数字 

M,D,C,L, X, V,I 


分 别 表示 1000, 500, 100, 50, 10, 5, 1. 例如 符号 MDCLXVII 对 应 着 数 1667. AMI] 
没有 采用 这 样 的 数 系 进行 复杂 的 计算 . 
1.1.1.5 区 间 

设 a,b 是 实数 , H a < b. 定义 一 个 紧 区 间 ( 有 端点 a M b) 是 集合 (图 1.4(a)): 


[a,b] := {x € Rla< z < b}. 


总 之 , 区 间 [a,b] HR 中 使 eg z <b 的 所 有 实数 z OR. WA, 我 们 定义 3)( 图 


1) 侈 入 的 这 个 统计 策略 有 一 个 后 果 , 即 经 过 长 时 间 的 舍 入 计算 , 误差 小 于 只 把 5 ERA 
上 的 值 . 

2) 也 可 以 把 Ja, bf, [a, b[, Ja, b] 记 作 (a,b), [a, b), (a, b). 上述 符 号 在 现代 著作 中 十 分 通用 ， 
可 避免 与 有 序数 对 (a,b) VERA. 
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1.4(b)~(d)): 
Ja,bl:={z €E Rla <z <0}; (FKN) 
[a,b- {xz ERja<a<b}; ( 右 半 开 区 间 ) 
Ja,b;-(z € R[a& z <b}. ( 左 半 开 区 间 ) 


(g) [6 9| (h) ]b,œ[ 
E14 实数 直线 上 的 区 间 


通常 使 用 下 面 的 无 限 区 间 (图 1.4(e)~(h)): 


]- œ,a] := {x ERz<a}, ]—o%,al:= {x € Rlz < a}, 
[b, oo[:— (x € R|b < z}, ]b, oo[:— (x € Rlb < z}. 
实数 集合 R 也 可 记 作 ] — 00, oof. 


1.1.2 ”复数 
复数 的 形式 引入 D 没有 一 个 实数 z 满足 方程 : 


r? 一 一 1. 


这 是 在 16 世纪 中 叶 意 大 利 数学 家 R. 邦 贝 利 (Raphael Bombelli) 引进 符号 
V—1 的 途径 . L. 欧 拉 (Leonhard Euler, 1707—1783) 在 这 种 情况 下 使 用 符号 i. 这 
个 所 谓 的 虚数 单位 满足 方程 : 


i? = ~—1. (1.6) 
欧 拉 发 现 , 对 所 有 实数 z,y 都 满足 下 面 的 基本 关系 式 : 


[ert = e^ (cos y +i-siny). | (1.7) 


这 得 到 了 指数 函数 与 三 角 函 数 之 间 一 个 意 想不到 的 关系 3. 这 个 公式 通常 应 用 到 振 
动 理论 (比较 1.1.3). 


1) 在 场 论 部 分 2.5.3 中 实现 了 复数 作为 有 序 对 (x,y) 的 代数 的 严格 引入 . 
2) 为 了 避免 与 电流 强度 的 概念 相 混淆 , 在 电工 学 文献 中 用 符号 j 替代 这 里 的 i. 
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笛 卡 儿 (Descartes) 表示 一 个 复数 是 形 为 


的 符号 , 其 中 ry 是 实数 . 实数 对 应 着 特殊 情况 y = 0. 长 期 以 来 , 复数 显得 十 分 神 
秘 . 高 斯 (Gauss) 把 z + iy 看 成 笛 卡 儿 平面 上 的 点 ， 从 而 使 它们 在 数学 中 获得 了 恰 
当 的 位 置 ; 他 证 明 , 可 以 赋予 复数 计算 以 几何 解释 (图 1.5). 现在 , 复数 在 数学 、 物 
理学 和 技术 的 许多 方面 普遍 存在 . 


T+iy 
y i 


D 1 
(a) (b) 


图 1.5 复数 的 图 示 
在 对 复数 z + i 进行 运算 时 可 应 用 通常 的 公式 , 但 是 要 考虑 到 S = —1. 特别 


地 , 人 们 称 数 
为 z 十 这 AnA. 


例 1 (加 法 ): (2 + 3i) + (14 21) = 34 5i. 
例 2 (乘法 ): (2+ 31) (1 4-21) = 24314 414 6i? = 24 71-6 = —4 + Ti. 
对 所 有 实数 x,y, SEX: 


(z +iy)(z — iy) = 2? y? (1.8) 


成 立 . 
例 3 (除法 ): 由 (1.8) 可 得 


1-2i (1+2i)(3—2i) 3461-21-47 1 


3+2i  (3421(3— 21) 9+4 13 
FI ZHRERS 3CBR 3508 2) TT EN. 
11.21 绝对 值 
复数 z = z 十 jy 的 绝对 值 定义 为 
|z| := y2? 4 y?. 
从 几何 上 看 , 它 是 由 z 定义 的 向 量 的 长 度 (图 1.6(a)). 
1) BHR SBSH (许多) AE TA. 


(7 + 4i). 
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例 1: 对 实数 r, 有 


—z, «<0. 
WA, |i) =1, [1 +i) = VPF E = v2. 
距离 “两 个 复数 z 和 w 之 间 的 距离 是 


|z — w| 


(图 1.6(b), (c)). 特别 地 , |z| 是 原点 到 z 的 距离 . 


图 1.6 VON 
三 角 不 等 式 。” 对 任意 复数 Sw, 我 们 有 重要 的 三 角 不 等 式 : 
lll — lwl] < Iz wl < Iz] + lwl. (1.9) 


特别 地 , 有 |z 十 w| < |z| + lul], 这 表示 向 量 z +w 的 长 度 至 多 是 向 量 z, w 的 长 度 
之 和 (图 1.8(b)). Ti B. 


Di r 20, 
|z| := 


l2| 


lzw| = zllwl， [=| 
ZW | = |z w —| = 
, w jw]? 


其 中 当 w 为 分 母 时 , w z 0. 
极 坐 标 下 的 复数 ”如 果 我 们 使 用 极 坐标 , 那么 对 复数 z = r+ iy 有 如 下 表达 式 : 


|z = r(cosy +i- sin g), —u<ypen, r=|al. 


这 里 , yp 表示 这 个 向 量 与 r 轴 的 夹 角 (图 1.7). 从 欧 拉 公式 (1.7) 得 到 如 下 漂亮 的 
表达 式 : 


-losi r= |z|: 


称 角 arg z := 2 为 z 的 辐 角 的 主 值 . 假定 一 x < o < m, 
这 样 通过 z 就 能 唯一 决定 o. 满足 z = reiv 的 所 有 和 角 
v RA z 的 辐 角 . 我 们 有 


w=pt2nk, k=0,41,+2,---. % 


例 2: i = ei2?，-1 = el, |i] 2|—1| = 1, argi = 
z arg(— =n. 
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图 1.8 复数 的 加 法 
1.1.2.2 复数 运 工 的 几何 表示 


我 们 有 : 
(i) 复数 z,w 的 加 法 对 应 着 它们 表示 的 向 量 的 加 法 (图 1.8(a)). 
(ii) 两 个 复数 的 乘法 


re? - pe? = rpe et) 


对 应 着 一 个 伸缩 旋转 , 即 , 向 量 的 长 度 相 乘 、 角 度 相 加 ， 
(iii) 两 个 复数 的 除法 
rel? — Telet) 
pe? c A 
对 应 着 相应 向 量 的 长 度 相 除 、 角 度 相 减 . 
(iv) 反射 从 复数 z = x + iy VHRR z = zx 一 iy 的 转变 是 把 z 关于 实 
轴 反 射 的 几何 操作 (图 1.9(a)). 从 z 到 —z 的 转变 是 关于 原点 的 反射 (图 1.9(b)). 
从 z 到 共 轿 复数 的 倒数 (z)-! 的 转变 对 应 着 关于 单位 圆 的 反射 , BE, 象 点 和 逆 象 点 
位 于 过 原点 的 同一 条 直线 上 , 它们 与 原点 距离 的 积 等 于 1( 图 1.9(c)). 


WI 


B19 RRNA ER 


11.23 算术 法 则 
加 法 和 乘法 ”对 所 有 的 复数 a,b,c, 有 


a+(b+c)=(a+b)+c, a(bc)- (ab)c (BA), 
a+b=b+a, ab=ba (交换 律 )， 
a(b+c) =ab+ac (分 配 律 ). 
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例 1: (a+b)? = (a+b)(a+b) = a? + ab + ba +b? = a? + 2ab -- ?. 
正 负 号 法 则 “对 所 有 的 复数 a,b, 有 


(—a)(—b) = ab, (—a)b = —ab, a(—b) = —ab, 


—(-a)=a, (-1)a— —a. 


例 2: (a — b)? = (a — b)(a — b) = a? — ab — ba + b? = a? — 2ab +b’. 

4| 3: (a -- b)(a — b) = a? +. ab — ba — ? = a? — b. 

分 数 的 算术 下面 我 们 都 将 假设 分 母 中 出 现 的 复数 都 不 为 0. 对 所 有 复数 a,b,c,d, 
有 


5 = S$ ead =be (5555), 
ALI (Rei), 
aps LL 0 (加 法 和 减法 )， 
DN 

b= = (除法 ). 


WAHRER WMR a, b, c d 是 任意 复数 , 其 中 d 40, WA 


a+b=a+b, ab=a-b, (5-5 


Wz—ac- dy DE z(y) 叫做 z MLR). 记 作 x = Re z(y = Im z), WA 
Re z = i242) Im z= x (2 - 2). 
1.1.2.4 复数 的 根 
REM a= [aje?, 其 中 —n «o <n, Haz 0. 


z= Val (cos (28:8) i-us (228 9)), b= na | 


= 1 蕴涵 ad = cb, 反之 亦 然 . 


= 


Be a 
) 简 言 之 : b 
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也 可 以 把 这 些 数 记 作 r= vale 79^. k —0,... ,n 一 1 它们 称 为 复数 a 的 n 
个 根 . 这 n 个 根 把 半径 为 V 的 圆周 分 成 n SH. 
例 1: 当 a=1m=2,3,4a=1 的 m 个 根 (被 称 为 单位 根 ) 如 图 1.10 所 示 . 


ep Q- 


(a) n=2 (b) n23 
图 1.10 单位 根 
例 2: 2i = 2e*/? 的 两 个 根 是 


z = V2 (cos + +i-sin 2) =1+i, 
x = V2 (cos (x+ 7) +i-sin(x+7)) = —(1+i) 


"S 
图 1.11 (图 1.11). 
1.1.3 ”在 振荡 上 的 应 用 
给 定 周期 为 了 > 0 的 函数 f, A 
f(t+T)=f(t), HRA teR. 


我 们 还 可 以 定义 
v:= — (频率 )，w:= 2rv ( 角 频 率 ). 


描述 了 角 频 率 为 w, 振幅 为 4 的 一 个 振动 (图 1.12(a)). 数 a 叫做 相 移 . 
例 2 (正弦 式 波 ): 设 4 > 0,w > 0. 函数 


y(z,t) = A-sin(wt + a — kz) (1.10) 


描述 了 振幅 为 4, 波长 为 和 := 2x/k 的 一 个 波 , 它 以 所 谓 的 波 相 速度 


从 左 向 右 传播 (图 1.12(b)). 数 叫做 波 数 . 根据 规则 kz = wt 十 a 一 了 随时 间 移 
BAI (z, yle, t), 对 应 着 以 速度 c 从 左 向 右 移动 的 高 度 为 4 的 波峰 . 
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图 112 RRR (振动 ) 
在 物理 学 和 应 用 科学 中 , 通常 用 复 函 数 
Fen- co eem 
表示 这 样 的 波 , 其 中 复 振幅 C = Aei*. Y (x,t) 的 虚 部 对 应 着 (1.10) 中 的 yr t). 
1.1.4 “对 等 式 的 运算 
对 等 式 的 运算 设 a,b,c 为 任意 实 (MA) 数 . 对 等 式 的 运算 符合 下 列 规则 : 


a=b>a+c=b+e 
a=b>a-c=b-c 
a=b=>ac=bc 
a=b, c#0> 5 = 


a=b, axi iem t 
a 


用 语言 叙述 就 是 : 

(i) 可 以 在 一 个 等 式 两 边 加 相同 的 数 , 其 结果 仍 是 一 个 等 式 . 
(ii) 可 以 在 等 式 两 边 乘 以 同一 个 数 . 

(iii) 可 以 在 等 式 两 边 除 以 同一 个 (不 为 零 的 ) 数 . 

(iv) 可 以 得 到 等 式 的 倒数 . 

在 情况 (ui) 和 (iv), 必须 注意 


不 允许 0 作 除数 ! 


直观 上 , 一 个 等 式 就 像 衡 量 平衡 的 尺度 . 对 于 其 两 端 , 在 相同 的 时 间作 同样 的 事 
就 不 会 打破 平衡 . 
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两 个 等 式 的 运算 对 所 有 实 (或 复 ) 数 a,b,c,d, 有 


a=b, c=d>a+c=b+d (两 个 等 式 的 加 法 )， 
a=b, c=d>a-c=b-d (两 个 等 式 的 减法 )， 
a=b, c— d — ac — bd (两 个 等 式 的 乘法 )， 
a=b, cod cuo 5-5 (两 个 等 式 的 除法 ) 


解 方程 ”方程 
EXEEXI an) 
的 解 是 一 个 数 , 当 我 们 把 x 替换 成 这 个 数 时 满足 (1.11). 称 x 为 变量 或 未 定 元 . 
例 1: 方程 (1.11) 有 唯一 解 x = 2. 
证 明 : 第 一 步 : 假设 数 z 是 (1.11) 的 解 . 在 (1.11) 的 左右 两 边 同 时 减 去 3, 得 


2 = 4, 


然后 两 边 同 时 除 以 2, 得 


mc 2, 


这 表明 , de (1.11) 有 解 , 那么 一 定 是 2. 
第 二 步 : 现在 我 们 证 明 , 2 确实 是 (1.11) 的 解 . 由 初等 式 2.2+3=7 可 得 . 
第 二 步 也 称 为 “检验 ”. 通常 , 数学 错误 的 出 现 是 因为 混淆 了 第 一 步 与 一 个 完 
整 的 证 明 (参看 4.2.6.2). 
例 2 (线性 方程 组 ): 设 a,b,c,q,a,6 AS (或 复 ) 数 , H ad — be #0. 那么 方程 组 


b zi 
ax + by = a, (1.12) 
cz + dy = 
有 唯一 解 
. ad — Bb . af —ca 
me U abb 1m 


证 明 : 第 一 步 : 假设 数 z,y 满足 方程 组 (1.12). 用 d( 或 (—b)) R (1.12) 的 第 一 个 
(或 第 二 个 ) 方程 , 得 
adz + bdy = ad, 
| —bex — bdy = —bj. 
把 这 些 方 程 加 起 来 , 则 得 到 


(ad — bc)z = ad — fb. 


两 边 同 除 以 ad — bc 后 , 就 得 到 了 (1.13) 中 z 的 表达 式 . 
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现在 (1.12) 的 第 一 个 (第 二 个 ) 方程 两 边 同 乘 以 (一 c)( 或 a), 得 


—cax 一 cby = 一 CQ 
acz + ady = af. 


两 个 方程 相 加 , 得 
(ad — bc)y = aB — ca. 


两 边 同 除 以 ad — bc 后 , 就 得 到 了 (1.13) 中 y 的 表达 式 . 这 表明 , 如 果 (1.12) 的 解 
存在 , 那么 一 定 为 (1.13). 特别 地 , 存在 唯一 解 . 

第 二 步 (检验 ): 把 (1.13) 的 z,y 值 代 入 方程 (1.12), 简单 计算 后 发 现 , 事实 上 
它们 是 方程 的 解 . 口 
例 3 (二 次 方程 ): 设 实数 b,c WE D 一 c > 0. 那么 二 次 方程 


z? + 2br+c=0 (1.14) 
恰 有 两 个 解 : 
T=-—b+tVb—ce. (1.15) 


证 明 : 第 一 步 : 如 果 x 是 (1.14) 的 解 , ABA (1.14) 的 两 边 同时 加 b? — c, 得 
a? +2br +b? =b — c. 


BI (a+b)? — 0? — c, 由 此 可 得 : x 十 b = vb? — c. 在 这 个 方程 两 边 同 时 加 上 (6), 
则 得 (1.15). 这 说 明 如 果 (1.14) 的 解 存在 的 话 , 它 的 所 有 解 都 具有 形式 (1.15). 

第 二 步 (检验 ): 把 x 的 表达 式 (1.15) 代入 方程 (1.14). 简单 计算 表明 , 这 些 zx 
的 值 确实 是 解 . 


1.1.5 ”对 不 等 式 的 运算 
对 不 等 式 的 运算 对 任意 实数 a,b,c, 下 列 法 则 成 立 : 


a<bsSat+cK<bt+e (加 法 )， 
a<x<b>a-c<b-c (减法 )， 
a€b,cz20-2 ac x be 


(乘法 )， 
axb,c«0- ac 2 bc 
b 
a € b, c»02 i <= 
à b (PRY), 
axb,c«02-2- 
c v 
1 1 
0Ücakb«- (倒数 ). 
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这 表示 : 一 个 不 等 式 的 两 边 可 以 同时 加 或 减 同 一 个 数 , 或 同时 乘 以 或 除 以 一 个 正 数 
而 不 改变 不 等 号 . 两 边 都 乘 以 或 除 以 一 


个 负数 ,不 等 号 改变 方向 . 
两 个 不 等 式 的 运算 对 任意 实数 a,b,c,d, 有 


a<b, c<ļd>a+c<b+d 
a<b, 0<c<d=ac<bd 


(加 法 )， 
(乘法 )， 


当 不 等 号 < 都 用 严格 不 等 号 < 代替 时 , 上 述 所 有 不 等 式 的 运算 法 则 仍 成 立 
例 1: 对 任意 实数 a,b, 有 不 等 式 : 


证 明 : 由 0< (a 一 b)? 及 二 


0<a—2ab+b. 


在 两 边 加 上 2ab, 得 2ab < a? + ^. 两 边 同 除 以 2, 则 得 上 述 结果 
例 2: 对 所 有 实数 a, 下 列 不 等 式 成 立 : 


oO 
4 
hem «a 
<1. 两 边 同 乘 以 at, 即 为 所 证 O 
例 3: d a,b "me Hao. ae t, 我 们 希望 检验 线性 不 等 式 ， 
aw 
(i) a > 0 BY, (1.16) RX, "HOD 2 > 2. 
(ii) a < 0 时 , (1.16) 成 立 , 当 且 仅 当 z< 
例 4: 给 定 实数 a,b,c, H a > 0, — 
iam 
RBS AS] AA D := b — ac 


(i) D < 0 时 , 任 一 实数 z 是 (1.17) 的 解 . 
(ii) > 0 时 , (1.17) 的 解 集 由 所 有 满足 


pg 2-0 或 pa Bb 
a a 
的 实数 z 构成 . 


在 0.1.11 中 可 见 到 一 些 重 要 的 不 等 式 
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1.2 序列 的 极限 


1.2.1 基本 思想 
序列 
例 1: 考虑 实数 序列 (an), 其 中 


Qn = m= 12,523. 


1 
n’ 
4 n 增 大 时 , an 的 值 趋向 于 零 ( 表 1.1). 为 了 描述 这 种 行为 , 记 作 
并 称 序列 (an) 的 极限 为 0. 
表 1.1 

n 1000 10000 

an 3 i 0.01 0.001 0.0001 
例 2: B bn = M, 25 n SHAR, 序列 (bn) 趋向 于 1. 记 作 Jum b. = L- 


函数 ”数学 在 科学 、 技术 和 经 济 学 中 的 许多 应 用 中 ， 极限 概念 起 了 万 为 重要 的 作用 . 
一 个 函数 的 极限 的 概念 可 以 简化 成 如 上 序列 的 极限 的 概念 . 


例 3: 考虑 函数 
PEEL LL 
v 1, 当 z=0 
(图 1.13). 
我 们 记 作 


当 且 仅 当 , 对 每 个 序列 (an), 其 中 对 所 有 n, an £ a, 
有 


| 由 lim an = a, 可 得 lim f(an) =b 


图 1.13 


对 于 这 个 例子 中 的 函数 f(x), 有 


lim f(x) = (1.18) 


z—0 


因为 从 对 所 有 n, an #0 B. Jim an = 0, 即 得 Jim, flan) = Jim a2 = 0. 
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(1.18) 与 我 们 的 直观 印象 对 应 : 如 果 点 z 从 右边 (或 左边 ) 趋向 于 0, 那么 对 应 
的 函数 值 趋 于 0. f 在 点 0 的 值 与 这 些 考虑 不 相关 . 

因为 有 理 数 的 序列 的 极限 可 以 是 无 理 数 ， 所 以 需要 发 展 一 套 严格 的 极限 理论 ， 
这 首先 要 严格 引入 实数 概念 , 我 们 将 在 下 一 节 介绍 . 


1.2.2 ”实数 的 希 尔 伯 特 (Hilbert) 公理 


公元 前 500 年 左右 , 古 希 腊 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 学 派 的 一 名 成 员 发 现 , 单 
位 正方 形 的 对 角 线 长 d 与 其 边 长 是 不 可 通 约 的 , BU, d 与 边 长 的 比值 不 是 有 理 数 . 由 
毕 达 哥 拉 斯 定理 及 图 1.14 可 得 


d -1 21, 
VA 这 表明 d = V2. 用 现代 术语 来 说 , 这 位 古 希腊 人 发 现 了 V2 
的 无 理性 ( 见 4.2.1). 这 一 发 现 破坏 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 宇宙 和 


is : 谐 的 美妙 图 景 ， 引发 了 一 场 危机 据 传说 , 这 一 事实 的 发 现 者 ， 
` 在 一 次 航行 中 被 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 其 他 成 员 扔 到 了 海里 . 

继 古 代 最 重要 的 数学 家 阿 基 米 德 (Archimedes, 公元 前 281 一 前 212) 之 后 , 尼 
多 斯 (Knidos) 的 欧 多 克 索 斯 (Eudoxus, 公元 前 410 一 前 350) 掌握 了 无 理 数 . 直到 
2000 年 后 , 为 了 从 数学 上 严格 定义 无 理 数 , 戴 德 金 (Dedekind) AF 1872 年 重新 采 
用 了 欧 多 克 索 斯 的 思想 . 

自 欧 几 里 得 (Euclid, 大 约 公元 前 300 年 ) 的 《几何 原本 》 之 后 , 数学 理论 通常 是 
公理 化 构建 的 , 即 , 把 理论 建立 在 一 些 简单 的 原理 之 上 . (一 组 公理 中 的 ) 原理 不 需 
要 被 证 明 . 通常 , 公理 是 对 这 一 情况 的 元 长 检验 的 结果 . 从 公理 开始 , 可 以 根据 逻辑 
的 结论 推导 整个 理论 . 


1.2.2.1 公理 


假设 存在 一 个 集合 R, 它 的 元 素 称 为 实数 , 并 满足 如 下 公理 (F), (0), (C). 
(F) RAH. AR 是 一 个 域 , 其 中 加 法 的 中 性 元 是 0, 乘法 的 中 性 元 是 1. 
(O) FAB. 对 任意 两 个 给 定 的 实数 a,b, 下 列 三 个 关系 式 恰 有 一 个 成 立 : 


a<b, a=b, b<a (三 分 法 ). 


对 任意 实数 a,b,c, 有 

(i) RAK a < b,b < c 蕴涵 a < c (传递 性 ). 

(ii) 关系 式 a < b AA a+ c< b+ ce (加 法 的 单调 性 ). 

(ii) 关系 式 a < b,0 < c 蕴涵 ac < be (乘法 的 单调 性 ). 

—^ RSA H(A, B) 是 非 空 有 序 实 数 集 对 , 使 得 任意 实数 都 属于 这 两 个 集合 
之 一 , 并 且 若 ae Abc B, Nil a « b. 
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(C) 完备 性 公理 . 对 任 一 戴 德 金 分 割 (A, B), 恰 存 在 一 个 实数 a 具有 性 质 : 


a<a<b 对 所 有 acA, beB. 


直观 上 , (C) 表示 实数 直线 没有 洞 (图 1.15). 4 " 

公理 (F) 表示 实数 集 满足 下 列 诸 条 件 . a 
域 的 定义 BAK 是 一 个 域 , 如 果 满 足 : 图 1.15 

加 法 K 中 两 个 任意 元 素 被 赋值 为 K 中 特定 的 第 三 个 元 素 , WE a+b. 对 KK 
中 所 有 的 a,b,c, HARR: 


(a+b)+c=a+(b+c) (HET), 
a+b=b+a (交换 性 ). 


K 中 有 一 个 唯一 的 元 素 , 记 作 0, 使 得 对 所 有 ac K, 有 


对 每 个 a € K, 存在 唯一 元 b e K, 使 得 


这 个 元 称 为 a 的 加 法 北 元 . 元 素 5 也 可 记 作 —a. 
乘法 K 中 两 个 任意 元 素 被 赋值 为 K 中 特定 的 第 三 个 元 素 , WE ab( 或 a: b). 
对 K 中 所 有 的 a,b,c, 有 
(ab)c = a(bc) (结合 性 )， 
ab = ba (交换 性 )， 


a(b+c)=ab+ac (分配 性 ). 


K 中 有 一 个 唯一 的 元 素 , 记 作 1, H 140, 对 所 有 acK, 有 


a:1-a. 


对 每 个 a € K, Ha AO, 存在 唯一 元 b e K, 使 得 
ab — 1. 


这 个 元 称 为 a 的 乘法 逆 元 . 这 时 , UE b 也 可 记 作 a^. 
域 是 所 有 数学 分 支 中 最 基本 的 概念 之 一 . 许多 数学 对 象 都 是 域 ( 见 2.5.3). 在 一 
般 域 论 里 , 符号 e 也 用 来 表示 元 素 1. 
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公理 的 推论 ”实数 的 所 有 算术 法 则 (符号 , TH, 等 式 与 不 等 式 ) 都 可 以 从 这 些 公 
理 推导 出 来 . 

公理 (F) 和 (0) 对 有 理 数 也 是 成 立 的 ; 不 过 , 公理 (C) 则 不 然 . 
了 唯一 性 ”如 果 RAR 是 满足 所 有 公理 (F), (0), (C) 的 两 个 集合 , WAR R 同 构 
FR, 它 遵守 序 公 理 . 意思 是 , 存在 一 一 映射 p : 及 一 R', 使 得 对 所 有 a,b € R, W 
足下 列 条 件 : 

(i) yla + b) = p(a) + «(b). 

(ii) e(ab) = p(a)p(b). 

(iii) H a < b, 可 得 (a) < (bd). 

这 说 明 , 在 R' 里 的 运算 和 在 R 中 的 一 样 . 


1.2.2.2 ”归纳 法 


直观 上 , 可 以 通过 连续 的 加 法 : 0, 0+1, 1+1, .… 得 到 自然 数 集 0, 1, 2,…. 为 
了 得 到 数学 上 严格 的 定义 , 必须 走 一 条 (显然 更 复杂 的 ) 不 同 的 路 线 . 

归纳 集 : 一 个 实数 集 M 称 为 归纳 的 , 如 果 它 包含 0; 并 且 由 acM 可 以 推出 
a--1€ M. 

根据 定义 , 自然 数 集合 是 由 所 有 归纳 集合 的 交集 构成 . 这 表示 N 是 最 小 归纳 集 . 
归纳 法 KA 是 满足 下 列 性 质 的 自然 数 集合 : 

(i) OE A, 

(ii) n € A Zin-cleA. 
那么 4 = N. 
证 明 : 集合 4 是 归纳 集 . 因为 N 是 最 小 的 归纳 集 , 所 以 N C A. AA A 是 自然 数 
构成 的 集合 , 所 以 A CN, 因此 A = N. 

数学 里 的 许多 证 明 是 以 归纳 法 为 基础 的 . 4.2.2 将 详细 讨论 . 


1.2.2.3 上 确 界 和 下 确 界 


定理 KAR R 有 阿 基 米 德 序 , 即 , 对 每 个 实数 z, 都 存在 一 个 实数 y 使 得 e y. 
界 ”实数 构成 的 集合 M 称 为 上 有 界 的 (或 下 有 界 的 ), 当 且 仅 当 存在 一 个 实数 S 使 
得 


[z<5， 对 所 有 ze M (或 9<z， 对 所 有 ze M).| 


S 称 为 集合 M 的 上 界 (或 下 界 ). 
实数 集合 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 它 是 上 有 界 及 下 有 界 的 . 
上 和 确 界 ”上 有 界 的 每 个 非 空 实数 集 M, 有 一 个 最 小 的 上 界 . 这 个 界 记 作 


并 称 为 M 的 上 确 界 . M 的 上 确 界 不 一 定 包含 在 ME. 
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对 一 个 无 上 界 的 非 空 实数 集 M, 我 们 令 sup M := +00. 
例 1: 设 M := (0,1), WM 的 上 界 构 成 的 集合 的 元 素 是 , 满足 S > 1 的 全 部 实数 
S. 因此 sup M = 1. 


例 2: 对 开 区 间 M := ]1,2[, 它 的 上 界 的 集合 由 所 有 S > 2 
的 实数 S 构成 ， 因 此 sup M = 2; 这 里 ， 上 确 界 不 属于 


M( 图 1.16). 1 7M 2 

下 确 界 ” 任 一 下 有 界 的 非 空 实 数 集 有 一 个 最 大 的 下 界 . 这 i i 

个 界 记 作 sinc: ie 
图 1.16 


并 称 为 M 的 下 确 界 . M 的 下 确 界 不 一 定 属于 M. 

对 一 个 无 下 界 的 非 空 实数 集 M, > inf M := —oc. 
例 3: 设 集合 M := (0,1), 下 界 集 由 所 有 S < 0 的 实数 S 组 成 . 因此 inf M = 0. 
例 4: 开 区 间 M := ]1, 2[ 的 下 界 集 由 所 有 S < 1 的 实数 S 组 成 . 因此 inf M = 1( 图 
1.16). 这 里 , 下 确 界 也 不 属于 M. 
例 5: inf R = —oo, sup R = +00, inf N = 0, sup N = +00. 


1.2.8 ”实数 序列 

PARA, 使 用 的 是 邻 域 的 几何 语言 . 这 样 做 就 允许 我 们 用 
拓扑 的 语言 非常 一 般 地 来 形成 极限 的 概念 . 
1.2.3.1 有 限 极 限 
邻 域 ”一 个 实数 a 的 AARU. (a) 是 实数 z 的 集合 , 它 使 得 r 到 a 的 距离 小 于 e, 
用 集合 的 符号 即 

U.(a) = ( € R:|r — a| <e} 
(图 1.17(a)). 实数 集 U(a) 是 a 的 邻 域 , 如 果 对 某 个 e 20, CAA af X —e 邻 域 : 
Ue(a) © Ula). 


如 果 使 用 区 间 的 符号 , 那么 Ue(a) = ja —e,a-- e(. 不 过 , 刚 定义 的 邻 域 U (a) 不 必 
是 个 区 间 , 但 是 一 定 包含 某 一 区 间 . 
极限 的 基本 定义 ” 设 (an) 是 一 个 实数 列 2). 记 


lim an — a, (1.19) 


当 且 仅 当 实数 a 的 任 一 < 邻 域 包含 除了 有 限 个 an 外 的 所 有 an. 这 时 我 们 称 , 序列 
(an) 收 敛 于 极限 a. 
1) 这 表示 , 对 任 一 自然 数 n, 存在 一 个 实数 an 属于 这 个 序列 . 
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换言之 , (1.19) Bor, 当 且 仅 当 对 每 个 实数 = > 0, 存在 自然 数 no(s)( 与 AR) 
使 得 


| lan 一 al <e, 对 所 有 n2 nole). 


Uto) Uo) 
a—& a ate a 
(a) (b) 


图 1.17 点 a 的 邻 域 
例 1: 设 ws = J n 二 1,2,.…, MAA 


lim 4 zx 
n——oo]L 


证 明 : 对 每 个 实数 © > 0, 存在 一 个 自然 数 nole) > L, 因此 


lanl l«e 对 所 有 n> nole). 


例 2: 对 常数 列 an = a, 有 lim a, — a. 
EE (i) 如 果 极 限 存在 ， 那么 它 是 唯一 的 . 
(ii) 如 果 序列 的 有 限 项 改变 , 那么 极限 不 变 . 
极限 运算 法 则 对 任意 两 个 都 收敛 到 有 限 极 限 的 序列 (a) 和 (bn), 下 列 关 系 式 成 


ME: 
lim (an + bn) = lim an + lim b, (加 法 法 则 )， 
TL— oo noo n-—oo 
lim (an bn) = lim an lim b, (乘法 法 则 )， 

" lim an 

lim — = 2 (除法 法 则 ) 了 
mn 一 co bn lim b, 
lim lan| = | lim an (绝对 值 法 则 )， 
n— oo noo 
对 所 有 的 mn, Han < bn f$ lim an € lim bn (不 等 式 法 则 ). 


"m 
o 


4| 3 (乘法 ): im a = dim = dm 二 
on 


一 Oo N n—oco Tl 


=lim1+ lim A ck 


n—oo TL 


例 4 ( 求 和 ): lim nel (iai) 
noo n n—oo TL 


lh a a 


1) 这 里 必须 还 要 假设 jim, bn # 0. 
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1.2.3.2” 非 正常 极限 
邻 域 设 
Ug(+00) := JE,oo[, UE(—00):=|]—o%,EL. 


实数 集合 (+ co) MAR AMAR, 如 果 存在 实数 RE 


UE(+00) € U(4-oo). 


同样 , U(—00) 是 对 某 一 固定 实数 E, 使 得 Ug(—oc) C U(—oc) 的 集合 (图 1.18). 


U(+%) U(—%) 
SE Su UNE Jer 
E E 
(a) (b) 
图 1.18 too 的 邻 域 


EX 设 (an) 是 一 个 实数 列 , 记 


SAMS, BRIAR an 外 的 所 有 an 都 属于 每 个 邻 域 U (+00). 
换言之 , (1.20) 成 立 , 当 且 仅 当 , 对 每 个 实数 E, 我 们 能 找到 一 个 自然 数 no(E), 


an> E, 对 所 有 n> no(E).| 


lim an = —oo. 
n-—oc 


当 且 仅 当 , 除了 有 限 个 an 外 的 所 有 an 都 属于 每 个 邻 域 U( 一 00) P 
反射 原理 RNA jim an = —00, 当 且 仅 当 jim (一 on) = +00. 
例 2: lim (=n) = —. 


1) & jim an = a. 在 过 去 的 文献 中 , Sac R. 则 说 其 收敛 ; 当 a = +00, 则 说 其 确定 
发 散 . 现代 数学 有 了 一 般 的 收敛 概念 ， 在 这 个 意义 上 , (an) 对 a ih (参看 1.3.2.1 
的 例 4). 我 们 这 里 采用 的 现代 观点 , 其 显著 优点 就 是 避免 考虑 不 同 的 情况 , 见 1.2.4. 
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关于 无 穷 大 的 运算 法 则 i£ -co < a < oo, 那么 有 


4 
Ju ik: 
a+ œ = +o, 十 co 十 oo = +00, 
à—00-— —00, 一 oo 一 oo = 一 co. 
乘法 : 
mu 20 
a( 土 00) = Vu MA 
Too, a «0, 


例如 , 符号 “a + co = +00” RR, 由 关系 式 
lim a, —a 和 lim b, —-roo (1.21) 


n—oo 


作为 一 个 推论 总 可 


ai 


lim (an + bn) = +00. 


类 似 地 , 符号 “a(+eo) = +00, 4 a> 0" R7, 由 (1.21) Ra>0 可 得 


lim anbn = +00. 
n— co 


5| 3: lim n? = lim n- lim n = 十 oo. 
Too n—-oo TL—oo 


SER K 


a o SER takan oo |... 
Bian + pmain™l t-t Bo’ TU 


其 中 k,m = 0,1, 2,- Ye 固定 ， Gir. sis 是 固定 实数 ， 且 Ak £ 0, Ba x 0. 那么 有 


Ok 
Pm k=m, 
Bm 
Tit da = 0, k<m, 
Jii 十 co， k>m H a/Bm > 0， 
一 oo， k>m Hag/Bm <0. 
2 
Bl 4: lim —+* <9, 
noo TV 


RER SABO RN, 一 定 要 极其 小 心 ! 


00， 09, oo". (1.22) 
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没有 处 理 这 些 表 达 式 的 通用 法 则 . 不 同 的 情况 得 到 不 同 的 结果 . 
例 5 (+00 — oo): 


lim (2n — n) = +œ, lim (n—2n)=—oo, lim ((n+1)—n) =1. 


在 某 些 情况 下 , A (1.22) 中 那些 表达 式 有 意义 并 可 以 用 L'Hospital( 洛 必 达 ) 法 
则 计算 (参看 1.3.1.3). 


1.2.4 序列 收敛 准则 


基本 思想 
例 1: 考虑 迭代 过 程 


anti = +, n=0,1,2 >, (1.23) 
其 中 初始 值 ao:=2. 为 了 计算 序列 (an) 的 极限 , 假设 极限 


NnN—+O0 


存在 , 其 中 a > 0. 由 (1.23) 可 得 


或 a= 


Dl. 这 导出 202 = a? +2, 或 oz2-2 最终 — V2. 因此 


lim an = V2. (1.25) 
下 面 的 例子 包含 了 一 个 错误 的 结论 . 


例 2: 考虑 迭代 过 程 
Qn+1 = 一 Qmn， n= 0,1,2; E (1.26) 


其 中 初始 值 uo := 1. 同样 的 方法 得 到 


lim à541 = — lim an, 
n-—oo 7,—00 


由 此 推出 a = —a, E& a — 0, 即 有 jim an = 0. 
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男 一 方面 , 由 (1.26) 立即 可 得 , 对 所 有 n, 有 an = (一 1)”, 这 个 序列 不 收敛 . 问 
题 在 哪 ? 答案 是 : 
在 计算 一 个 迭代 过 程 的 极限 时 , 如 果 极 限 保 
证 存在 , 那么 便捷 的 计算 方法 才 是 有 效 的 . 


因此 当 一 个 序列 收敛 时 , 具有 某 些 一 般 的 检验 准则 是 十 分 重要 的 . 下 面 的 1.2.4.1 和 
1.2.4.3 将 讨论 这 样 的 准则 . 

定理 BAA (1.23) 收敛 , 即 ，lim an = V2. 

证 明 思 路 : 要 证 明 aes 


ao >a ža >- 21. (1.27) 
这 表示 , 序列 (an) 是 非 递增 的 , 而 且 下 有 界 . 1.2.4.1 的 收敛 准则 保证 了 极限 (1.24) 
的 存在 性 , 它 证 明了 论断 (1.25). 
有 界 序列 ”一 个 实数 序列 (an) 称 为 下 有 有 界 的 (或 上 有 界 的 ), 如 果 存 在 实数 S 使 得 


对 所 有 n, 有 

(或 5 > an). 序列 称 为 有 界 的 , 如 果 它 上 有 界 且 下 有 界 . 

有 界 性 准则 收敛 到 有 限 极限 的 每 一 个 实数 序列 是 有 界 的 . 
推论 : 无 界 实数 序列 不 能 收敛 到 一 个 有 界 极限 . 

例 3: 自然 数列 (n) 是 无 上 界 的 , 因此 它 不 能 收敛 到 有 限 极 限 . 


1.2.4.1 递增 序列 和 递减 序列 
定义 ”实数 序列 (an) 称 为 递增 的 (或 递减 的 )) 如 果 
[n<m 蕴涵 an Sam 


(BK n < m BAB an 2 am). 

收敛 准则 ”每 个 递增 的 实数 序列 (an) 收敛 到 有 限 或 无 限 的 极限 2) 
(i) WA (an) 上 有 界 , 那么 对 某 一 有 限 实数 a, 有 lim an — a. 
(ii) WR (an) HER, BA lim an = +00. udo 
Y M := {an|n € N}, W dim an — sup M. 


5]: 选取 序列 an := 1— 二 , 它 是 递增 的 , 是 上 有 界 .而且 lim a 1L 


1) 对 (1.27) 更 详细 的 证 明 将 在 4.2.4 作为 归纳 法 的 应 用 给 出 . 

2) 同样 , 每 个 递减 实数 序列 收敛 到 一 个 有 限 或 无 限 的 极限 . 

(i) 如 果 (an) FAR, 那么 对 某 一 有 限 实数 a, 有 im an = a. 

(ii) WER (an) EFI WMA lim an = 一 oo, 如 果 设 M := {an : n EN}, JU. lim an = 
inf M. e "Er 
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1.2.4.2 柯 西 (Cauchy) 收敛 准则 
定义 ”实数 序列 (an) 称 为 柯 西 序列 , 如 果 对 每 个 。 >0, 存在 nole) € N 使 得 


m 一 am| < s， 对 所 有 n,m > nole). 


柯 西 准则 ”实数 序列 收敛, 当 且 仅 当 它 是 柯 西 序列 . 


1.2.4.3 子 序 列 
FF i (an) 为 实数 列 . 选择 指数 ko < ki <-->, 并 设 


则 序列 (bn) 称 作 (an) FRAP. 
例 1: Wan := (一 1)”. 如 果 我 们 令 bn := aan, N) (bn) 是 (an) 的 子 序列 . SEES, 有 


ao = 1, ai = Ty a2 = 1, a3 = —1, 


bo Qo 1, bi Q2 1, doa" b, = 2n = 1, 


RA -oo < a < oo. 点 a 称 作 序列 (an) -DRR WR ARLE FP 
(ay) tif 
ia =a 
(an) 的 所 有 聚 点 的 集合 称 为 (an) 的 极限 集 . 
波 尔 查 诺 _ 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 () 每 个 实数 序列 有 一 个 到 点 
(3) 对 于 每 个 有 界 实数 序列 , 都 有 一 个 实数 是 它 的 聚 点 
上 极限 ” 设 (an) 是 实数 序列 . 2?) 


Jim an :一 (an) WERKE, 


All 
lim a; := (an) 的 最 小 聚 点 ， 
收敛 的 子 序列 准则 i£ -oo < a 和 oo. 对 于 实数 序列 (an), 下 列 两 个 结论 等 价 : 
(i) lim On = i, 


(ii) 


lim a4, = lim a, =a. 
Tone noc 


1) 通常 用 (ay) 表示 子 序列 比较 方便 , 这 表示 我 们 令 ay =b, ay — ba, 58. 
2) 这 个 定义 有 意义 , 因为 (an) 确实 有 一 个 最 大 聚 点 和 一 个 最 小 聚 点 (可 能 是 十 co)， 称 
m as (相应 地 ，lim an) 为 序列 (an) 的 上 极限 (相应 地 ,下 极限 ). 
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例 2: 设 Qn := (-1)”. 对 两 个 子 序列 (dan) All (@an+1); 有 
Jim an — 1 和 lim 02n41i = —1. 
a=1Ra=-1 都 是 (an) HRA, 因此 


lim an —1, lim an = —1. 
n— co 


因为 这 些 值 不 一 样 , 所 以 序列 (an) 不 收敛 . 
例 3: E Qn :三 (-1)"n 时 ， 有 Jim Q2n = +00 H Jim Q2n4+1 = 一 09. 这 些 是 序列 
的 全 部 聚 点 . 因此 有 


lim an = +00, lim an = 一 co. 
RSE) noo 


因为 这 些 点 也 不 一 样 , 所 以 序列 发 散 ( 即 不 收敛 ). 
特殊 情形 dE (an) 是 一 个 实数 序列 , H —oo < a € oc. 

(i) 如 果 jim an — a, 那么 a 是 (an) 的 唯一 聚 点 , 并 且 (an) 的 每 个 子 序列 都 
收敛 到 a. 

(ii) 如 果 柯 西 序列 (an) 的 一 个 子 序列 收敛 到 a € R, 那么 a 是 (an) 的 唯一 聚 


A, H lim an =a. 
n —oo 


1.3 函数 的 极限 
1.3.1 ”一 个 实 变量 的 函数 
考虑 一 个 实 变量 z 的 函数 y = f(r), 其 中 f(z) 为 实 值 . 
1.3.1.1 极限 
EX K-wK<ab<o. id 


lim f(x) = b, 


ra 


如 果 , 对 了 定义 域 里 每 个 序列 (zn), RE en A a, D 


lim z, —a 蕴涵 lim f(rn) — b. 


特别 地 , 记 
jim f(@)=), 或 lim f(z) =8, 


如 果 只 考虑 序列 (rn), 其 中 每 个 zw > a(R zn < a)(a € R). 


1) 在 这 些 情形 函数 f 不 必 在 点 a 有 定义 . RER f 的 定义 域 至 少 包含 一 个 具有 上 述 极 限 
性 质 的 序列 (an). 
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运算 ”因为 函数 极限 的 概念 是 用 数列 极限 形式 给 出 的 , 所 以 函数 极限 的 运算 符合 数 
列 的 运算 . 特别 地 , 当 -oo < a < oo 时 , 有 

lim (f(z) + g(zx)) = lim f(x) + lim g(x), 
lim f(z)g(z) = lim f(z) lim g(z), 


f) imf 
iem) 一 lim A(z)’ 


这 里 ， 需 额外 假设 等 式 右 边 的 极限 都 存在 ， 而 且 有 限 ， 并 且 最 后 一 个 表达 式 里 
lim A(z) # 0. 
当 z 一 ga 十 0 或 z 一 a 一 0 时, 这些 运算 依然 正确 , Hae R. 
例 1: 设 f(z) := c. 那么 对 所 有 ae R, 有 
lim f(x) = 
实际 上 ， Jim In =a. 推出 lim f (tn) =a. 
例 2: Wf: = x°, 则 


ú 9 x 2 2 
lim z^ = lim z lim z= a*. 


例 3: 设 
li; cu 
f(z) := 2, r—a 
-l, «<a 
(图 1.19), 则 


tim , f(z) =1, dim f(z) = - 


图 1.19 
称 极限 lim f(e) lim f(z)) 为 了 在 点 处 的 右 极限 (或 左 极限 ). 
1.3.1.2 连续 函数 
直观 上 说 , 连续 函数 是 指 没 有 跳跃 点 的 函数 [图 1.20(a)]. 
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定义 HaeM. BK f:MCROR MHA RARER, 如 果 对 象 点 f(a) 的 每 
个 邻 域 U (f (a)), 存在 邻 域 Ula) 使 得 ? 
r€U(aà H reM 蕴涵 f(x)e U(F(a)). | 
换言之 , 如 果 对 每 个 实数 = >0, 存在 一 个 实数 5 > 0 使 得 


|j(z) 一 f(a)| «e 对 所 有 满足 lz — a| < 5 的 ze M, 


则 f EA a 处 连续 . 
极限 判别 法 。 /在 点 a 处 连续 , MARAD 


lim f(x) = f(a). 


ra 


mE WR fg: MCRORER a 处 连续 , 那么 
(i) 和 了 +g 及 积 fg 在 点 a 处 连续 . 
(ii) 商 T 在 点 a 处 连续 , 如 果 g(a) £0. 
现在 考虑 两 个 函数 的 复合 : 


也 可 记 作 H = Fof. 

复合 函数 的 连续 性 ”函数 H 在 点 a 处 连续 , 如 果 f 在 点 a 处 连续 , H. F 在 点 
f(a) 处 连续 . 

可 微 性 和 连续 性 。” 如 果 函 数 f : M CROR ER a 处 可 微 , 那么 了 在 点 a 处 连 
续 (参看 1.4.1). 

例 : 函数 y = sinr 在 每 个 点 a € R 处 都 是 可 微 的 . 由 此 即 得 


lim sin z = sina. 
Ta 


类 似 的 结论 对 y = cos zx,y =e", y = coshz, y = sinhz, y = arctan r 及 每 个 有 实 
系数 的 多 项 式 y = ao raiz 十 … 十 anz” 都 成 立 . 

下 列 定理 说 明 , 连续 函数 有 很 好 的 性 质 . 

i -oo <a<b<oo. 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 每 个 连续 函数 f: [a,b] 一 R 有 极 小 值 和 极 大 值 . 

更 明确 地 说 , 存在 a, 8 € [a,b], 使 得 对 每 个 z € [a,b] ,有 


f(a) < f(z) 


1) 也 可 记 作 f(U(a)) C U(f(a)). 
2) 这 意味 着 , 对 M 中 满足 lim an =a 的 每 个 序列 (zn), 有 lim f(zn) = f(a). 
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( 称 f(a) 为 极 小 值 ); 对 每 个 € [a,b], 有 f(x) < FU) F6) 为 极 大 值 )( 图 1.21). 
波 尔 查 诺 (Bolzano) 定理 ”如 果 函 数 : [a,b] 一 R 连续 , H f(a)f(b) < 0, 那么 
方程 


有 一 个 解 (图 1.22). 


图 1.21 "II^ 


中 值 定理 。” 如 果 函 数 f : [a,b] 一 RE, 那么 对 所 有 满足 min, f(z) <7< 


eg fe Ho ee 


f(z)=7, «€ [a,b] 
有 一 个 解 . 
1.3.1.3 洛 必 达 法 则 
这 个 重要 的 法 则 能 够 计算 4 = 型 的 不 定式 . 法 则 是 


li fe) _ Pu) (1.28) 


这 里 需要 假设 : 

(i) 存在 极限 lim f(x) = lim g(z) =b, HH b = 0 Rb=+00, j— œ <a < 
oo. 

(ii) 存在 一 个 邻 域 U(a), 使 得 对 所 有 的 zx € Ula), H. z 关 a, FR f(z) 和 
g(x) FE. 

(iii) 对 所 有 的 ze U(a), BH. x z a, 有 g'(x) Z0. 

(iv) 式 (1.28) 右边 的 极限 存在 .1) 

1) 当 z 一 a 十 0( 相 应 地 , z 一 a — 0), 类 似 的 论述 也 成 立 , 其 中 a € R. 这 时 要 求 假设 (ii) 
Al (iii) 只 对 点 z € U 成 立 , 其 中 s > a( 相 应 地 , x < a). 

导数 fl (x) 的 概念 将 在 1.4.4 引入 . 
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4) 1 (5): lim sin x = lim z =0. AW cose 的 连续 性 , 由 (1.28) 即 得 


sin z . COST 


lim —— = lim =cos0=1. 
r0 T r—0 
oo 
例 2 (=): 
oo 
工 
im E. im 4.0 
了 一 十 oo X z—--oo 1 
r T 
lim Za lim = = +00 
r—-roo T 了 一 十 cc 1 


洛 必 达 法 则 的 变形 ”有 时 候 必须 重复 应 用 洛 必 达 法 则 , 直到 右 端 有 极限 . 


e? : e7 . e7 
5 a sities E d "| 3 2r » E. oa 2 FM 
0-00 型 的 表达 式 可 以 转化 为 = 型 , 这 样 就 可 以 应 用 洛 必 达 法 则 了 . 
例 4: 


lng 


i 
0 1 z 一 十 0 1 r—4-0 
= CH) 


oo 一 oo 型 的 表达 式 可 以 转化 为 co a 型 , 其 中 a 是 某 个 有 限 值 . 
例 5: 


Ble 


lim zInz= lim 
xz—+0 2 一 十 


lim (e^ — z) = lim e (1 一 =) = lim e^ lim (1 一 =) 


工 一 十 co e? z 一 十 co ZZ 一 十 oo et 


= lim e” = +00 
z—--oo 


这 可 由 例 2 推出 , 在 那里 有 


下 面 的 公式 也 非常 好 用 : 


它 可 以 用 来 处 理 0°, 00°, 099 型 的 表达 式 . 
例 6 (co0): Hal/*=e= 及 例 2, 可 得 


0 
lim z =8 =1. 
Z 一 十 co 
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1.3.1.4 函数 的 数量 级 
在 许多 情况 下 , 很 好 地 理解 函数 量 的 变化 就 足够 了 .， 为 此 有 两 个 归功 于 兰 道 
(Landau) 的 方便 的 符号 O(g(x)) 和 o(g(z)). H -co € a € oc. 


定义 ( 浙 近 等 式 ) SEAN lim I <1, 记 


例 1: lim 757 — 1, AHA r — 0 M sine = z. 


EX i 
f(x) = O(g(z), za. (1.29) 
如 果 存 在 a 的 一 个 邻 域 U(a) 及 一 个 实数 K, 使 得 
A <K. 对 所 有 zerUla) H zra. (1.29*) 


定理 。 如 果 有 限 极限 lim IS 存在 , 则 关系 式 (1.29) 成 立 . 


至 El = 3 蕴涵 当 z too 时 ， 3x? + 1 = O(z?). 


例 2: 等 式 dim 
XX w” 
f(z) = o(g(z)). 

如 果 lim f(z) = 0. 

za g(x) 
4| 3: 42 20 Ff, z” =o(z), HF n = 2,3, 
例 4: 

a € w 

i) ayy Hh Bo. 

z 1 1 

(ii) 12^ zn Z +00. 

(iii) & —oo < a € oo, ?4 z — a Rf, sinz = O(1). 

(iv) 34 z — +0 时 ， nz - o(1). 24 y — +00 时 , Inz = o(z). 

(v) 34 z ^ +00 Bf, x” = o(e?), HF n=1,2,---. 

最 后 的 陈述 (v) 表示 , 4 z 一 +00 时 , 函数 y = ez 比 任何 窜 函 数 z^ 增长 得 
快 . 


1) &acR. AR, 35 z 一 a+ 0( 相 应 地 ，z — a 一 0) 时 , 可 以 引进 符号 f(z) S 
9(z), f(x) = O(g(z)), F(x) = o(g(z)). 一 般 地 , 当 x € U(a), H > > a( 相 应 地 , z < a) 时 ， 
不 等 式 (1.29*) ARAL. 
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1.3.2 ”度量 空间 和 点 集 


动机 ”现代 数学 的 特征 之 一 是 趋向 于 把 概念 和 方法 推广 到 越 来 越 抽 象 的 情况 .这 
使 得 人 们 能 够 解决 大 量 日 益 复杂 的 问题 , 并 发 现 看 起 来 完全 不 同 的 研究 领域 之 间 的 
联系 . 这 个 过 程 还 被 证 明 是 高 度 有 效 的 , 因为 它 把 更 多 不 同 的 概念 替换 成 儿 个 极其 
基本 概念 的 推导 . 

为 了 把 单 变量 函数 极限 的 概念 引入 多 变量 函数 ,引进 度量 空间 是 有 益 的 . 现代 
观点 的 强大 威力 在 泛 函 分 析 的 研究 中 变 得 鲜明 . 这 一 数学 分 支 发 展 于 20 世纪 ( 参 
看 12]. 


1.3.2.1 距离 的 概念 和 收敛 
度量 空间 ” 度量 空间 中 有 两 点 之 间距 离 的 概念 ， 一 个 非 空 集合 X 称 为 度量 空间 ， 
如 果 对 X 里 的 每 个 有 序 点 对 (zx,y)， 存在 一 个 实数 d(z,y) > 0, 使 得 对 所 有 的 
z,y,z€ 六, 下列 陈述 成 立 : 

(i) d(z, y) 2 0, ENX z= y. 

(ii) d(x,y) = d(y, x) (对 称 性 ). 

(iii) d(x, z) < d(z, y) 十 d(y,z) (三 角 不 等 式 ). 

数 d(z,y) 称 为 z Hy 之 间 的 距离 由 定义 , 空 集 也 是 度量 空间 . 
定理 ”度量 空间 的 每 个 子 集 仍 是 具有 相同 距离 函数 的 一 个 度量 空间 . 
极限 ” 设 (ms) 是 度量 空间 X 中 点 的 序列 . dd 


WR lim d(r,,z) = 0, BI, 如 果 当 n 一 00 时 , an Fx 的 距离 趋向 于 0. 
唯一 性 ”如 果 极 限 存 在 , 那么 它 被 唯一 确定 . 
例 1: 实数 集 R 是 具有 距离 函数 


d(z,y):|r—yl x,y ER 
的 度量 空间 . 由 这 个 度量 所 诱导 的 距离 概念 是 通常 (朴素 ) 的 距离 概念 ( 见 1.2.3.1). 


例 2: BEX, 集合 RY 为 实数 6; 的 全 部 N 元 数组 z = (6, Ev) 的 集合 . 设 
y — (1,… ,nN) ARN 的 另 一 个 元 素 , 并 令 


这 就 把 RY 做 成 一 个 度量 空间 . 当 N = 1,2,3 时 , Æ R, RR 中 导出 的 距离 概念 
与 通常 (朴素 ) 的 距离 概念 一 致 (图 1.23). 
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进一步 , 我 们 定义 


|x a y| i d(x, y), 


j=l 


令 (fn) 是 RY 中 具有 分 量 Xn = (£n, ,ÉNn) 的 一 个 序列 ， 并 如 上 令 T = 
(Eein) 那么 度量 空间 RN 中 的 收敛 


lim $4 =£ 
n—> o0 


等 价 于 各 分 量 的 收敛 


(a) N=1 l (b) N=2 
图 1.23 及 ”中 的 距离 
例 3: 4 N —2 Bj, 收敛 Jim zn = or 对 应 着 点 zn 越 来 越 接近 点 z( 图 1.24). 
例 4( 单 位 圆 ): 考虑 图 1.25 所 示 的 情形 , 实数 直线 R 上 的 
每 个 点 x 对 应 于 单位 圆 上 唯一 的 点 zx,. 北极 点 N 不 对 应 u 


R 的 任何 点 . 通常 把 北极 点 替换 成 +0 和 —oo. 定义 : 
R := RU {+00, —oo}. 


8 


图 1.24 


+ 


Lm :一 单位 圆 Z 上 z, 与 内 之 间 的 弧 长 ， 


则 集合 有 成 为 度量 空间 . 
N 


(b) 
图 1.25 单位 圆 上 的 一 个 距离 函数 
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我 们 约定 
d(—oo, 00) := 2n. 
例如 , 我 们 有 d(-too,0) = x. 设 (zn) 是 一 个 实数 序列 . 在 R 中 度量 d 的 意义 下 ， 
收敛 
Jim tn =r, —oo € x € +00 

意味 着 单位 圆 上 的 对 应 点 序列 (cn). 收敛 到 点 r 这 等 价 于 收敛 的 经 典 概念 ( 见 
1.2.3). 

这 样 , 从 单位 圆 度量 空间 2 中 收敛 的 度量 概念 , 就 导出 了 收敛 到 有 限 值 和 无 限 
值 经 典 概念 的 一 个 统一 的 定义 . 


13.22 ”特殊 的 集合 


令 M 是 度量 空间 X 的 一 个 子 集 . 
BRR ZRA M 称 为 有 界 的 , 如 果 存 在 实数 RR > 0 使 得 


[qs < R, 对 所 有 的 zy eM. 


根据 定义 , 空 集 是 有 界 的 . 
Rit +e>0. X 


U-(a) := {x € Z |d(a, x) < €}, 


并 称 它 为 a 的 e 邻 域 . 换 句 话说 , 点 a 的 < 邻 域 Ue(a) 是 由 度量 空间 X 中 到 a 的 
距离 小 于 e 的 所 有 点 z 组 成 (图 1.26). 


(b) 有 R? 中 的 开 集 M — (c) R? 中 的 闭 集 M 


图 1.26 R? 中 的 开 集 和 闭 集 


RA Ula) KA a 的 邻 域 , 如 果 它 包含 某 个 e BR U. (a). 
FE RE M MAK, 如 果 对 每 个 € M, 存在 a NBM Ula) 包含 在 M Hi, 
Bl U(a) C M. 
Ag RSM 称 为 闭 集 , 如 果 补 集 X 一 M 是 开 集 . 
内 点 和 外 点 ”点 ae M 称 为 M 的 内 点 , WREE a 的 一 个 邻 域 U(a) 包含 在 M 
里 , U(a) € M( 图 1.26(c)). 
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A b KA M 的 外 点 , 如 果 存 在 一 个 不 属于 M 的 令 域 U(b), U(b) € X — M. 

点 c 称 为 M 的 边界 点 , WR c 既 非 M 的 内 点 也 非 M 的 外 点 (图 1.26(c)). 

M 的 所 有 内 点 (相应 地 , 外 点 ) 组 成 的 集合 记 作 int (相应 地 , excM). 
边界 和 闭 包 M 的 所 有 边界 点 的 集合 OM 称 为 M 的 边界 (图 1.26(c)). 另外 , f 
a 


A 
RA M fme. 


=H (i) M 的 内 点 集 inc M 是 包含 在 M 中 的 最 大 开 集 . 
Gi) M HHE M 是 包含 M 的 最 小 闭 集 . 
(ui) 可 以 把 X 分 解 成 几 个 不 相交 的 集合 : 


X = intM UextM U ðM, 


它 表 示 , 每 个 点 ze X 恰 属于 intM. extM,. 0M 这 三 个 集合 中 的 一 个 . 


Rm 点 aEX 称 为 M 的 聚 点 , WR a 的 每 个 邻 域 至 少 包含 一 个 不 为 a 的 M 
里 的 点 . 
波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 R 的 每 个 无 界 无 限 集 有 一 个 聚 点 . 


13.23 Roe 


紧 性 的 概念 是 分 析 中 最 重要 的 概念 之 一 . 

度量 空间 的 子 集 M 称 作 紧 集 , 如 果 M 的 每 个 开 覆 盖 (一 些 开 集 的 集合 , 它们 
的 并 包含 M) 包含 一 个 有 限 子 覆盖 , M, 开 集 的 那个 集合 有 一 个 有 限 子 集 , 它们 的 
并 仍 包含 M. 

一 个 集合 称 为 相对 紧 的 , 如 果 它 的 闭 包 是 紧 的 . 
EE (i) 每 个 紧 集 是 有 界 闭 集 . 

(ii) 每 个 相对 紧 集 是 有 界 集 . 
用 收敛 序列 刻画 hw M 是 一 个 度量 空间 的 子 集 . 

(i) M 是 闭 集 , HNH M 中 的 每 个 收敛 序列 (£n) 的 极限 属于 M. 

(ii) M 是 相对 紧 集 , 当 且 仅 当 M 中 的 每 个 序列 有 一 个 收敛 子 序列 . 

(iii) M 是 紧 集 , SARS M 中 的 每 个 序列 有 一 个 收敛 子 序列 , 且 其 极限 属于 
M. 
及 的 子 集 ” 令 M 是 RN 的 子 集 . 下 面 三 个 陈述 等 价 : 

(i) M 是 紧 集 . 

(ii) M ARAR. 

(iii) M 中 的 每 个 序列 有 一 个 收敛 子 序列 , 且 其 极限 属于 M. 

而 且 , 下 面 三 个 陈述 也 等 价 : 
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(a) M 是 相对 紧 集 . 
(b) M 是 有 界 集 . 
(c) M 中 的 每 个 序列 包含 一 个 收敛 子 序列 . 


13.24 连通 性 
度量 空间 的 子 集 M ARR, 如 果 对 任意 两 点 z,y € M, 在 M 中 有 一 


条 连续 曲线 连接 这 两 点 0) (图 1.27). 
(ES 
E127 MARE 
区 域 ”度量 空间 的 一 个 子 集 称 为 区 域 , 如 果 它 是 弧 连 通 的 非 空 开 集 . 


单 连通 集 ”度量 空间 的 子 集 M 称 为 单 连通 集 , 如 果 它 是 弧 连 通 的 , 并 且 M 里 的 
每 条 闭 曲 线 可 以 连续 收缩 到 一 个 点 3 (图 1.28). 


(a) 单 连 通 (b) 非 单 连通 
图 1.28 单 连通 集 与 非 单 连通 集 的 概念 


1.3.2.5 例子 
f| 1 (X =R): R -œ <a <b < œ. 

(i) 区 间 [a,b] 是 IR 中 的 紧 集 . 它 也 是 有 界 闭 集 . 

(ii) 区 间 Ja, b| 是 有 界 开 集 . 

(ui) R 的 子 集 是 弧 连 通 的 , 当 且 仅 当 它 是 一 个 区 间 . 

1) 连续 曲线 的 概念 定义 如 下 : 存在 一 个 连续 映射 p : [0,1] 一 M, 其 中 (0) = x, yp(1) = 
y. p 的 连续 性 意味 着 , 对 [0,1] 里 的 每 个 序列 (tn), 当 lim tn =t i, 有 


im (ta) = e(t). 


2) 这 意味 着 , 对 每 个 闭 曲 线 , 即 连续 映射 yp : [0,1] — M, 其 中 yp(0) = (1), 存在 一 个 从 
[(0,1]x M BRE) M 的 连续 函数 H = H(t, c), 使 得 对 所 有 x c M, 有 


H(0, x) = (z), H(1, x) = zo, 


其 中 zo 是 M 中 的 某 个 固定 点 . 
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(iv) 每 个 实数 是 有 理 数 集 的 聚 点 . 
(v) 半 开 区 间 [a, b[ 既 不 是 开 集 也 不 是 闭 集 . 然而 它 是 有 界 的 相对 紧 集 . 
t] 2(X=R’): 设 r>0. 令 


M :— {(€1,€2) € R? |G + & < r°}. 


那么 M 是 半径 为 ", 原点 为 圆心 的 圆 的 内 点 集 (图 1.29 (a). 


可 以 验证 , 这 个 圆 的 边界 和 闭 包 如 下 : 


8M = ((&,6) e R^ |& + = 7), 
M = {(&1, £2) ER |G +& < r°} 


(图 1.29(b)). 

(i) 集合 M 是 开 的 、 有 界 的 、 弧 连通 的 、 单 连通 的 、 相 对 紧 的 . 

(ii) 集合 M 是 单 连通 区 域 . 

(ui) 集合 M 既 不 是 闭 集 , 也 不 是 紧 集 . 

(iv) 集合 M 是 闭 的 有 界 的 、 紧 的 、 弧 连通 的 、 单 连通 的 . 

(v) 边界 OM 是 闭 的 、 有 界 的 、 紧 的 、 弧 连通 的 、 但 不 是 单 连 通 的 . 
例 3 (单位 圆 ): 集合 R 相对 于 经 典 距离 函数 是 无 界 集 , 因此 不 是 紧 的 (参看 1.3.2.1 
中 的 例 1). 

另 一 方面 , 1.3.2.1 的 例 4 中 引入 的 度量 空间 RU{too} 是 有 界 紧 的 . 这 就 是 能 
统一 处 理 有 限 极 限 和 无 限 极限 的 更 深层 次 的 原因 . 

上 面 引 入 的 概念 可 以 推广 到 度量 空间 和 拓扑 空间 ( 见 [212]). 


1.3.3 变量 函数 


应 用 中 出 现 的 多 数 函 数 依赖 于 多 于 一 个 的 变量 , 如 空间 坐标 和 时 间 坐 标 . 简 记 
1E y = f(a), HP x = (1,… En), 而 所 有 的 6; 是 实 变 量 . 
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1.3.3.1 极限 
$ f:M 一 Y 是 从 度量 空间 M 到 度量 空间 Y 的 一 个 函数 0) . 记 


lim f(x) = 


ra 


当 且 仅 当 , 对 /的 定义 域 中 的 每 个 序列 (cn), 其 中 对 所 有 的 n, zn ¢ a, A” 


lim z,-—a 蕴涵 lim f(rn) =b. 


例 1: BAS: R2 RH f(u, v) := u? -- v? 给 出 , 则 有 


lim u,v) = a? +0". 
(u,v) (a,b) f(u,v) 


实际 上 , 对 满足 Jim (un, Un) = (a,b) 的 任意 序列 (un, vn), 有 jim un =a 和 
lim Un = b. 因此 ， 
lim (u2 + v2) =a? +b. 


n—- oo 


u 
f(u,v):- | v' (u,v) # " i 


例 2: 对 于 函数 


极限 lim Fuse) 不 存在 . 这 是 因为 序列 (un s) = (2, 


(u,v)— n'n 


lim f(un,vn) — 1, 


而 当 (un, vn) ( A 3 时 , 有 
Jim. f (ua, Un) = dim = =0. 
1.3.3.2 rone 


果 对 于 象 f(a) AAA U(f(a)), 存在 a 的 一 个 名 二 me ) 满足 


f(U(a)) € U(f(a)). 
这 意味 着 , z € U(a) 蕴涵 f(x) € U(f(a)). 
函数 f 称 为 连续 的 , 如 果 它 在 M 的 每 个 点 处 都 连续 . 


1) 一 般 函 数 的 定义 和 性 质 可 见 4.3.3. 
2) 函数 f 不 必 在 点 a 有 定义 . RER 的 定义 域 包 含 某 个 具有 上 述 极限 性 质 的 序列 (an). 
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极限 判别 法 ”对 函数 FM 一 了 及 点 ae M, 下列 三 个 陈述 等 价 : 1 
(i) f 在 点 a 处 连续 . 
(ui) 对 任意 。 > 0, 存在 一 个 6 > 0, 使 得 对 所 有 满足 d(r,a) < 6H x 
A: d(f(z), f(a)) < e. 
定理 ”函数 f : MOY 是 连续 的 , 当 且 仅 当 , 开 集 的 逆 象 是 开 的 . 
EEE ”如果 函 数 f:M 一 Y 和 :YY 一 2 都 是 连续 的 , 那么 复合 映射 


Fof:M—Z 


也 是 连续 的 . 我 们 有 (Fo f)(x) := F(f(x)). 
运算 ”如 果 函 数 f,g : MOREA a 处 连续 , 那么 


f +g 在 点 a 处 连续 (加 法 法 则 )， 
fg ”在 点 a 处 连续 (乘法 法 则 )， 


I 在 点 a 处 连续 , 如 果 g(a) £0 (除法 法 则 ) 


FEAM B f(x) = (filz), fe(z)). 那么 下 面 两 个 陈述 等 价 : 

(i) 对 每 个 j, fj : M  R, 在 点 a 处 都 是 连续 的 . 

(i) f: M > R* 在 点 a 处 连续 . 
例 : 设 r= (&1,€2). 具有 实 系数 aj. 的 每 个 多 项 式 

p(z) = 》 aj&i& 
j.k—0 

在 每 个 点 zx ER? 处 都 是 连续 的 . 

类 似 的 结论 对 N 元 多 项 式 也 成 立 . 
不 变性 原理 ” 设 f : M — Y 是 两 个 度量 空间 之 间 的 连续 映射 , 那么 

(i) f 把 紧 集 映射 成 紧 集 . 

(ii) f 把 弧 连 通 集 映射 成 弧 连 通 集 . 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 KM 是 度量 空间 的 一 个 非 空 紧 子 集 , 则 连续 函数 f: M 一 及 
有 一 个 最 大 值 和 最 小 值 . 对 于 RN 的 一 个 非 空 有 界 闭 子 集 , 这 个 定理 也 成 立 . 
波 尔 查 诺 零点 定理 KS: M 一 R 是 一 个 连续 函数 , 定义 域 M 是 一 个 度量 空间 
的 弧 连 通 子 集 . 如 果 存 在 M 的 两 个 点 a.b 满足 f(a) f(b) < 0, 那么 方程 


f(z)=0, zeM 


1) 条 件 (ii) 意味 着 , 对 M 中 满足 lim zn = a 的 每 个 序列 (25), 有 lim f(zn)= f(a). 
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有 一 个 解 . 
中 值 定理 WR: M 一 RR 是 连续 的 , EM 是 弧 连通 集 , MAR f(M) 是 一 个 
区 间 . 

在 M 中 有 两 个 点 a All b, 使 得 f(a) < f(b) 的 特殊 情形 , 方程 


f(z)=7, rEM 
对 每 个 实数 7 都 有 一 个 解 , 其 中 f(a) € y < f(b). 
1.4 一 个 实 变量 函数 的 微分 法 
1.4.1 导数 


定义 ”考虑 一 个 实 变量 z 的 实 值 函数 y = f(z), 它 定义 在 点 p 的 一 个 邻 域内 . f 
在 点 p 处 的 导数 户 (p) 定义 为 有 限 极限 : 


1 n f(p +h) — f(p) 
f'(p) = lim DT DP. 


几何 解释 数 10717) — 0) 是 图 1.30(a) PURKAR. 当 一 0 时 , NRA 
观 上 趋向 于 切线 . 因此 定义 : 


了 六 (p) 是 f 的 图 形 在 点 (p, f(p)) 处 的 切线 的 斜率 . 


此 时 对 应 的 切线 方程 是 


y = f'(p)(x — p) + f(p). 
4| 1: 对 函数 f(x) := x, 有 


2 uà j 
f'(p) = lim PEPP _ jm BAA 


h—0 h h—0 7 imp T2 E. 


E130 5X 
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重要 导数 表 Jl 0.8.1. 
RHERAS $ y= f(z). f'(p) 也 可 以 记 作 
f0)=40) 或 £@= 40. 


如 果 令 Af := f(z) - f(p, Ac := z — p, Ay = Af, 那么 有 


df 
dz 


， Af Ay 
uic m xm Aar 


这 套 符号 是 G. W. 3€füJ&sx (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646—1716) 引进 的 ， 
事实 证 明 极 其 方便 , 许多 重要 的 求 导 运算 法 则 就 是 通过 这 些 符号 推导 来 的 . 这 是 精 
心 挑选 的 数学 符号 的 性 质 . 
连续 性 和 可 微 性 的 关系 ”如果 f TERR p 处 可 导 (HD, f 在 
点 p 处 的 导数 存在 ), 那么 f 在 点 p 处 也 是 连续 的 (可 以 y 
说 “f 在 点 p 处 更 是 连续 的 ”). 

相反 的 结论 不 成 立 . 例如 , 函数 f(x) := |z| 在 点 zx = 
0 处 连续 , 但 是 不 可 导 (虽然 它 在 所 有 其 他 点 处 是 可 微 的 )， 
理由 是 这 个 函数 的 图 像 在 x = 0 处 没有 切线 (图 1.31). ae 
高 阶 导 数 WRS g(z) := f(z), 那么 由 定义 ， 


f" (p) := g'(p). 
也 可 记 作 fO (p), 或 用 莱 布 尼 茨 的 符号 : 


类 似 地 , 我 们 定义 f™ (p),n = 2,3,---. 
例 2: 当 f(a) := a? 时 , 我 们 有 


f'(z) = 22, fF (wn) =2, f(r) = 0, f? (a) = 0, n = 4,5, 


(JL 0.8.1). 
基本 法 则 B fog 在 点 z 处 可 导 , a, 8 为 实数 . 那么 


(af + Bg)'(x) 2 af'(z)--Bg'(z) (加 法 法 则 ) 
(f9)'(z) = f'(x)g(z)+ f(z)g(z) (乘法 法 则 )， 


fV _ POl) -Eee a 
(4) (x) d (除法 法 则 ). 
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在 除法 法 则 里 , 当然 一 定 假设 g(z) #0. 


例子 可 见 0.8.2. 
莱 布 尼 茨 积 法 则 如 果 fog 在 点 x 处 是 n 阶 可 导 的 , 那 以 对 于 n=1,2,---, 有 


(fg)™(z)= V^ ( s ) 人 | 


k=00 


这 个 求 导 法 则 类 似 于 二 项 式 公 式 ( 见 0.1.10.3). 特别 是 , 24 n = 2 时 , 有 
(fg) (x) = f" (z)g(z) + 2f'(x)g'(x) + f(x)g" (x). 


4| 3: 考虑 函数 h(x) := x- sins. 如 果 我 们 令 f(z) := z,g(z) := singz, MA 
f'(x) 5 1, f"(z) =0, B. g'(x) = cosg, g"(z) = —sinz. 因此 


h” (zr) = 2cosz — rsin z. 


C[a,b] RBM $ [a,b] 是 一 个 紧 区 间 . 我 们 把 所 有 连续 函数 f: [ab] — R 的 空 
间 记 作 Cla, b]. Ti H4 


fl := max, |f(@) 

C*[a,b] 类 函数 ”这 类 函数 由 在 开 区 间 ]a,b[ 上 有 连续 导数 P5. 17, £0. 的 所 
有 函数 f € Cla, b] 组 成 , 而 每 个 导数 都 可 以 延 拓 为 la, b) 上 的 连续 函数 . 

定义 2) 

k 
IIflle = 3 5 max |f” (2). 
j-9 77 

C* 型 ”我 们 称 定义 在 点 p 的 一 个 邻 域内 的 函数 是 C* 型 的 , 如 果 在 点 p 的 一 个 开 
邻 域内 , f E k 阶 连续 导数 . 
1.4.2 AN 

用 莱 布 尼 芯 符号 很 容易 记 住 基本 的 链 式 法 则 : 


dy dydu 
— = — —. 1 . 
dr dudz 1.90) 


5| 1: 为 了 对 函数 y = f(x) = sinz? RF, id 


: 2 
y=sinu, u-z, 


1) «EPA || f||, Cla, b] EZH (Banach) 空间 , 参看 [212]. 
2) 令 f(x) := f(a). 和 上 面 一 样 ,对 于 范 数 (If ln, Cria b] 是 一 个 巴 拿 赫 空间 . 
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然后 应 用 链 式 法 则 . 根据 0.8.1, 有 


d 
E ics COS u, 


du 
因此 , 由 (1.30) 可 得 


dy dydu 
一 ”一 Z 一 一 一 — 2 
f (£x) Ie ade 2z cos = 2x 


4| 2: & b> 0. 对 函数 f(x) := b", RATA 


f(z)=b* nb, zcR. 
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2 
COST. 


证 明 : 有 Flz) = e" "^, 4 y= e", u= rnb. HI 0.8.1, 有 


gn = In b. 


dy aw 
du ® dz 


du 


D 


因此 , 由 (1.30) 可 得 


dy 
dz 


dy du m z 
l b 
du dx isis 


f'(z) 
(1.30) 的 明确 阐述 如 下 . 
定理 ( 链 式 法 则 ) “对 于 一 个 复合 函数 F(x) := g(f(x)), 
由 下 式 给 出 : 


如 果 满 足下 列 假设 : 
(i) 函数 f: M OR 的 定义 域 是 p MBM U (p), 并 | 
(i) 函数 9:N 一 下 的 定义 域 是 f(p) 的 邻 域 U(f( 
在 . 


Inb. 


它 在 点 p 处 的 导数 存在 并 


日 导 数 f (o) FE. 
p)), 并 且 导 数 g'(f(p)) ff 


思想 上 的 障碍 。 链 式 法 则 表明 , 明确 的 数学 阐述 可 能 比 启发 性 的 法 则 更 难 使 用 . 遗 
憾 的 是 , 它 常常 造成 数学 家 、 物 理学 家 和 工程 师 之 间 的 障碍 , 因此 必须 以 某 种 方式 
解决 ， 事实 上 , 最 好 能 同时 知道 启发 性 的 法 则 和 形式 上 的 法 则 , 以 及 明确 的 数学 阅 
XR, 这 样 就 可 以 以 最 小 的 工作 量 去 作 计 算 , 另 一 方面 又 知道 形式 法 则 可 能 出 现 的 不 


正确 的 应 用 . 
1.4.3 ”递增 函数 和 递减 函数 


递增 (或 递减 ) 判别 法 ” 设 -oo < a <b< oœ, 并 令 f Ja, b R ADSM. 


(i) f 是 非 递 减 的 (相应 地 , 非 递 增 的 ), 如 果 


f(z) > 0， 对 所 有 的 x ela, bf 


(相应 地 f(x) < 0, 对 所 有 的 x eja, bf). 
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(ii) 如 果 对 所 有 的 z eja, b| 有 f(z) > 0, 则 fÆ Ja, bl 上 是 递增 的 ?. 

(iii) 如 果 对 所 有 的 x Ela, b| 有 f'(x) < 0, WW f E Ja, b| 上 是 递减 的 . 
4| 1: $ jz) :=e". 由 f(z) =e? > 0( 其 中 xz € R) 即 得 , 函数 f 在 民 上 是 递增 
的 (图 1.32(a)). 
例 2: 令 f(x) := cosz. 因为 f'(x) = —sinz < 0( 其 中 x €]0,n[), 由 此 即 得 f 在 这 
个 区 间 ]0, n[ 上 是 递减 的 (图 1.32(b)). 


y 


(a) ys e (b) y2 cos z 
E132 递增 函数 与 递减 函数 
中 值 定理 $ -o<a<b< œ. MRS: 


[a, 6] 一 R 在 开 区 间 ja, b| 上 是 可 导 的 , 则 存在 一 个 
数 Ela, bl ,使 得 


直观 上 这 意味 着 ， 图 1.33 中 制 线 的 斜率 与 曲线 
É ES: FEX— FE 处 切线 的 斜率 一 样 . 
图 1.33 中 值 定理 勒 贝 格 (Lebesgue) 定理 4 —oo «a « b «€ oc. 
对 一 个 严格 递增 函数 f ja [一 R, A: 
(i) 除 有 限 个 点 外 , f 都 是 连续 的 , 其 中 了 在 有 限 个 不 连续 点 处 的 左 极限 和 右 极 
限 存 在 . 
(i) f JLSE AERE RT S2 (图 1.34). 


y Pan 


"a 


图 1.34 


1) 递增 函数 和 递减 函数 的 定义 在 0.2, 图 在 表 0.14 中 . 
2) 这 意味 着 , 存在 一 个 勒 贝 格 测度 为 0 的 集合 M 使 得 f 在 所 有 不 在 M 中 的 点 处 都 是 


可 导 的 ( 见 1.7.2). 
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144 RAŽ 
许多 重要 的 函数 是 已 知 函 数 的 反 函 数 (SF (0.28). 


1441 AAA 


应 用 莱 布 尼 茨 的 富有 启发 性 的 符号 : 
dz 1 
E = iy (1.31) 
dz 
就 很 容易 记 住 反 函 数 的 求 导 法 则 . 


例 1: y=2? 的 反 函数 是 
s=; y> 0: 
因为 YY = 2z, 所 以 由 (1.31) 得 
d/y dr 1 1 1 
dy dy dy Qe 2 
dz 
例 2: 对 于 函数 f(x) := Vz, 有 


这 是 通过 交换 r, y, 由 例 1 可 得 . 
例 3: y — e* 的 反 函 数 是 
r—lnny, y>0 


(参看 0.2.6). 我 们 有 YY =e”. 由 (1.31) 得 


交换 例 3 中 的 m, y 可 得 . 

(1.31) 的 明确 数学 阐述 如 下 . 
局 部 反 函 数 定理 ”假设 函数 f : M CR 一 民 EMER p 的 一 个 邻 域 U(p) A, 并 
AAR p 是 可 导 的 , H. f'(p) 40. 那么 
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(i) 在 点 f(p) 的 一 个 邻 域内 , 存在 f 的 反 函数 g.” 
(ii) 反 函 数 9 在 点 f(p) 可 导 , 导数 为 


i MER 
g'(f(p)) = Pay 


14.4.2 PRR BME 

在 数学 里 , 人们 需要 仔细 区 分 

(a) 局 部 行为 ( 即 , 在 一 个 点 的 邻 域内 的 行为 或 小 范围 的 行为 ) 和 

(b) 整体 行为 ( 即 , 大 范围 的 行为 ). 通常 , 整体 结果 比 局 部 结果 难 证 得 多 .推导 
整体 结果 的 一 个 有 力 工具 是 拓扑 (参看 [212]). 
EH F-wK<a<b<o, 并 设 函 数 f: [a,b] > R 严格 递增 . 那么 反 函 数 f 
存在 ， 

£7 : [f(a), f()] > [a,b]. 

换言之 , WH ye [f(a), f(b)], 方程 


f(z) = Yy, TE [a, b) 


有 唯一 解 z, ME z = f (y)(El 1.35(b)). 


(a) 局 部 (b) 整体 
图 1.35 局 部 性 质 和 整体 性 质 
WR f 是 连续 的 , 那么 fo^ 也 是 连续 的 . 
整体 反 函 数 定理 $ -co < a « b < oo, 并 设 连续 函数 f : [a.b] 一 及 在 开 区 间 
]a,b[ 上 可 导 , 并 且 
f(x)»0, 对 所 有 c€)]a,b[. 


那么 存在 连续 反 函数 fo: [f(a), f(b)] 一 [a,b], 其 导数 为 


—1y\r c 1 = x 
(站 全 = Fey r=, 
其 中 y € ]f(a), f(D)L. 


1) 这 意味 着 , 方程 y = f(z), 其 中 x € U(p), 可 以 对 y € U(f(p)) 反 转 后 , 唯一 得 到 
x = g(y)( 图 1.35(a)). 我 们 用 f 表示 g. 
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1.4.5 ”泰勒 定理 和 函数 的 局 部 行为 


利用 函数 的 泰勒 (Taylor) 级 数 可 以 得 到 关于 函数 y = f(z) 在 点 p 的 邻 域内 
的 局 部 行为 的 许多 结论 . 


14.5.1 基本 思想 
为 了 研究 函数 在 点 r= 0 的 邻 域 内 的 行为 , 用 
f(x) = ao + aiz + az? +-+ 


BAR TU. 
为 了 确定 系数 ao a1, 我 们 形式 地 求 导 


f'(z) = a + 2a2z + 3aaz? +- , 
f" (x) = 202+ 2-3a3r+---, 
f" (z) =2-3ag4---. 


在 zx = 0 处 , 我 们 得 到 形式 表达 式 : 
a=f(0), a=f'(0), = 


这 样 就 得 到 了 下 面 的 基本 公式 , 称 为 泰勒 级 数 : 


f(x) = f(0) + f'(O)x + P0 十 rs Tee. (1.32) 


在 点 z= 0 处 的 局 部 行为 ”由 (1.32) 我 们 可 以 看 出 函数 f 
在 点 z = 0 处 的 局 部 行为 , 现在 我 们 来 解释 一 下 . 为 此 我 们 使 
FAR y = z^ 的 已 知行 为 ( 见 表 0.15). 

例 1 (切线 ): 第 一 个 近似 是 f(z) = f(0) + f'(0)m, 它 告诉 我 
们 函数 局 部 地 由 直线 (图 1.36) 


y = f(0) + f'(0)z 
近似 . 这 条 直线 是 f 在 点 z = 0 处 的 切线 . 


例 2 (局 部 最 小 值 或 最 大 值 ): 假设 f'(0) = 0,f”(0) z 0. 那么 函数 上 在 zx = 0 附近 
的 行为 像 (这 是 第 一 个 近似 ) 


图 1.36 


MOR 


1)“ansatz” 这 个 德语 单词 很 难 准确 译 出 ,因此 它 经 常 出 现在 数学 和 物理 文献 中 . 它 表示 ， 
我 们 只 需要 试验 一 下 , 然后 看 看 能 得 到 什么 , 这 里 是 把 函数 局 部 表示 出 来 . 
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1.37). 
例 3 (水 平 拐点 ): WR f'(0) = f"(0) = 0, 而 f” (0) £0, 那么 函数 f Er =0 PR 
近 的 行为 像 

f(0)+ f (0) D r’. 
这 对 应 着 z = 0 处 的 水 平 扬 点 (图 1.38). 


T 


(a) 局 部 最 小 值 (b) 局 部 最 大 值 
(f"(0)>0) (f"(0)<0) 


E137 局 部 极 值 : 最 小 值 与 最 大 值 


(a) 水 平 拐点 (j"(0)>0) (b) 水 平 拐点 (1”(0)<0) 
图 1.38 局 部 极 值 : 拐点 


例 4 (局 部 最 小 值 ): 假设 f™ (0) = 0,n =1,--- ,125, 而 f(126)(0) > 0. 那么 函数 
在 z=0 附近 的 行为 像 
f(0) + az125， 

其 中 a := f0?9 (0)/126! 唯一 重要 的 事实 是 , 779 是 zx BBO, a 是 正 的. 因此 ， 
f 的 局 部 行为 像 图 1.37(a) 所 示 , 即 f 在 点 x = 0 处 有 局 部 最 小 值 . 区 别 是 数量 上 
的 , 不 是 本 质 上 的 ; 在 放大 镜 下 看 , 函数 f 比 图 1.37(a) 所 示 要 平 得 多 . 这 个 例子 说 
明了 这 个 方法 的 普 适 性 , 即使 在 函数 的 许多 导数 为 零 的 情况 下 也 成 立 . 
局 部 曲率 ”函数 

g(x) := f(x) — (f(0) + f’(0)z) 
描述 了 f 及 其 在 点 z = 0 处 的 切线 之 间 的 差 . 由 (1.32) 得 


因此 , 函数 f 的 导数 1”(0), f”(0),… 刻画 了 f 在 zx = 0 处 的 切线 附近 的 样子 . 这 
为 我 们 提供 了 f 的 (图 像 的 ) 曲 率 的 信息 . 
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例 5 (局 部 凸 与 局 部 凹 ): 假设 f" (0) £0. 那么 在 x = 0 附近 , g 的 形 为 像 
f^(0) a 
2! 
由 此 可 得 
(i) 4 f"(0) > 0 时 , 在 z=0 附近 的 图 像 局 部 地 位 于 切线 上 面 UE Rus, 见 
图 1.39(a)). 
(Gi) 24 f"(0) < 0 I, dE x = 0 附近 的 图 像 局 部 地 位 于 切线 下 面 (局 部 四, 见 
图 1.39(b)). 
例 6 (35,5): 假设 f”(0) = 0 PET x UNE 
ope 


因此 在 x = 0 附近 , f 的 图 像 局 部 地 位 于 切线 的 两 边 (图 1.39(c)， 


"M 


a) 局 部 凸 性 (7 b) 局 部 四 性 (六 (0 


do 


c) 拐点 (1"(0)=0, /"(0)-0) (d) 拐点 (1"(0)=0, f"(0)«0) 
图 1.39 函数 的 局 部 曲率 


洛 必 达 法 则 ”由 (1.32) 可 以 立即 从 形式 上 推出 1.3.3 中 描述 的 洛 必 达 法 则 . 为 此 我 
们 记 


JG) =f) + FOx+ Le, Ot..., 


H HI 
g (0) $2,489 (0) 3 
a ey 


g(x) = g(0) + g'(0)z + ded 
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14.5.0 4 

通过 估计 (1.32) 中 的 误差 , 能够 把 4.5.1 中 的 形式 考虑 严格 化 . 这 是 借助 下 
面 的 公式 实现 的 : 


(1.33) 


这 里 , R Rayle) 有 形式 


m - D pte B, -p) O0<8<1. (1.34) 


借助 求 和 符号 , (1.33) 可 记 作 


no glk) 
JG) = EP ie- p + Re). 


k=0 
泰勒 定理 ” 令 J 是 一 个 开 集 , 且 peJ,W f:J— RTEJ En+1 阶 可 导 . 那么 
对 每 个 ze J, 存在 一 个 数 9 €]0, 1, 使 得 具有 余 项 (1.34) 的 表达 式 (1.33) 成 立 . 
这 是 局 部 分 析 中 最 重要 的 一 个 定理 . 
对 无 穷 级 数 的 应 用 D 如 果 下 列 假设 满足 : 
(i) 函数 f: J +R 在 开 区 间 J EERTE, Hp e J. 
(i) 对 固定 的 ce J 及 每 个 mn = 1,2,.… 存在 数 an(z) 使 得 有 如 下 估计 : 


<an(x), 对 所 有 的 9 el0, 1[, 


r p)" 


LÍ O(a — P) 
(n+ 1)! 


其 中 Jim an(z) = 0. 那么 有 


tY Og) (1.35) 
2. M 
例 (正弦 函数 的 展开 ): $ f (m) := sine, 那么 
f'(z)=cosz, jf'"(z)-— —sinz, jf"(z)— —cosz, f(x) = sing, 
因此 f'(0) = 1, f"(0) = 0, f” (0) = —1, f? (0)=0, 等 等 对 所 有 x € RK n= 
1,2,---, 由 (13 E ecd. 
A s NI M nili 


. E 
sing = T + sont 


3! + Ros (x), 


(2n — 1)! 


1) 1.10 详细 考虑 了 无 穷 级 数 . 


14 一 个 实 变 量 函 数 的 微分 法 267 


误差 估计 是 
(2n) (49 
ental [Poggi 
由 lim le o 得 
n—oc (2n)! 
3 oo n—1,,2n—1 
snese- Et D CH 对 所 有 的 ce 有 


积分 型 余 项 ”如果 函数 SP: JR 是 开 区 间 J 上 的 ON 型 函数 ( 见 1.4.1 末 )， 
Ape J, 那么 (1.33) 对 所 有 ce J 都 成 立 , 其 中 余 项 有 形式 : 


n+1 


Rn+i(x) = (| (1 — t)^ fF) (y + (z = par) (x -9 


1.4.5.8 局 部 极 值 和 临界 点 


地 , 局 部 极 大 值 ), 如 果 存 在 一 个 邻 域 U(a), 满足 


f(a) < f(z) 对 所 有 的 x € U(a) (1.36) 


(相应 地 , f(x) < f(a) 对 所 有 的 x € U(a)). 


f(a) < f(z), 对 所 有 的 z EU(a) A za, 
局 部 严格 极 大 值 有 类 似 的 定义 . 


HEX, 局 部 极 值 (局 部 极 值 点 ) 要 么 是 局 部 极 小 值 , 要 么 是 局 部 极 大 值 (图 1.40(a),(b)). 


起 始 数据 ”考虑 函数 
H p €]a, df. 


临界 点 ”点 p 称 为 f 的 临界 点 , 如 果 导 数 f'(p) 存在 , 且 满 足 
f'(p) =0. 


直观 上 这 意味 着 , 点 p 处 的 切线 是 水 平 的 . 
FBR — f 的 临界 点 , 它 既 不 是 局 部 最 小 值 也 不 是 局 部 最 大 值 (图 1.40). 


1) 注意 f (Vr) == 土 sin 9zx, +cos Vz, |sinóz| « 1 & |cosóz| <1, 对 所 有 实数 zx 和 
0 都 成 立 . 
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Lol 


a) 局 部 最 小 值 (b) 局 部 最 大 值 


id 
c) 水 平 拐点 


^ 140 JE CE 


局 部 极 值 的 必要 条 件 。 如 果 函 数 f 在 点 p 处 有 局 部 极 值 , 且 导 数 f (p) 存在 , 那么 
p 是 f 的 临界 点 , BD f’(p) =0 

局 部 极 值 的 充分 条 件 。 如 果 在 点 p 的 一 个 邻 域 中 f 是 C?" 型 函数 , n > 1, H 
F'(p) = f"(p) = = FO" (p) =0, 此 外 


fp) > 0， 


(相应 地 ，j2”)(p) < 0), 那么 了 有 局 部 极 小 值 (相应 地 , 局 部 极 大 值 ). 
水 平 拐点 的 充分 条 件 ”如 果 在 点 p 的 一 个 开 邻 域 中 f OC?" 型 函数 , n > 1, 并 
且 有 
f'(p) =f" p=- = FO" (p = 0, 
也 有 
fe» (p) #0, 
那么 f 在 点 p 处 有 水 平 拐点 . 
例 1: 对 于 f(x) := cosg, 有 f'(x) = —sinz, f"(x) 2 —cosx. 这 就 给 出 了 
f'(0)=0, f"(0)<0. 
MH f 在 点 x = 0 处 有 局 部 最 大 值 . 由 
cosx <1, 对 所 有 的 «eR 


可 得 , 函数 y = coss 甚至 在 点 > = 0 处 有 全 局 最 大 值 (图 1.41(a)). 
例 2: 对 于 f(z) :— à? A f(x) = 37 f" (x) = 6x, f" (2) = 6, 因此 


f'(0-f'(0-0, "(0 £0. 
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所 以 , f 在 点 a = 0 处 有 水 平 拐点 (图 1.41(b)). 


y y 


(a) y=cosz (b) ys 2? 


14.5.4 曲率 
函数 图 像 与 切线 的 相对 位 置 ”函数 


g(z) := f(x) — f(») — f'(p)\(x — p) 


描述 了 函数 f 与 其 在 点 p 处 的 切线 之 差 . 我 们 定义 : 
(i) 函数 f 在 点 p 处 局 部 凸 , 如 果 函 数 g 在 点 p 处 有 局 部 极 小 值 . 
(ii) f 在 点 p RE 3p ur, WR g 在 点 p 处 有 局 部 极 大 值 . 
(iii) f 在 点 p 处 有 拐点 , WE g 在 点 p 处 有 水 平 拐点 . 
在 (i)( 相 应 地 , (ii)) E, 9 的 图 像 位 于 点 p 处 的 切线 上 面 (相应 地 , 下 面 ). 
fr (ui) E, f 的 图 像 在 点 p 附近 为 切线 的 两 边 (图 1.42). 


y y y 


p tc p cz p c 
(a) i'i (b) H (c) 拐点 


图 1.42 局 部 凸 函 数 和 局 部 凹 函 数 


拐点 存在 的 必要 条 件 WR f YE p 的 一 个 邻 域 中 是 C? 型 函数 , 并 且 如 果 f 在 p 
处 有 拐点 , 那么 
f" (p) = 0. 
拐点 存在 的 充分 条 件 ”假设 f 在 p 的 一 个 邻 域 中 是 C^ 型 函数 , 而 且 满足 
f"(p) = f” (p) =- = F(p) =0, (1.37) 


其 中 奇数 大 > 3, MA f (p) #0. 那么 f EA p 处 有 拐点 . 
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局 部 凸 性 的 充分 条 件 ”假设 f 在 p 的 一 个 邻 域 中 是 C* 型 函数 . 如 果 满 足下 列 条 
件 之 一 , 那么 f 在 点 p 处 局 部 凸 : 

(i) f"(p »0 Hk=2. 

(ii) f? (p) > 0 且 对 于 偶数 k > 4, (1.37) 成 立 . 
局 部 四 性 的 充分 条 件 ”假设 f 在 p 的 一 个 邻 域 中 是 C^ 型 函数 . 如 果 满 足下 列 条 
件 之 一 , 那么 f 在 点 p 处 局 部 四 : 

(i) f"(p) «0 Hk=2. 

(ii) f? (p) < 0 且 对 于 偶数 k > 4, (1.37) 成 立 . 
例 : 令 f(r) := sinz, WA f'(x) = cosz, f"(x) = —sin z, f" (x) = — cos z. 

(i) AA f"(0) = 0, f" (0) #0, 所 以 点 x = 0 是 拐点 . 

( 对 于 z €]0,n[, 有 f"(x) «0, 因而 了 在 x 处 是 局 部 止 的 . 

(ii) 对 于 x €]m,2n[, 有 f"(x)» 0, 因而 了 在 x 处 是 局 部 凸 的 . 

(iv) AA f" (x) = 0, f" (x) £0, 所 以 z= 工 是 一 个 拐点 (图 1.43). 


14.5.5 Se 


凸 性 是 一 类 最 简单 的 非 线性 BERRA A he T DER. 而 且 , h 
函数 在 变 分 法 和 优化 理论 ( 见 第 5 章 ) 中 起 着 重要 作用 . 
定义 ”线性 空间 元 素 的 一 个 集合 M 称 为 凸 的 , 如 果 有 蕴涵 关系 


ryE Mtr+(1-t)jye M， 对 所 有 的 t e [0, 1]. 


在 几何 上 这 意味 着 , 连接 M 中 两 个 点 的 割 线 也 属于 M( 图 1.44). 


图 1.43 


函数 f: M 一 及 称 为 凸 的 , 如 果 集 合 M EON, 而 且 对 所 有 的 z,y € M 和 
所 有 的 实数 t e]0, 1[ 有 


f(tz + (1—t)y) < tf(x) + (1 — t)f(y). (1.38) 


如 果 把 (1.38) 中 的 < 换 成 <, 则 称 了 是 严格 凸 的 (图 1.45). 
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|Z fF 
z T 


(a) 严格 凸 (b) 4 
图 1.45 


函数 f: M 一 及 RAM (AD, 严格 四 的 ), WR — f SH (相应 地 , 严格 
mi). 
4: 开 区 间 M ESR f: M 一 及 是 凸 的 (相应 地 , 严格 西 的 ), 当 且 仅 当 , 连 
接 f 图 像 上 的 两 个 点 的 割 线 位 于 (相应 地 , 严格 位 于 )f 图 像 的 上 方 (图 1.45). 
凸 性 判定 准则 FKE J 上 的 函数 f : J 一 R 具有 下 列 性 质 . 

(i) 如果 f 是 凸 的 , 那么 了 在 J 上 连续 . 

(ii) 如 果 f 是 凸 的 , 那么 对 每 个 点 ze J, BGR) fa (n) 与 左 导数 f(x) 都 存 
在 , 并 满足 

广 (z) < f«(z). 


(iii) 如 果 f 在 J 上 的 一 阶 导数 f' 存在 , 那么 ?) 
f 在 J 上 是 (严格 ) mu e EJE (严格 ) 递增 . 
(iv) 如 果 f dE J 上 的 二 阶 导 数 f" 存在 , 那么 


JE (c)>0 e f 在 J 上 是 是 的， 
在 J 上 f”(z) >0 e f 在 J 上 是 严格 凸 的 . 


1.4.5.6 ”对 图 像 分 析 的 应 用 


为 了 定性 分 析 函 数 f:MCR-R 的 图 像 , 我 们 如 下 进行 : 

(i) 首先 确定 使 f 不 连续 的 点 的 集合 . 

(ii) 如 果 可 能 的 话 , 通过 计算 单 边 导数 , 确定 f 在 这 些 点 附近 的 形态 . 

(iii) 通过 计算 极限 lim f(x), 如 果 存 在 , 来 确定 f 在 “无 穷 远 点 ”的 形态 . 
(iv) 通过 解 方程 f(z) = 0 确定 f HEA. 

(v) 通过 解 方程 f(z) — 0 确定 f 的 临界 点 . 

(vi) 对 f 的 临界 点 进行 分 类 ( 极 小 值 、 极 大 值 、 拐 点 , 见 1.4.5.3). 


2+ h)— 
1) f(a) = lim 1639 09. 


2) 符号 A> BEA AHM B, TASBRNASBABS=A. 
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(vii) 通过 研究 在 不 同 点 处 一 阶 导数 P^ 的 符号 , 确定 f 递增 或 递减 的 区 域 ( 见 
1.4.3). 

(viii) 通过 研究 f(a) 的 符号 , 确定 f 的 曲率 (HES THE, 见 1.4.5.4). 

(ix) 最 后 确定 f"(c) 的 零点 , 看 是 否 拐点 (I 1.4.5.4). 


例 : 画 出 函数 
z?41 PET 
_) s—1"' ^^" 
f(z) = 5 
3 z22 
的 图 像 . 
(i) 由 


看 出 f 在 点 z = 2 处 连续 . 因此 , 对 所 有 v A 41, f 是 连续 的 ; 对 所 有 x eR, A 
rzcl r£z2, f 是 可 导 的 . 
(ii) 由 i 


a < 
p-je 5 


f(z) 


得 到 
lim f(z) =+00, | lim f(a) 


z—1+0 
(ii) 我 们 有 dim f(z) =1 和 lim f(z) = 5. 
(iv) 方程 f(z) = 0 RAR, 所 以 f 的 图 像 与 r 轴 没 有 交点 . 
(v) Rae Atl. KSB 


i 
-H 
8 


4x 


ros- e ren 
2 
fe) RS «n 


H34 z >2 时 , f'(z)- f"(x)-0. 由 


lim Fix -3, lim f'(z) 20 


z—2—0 9 z 一 2 十 0 
得 到 , 在 点 z = 2 处 图 像 没 有 切线 . 方程 
f' (a) =0, w<2 


TH ME: z = 0. 
(vi) 由 f'(0) = 0, f"(0) < 0 可 以 看 出 , f 在 x = 0 处 有 局 部 极 小 值 . 
(vii) 由 
rof > 0， 在 ]- =, -1[EfI ] -1,0[E, 
<0， 在 ]0, 1[ 上 和 1]1,2[ 上 
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BN, f 在 区 间 ] — oo, 一 1[ 和 ] 一 1, 0[ 中 是 严格 递增 的 , 在 ]0,1[ 和 ]1,2[ 中 是 严格 递减 的 . 
(viii) 由 


«0, fE]- ni[E 
即 得 , f 在 区 间 ] — oo, —1( 上 和 ]1,2[ 上 是 严格 凸 的 , 在 ] 1, 1[ 上 是 严格 止 的 . 
(ix) 4a < 2 HHE f(r) = 0 没有 解 , 因此 , 当 x < 2 时 没有 拐点 . 
总 之 , f 的 图 像 形状 见 图 1.46. 


|] 


一 2 一 上 


reo >0, &]-oo —1LERI Jl, 24E, 


1 
1 
i 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


E146 函数 f AAR 


1.4.6 SEA% 
考虑 定义 在 开 区 间 M 上 的 复 值 函数 f: M CROC. 把 f 分 解 成 实 部 和 虚 部 


f(z) =a(z) 十 B(zhib (1.39) 
其 中 a(z),6(z) e R. 导数 用 极限 


f(z+h)— f(x) 
h 


7 va . 
f i= Eg 


定义 , 如 果 极 限 存在 2 
定理 PR fa) FE, SAMS, 导数 w(z) 和 B(z) 存在 . 这 时 有 


JG) = a (5) + Pa (140) 
例 : 对 于 f(z) := e7, 有 
f(z)-ie*, zeR. 


1) 这 里 极限 的 含义 与 一 个 实 变量 的 实 值 函 数 一 样 ， 是 用 定义 域 中 序列 的 收敛 性 与 值 域 中 
复数 序列 的 收敛 性 (参看 1.14.2). 显然 ,这 意味 着 对 M 中 满足 “lim hn = 0 和 对 所 有 
n, ha 天 0” 的 所 有 序列 (hn) 有 


f(x) 


m f(a thn) FE) 


= li 
n—oc hn 
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证 明 : 由 欧 拉 公式 f(x) = cosz+isinz 及 (1.40) 即 得 : f'(z) = -sinz 十 icoszx = 


i(cos x + isin z). 口 


1.5 多 元 实 变 函数 的 导数 


本 节 用 z = (z1,… ,zwN) 表示 R 的 点 , 其 中 所 有 的 zj 是 实数 . 用 y= f(a) 
代替 y = f(zi ,ZN). 


1.5.1 WSA 
基本 思想 ” 令 C 为 某 一 常数 , 对 于 函数 f (u) := uC, B 0.82 有 导数 


of auc. (1.41) 
s: d 
f(u, v) := v? 


如 果 我 们 把 v 看 成 常数 , 把 f 看 成 是 u 的 函数 , 然后 对 wv RS, 那么 和 (1.41) 一 
样 我 们 得 到 关于 变量 u 的 所 谓 的 偏 导 数 : 


of 


B= 2uv?. (1.42) 
当然 , 我 们 也 一 样 可 以 把 u 看 成 常数 , 把 f 看 成 是 v 的 函数 , 然后 对 v RS, 则 得 
of = 3v. (1.43) 


总 结 


| 把 多 元 函数 看 成 其 中 一 个 变量 的 函数 ， 并 把 其 他 变量 看 成 常数 , 就 得 到 偏 导 数 . | 


9? f a {afr 
OvOu ðv (S) 
如 果 把 (1.43) 中 的 v 看 作 常 数 , 则 得 


FI = = (22) = 6uv?. 


使 用 下 列 符号 : 


"Li __ Of T EE i = EY 
fu — au’ Jo S àv! fuv . (fu)v Avdu’ fou . (fv)u = 
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对 于 足够 光滑 的 函数 , 我 们 有 如 下 方便 的 对 称 性 : 


(比较 施 瓦 效 (Schwarz) 定理 (1.44)). 
定义 ” 令 f:MCRN 一 民 为 一 个 函数 ,p 是 M 的 一 个 内 点 . 如 果 极 限 


Of er pn JUL hp ,PDN)— fpr: PN) 
p = lim h 


存在 , 那么 我 们 称 f 有 关于 zi 的 偏 导数 . 其 他 偏 导数 的 定义 类 似 . 

下 列 术语 经 常 在 分 析 中 使 用 . 
C*(G) 类 光滑 函数 ” 令 G ERY 的 一 个 开 集 . C*(G) 是 有 直到 阶 的 连续 偏 导 
数 的 所 有 函数 f : GR 的 集合 . WR f e C*(G), WER f 是 C*(G) KH. 
C*(G) 类 &G=GudIG RAG HAD ( 见 1.3.2.2). 集合 C*(G) 是 由 所 有 
属于 C*(G) 类 的 函数 f: G> RAR, 其 中 了 的 所 有 直到 阶 的 偏 导数 可 以 连续 
延 拓 到 闭 包 G.Y 
MARES WR: M CRY 一 尺 是 2 的 一 个 开 邻 域 中 的 C? 类 函数 , 那么 


E _ 2 F(p) imate (1.44) 


OrjOrm  OLmO2;’ 


更 一 般 地 , 如 果 f 是 p 的 某 个 开 邻 域 中 的 C* 类 函数 , k > 2, 那么 求 直到 大 阶 的 偏 
导数 与 其 先后 次 序 无 关 . 
例 1: 对 于 f(u,v) = u*v?, 有 fu = 4u3v?, fo = 2u^v 和 


fuo = jJvu = Su? v. 
此 外 ， fu = 12u?v? 及 
tose x frou = 24u? v. 


符号 ”为 了 简化 符号 , 记 
of 


= aa; 


of 


例 2: 方程 (1.44) 意 为 0;Omf(p) = Om0;f(p). 


1) 省 略 上 标 k RMS k — 0, 则 C(G) 或 C9(G)( 相 应 地 , C(G 或 C0(G)) 表示 所 有 连续 
函数 f:G—R (相应 地 , f: G 一 R) 的 空间 . 另外 , Ce(G)( 相 应 地 ，Cee(G)) 由 对 所 及 ， 
属于 C*(G)( 相 应 地 , C*(G)) 的 那些 函数 组 成 . 
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1.5.2 FBR 


基本 思想 ”我 们 想 把 导数 的 符号 推广 到 多 元 函数 f : M CRY 一 R*. 出 发 点 是 对 
原点 的 一 个 邻 域 U(0) 中 所 有 的 h 成 立 的 关系 式 : 


f(p-- h) — f(p) = f'(p)h +r(h), (1.45) 
其 中 r(h) 满足 
ao rM 
隐藏 在 这 个 定义 背后 的 现代 数学 一 般 原理 是 
可 导 意 味 着 线性 化 . (1.47) 


一 维 经 典 特例 ” 设 ,7 为 一 个 区 间 , pe J. 函数 f : J 一 民有 导数 f'(p), SARS, 
满足 (1.46) 的 分 解 式 (1.45) 成 立 . 


ferme (1.48) 


F'(p) = lim 
存在 , 定义 
c(h) = 830—109). Puy, HF ngo, 

H &(0) :=0,r(h) := he(h). ABA (1.48) 蕴涵 (1.45) 和 (1.46). 

RZ, 如 果 对 某 一 固定 的 fP' (p), 有 一 个 像 (1.45) 一 样 的 分 解 式 , 它 满足 (1.46), 
那么 即 得 (1.48). 
现代 观点 ”经 典 定 义 (1.48) 绝对 不 方便 推广 导数 概念 到 多 元 函数 ， 因为 这 时 h 是 
一 个 属于 RY 的 向 量 ; 除 以 这 样 的 向 量 没有 意义 . 但 是 分 解 公式 (1.45) 总 是 有 意义 
的 . 这 就 是 为 什么 现代 微分 理论 基于 (1.45) 及 一 般 策略 (1.47) 的 原因 .? 
对 从 RY 到 R^ 的 函数 的 求 导 BRM ERY 的 子 集 , 包含 点 p 的 一 个 邻 域 . 映 


射 
f:MCRY—R* (1.49) 


1) 这 个 观点 可 以 立即 推广 到 无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 和 巴 拿 赫 空 间 的 算 子 上 , 它 还 是 泛 函 分 析 
中 解决 非 线性 微分 和 积分 方程 的 重要 工具 (参看 [212]). 简要 概括 为 


现代 微分 学 用 线性 算 子 近似 非 线性 算 子 ， 


并 可 以 应 用 简单 的 线性 代数 理论 来 研究 困难 的 非 线性 问题 . 
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A y =f ax), 且 列 向 量 为 1) 


Tı fi(z) yi hi 
2 一 : ， f(x)= : ; y= : », h= : 
UN fr(z) YK hy 


h 的 欧 几 里 得 范 数 定义 为 


定义 (149) 中 的 映射 了 在 点 p 处 是 弗 雷 歌 可 微 的 , 如 果 存在 一 个 


使 得 满足 (1.46) 的 分 解 式 (1.45) 成 立 . 

这 时 , REPE f'(p) WA 了 在 点 p 处 的 弗 雷 其 导数 . 
约定 WRK SRN Fo 导数 .2) 
主要 定理 wR (1.49) 中 的 函数 f 在 点 p 的 一 个 邻 域 中 是 C! 类 的 , MAF 导 
数 f (p) 存在 , 并 满足 f'(p) = (60;fi(p)). 显然 它 是 f 的 分 量 fi 的 一 阶 偏 导数 组 
成 的 矩阵 


Ofi(p) Oefi(p) … Onfilp) 
Ofa(p) O2fe(p) … Onfe(p) 


OÓfx(p) O2fx(p) ~> Onfx(p) 
矩阵 F'(p) 也 称 作 f 在 点 p XR ST rt (Jacobi) 4E RF. 


雅 可 比 行列 式 ”假设 N = K, 那么 矩阵 f'(p) 的 行列 式 det f'(p) 称 为 f 的 雅 可 
比 (函数 ) 行列 式 , 记 作 


例 1 (K = 1): 对 于 N 个 实 变量 的 实 值 函数 fF: M CR 一 民有 


f'(p) = (à f(p).--- , On f(p)). 


1) 为 了 能 够 把 (1.45) 写成 一 个 矩阵 方程 的 形式 , 我 们 使 用 了 列 向 量 ; 2.1 介绍 了 矩阵 和 行 
UK. 利用 转 置 矩阵 , 我 们 也 可 以 记 作 m = (z1,… ,zN)T 及 f(x) = (fils), .fx(a))?. 

2) 这 个 导数 的 符号 是 由 法 国 数学 家 R. M. HF HK(René Maurice Fréchet, 1878—1956) 
于 20 世纪 初 引入 的 . BER SAAR ET BZ (I [212]), 弗 雷 吹 还 对 度量 空间 
理论 作出 了 贡献 . 
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如 果 设 f(x) := zl cos zz, 那么 有 A f(x) = cos xe, Oof(x) = 一 x1sinz2, 因此 
f'(0,0) = (01f(0, 0), 02f(0, 0)) = (1,0). 
为 了 与 线性 化 的 思想 联系 起 来 , 用 泰勒 展开 式 
cos fig c 1— Mal h... ‘ 
XF p = (0,0)7, h = (hi, h2)7, UR hi, ha 为 很 小 的 值 , 那么 有 


f(p+h) — f(h) 2 hi4 r(h), 


其 中 7 表示 高 阶 的 项 . 由 f'(p) = (1,0) 也 可 得 


F(p +h) — f(p) = f'(p)h +r(h) = (1,0) ( * ) sr 


可 以 把 f'(p)h = hi 看 成 f(h) = hi cos hz 的 线性 近似 , 如 果 hi, hs 足够 小 . 


例 2: 令 
_{ 2 二 人 &G 
(i) de lan) 
则 有 
uL 1 ofp) 2fi(p) 
e- (oo ocu 
以 及 
alfi, fa) _ „~ _ | Ofi(p) Ofi(p) 
aleran) 一 7 四 -| Os fo(p) Boj(p) | 
因此 


det f'(p) = 01 fi (p)O2 fo(p) — O2fi(p) - 01 fo(p). 
在 及 (Zz) = azı + bee, fa(z) = cr1 + dro 的 特殊 情形 , 我 们 有 


以 及 
a 


a b TN 
in- |( ar det f (p) = 


b 
tede 
d 


和 预期 的 一 样 , 线性 映射 的 线性 化 就 是 映射 本 身 , 因此 f (pje = f (a). 
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1.5.3 ” 链 式 法则 


重要 的 链 式 法 则 使 得 能 够 对 复合 函数 进行 微分 . 在 (1.47) 一 般 线性 化 策略 的 
实质 中 , 链 式 法 则 说 的 是 


复合 映射 的 线性 化 是 每 个 映射 的 线性 化 的 复合 . | (1.50) 


1.5.3.1 基本 思想 
令 


z=F(u,v), u=u(z), v=v(z). 


我 们 的 目标 是 求 复合 函数 z = F(u(z),v(z)) 对 z 的 微分 . 根据 莱 布 尼 茨 的 符号 , 链 


式 法 则 形式 上 由 下 式 

I 
通过 (形式 ) 除法 

dF du dv 


而 得 . 如 果 u,v 的 变量 不 止 zx, 即 
u =u(z, y, =), v — v(z,y,---), 


那么 (1.52) 中 通常 的 导数 就 要 替换 成 偏 导 数 . 这 就 给 出 


= eke (1.53) 


把 xz 换 成 y, WA 


如 果 F 还 依赖 更 多 的 变量 , 即 , y = F(u,v,w,---), 那么 利用 关系 式 
dF = Fudu+ F,dv + Fudw+... 
并 用 同样 方式 进行 
B): 令 F(u,v):=w?, Wi u= r, v= r 4 
F(z) := F(u(z),v(z)) = z*. (1.54) 


利用 (1.52), 得 


OF Ou Ov 2 3 
e Fy t " = P " 
Fu an F, "halo (22) + 2uv = 4x 


也 可 从 F'(z) = 4x? 直接 得 到 相同 的 结果 . 
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明确 的 记号 AA (1.52) 很 有 启发 性 , 但 是 并 不 完全 明确 ; 事实 上 , AWM F Ær 
的 函数 , 而 在 右边 它 却 是 u 与 v 的 函数 . 如 果 想 让 它 更 明确 , 那么 我 们 就 应 该 改变 
记号 , 例如 设 

H (a) := F(u(z),v(z)). 
那么 完全 表述 了 所 有 变量 的 链 式 法 则 的 明确 叙述 是 


| H'(x) = Fa (u(x), v(z))u' (x) + Fs (ulz), v(z))v'(z.). | (1.55) 


对 于 
H(z,y) = F(u(x, y), v(x, y)), 
我 们 得 到 
Hz(z, y) = Fu(u(x,y), v(x, y) )ue(x,y) + Fo(u(z,y), o(@,y))ve(x,y). (1.56) 


因为 公式 (1.55) 和 (1.56) 比 (1.52) 和 (1.53) 难以 操作 , 所 以 它们 在 计算 中 并 不 常 
用 . 然而 , 对 于 像 证 明定 理 这 种 更 理论 化 的 目的 , 具有 如 上 更 明确 的 记号 是 必 不 可 
少 的 . 

物理 学 家 的 热力 学 符号 + FE 表示 一 个 系统 的 能 量 . 那么 符号 


OE 
(s), 
意味 着 把 E = E(V,T) 看 成 体积 V 与 温度 T 的 函数 , 并 构成 了 关于 V 的 偏 导数 . 
另 一 方面 ， 
OE 
(z), 
意味 着 把 E = E(p.V) 看 成 压力 p 与 体积 V 的 函数 , 并 构成 了 关于 p 的 偏 导数 . 


这 样 , 能 量 用 一 个 统一 的 符号 表示 出 来 , 记 法 使 得 函数 依赖 哪些 变量 更 为 清楚 , 并 可 
以 借助 莱 布 尼 茨 符号 (1.51) 和 (1.53) 的 优点 . 


1.5.3.2 复合 函数 的 导数 
基本 公式 ”考虑 复合 函数 


A(x) F= Fin(fi(x),--+ ; fælæ)) m=1,:--,M, 
其 中 z = (z1,… ,zw). 我 们 的 目的 是 推导 出 链 式 法 则 


Bl... OF ns afr 
Onn (p) = 2. ap (FP) aq): (1.57) 
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其 中 m=1,---,M,n=1,---,N. 写成 矩阵 方程 的 形式 , (1.57) 是 
H'(p) = F'(f(p))f (»). (1.58) 


因为 H = Fo f, 所 以 也 可 记 作 


[Fe ft) = FF) F'@),| (1.59) 


这 类 似 线性 化 (1.50). 

一 个 函数 称 为 在 点 p 处 是 局 部 C^ 类 的 , 如 果 这 个 函数 在 点 p 的 一 个 邻 域 中 是 
CĂ 类 的 . 
链 式 法 则 ”假如 下 列 假设 成 立 ; 

(i) 函数 f: D(f) CRY — RF 在 点 p 处 是 局 部 C1 类 的 . 

(ii) 函数 下: D(F) C RF 5 RM 在 点 f(p) 处 是 局 部 C? 类 的 . 

那么 公式 (1.57)~(1.59) 成 立 , 且 复 合 函数 H = Fo f 在 点 p 处 是 局 部 C1 类 
的 . 
函数 行列 式 的 乘积 公式 “” 当 M = K = N 时 , (1.58) 可 推出 行列 式 公式 : 


det H'(p) = det F’(f(p)) det f" (p), 


它 等 价 于 雅 可 比 乘积 公式 : 
O(Hi,--- , Hx) _ (Fi: Fn) Əlfi , fn) 
Pan awl air: erar | Uber vm pmi 


1.5.4 “对 微分 算 子 的 变换 的 应 用 


通过 转变 坐标 , 可 以 简化 微分 方程 . 我 们 将 用 极 坐标 的 例子 来 阐述 这 一 点 . 同 
样 的 想法 可 以 用 到 任意 坐标 变换 . 


极 坐标 不 用 笛 卡 儿 坐标 的 z,y, 引进 


T=rcosy, y=rsinyg, —m« «xm, (1.60) 


‘CRA BA Er p, (图 147). + 


Q := arctan E. rz; 
T 


那么 , 这 个 坐标 变换 的 逆 变 换 是 
r= yr? 十 12， (1.61) 


1.47 
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Q, XT r20,y€R, 
十 zx 十 a， 对 于 z<0, yz0， 
Pw) 地 ， 对 于 rz=0yz0 
I, 对 于 w <0, y=0. 


把 函数 变换 到 极 坐标 ” 设 
f(r, p) = F(z(r,e), y(r,9)), (1.62) 


它 把 函数 F = F(x,y) 从 笛 卡 儿 坐 标 变换 到 极 坐 标 . 
拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 的 变换 ”假设 函数 PR? 一 及 是 C? 类 型 的 , 那么 通常 


的 拉 普 拉 斯 算 子 
ey 


Af = fe sr Mee + HS r > 0. (1.64) 


推论 ”关系 式 (1.64) 直接 蕴涵 着 函数 


f(r);Imnr, r»0 
是 偏 微 分 方程 Af = 0 的 一 个 解 . 再 变换 回去 , 看 出 
F(z,y) =ln Yz? +y?, 2? +y? 40 
是 拉 普 拉 斯 方程 AF = 0 的 一 个 解 , 但 是 在 z,y 坐标 下 很 难看 出 这 个 结论 . 
符号 ”符号 FP 常常 用 来 替换 (1.64) 中 的 f. 虽然 符号 不 一 样 , 但 是 在 物理 学 和 技 
术 的 应 用 中 十 分 方便 . 
第 一 个 方法 ”从 下 面 的 恒等式 开始 : 
F(z, y) = f(r(z,y), p(x, y))- 
借助 于 链 式 法 则 , RAF z,y 的 导数 , 得 
| F,(2,y) = fe(r(z, y), e(@,y))re(2,y) + fo(r(a,y), (x, y)) x(a, v), 
Fy(v,y) = fr(r(z,y), p(z, y))ry(z. v) + fo(r(z,y), (£, y))ev(z. y). 
接 下 来 用 乘法 法 则 和 链 式 法 则 第 二 次 求 导 , 得 
| Fre = (fritz fs frez)rz + fiT + (fosa + foe Pz) Px + foxx, 
Fyy = (frrty + fropy)ry + frryy + (ferry + fopPu)Pu + fovuy- 
因此 , 有 


Fox + Fyy =frr(r2 +73) + foo (Ye + 5) + 2fro(Gare + Pyry) 
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+ fr(rzz + ryy) + fo(pzz + Pyy). (1.65) 


首先 假设 z A0. WA, (1.61) 推出 


T y 


gu... em = COS Q, T. = —— — = sing, 
© Jte "o yty 
EE _ sing x T | cosy 
m z' 45 0 ro UU gpg o FC 
用 链 式 法 则 再 次 对 z, y RE, 得 
a iD 2 
" sin cos“ yp 
Trz = (—sin )ez = r y Tyy — (cos Y) py = EE 
2cos ysin wp 
Prg = — a a 


这 些 关 系 式 , 与 (1.65) 一 起 推出 x #0 时 的 公式 (1.64). 通过 取 极 限 z — 0, 从 
(1.64) BI x = 0, y 40 时 的 情形 . 
第 二 个 方法 ”现在 利用 恒等式 


Fir p) = F(z(r, p) y(r, 9))- 


为 了 简化 符号 , 用 f 代替 F. 使 用 链 式 法 则 , 对 ry KF, 得 


| fr = fetr + fyyr = fz cosp + fy sin v, 
fo = fate + fyye = —farsiny + fy -r cos o. 


在 这 个 方程 组 中 求解 fo, fy, 得 
fe = Afr + Bfe, fy =Cf-+Dfe; (1.66) 


其 中 
EA 


A = cosy, 再 = 一 下， C=sing, D= 


记 8z = Č, 28. 那么 (1.06) 等 价 于 下 面 的 重要 公式 : 


, 
X 


8,— Að, + BOs, 0,— CÓ, + Day. 
由 此 得 到 


02 =(Ad, + B0;)(A8. + BO,) 
=Ad,(A0,) + BO,(Ad-) + A0.(B8,) + BO,(Ba,). 


02 = AA,0, + A + BA,O, + 2ABO,0, + ABO, + BBydy + B”. 
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交换 4 和 C 以 及 B 和 DD, 类 似 可 得 


0; = CC,0, + C78? + DC, +2CD8,0, + CDrOpg + DD gd + D* 82. 


因为 

A,=C,=0, A,y=-—siny, C,=cosy, 

Br = By = 一 一 D,--T E, D, - BE, 
所 以 最 后 得 到 


A=8+8; = 82 + 82 + ar, 
T T 
这 就 是 变换 后 的 公式 (1.64). 
第 二 个 方法 不 用 逆 公 式 (1.61), 这 极 大 地 简化 了 计算 的 复杂 性 . 
1.5.5 ”对 函数 相关 性 的 应 用 


定义 Sfe:GoR#C' 类 函数 ,k= 二 1,:…,K 十 1, 其 中 G Æ RY 的 非 空 开 
集 . 称 fx iF 及,… , fx, 当 且 仅 当 , 存在 C1 类 函数 P:R’ 一 RR 满足 


felz) = 了 (及 (7z),… ,fk(z)) 对 所 有 的 z € G. 


定理 ”假设 两 个 矩阵 1 
(fi(2), s frala) BC (2). fI (2) 


的 秩 是 常数 , 等 于 某 个 7,1 <r < K, 则 满足 上 述 相关 性 关系 式 . 
例 : 设 filz) := e*!, falx) := e*?, H fs(x) := et, WA 


aee SiC). aae [ a) 
KIA det(f{ (x), f2(z)) := ee"? 40, 所 以 对 所 有 的 z = (21,22) € R 有 
rank(f; (x), f2(z)) = rank(f; (x), fo(x), f3(x)) = 2. 
因此 , fa 在 R? 中 依赖 于 fi, fo. 事实 上 , 可 以 得 到 明确 的 关系 式 


ja(z) = fi (a) fo(z). 
1) 我 们 把 fA (n) 写 为 一 个 列 敌阵 ， 


15 ”多 元 实 变 函数 的 导数 285 


1.5.6 RAŽE 
1.5.6.1 二 元 实 变量 方程 
对 于 x,y ER, A F(x,y) E R. 我 们 要 对 y 解 方程 

F(z,y) — 0. (1.67) 

即 , 我 们 要 找 一 个 函数 y = y (x) 满足 
F(z, y(x)) = 0. 

假设 我 们 知道 方程 的 某 个 固定 解 ,， 即 

F(q,p) — 0. (1.68) 
此 外 , 我 们 要 求 


(1.69) 


BANE MARK P: DF) CR? 一 及 在 点 (q,p) å 
的 某 个 邻 域 中 是 C^ 类 的 , k 21, 并 满足 条 件 (1.68) 和 
(1.69), 那么 方程 (1.67) 在 点 (q, p) 处 可 以 唯一 解 出 y” (A 
1.48). 

解 y = y(z) 在 q 处 是 局 部 C* 类 的 . 
隐 函 数 求 导 法 ”为 了 计算 解 y = y(z) 的 导数 , 利用 链 式 法 则 对 方程 


F(x,y(x)) =0 
RAF z 的 导数 , 得 到 
F(x, y(x)) + Fy(x, y(x))y"(x) = 0. (1.70) 
y (zx) = —F, (x, y(2)) "F(x, y(2)). (1.71) 


对 (1.71) 求 导 可 得 y 的 高 阶 导数 . 然而 , 对 (1.70) RAT r 的 导数 更 方便 . 得 到 
Fzs (m, y(2))  2Fzy (v y(7))y (2) + Fyy(2,y(a))y'(2)” + Fy(x,y(2))y" (a) = 0. 


由 此 可 解 出 y”(z). 类 似 可 求 得 更 高 阶 的 导数 . 


1) 这 意味 着 存在 开 邻 域 U(g) 和 V(p), 使 得 对 每 个 x € Ula), 方程 (1.67) 有 唯一 解 
y(x) € V(p). 
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近似 公式 ”F(z,y) = 0 的 解 y 的 泰勒 展开 式 给 出 一 个 近似 


y" (gq) 


Abs — a) te. 


y =p +y'(q)(z— q) + 


4]: & F(x,y) := e" sinz—y, Wl] F(0,0) = 0, Fy (z, y) = e" sinz—1, At F,(0,0) 4 
0. 所 以 ， 
e’ sing —y=0 (1.72) 
在 (0, 0) 附近 可 唯一 解 出 y. 为 了 得 到 解 y = yle) 的 近似 , 我 们 尝试 设 
y(z) 一 a 十 bz 十 cz2 +. 
因为 y(0) = 0, 所 以 a = 0. 利用 指数 函数 的 寡 级 数 展开 式 : 


D 
e —lc4yc:, sinz—z-- (1.73) 
从 (1.72) 和 (1.73) 得 到 方程 
g—br+n7(---)+a5(---)+---=0. 


比较 系数 , 得 5b = 1, 所 以 


2 一 并 十 … 
y BA wR F(z,y) := 2 — y^ WA F(0,0) = 
0, F,(0,0) = 0， 因 为 函数 F 不 满足 (1.69), 所 
T 以 方程 F(z,y) = 0 在 (0, 0) 处 不 能 局 部 地 唯一 解 
出 y. 事实 上 , 方程 
图 1.49 r? —y?=0 


有 两 个 解 y = to. 所 以 点 (0, 0) 是 两 个 解 分 含 的 地 方 (EORR 8) D (图 1.49). 
1.5.6.2 方程 组 
F 导数 的 运算 十 分 灵活 , 它们 可 以 立即 被 推广 而 应 用 到 非 线性 方程 组 中 : 
F(z,y) — 0, (1.74) 


其 中 ee RY, y eR”, UR F(z,y) e RV. 需要 注意 的 是 , Fila, p) 是 个 矩阵 , X 
BA F,(q,p) 40 必须 被 替换 成 


det Fy (q, p) Æ 0. (1.75) 


1) 一 般 歧 点 理论 在 物理 上 有 许多 有 趣 的 应 用 (参看 [212]). 
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^ (q,p) 是 


F(q,p)=0, qc R',pem" (1.76) 

的 一 个 解 . 
RARER “如果 函数 F: D(F) C RN+M —R” 在 点 (qp) 的 一 个 领域 中 是 
C* 类 的 , k > 1, 并 且 满 足 条 件 (1.75) 和 (1.76), 那么 方程 (1.74) ÆA (q, p) 处 有 
唯一 解 y. 

解 y= y(z) 在 点 q 处 局 部 为 C^ 类 的 . 公式 (1.71) 对 F 导数 y (x) 作为 一 个 
矩阵 方程 仍然 有 效 . 
显 式 方程 显然 , 方程 组 (1.74) 为 


Fpi EN J ,ym) = 0, k=1,---,M, (1.77) 


并 且 F(x,y) 是 及 XT ym 的 一 阶 偏 导数 的 矩阵 ， 把 (1.77) 中 的 ys 换 成 
Um (zi; nds ; £n), RAF In 的 导数 ， 则 有 


关于 9ym/6zn 解 这 个 方程 , 得 到 和 矩阵 方程 (1.71). 
1.5.7 ZRS 


1.5.7.1 BÆ 


EX $ XAY 是 度量 空间 (比如 , RN WER). Bug f: X — Y RAAE, 如 
R 了 是 双 射 的 , 且 f 与 fo) 连续 ( 见 4.3.3). 
同 胚 定理 ” 紧 集 上 的 连续 双 射 了 : X 一 了 是 一 个 同 胚 . 

这 个 定理 推广 了 紧 区 间 上 的 实 值 整 体 逆 函 数 定理 ( 见 1.4.4.2). 


1.5.7.2 ARMA IRL EE 


定义 XY 是 RN HEERE, N 21. Bea f£: X — Y MOS C^ RAPA, 
如 果 f 是 双 射 的 , 且 f 和 广 ! 都 是 C* 类 的 . 

关于 局 部 微分 同 胚 的 主要 定理 ” 令 1< k < co. 假设 映射 *:M CRY >R Ep 
的 一 个 开 邻 域 V(p) 内 上 是 C* 类 的 , H 


det f'(p) #0, 


那么 f 在 点 p 处 是 局 部 C^ 类 微分 同 胚 . 1) 
1) 这 意味 着 , f 是 从 某 一 恰当 选取 的 开 邻 域 U (p) 到 开 邻 域 U0(f(p)) 的 C* 类 微分 同 胚 . 
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例 : 考虑 映射 


| u=g(z,y), v=h(z,y), | (1.78) 
并 且 假设 uo := g(xo, yo), vo := h(ao, yo). 函数 g 和 hh 都 假定 是 在 点 (zo,yo) 的 一 
个 邻 域内 的 C^ 类 函数 , 1< k < oo, 并 假设 
四 


gu(xo,yo) gu(zo,yo) 
hu(xo, yo) hv(xo, yo) 
那么 映射 (1.78) 在 点 (xo, yo) 处 是 局 部 C^ 类 微分 同 胚 . 


这 意味 着 , 如 图 1.50 描绘 的 (1.78) 中 的 映射 可 以 在 点 (uo, vo) 的 一 个 邻 域 中 
被 逆转 , 且 逆 映射 


z—z(uv) y=y(u,v) 
在 (uo, vo) 的 一 个 邻 域内 是 光滑 的 , 即 , z,y 是 C* 类 的 . 


DED 


图 1.50 局 部 微分 同 胚 


1.5.7.3 整体 微分 同 胚 
整体 微分 同 胚 的 阿达 马 (Hadamard) EH 41<k < oc. 假设 C^ 类 映射 
f :RN 一 RN 满足 两 个 条 件 : 
TN [f (z)| = +00 
det f'(x) #0 
则 f 是 C^ 类 的 微分 同 胚 .0) 
4|: 令 N = 1. 对 函数 f(x) := sinh z, f'(x) = cosh x > 0 


图 1.51 蕴涵 (1.79) 成 立 . 因此 站 :月 一 及 是 Ce 3S9 RE (图 
1.51). 


1.5.7.4 解 的 一 般 形 态 
定理 $ fiR >R 是 Cl 类 函数 , 使 得 aim |f (z)| = oo, 那么 存在 一 个 笛 
密 ME DCR, 使 得 方程 


f(zr)2y, 2 ER (1.80) 


| 对 所 有 的 2 eR, (1.79) 


1) 在 N=1 的 特殊 情形 , 有 det f(x) = f(s). 
2) 集合 DERN 里 是 稠密 的 , 如 果 它 在 RN 里 的 闭 包 是 RY, 即 万 = RN. 


15 多 元 实 变 函 数 的 导数 289 


对 于 每 个 ye D. 有 至 多 有 限 个 解 . 

可 以 简化 结论 为 : 通常 存在 有 限 个 解 . 更 精确 地 说 , 有 如 下 显然 的 情况 . 

(i) 扰动 ， 如 果 给 定 一 个 值 yo € RY, 那么 在 yo 的 每 个 邻 域内 存在 一 个 点 
y ERY, 对 于 这 个 y, 方程 (1.80) 至 多 有 有 限 个 解 ; 换 句 话说 , 通过 轻 轻 扰动 yo, 可 
以 得 到 具有 好 性 质 的 解 . 

(ii) 稳定 性 . 如 果 对 某 一 点 y, € D, 方程 (1.80) 有 至 多 有 限 个 解 , 那么 存在 一 
ARER Uly), 对 于 所 有 的 y € U(y,), (1.80) 只 有 有 限 个 解 . 


1.5.8 n 阶 变 分 与 泰勒 定理 
n RES 4[:U(p CRY 一 以 是 定义 在 点 p 的 一 个 邻 域 中 的 一 个 函数 ， 当 
he RY, 我 们 令 
y(t) := f(p + th), 
其 中 实 参 数 t 在 t = 0 的 一 个 小 邻 域内 取 值 . 如 果 n 阶 导数 o™ (0) 存在 , MAR 
8" f (p; h) := p™ (0) 
称 为 函数 f 在 点 p 处 方向 的 n MRD. 


方向 导数 inc 1 时 , 我 们 令 6](p;h) := 看 f(p;h), HREN f EA p 处 h 
方向 的 方向 导数 显然 


f(p+th) — f(p) 


6f(pih) = lim 


EE Sn >1. 如 果 函 数 f :U(p) CRY OR BER p 的 一 个 开 邻 域 的 C" 类 
函数 , 那么 ， 


并 且 


例 : 当 N =n=2 时 ,有 


ð ð _ 32 0 a? 2 0 
C3 cA t os Ma 


如 果 使 用 更 方便 的 符号 0; := 0/0x;, WA 


Of (p;h) = hidif(p) + h2def(p), 
8? f (p;h) = hi0? f(p) + 2hiha010» f (p) + h302 f (p). 
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泰勒 定理 的 一 般 形 式 ” 令 让 :UCRI 一 及 是 在 开 凸 集 避 上 的 一 个 oY 类 函 
数 , 对 于 所 有 的 点 x,z 十 he U, 我 们 有 


f(e+h) = fla) + Y HEB. a 


其 余 项 为 
SH f(x + Ohh) 
(n+ 1)! 


其 中 数 9 依赖 于 z, 并 满足 0 < 9 < 1. 另外 , 有 


Rit = 


Rati = [= a= Er A erti f(x 4+ rh; h)dr 


函数 的 局 部 性 态 ”和 1.4.5 中 一 样 , 可 以 完全 类 似 的 方式 用 泰勒 展开 式 研究 函数 的 
局 部 性 态 . 这 方面 的 重要 结果 可 见 5.4.1. 


15.9 ”在 误差 估计 上 的 应 用 

通常 , 物理 学 中 的 测量 包含 测量 误差 . 理论 误差 估计 总 是 把 函数 自 变 量 的 误差 
与 函数 值 的 误差 联系 起 来 . 
一 元 实 变量 函数 ”考虑 函数 

y = f(z), 

Jt Ac = 自 变量 r 的 误差 ; Af = f(z + Az) 一 f(z) = f(z) 的 函数 值 的 误差 ， 
DE = 函数 值 f(z) 的 相对 误差 

“由 泰勒 定理 即 得 


f" (x Az) 
2 


Af = f'(z)Az + (Az), 


其 中 0< 丸 < 1. 由 此 可 得 误差 估计 : 


(Az)? 


区 — f'(z)Az| < sup |f"(z +nAz)|. 
0cn«1 


4| 1: 对 于 f(z) := sinz, RNA f" (x) = 一 sinz, 因此 


(Ac)? 


IAf — Ax -cosz| < 5 


例如 , 4 Az = 10 时 , 我 们 有 (Az)? = 10 *. 
对 于 足够 小 的 误差 Ar, 一 般 使 用 近似 公式 
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多 变量 函数 ”对 于 函数 y = f(n ,zN), 我 们 令 
Af := f(z1+ Ami ,ZN 十 AzN) 一 zi … ,zN). 


此 时 的 近似 公式 是 * 


链 式 法 则 《对 于 复合 函数 H(z) = FF( 有 (2),… ,fm(7z)), 其 中 £ = (21, 


有 


i 2( 加 法 法 则 ): 对 于 (we) = So fala), 有 


k=1 


即 绝对 误差 相 加 . E 
例 3( 乘 法 法 则 ): 对 于 A(x) = [] f), 有 
k=1 


AH _ c Afk 
H(z) P» f(a)’ 
即 相 对 对 数 误差 相 加 . 
例 4( 除 法 法 则 ): 对 于 Hla) = 中 ,有 
g(x) 
AH _ Af Ag 
H(z) f(x) g(a)’ 
即 相 对 对 数 误差 相 减 . 
误差 传播 的 高 斯 定律 ” 考虑 函数 
z= f(z, y). 
BRAE cM y 的 测量 数据 


zu Tn 和 Ym 


N N 
* 原文 把 》、 误 为 35 —— 校 者 


j=1 k=1 
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由 此 就 能 得 到 z 的 值 , 其 中 zie = f(zj, yx). 由 定义 可 得 平均 值 £, 5， 与 方差 02,02: 


依照 高 斯 的 工作 , 对 于 足够 大 的 n 和 m, 有 如 下 近似 关系 式 : 


|2 = #@.9).02 = f. (2.90 + fy, o3. 


这 个 关系 式 称 为 高 斯 误差 传播 定律 . 


1.5.10 #BRRD 


注意 到 记号 帮助 我 们 进行 发 现 的 方式 是 
重要 的 . 这 样 , 可 以 极 大 地 简化 思考 工作 . 
G. W. 莱 布 尼 世 (1646—1716) 


莱 布 尼 茨 微分 学 ”微分 符号 在 现代 分 析 , 几何 学 和 数学 物理 中 具有 基本 的 重要 性 . 
对 莱 布 尼 茨 而 言 , 它们 是 无 穷 小 的 微分 df, 这 反映 了 他 关于 世界 的 最 小 精神 组 成 的 
哲学 思想 . 无 穷 小 的 这 个 极为 方便 的 符号 甚至 出 现在 现在 的 物理 学 和 技术 的 著作 中 . 
为 了 给 莱 布 尼 茨 符号 一 个 坚实 的 基础 , BATS EI RERBA) df (x). 这 是 在 20 世纪 
初 由 法 国 数学 家 弗 雷 区 (M. Fréchet 1878—1956) 创立 的 . 对 于 一 个 函数 


f:RY oR, 
其 弗 雷 歇 微分 被 称 为 一 个 线性 映射 
df(z):R" >R, 


它 对 每 个 h eRN 分 配 了 一 个 实数 df(z)n, 并 对 所 有 a,b € R 和 所 有 h, ke RN 
满足 线性 条 件 (参看 1.5.10.2) 


df (x)(ah + Bk) = odf(x)h + Bdf(x)k. 
微分 是 线性 映射 . 


嘉 当 微分 学 ”同样 的 微分 符号 也 是 优美 的 嘉 当 (Cartan) 微 分 学 的 基础 ， 伟 大 的 法 
国 数学 家 E. 嘉 当 (Elie Cartan, 1869—1961) 于 19 世纪 末 引 进 的 这 套 微 积分 系统 ， 
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并 给 出 了 莱 布 尼 茨 微分 学 的 有 用 推广 ， 嘉 当 微 积分 是 现代 数学 和 物理 学 的 最 有 威 
力 、 最 常 使 用 的 工具 之 一 .1) 

实际 运算 时 的 优点 — 莱 布 尼 世 微分 学 和 嘉 当 微 分 学 都 有 一 个 显著 的 实际 运算 上 的 
优点 : 只 需 记 住 几 个 简单 的 法 则 . 剩 下 的 通过 微分 学 本 身 就 能 完成 . 我 们 首先 提出 
形式 法 则 来 强调 这 一 点 , 然后 只 需要 考虑 严格 的 证 明 . 对 大 多 数 实际 运算 来 说 , 只 
需要 知道 形式 上 的 法 则 . 


1.5.10.1 X JE XE AUR 


给 定 函数 y = f(z), 其 中 z = (z1,.… ,zw). 莱 布 尼 芯 认为 , 微分 计算 服从 如 
下 法 则 : 


X of 
(i) df =) 了 -dz (全 微分 )， 
jen '* 


(ii) d(f -- g) = df 十 dg (加 法 法 则 )， 
(iii) d(fg) = (df)g+ fdg (乘法 法 则 )， 
(iv) d?z; = 0 (无 穷 小 ). 
必须 记 住 , 最 后 一 个 法 则 (iv) 只 对 自 变 量 成 立 . 
已 经 显示 出 这 个 微分 学 是 极其 方便 的 . 
微分 的 变换 法 则 通常 用 这 种 微分 学 把 函数 转换 成 新 的 一 组 自 变量 . 如 果 有 


Tj 一 2j(u uM), j=l; =N, 


E. Ox; 
dn "LE (1.81) 


这 导致 


(1.82) 


将 此 与 


无 穷 大 这 两 个 新 的 量 加 入 实数 ， 并 且 可 以 (在 推广 的 逻辑 下 ) 对 这 些 数 进行 严格 的 运算 (参看 
[53].) 
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进行 比较 , 得 


Of Ox; 
= -> 区 { Ox; Oum 
用 这 种 方式 莱 布 尼 茨 微分 学 就 自 然 给 出 了 链 式 法 则 . 
例 5( 高 阶 导数 的 链 式 法 则 ): 令 h(x) := f(z),z = g(x). RINE x 作为 自 变量 , 法 
则 (iv) 蕴涵 着 
d?z — 0. 
根据 乘法 法 则 , 得 “ 
dz = g'dz, 
d?z = d(dz) = d(g'dx) = dg'dz + g/d?x = dg'dz = g"dz?, 


以 及 
df — f'dz, 
d? f « d(df) = (df')dz + f'd?z 
= f"dz? 4 f'g"dx = 二 了 (f"g 12 E f'3")dz?. 
由 此 即 得 


d? f(a) 


ag -4 (Gg (x)? + f'(z)g"(z) z-g(z). (1.83) 


(1.83) 的 严格 证 明 : 利用 链 式 法 则 对 h(x) = f(g(x)) RS, 得 


h'(x) = f'(g(x))g (z). 
利用 链 式 法 则 及 乘法 法 则 , 并 再 次 求 导 , 得 
h" (x) = f"(g(z))g'(x)? + f'(g(a)) 9" (x). 


JG BIA (1.83). 
对 于 多 变量 函数 , 使 用 微分 比 用 偏 导 数 更 方便 . 鉴于 此 , 莱 布 尼 茨 形式 微 积 分 在 
物理 学 和 技术 著作 中 十 分 常用 . 


1.5.10.2. p d BE 2 7 8 BEP RKFR 


利用 具有 恰当 余 项 的 函数 的 分 解 , TPE SCORE ( 简 记 为 F 微分 ). 
由 于 历史 原因 , 人 们 既 使 用 F 微分 也 使 用 F 导数 . 事实 上 , 这 两 个 记号 是 一 致 的 . 
考虑 定义 在 某 个 点 z 的 一 个 邻 域 U(z) 中 的 函数 


f:U(z) CR >R, 


* 原文 把 下 面 第 二 式 中 的 项 gd2z RA gz. 一 一 校 者 
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并 令 
0;f := 2. 050 f := Ei 等 等 . 
zj 


OrjOrk 
F 微分 df(z) 由 定义 , f 在 点 m 处 有 下 微分 , 当 且 仅 当 对 原点 某 一 邻 域 中 所 有 
h € RN 如 下 分 解 式 成 立 : 


f(z+h)— f(x) =df(x)h +r(h), 


并 且 满 足 另外 两 个 条 件 : 
(i) df(z) : RF 一 R 是 线性 映射 . 
(i) 余 项 是 高 阶 无 穷 小 0) , B% h — 0 BY r(h) = o(|h]). 
5 F 导数 的 关系 ”也 可 以 称 df(z) 为 下 导数, 记 作 fa). 此 外 , 我 们 称 


df(z)h=f'(z)h, h eR 


为 函数 f 在 点 m Rb h 方向 的 下 微分 的 值 . 
与 一 阶 变 分 的 关系 ”如 果 下 微分 dfl) FE, 那么 f 在 点 z 处 h 方向 的 一 阶 变 
分 也 存在 , 并 且 

8f(z;h)—df(z)h, hem. 


存在 性 定理 如 果 函 数 f 在 点 x 的 一 个 开 邻 域 中 是 C 类 的 , 那么 


N 
df(z)h = 》 8; f(x)hy. (1.84) 


二 阶 FF 微分 d?f(z) 由 定义 , 函数 f 在 点 m 处 有 二 阶 下 微分 , 如 果 对 原点 的 一 
个 邻 域 中 所 有 h e RY, 并 对 所 有 k e RN, 存在 微分 分 解 式 


df(a +h)k — df(z)k = d? f (z)(k, h) +r(h,k), 


并 且 满 足 另外 两 个 条 件 : 
(i) d?f(z) : RF x RN 一 及 是 双 线 性 映射 . 
(ii) 余 项 是 h 的 高 阶 无 穷 小 , 即 当 hh 一 0 时 sup |r(h,k)| = ol|h|). 为 了 简化 


|k|«1 


记号 , 也 可 记 作 d? f(z)hk := d? f(z)(h, k) 及 d? f(z)h? := d? f(z)(h, h). 


N 1/2 
1) 这 表示 jim, = 0, 其 中 |h| = (5 x) . BE “o 无 穷 小 ”, 同样 还 有 符号 
Es £s 
“O 无 穷 小 ”. 
2) 对 于 大 多 数 实际 计算 , 知道 公式 (1.84), (1.85) 和 (1.86) REBT. 这 里 给 出 了 更 一 般 
的 定义 , 因为 它 更 容易 推广 到 抽象 的 运算 , 这 对 非 线性 微分 方程 和 积分 方程 的 现代 理论 研究 及 数 


值 研究 都 具有 重要 的 意义 (参看 [212]). 
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二 阶 F 导数 f”(z) 也 可 以 把 微分 d?f(z) 看 作 函 数 f 在 点 m 处 的 二 阶 FP 导数 
f" (2). 而 且 , 函数 f 在 点 m 处 h,k 方向 的 微分 值 是 


d'f(z)hk = f(z)hk, h,k eR. 


与 二 阶 变 分 的 关系 ”如果 二 阶 下 微分 d'f(z) FE, 那么 f 在 点 m 处 每 个 方向 h 
的 二 阶 变 分 存在 , 它 满足 


à f(a;h) =d?f(x)h?, hem. 


类 似 可 定义 n Br F 微分 d" f (a). 
EME $ n >2. 如 果 了 在 点 z 的 某 个 邻 域内 是 Cn 类 的 , 那么 


N 
d^f(z)hk = 》 8,0. f(z)h.h.. (1.85) 
T,s—l 
更 一 般 地 , 有 
N 
d'f(z)O...h9-— YO Daða Ory f(z)hQRhO o.) (1.86) 


特别 地 , 二 阶 导数 有 对 称 性 
d'f(z)hk = d?f(z)kh, 对 所 有 h,k cR". 
类 似 地 , a" f(w)h™ -hO dg RO)... ,hm) 的 任意 排列 下 保持 不 变 , 其 中 nO e 
R^. 
1.5.10.3 RAVE RGD ZF 02 ™ iE 


如 果 把 莱 布 尼 茨 微分 看 成 F 微分 , 那么 很 容易 严格 证 明 莱 布 尼 茨 微分 学 . 
莱 布 尼 茨 全 微分 公式 ”如 果 函 数 f 在 点 z 的 某 个 邻 域内 是 C1 类 的 , BAY 


(1.87) 


N 
df (x) = >, 0; f(x) day, 


其 中 


dzjh = hj, 对 所 有 h E R”. 


证 明 : 令 f(x) := xj. 由 (1.84) 得 : 


N 
dz;(z)h = > Ox f (z)hi = hj, 


k=1 


1) 简 记 符号 da; (x) A da;. 
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其 中 应 用 了 Of(x) = St = buy 此 时 (1.87) 为 


N 

df(z)h = Y 7 8j f(w)dajh = Y 8; f (z)h; 
j=l j=1 

但 是 它 等 价 于 (1.84). 

微分 算 子 d 定义 微分 算 子 d 为 


那么 如 果 我 们 约定 0; @ f(x) := 0;f(z), 则 可 把 关系 式 (1.87) 写 为 
df(z) = d ® f(z). 


HERRAR SRA fg: U(x) CRY 一 及 在 点 r 的 某 个 邻 域内 是 C! 类 
的 , 那么 


[a(fg)(z) = 9(z)df(z) + f(z)dg(z). | 
证 明 : 从 (1.87) 及 导数 的 乘法 法 则 : 0; (fg) = g0;f + fag 即 得 . 
莱 布 尼 茨 变换 公式 假设 


Tj = z;(ui,--- , um), p= hea gN; 


即 , HE v; 依赖 于 诸 变量 um. 另外 , 我 们 令 F(u) := f(z(w)). 那么 


(1.88) 


> a (u). (1.89) 


j=1 


这 相应 于 (1.81) 和 (1.82). 
证 明 : 由 (1.87) 即 得 公式 (1.88). 
对 函数 F 应 用 (1.87), 由 链 式 法 则 即 得 
N 
dF(u) = Y OF) dum 2» > aa z(u) E au Um. 


m=1 


这 就 是 (1.89). 
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莱 布 尼 茨 二 阶 微分 公式 SBR f 在 点 m 的 某 个 邻 域内 是 C? 类 的 , 那么 


d? f(x) = d @df(z). (1.90) 
更 明确 地 说 , 即 
d? f(x) = y: 050, f (z)dr; ® drm, (1.91) 
jamal 
H 
d2zji(z) = 0. (1.92) 
这 里 , 我 们 使 用 了 张 量 积 , 即 下 述 关系 式 : 
(dz. & dz; )(h, k) := (darh)(dask) = hrks. (1.93) 


证 明 : 由 (1.85) 和 (1.93) 即 得 公式 (1.91). MRS f(z) := zj, PA f XT 
21,72,--- 的 二 阶 偏 导 数 都 恒 等 于 0. 因此 (1.85) 蕴涵 (1.92). 
莱 布 尼 茨 微分 学 和 嘉 当 微 分 学 的 比较 KEH @ 与 外 积 人 在 多 重 线性 代数 中 极其 
重要 (参看 2.4.2). 

(i) 莱 布 尼 芯 微分 学 的 基础 是 算 子 d 与 张 量 积 @. 例如 , 对 于 积 A, 有 


(ii) 嘉 当 微分 学 的 基础 是 算 子 d 与 外 积 . 这 时 算 子 a? 由 
给 出 . 因此 在 嘉 当 微分 学 里 , 不 用 (1.93), 而 对 所 有 h,k e RY 有 
(da, ^ dzs)(h, k) = (dzrh)(dzsk) — (dzrk)(dzsh) = hrks — krhs. (1.94) 


1.5.10.4 ” 嘉 当 形式 微分 学 


为 了 简化 记号 , 我 们 约定 : 如 果 两 个 一 样 的 指标 出 现在 一 个 公式 里 ,那么 表示 
对 所 有 这 种 指标 求 和 ( 爱 因 斯 坦 (Einstein) RAMA). 在 这 一 节 , 指标 将 从 1 到 N. 
例如 , 我 们 有 


N 
0;dr; = > dtz. 
j=l 


积 符号 ” 嘉 当 微分 学 是 在 莱 布 尼 茨 微分 学 中 加 入 得 来 的 ; 这 个 符号 让 人 担忧 , AA 


它 是 反 交接 的 : 
drj; A dtm = 一 qzm ^ dzj. (1.95) 
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由 (1.95) 也 得 到 dam Adrm = 一 dzm Adzm, RBZ, 


例 1: dr; A dz2 A d3 = 一 dzz Adz, A dz3 = dr2 ^ dr3 A di. 
例 2: dri Adri A dz2 = 0. 
置换 法 则 ”乘积 
dzil Adzi2 A+++ ^ dajr (1.96) 


在 因子 的 偶 置换 后 不 改变 符号 , 在 奇 置换 后 改变 符号 ， D 如 果 两 个 因子 相等 , 乘积 
A. 
微分 式 r 次 微分 式 是 (1.96) 的 乘积 的 线性 组 合 . 
由 定义 , 函数 是 0 次 微分 式 . 
例 3: 
w = ajdz;(1 1X), 
w = ajydzj Adzk(2 1X), 
W = Ajkmdz; ^ dzi ^ dzm(3 1X). 
系数 aj, ajk 和 ajem 是 m = (21, mv) 的 函数 . 
三 个 基本 法 则 
(i) 加 法 ”微分 式 以 通常 的 方式 相 加 , 微分 式 以 通常 的 方式 与 函数 相 乘 . 
(ii) 乘法 ”微分 式 以 通常 的 方式 用 算 子 作 乘法 , 但 要 注意 (1.95). 
(ui) 微分 ”对 于 函数 f, 有 莱 布 尼 茨 法 则 


df = (8; f)dz;. (1.97) 


对 微分 式 w = aj ijedj A^ AN d$. 有 嘉 当 法 则 : 


dw 一 da;, iid qu ^ dzj, As ^ dz j,. (1.98) 


这 三 个 法 则 完全 确定 了 微分 式 的 运算 . 
例 4: 对 于 a= a(z,y),b = b(z,y), 有 


da = ardz + aydy, db = b,dz + bydy. 
4| 5: OF w = adr + bdy, A w 的 外 导数 : 


dw =da ^ dz + db ^ dy = (a;dz + aydy) ^ dx + (bzdx + bydy) ^ dy 
一 (bz — ay)dx ^ dy. 


1) 置换 的 定义 见 2.1.1. 
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其 中 应 用 了 : 

dzAdz=dyAdy=0 和 dxAdy=—dy Adz. 
例 6: RE c= clx, y). XJ w = cdr ^ dy, 有 

dw = dc ^ dz ^ dy = (czdz + cydy) ^ dr ^ dy = 0. 


这 里 再 次 应 用 了 “两 个 相等 因子 的 积 恒 等 于 零 ” 这 一 事实 . 
例 7: & 
w = adz + bdy + cdz, 


其 中 a,b,c 依赖 于 x,y,z. 那么 我 们 有 P 


dw = (b. — ay)dx ^ dy + (cy — bz)dy ^ dz + (az — cz) dz ^ dz. 


dw —da ^ dz + db A^ dy + dc ^ dz 
—(asdz + aydy + azdz) Ada + (b;dz + bydy + bzdz) ^ dy 
+ (creda + cydy + czdz) ^ dz 
即 得 
例 8: 对 于 
w = ady ^ dz + bdz ^ dz + cdz ^ dy, 
我 们 得 到 


| dw = (ay + by + cz)da ^ dy ^ dz. 
此 式 通过 下 述 计算 即 得 


dw —(azdz + aydy + azdz) ^ dy A dz + (bzdz + bydy + b;dz) ^ dz ^ dz 
十 (czdz + cydy + czdz) ^ dz A dy. 
微分 式 变换 为 一 个 新 的 变量 集 ”这 时 可 以 用 莱 布 尼 茨 法 则 . 新 旧 变 量 的 个 数 并 不 重 


要 . 
例 9: 如 果 把 变量 变换 


T=7(t), y=y(t), 2=2(t) 


应 用 到 
w = adz + bdy + cdz, 


1) 观察 这 些 公式 的 对 称 性 . 由 a, b,c UR x, y, 2 的 轮换 得 到 各 加 项 . 
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WA dz = r'dt, 等 等 . 这 就 得 出 

w = (az' + by’ + cz')dt. 
4| 10: 把 变量 变换 

x= z(u,v), y=y(u,v) 


应 用 到 
w = adz A dy, 


其 中 a = a(z, y), 得 到 
W = a(zuys — TeYu)du A dv. 
这 个 公式 也 可 以 由 
dz = z,du--z,dv, dy 三 加 du 十 加 du 
及 w= (zudu 十 Zodv) 信 (yudu 十 yudv) 得 到 . 借助 于 雅 可 比 行列 式 


Tu Tv 


Yu Yv 


= Zuyv — Xvyu, 


5| 11: 考虑 变量 变换 


t= z(u, vw), y= y(u, v, w), z= z(u,v, w), 


并 应 用 到 
w = adz ^ dy ^ dz, 
得 到 表达 式 
_ Az, y,z) 

w= ita aaah ^ dv ^ dw, 

其 中 
Ly Dw 
O(z,y,z) _ 
O(uv,w) |J w Ww 


Zw By By 
是 函数 行列 式 . KH w = adr Ady Adz 及 
dz = tudu 十 Tudu 十 Zudw， 
dy = yudu + y,dv + yadw, 
dz = zudu + zydv + zudw 
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(1.99) 


(1.100) 
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即 得 . 
例 12: 通过 变量 变换 
r-—z(uv) y=y(u,v),z=2(u,v), 


由 
w = ady A dz + bdz ^ dx + cdz A dy 


— aly, z) A(z, z) A(x, y) 
du (agus) * bou, v) T eu) dunda. 
HE B w, y, v 表示 任意 次 数 20 的 微分 式 . WR a 是 一 个 函数 , + 


QA^U:—QU, wAa:= aw. 


得 到 表达 式 


(i) Bowe 
` wA(uAv)=(wAp) Av. 
(ii) 分 配 律 
Q ^(pu v) -w^udw^rv. 
(iii) 起 交换 性 


whw=(-I)"wrw (w 是 7 次 ,1 是 次 ).| 


d(w ^ u) = dw ^ w+ (-1)'w ^ dp. 
(v) Èo% (Poincaré) 4] 32 MA d?=0, 即 


(vi) 交换 规则 “微分 运算 与 变量 变换 运算 可 以 交换 (这 些 运 算 可 以 互相 交换 ).1) 
记忆 方法 ”把 dw 写成 dAw 就 很 容易 记 住 微分 基本 公式 (1.98). 那么 形式 上 就 有 
d Aw =d2j;0; Aaj, ` "dr Ao A ds = 0ja;, dy Adta AA dz;,. 
=daj, i ^dzj, ^--- A dzj,. 
因为 ;Ok — 0x0; = 0. 那么 从 形式 上 
dA(dAw)= (dAd) Aw = (0jdzj) ^ (Okdzk) Aw 
= 5 (019 — 0,0;)dz; Adz, Aw = 0, 
即将 庞 加 莱 法 则 d(dw) = 0. 
1) 这 意味 着 , 不 论 是 先 微分 dw 后 应 用 坐标 变换 , 还 是 先 变量 变换 后 对 新 变量 微分 dw, 都 
是 无 关 紧要 的 . 这 一 事实 使 得 嘉 当 微 分 学 十 分 灵活 . 
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1.5.0.5 ” 嘉 当 微分 学 的 严格 证 明 及 其 应 用 


为 了 从 数学 上 严格 证 明 到 目前 为 止 我 们 讨论 的 内 容 , 只 需 在 多 线性 代数 意义 下 
理解 , 由 (1.94) 给 出 的 A 积 . 那么 微分 公式 (1.98) 是 dw 的 定义 , 剩 下 的 论述 可 以 
通过 直接 计算 验证 . 

嘉 当 微 分 学 有 如 下 应 用 ( 见 [212]): 

(i) 累 次 积分 和 沿 m 维 曲面 上 曲线 的 积分 ( 见 1.7.6). 

(i) 斯 托 克 斯 (Stokes) 定理 | ==| a» 它 把 微 积分 基本 定理 推广 到 了 高 


OM M 
维 , 并 包含 高 斯 、 格 林 (Green)、 斯 托 克 斯 经 典 积分 定理 作为 其 特例 (参看 1.7.6.ff). 
(ii) 关于 dw = u 的 解 的 庞 加 莱 定 理 ， 以 及 它 在 向 量 分析 中 的 应 用 (参看 
1.9.11). 
(iv) 关于 微分 式 组 


wi = 0, Q2 = U, TES y wk =0 


AREE (Kahler) 定理 , 一般 偏 微 分 方程 组 是 微分 式 组 的 特殊 情形 (参看 
1.13.5.4). 
(vi) 狭义 相对 论 和 电动 力学 . 
(vii) 流 形 上 的 微 积 分 . 
viii) 热力 学 . 
ix) FLA. 经 典 力学 和 经 典 统计 物理 学 . 
x) a 爱 因 斯 坦 广 义 相对 论 、 字 宙 论 、 粒 子 物 理学 的 标准 模型 . 
xii) 2 ieee 
xiii) 现代 微分 几何 、 主 丛 的 曲率 、 高 能 物理 中 的 规范 理论 、 弦 理论 . 
这 些 应 用 表明 , 嘉 当 微分 学 在 现代 数学 和 物理 学 的 许多 领域 中 都 起 着 重要 作用 . 


( 
(i 
( 
(xi 
( 
( 


1.6 单 实 变 函数 的 积分 
在 0.9 中 可 以 找到 许多 具体 计算 积分 的 方法 和 已 知 积分 的 详细 列表 . 


1.6.1 基本 思想 


在 1.6.2 中 可 以 找到 对 下 面 一 些 问题 精确 的 数学 阐述 . 
和 的 极限 积分 


[ f(r)dz 


304 第 1 章 分 析 X 


等 于 图 1.52(a) 中 曲线 f 下 阴影 部 分 区 域 的 面积 . 如 图 1.52(b), 利用 很 多 矩形 来 近 
似 计算 出 这 个 面积 , 然后 当 和 矩形 越 来 越 细 时 取 极 限 , B ? 


[ f(x)dx = lim = (zk)Az. (1.101) 
a noo rd 


这 里 , 我 们 把 紧 区 间 [a,6] 分 割 成 n 个 相等 的 部 分 , 分 割 点 是 
t=a+kAr, k=0,1,2,...,n, 


其 中 


特别 地 , zo = a, £n = b. 


y y 


a boc a nh b E 


(a) (b) 
E 1.52 曲面 面积 的 近似 


积分 的 具体 计算 ”牛顿 和 莱 布 尼 茨 发 现 了 基本 公式 : 
i F'(x)dz = F(b) — F(a), (1.102) 


它 被 称 为 微 积分 基本 定理 . ?) 这 个 公式 表明 , 积分 可 以 看 成 是 微分 的 逆 运 算 . 从 此 
1) BA Az, 高 为 (zk) 的 矩形 的 面积 是 f(zk)Az. 因此 , RER 


>》 fax) Ax 


k=1 


是 图 1.52(b) 中 各 个 矩形 面积 的 和 . 
2) 公式 (1.102) 形式 上 的 动机 由 下 式 过 渡 到 无 限 极限 给 出 : 


X AL Aa = M AF = F(b) — F(a). 


用 莱 布 尼 茨 符号 可 得 到 对 应 的 公式 : 


和 b 
| dF = F(b) — F(a). (1.103) 


在 一 般 测 度 论 中 给 出 了 (1.103) 的 严格 证 明 , 它 对 某 一 类 不 连续 函数 F 也 成 立 (BF [212]). 
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记 作 
F(z)|a := F(b) — F(a). 

5| 1: & F(z) :=2?. H F'(z) = 2x 可 得 

| 2zdz = z?|5 =b — a’. 
例 2: 令 F(z) :=sinz. 由 二 cosz 得 

| cos zdz = sinz|’ = sinb — sina. 
原 函 数 ” 令 J 是 开 区 间 . MRP: JRA f dE J ERO TRB, 如 果 
F'(x) = f(x), 对 所 有 z € 


定理 WRF Bf 在 J 上 的 一 个 原 函 数 , 那么 f 在 J 上 的 所 有 原 函 数 有 如 下 形 
式 : 
F+ C, 


其 中 C 是 任意 实 常数 . 
也 可 以 写成 
| tae =F(x)+C, EJE, (1.104) 
并 且 称 (1.104) 右边 的 所 有 原 函 数 构成 的 集合 为 了 在 J 上 的 不 定 积分 . 从 (1.102) 
得 
b 
| f(z)dz = Fla. (1.105) 


重要 原 函 数 表 W 0.9.1. 
5| 3: 由 于 (—cos z)'=sinz, 所 以 有 


E = —cosz +C, 
以 及 : 
| sin zdz = — cos z| = cosa — cos b. 
例 4: B o WEBI. 由 (i) = aze-: 即 得 
Jos as =2°+C, 
以 及 


b 
=à b 
| ar" dr = = b* —a®. 


a 
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不 连续 函数 的 积分 “可 微 函 数 总 是 连续 的 , 因此 只 有 充分 光滑 的 函数 才 可 微 . 
然而 , 可 以 对 一 大 类 不 连续 函数 进行 积分 . 
例 5: 令 
Ll, m2, 
f(z):;4 3, 3, 
6. @=2. 


由 于 面积 的 可 加 性 , 因此 由 图 1.53, 我 们 要 求 有 下 述 关 系 式 : 


4 2 4 
| de = | fac | fdr =2-1+2.3=8. 


0 0 2 


这 里 , f 在 点 r= 2 处 的 不 连续 性 是 无 关 紧 要 的 . 从 直观 上 看 , 当 图 1.52(a) 中 函数 
f 在 有 限 多 个 点 的 值 改变 时 ,曲线 f 下 区 域 的 面积 不 变 . 


无 界 区 间 上 的 积分 “从 直观 上 看 , 积分 | L5. 相应 于 图 1.54(a) 中 的 阴影 部 分 
0 


区 域 的 面积 . 显然 这 个 面积 可 以 用 极限 计算 : 


上 dr _ lim ie dz az 
o 1+z2 b>+ojol+r? 2 


(图 1.54(b)). 这 里 , 我 们 利用 了 公式 : 


5 d 
T 
| T4 arctanz |o = arctanb 一 arctan0 = arctanb. 
olctz 


f. 
3 
1 
2 42 
图 153 不 连续 函数 的 积分 
y y 
(a) (b) 


E 1.54 无 界 区 间 上 积分 的 近似 


无 界 函 数 的 积分 B | RETE 1.55(a) 中 阴影 部 分 区 域 的 面积 . 


1 
0 


1.6 单 实 变 函数 的 积分 307 


(a) (b) 
图 155 无 界 函 数 的 积分 


这 个 面积 可 以 用 极限 计算 : 
1 dz | a 
| ml =" 


(图 1.55(b)). 这 里 , 我 们 利用 了 公式 : 
| aat =2- 2v7. 
测度 与 积分 ”上古 希 腊 伟 大 的 数学 家 阿 基 米 德 (Archimedes, 公元 前 287 一 前 212) 用 
IE 96 边 形 近似 一 个 圆 ， 从 而 近似 计算 出 了 单位 圆 的 周 长 . 这 样 , 他 得 到 了 2x 的 近 
似 值 6.28. 自 他 之 后 , 许多 数学 家 和 物理 学 家 从 事 计算 集合 的 “测度 ” (曲线 的 长 度 、 
曲面 的 面积 、 体 积 、 质 量 、 电 量 等 )， 在 20 世纪 初 , 法 国 数学 家 H. 勒 贝 格 (Henri 
Lebesgue, 1875—1941) 发 展 了 一 般 测度 论 , 它 允 许 把 测度 分 配 到 给 定 集合 的 子 集 ， 
而 且 可 以 以 令 人 满意 的 方式 进行 计算 ; 特别 是 , 可 以 在 这 个 理论 中 形成 极限 . 这 样 ， 
勒 贝 格 完全 解决 了 定义 和 计算 测度 的 古老 问题 . 勒 贝 格 测度 的 概念 包含 所 谓 的 勒 贝 
格 积分 , 经 典 黎 曼 积 分 (1.101) 是 勒 贝 格 积分 的 特殊 情形 . 

由 于 教学 的 原因 , 经 典 积分 仍然 是 高 中 和 大 学 里 教学 大 纲 的 一 部 分 ,但 是 在 现 
代数 学 和 物理 学 中 , 人们 确实 需要 勒 贝 格 积分 一 般 概念 带 来 的 广泛 应 用 (例如 , 在 概 
率 论 、 变 分 法 、 偏 微分 方程 理论 、 量子 理 论 等 中 ). 现代 勒 贝 格 积分 之 所 以 优越 的 理 
由 是 基本 极限 公式 : 


b b 
E h(x = | Jim fn(a)de, (1.106) 


ERGY), 它 在 很 弱 的 假设 下 成 立 但 是 对 于 经 典 积分 它 并 不 成 立 ， 可 以 出 
现 这 样 的 情况 : (1.106) 左 端 的 积分 看 作 经 典 积 分 也 存在 , 而 极限 函数 lim f(x) 高 
度 不 连续 , 以 致 (1.106) 的 右 端 在 经 典 积分 意义 下 不 存在 , 只 在 勒 贝 格 积分 意义 下 
存在 . 

在 本 卷 中 ,我们 只 考虑 经 典 的 积分 概念 [213] 解释 了 现代 测度 论 的 概念 ， 关 于 
一 元 积分 | 7tzjdz 的 下 列 论述 可 以 立即 推广 到 多 变量 积分 (参看 1.7) 
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1.6.2 ”积分 的 存在 性 

令 -oo <a<b<oo. 
第 一 存在 性 定理 MRR f : [a, 一 C 是 连续 的 , 那么 积分 | f(z)dz 在 (1.101) 
意义 下 存在 . 
一 维 零 测度 集合 称 RR 的 子 集 M 有 一 维 勤 贝 格 零 测度 , 如 果 对 每 个 实数 = > 0, 存 
在 一 个 由 区 间 Ji, J- 构成 的 至 多 可 数 集 覆 盖 了 M, LÖKEN e. 
例 1: 由 有 限 个 或 可 数 个 实数 构成 的 每 个 集合 M, 有 一 维 勒 贝 格 零 测度 . 

因为 有 理 数 集 Q 是 可 数 的 , 所 以 可 推出 Q 有 勒 贝 格 零 测度 . 


y 几乎 处 处 连续 的 函数 ”函数 f : [ab] 一 R 是 几乎 处 
md 处 连续 的 , 如 果 存 在 一 个 勒 贝 格 零 测度 集合 M, 使 得 在 
ae a 所 有 z € [a,b] — M 处 都 是 连续 的 . 
à ^r 例 2: 图 1.56 中 表示 的 函数 包含 有 限 个 不 连续 点 ,因此 是 
图 1.56 几乎 处 处 连续 的 


第 二 存在 性 定理 ”如果 函数 / : lab] 一 是 有 界 的 0) 、 几 乎 处 处 连续 的 ， 那么 在 
(1.101) 意义 下 的 积分 | f(z)dz 存在 
复 值 函 数 ” 复 值 函数 站 : lab) 一 C 可 以 写成 如 下 形式 : 


f(x) = p(x) + iv(z), 


其 中 w(z) 和 yl) 分 别 表 示 复 数 f(z) 的 实 部 和 虚 部 . 显然 , 4 o D ov 都 在 z 点 
处 连续 时 , 函数 f 在 点 z 处 是 连续 的 . 

上 述 两 个 存在 性 定理 在 同样 条 件 下 对 复 值 函数 f: [a,b] 一 C 仍然 成 立 . 在 这 
个 情形 , f 是 有 界 且 几乎 处 处 连续 的 , 如 果 o 和 p 都 满足 这 些 性 质 ， 对 于 积分 , 有 
如 下 公式 : 


f(x)dz = [ v(z)dz + if v(z)dz. 


积分 的 性 质 令 -oo0 < a <c<b< oo, 假设 函数 fig : [a,b] > C 有 界 且 几 乎 处 
处 连续 , 并 令 a, BEC. 
(i) 线性 性 


b b b 
| (ef) + po(a)ds — a | f(a)ar + 8| se)de 
(ii) 三 角 不 等 式 


b b 
| s@)ae| < | rias < @-a) sup (fa. 


1) f 有 界 的 意思 是 , 对 所 有 x € [a,b], |f(z)| < 某 一 常数 ， 
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(ii) 加 法 法 则 
b 
í fias p a in fz)ds. 

B cn 

(v) 单调 性 ”如 果 f,g 是 实 值 函数 , 那么 对 所 有 z € [2,0], f (2) < g(x) Zio 
不 等 式 

b b 
| fea < | sd 

积分 中 值 定理 ”如 果 函 数 f : [a,b] 一 R 是 连续 的 , 函数 g : [a,b] >R 是 非 负 有 界 ， 
且 处 处 连续 的 , 那么 对 某 个 适当 的 & € [a,b], 有 


[ear = sE | soas 
例 3: 对 于 特殊 情形 g(z) =1, 我 们 得 到 
| fex - 7006-0) 
4| 4: 如 果 f : [a,b] — R 几乎 处 处 连续 , 且 对 所 有 x € [a,b] A m € f(r) < M, 3B 


A 
[ mdz < i f(z)dz < [ Mdz, 


a a 


Bl (b— a)m € | f(z)dz < (b — a)M. 


1.6.3 ” 微 积分 基本 定理 
基本 定理 令 -co < a<b< œ. 对 于 Cl KRM F : [a b] 一 CD 下 列 等 式 成 


se 


APs 
b 
| F'(z)dz — F(b) — F(a). 
5|: 由 于 对 所 有 z € R, AW (y = ae (a ERR), 即 有 
af e** dg = gr = ew? _ em”. 
在 下 文中 , f : [a,b] 一 C 表示 连续 函数 . 
关于 积分 上 限 的 微分 + 


Folt) 一 L f(t)dt, amb, 


1) 这 意味 着 F 的 实 部 和 虚 部 都 属于 C1 [a, b). 
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则 有 
F'(x) = f(x), 对 所 有 zx e [a,b], (1.107) 
HH F = Fo. 
原 函 数 的 存在 性 (i) Fo: [a,b] 一 C 是 微分 方程 (1.107) YE C! 函数 类 中 满足 
Fo(a) = 0 的 唯一 解 . 特别 地 , Fo 是 f 在 区 间 ]a,b[ 上 的 一 个 原 函 数 . 
(ii) (1.107) 的 所 有 C* 类 解 F [a,b] 一 C 都 由 


Fo(x) +C 


所 得 到 , 其 中 C 是 任意 复 常 数 . 
(iii) 如 果 函 数 : [a,b] 一 R Æ (1.107) 的 一 个 C1 类 解 , 那么 


| f(x)dx = F(b) — F(a). 


1.6.4 “分 部 积分 法 
定理 令 —ooca« b « oc. XI C? RHR uv: [a,b] > C, 有 


b b 
| u'vdz = uv|5 一 | ws (1.108) 


证 明 : 由 微 积 分 基本 定理 及 微分 乘法 法 则 , 有 
b b 
| (u'v + uv')dz = | (uv)'dz = | 口 
例 1: 为 了 计算 积分 
A:= | 2x In zdz, 


e 


由 (1.108) 可 得 


2 2 2 La 
A= ma- | edz = z“ Ing — — 
1 


= 4]n2— 3 
i 2 


4| 2: 为 了 求 积 分 
4 =| xsin zdz 
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我 们 令 

u = sint, v=, 

u=-—cosz, v =1 
根据 (1.108) 可 得 

b 
A=—zcoszh +| cos zdr = —zcosz + sin xh. 
例 3( 县 分 部 积分 ): 为 求 积分 
| 

B =| a7 cos zdz, 
* 1 

u —cosz, v= 3*5 

y= snt, v =F. 
由 (1.108) 得 


b 
l 2 : 
B= 37 sinzl 一 | xsin zdz. 
a 


最 后 一 个 积分 可 以 再 次 利用 分 部 积分 , 计算 过 程 和 例 2 一 样 . 
不 定 积分 “在 与 (1108) 一 样 的 假设 F, 有 


[vvar — uv 一 | wir, 在 ]a,b[ 上 . 


1.6.5 hh 
基本 思想 ”我 们 希望 通过 代 换 
2 = a(t) 
b 
变换 积分 | on 
利用 莱 布 尼 茨 微 积 分 , 形式 规则 


dz 
dz = att 


ý 8 dz 
| jadz= | JeW) (at.| (1.109) 


这 可 以 被 严格 证 明 (图 1.57). 
定理 ”在 下 列 假设 下 , 公式 (1.109) 成 立 : 
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(a) RH f : [a,b] > C 有 界 且 几 乎 处 处 连续 . 
(b) C! 类 函数 x: [a, 8] > R 满足 条 件 D 


z'(t)>0, 对 所 有 t Ela, l, (1.110) 


JE H. z(a) = a, x(8) = b. 

重要 条 件 (1.110) 保证 了 函数 x = z(t) Æ [a, 8] 上 严格 递增 , 因此 对 变量 变 
换 , 保证 了 它 的 反 函 数 t = t(x) 唯一 . 没有 假设 条 件 (1.110), 公式 (1.109) 将 导致 
完全 错误 的 结果 . 


例 1: 为 求 积 分 
b 
a=] e? dr 
4t=2z, 则 
_t de_l 
P di 2 


By ii B 
. iata, Lt 
4= | je'at 9? 


a 


b 
_1 8m 


2 


a 


不 定 积分 中 的 代 换 ”根据 莱 布 尼 茨 的 记号 , 不 定 积分 的 形式 代 换 规则 为 


[rez - | roe» Gar (1.111) 


我 们 必须 考虑 两 种 情形 : 

(i) 在 计算 中 不 需要 反 函 数 . 

(ii) 在 计算 中 需要 反 函 数 . 

在 非 临界 情况 (i), 我 们 总 是 可 以 用 (1.111). 然而 在 情况 (ii), 只 能 使 用 x = z(t) 
的 反 务 数 存在 的 那个 区 间 ， 在 不 确定 的 情形 , 应 该 在 计算 | Fade = F(x) 后 检验 
一 下 是 否 有 F'(z)- f(z). 


例 2: 为 求 

A= | et 2zas, 
BUNS t= z^. 由 Ë = 2z, 得 

[2zdz = dt.] 


1) 如 果 对 所 有 t Ela, bl, 有 x(t) < 0, 那么 必须 把 x(t) 换 成 一 z(t). 
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这 导出 D 
A= feat ce +0 SRL 


此 时 的 检验 是 (er y — e.g. 
例 3: 为 了 求 积分 


dz 
B= |e 
选取 代 换 r= sint. 则 M — cost, 并 且 有 


B= | Stat = | Star = fat te C = arcsin 2 C. 
cost 


V 1-— sin?t 


在 这 些 形式 变化 中 , 我 们 使 用 了 反 函 数 t —arcsin z, 在 推断 B 所 导出 的 表达 式 在 
哪个 区 间 上 成 立时 我 们 必须 十 分 谨慎 . 首先 进行 代 换 


(图 1.58). 对 应 的 反 函 数 是 
t = arcsin z, —-1«z«l. 


对 所 有 te | -于 下 有 cost > o 所 以 
V1-—sin? t = Vcos? t = cost. 
这 样 , 一 言 以 项 之 , 我 们 得 到 


B = | sine+o, —1l «ul. 


重要 代 换 列表 J 0.9.4. 
1.6.6 ”无 界 区 间 上 的 积 


通过 先 计算 有 界 区 间 上 积分 , 然后 当 区 间 的 长 度 趋 于 无 限时 求 极 限 , 来 计算 无 
1) 下 面 的 符号 特别 有 助 于 记忆 : 


| 222: = | eax? = fetat =¢+C= e?’ +C. 


一 旦 你 习惯 了 它 , 你 就 可 以 用 更 加 简短 的 形式 : 


[e 2rdr = [ea =e +C. 
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界 区 间 上 的 积分 .0 令 a € R, WE 


oc b 
i f(z)dz = ,im | f(x)dz, 


(1.112) 
| fjdr- Tin | f(z)dz, (1:113) 
一 ee 4 一 一 co Jy 
以 及 
coc a ca 

| f(z)dz = | F(z)dz 十 | f(x)dz. (1.114) 

存在 性 判别 准则 ”假设 函数 f J 一 C 几乎 处 处 连续 , 并 满足 如 下 估计 : 

常数 
|f (x)] < (T+ lap’ 对 所 有 Zz € J, 


其 中 常数 a >1. 那么 下 列 结论 成 立 : 

(i) 如 果 J = [a, oo[( 或 J =] — oo, a]), 那么 (1.112)( 或 (1.113)) 中 有 限 极限 存 
fr. 

(ii) 如 果 J =] — oo, 十 ool, 那么 对 所 有 a € R, (1.112) 和 (1.113) 中 的 有 限 极 限 
都 存在， 并 且 (1.114) 右 端的 和 与 a 的 选取 无 关 . 


dz ia dr T 


0 
d 
f LT lim (—arctanb) = =, 
Los ld z? b>- 2 
[^ dz -| dx +| dz m pu n 
PET s lta? Jo l+a? 2 2 


1.6.7 “无 界 函 数 的 积分 
令 -co <a<b<oo. 起 点 是 关于 两 个 极限 的 关系 式 : 


b b 
[rca = lm, ie f (z)da. (1.115) 


存在 性 判别 准则 ”假设 函数 fa b] 一 C 几乎 处 处 连续 , 并 满足 估计 


常数 


UG) < Fae: 对 所 有 ze (a,b), 


1) 在 较 早 的 文献 中 , 术语 “反常 积分 ”表示 这 种 情况 .这 个 词 容易 产生 误导 ,因为 这 种 积 
分 也 是 勒 贝 格 积分 一 般 概 念 的 一 种 特殊 情形 , 因此 也 服从 这 个 理论 中 的 一 般 规则 . 而 对 于 勒 贝 格 
积分 , 被 积 函数 与 区 间 是 否 有 界 是 无 关 紧 要 的 . 
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其 中 常数 a < 1. 那么 (1.115) 中 的 极限 存在 且 有 限 . 
例 : F0<a<1. H 


2 dz gl-? 1 1 1-« 
]z-L Toe -* ) 
即 得 
| dz li dz 1 
= dmm | =2= 
o c? = 一 十 0 x l-a 
类 似 可 处 理 
b ğ—E 
| fida e lim. | fiz)da. (1.116) 


存在 性 判别 准则 ”假设 函数 f: [a bl C 几乎 处 处 连续 , 并 满足 估计 


Dm 对 所 有 z € [a bl, 


其 中 常数 a cl. 那么 极限 (1.116) 存在 且 有 限 . 


1.6.8 WAHE 
$ —o«a«c«b« oo. 公式 
" da 3 abs dz dz 
Pv| aan ee ([ cus £5 =). (1.117) 
定义 了 柯 西 主 值 


令 e >0 足够 小 . 由 于 下 列 关系 式 : 


c—t dr 
=] = EE E= = " 
| ae jx — clls Ine — In(c — a) 


b 

dz 
| Vm =In |x mH elle = In(b — c) € Ine, 

我 们 得 到 

ev] = = In(b — c) — ln(c — a) = In mi. 


e~a 

4 e 40 时 , Ine > —oo; 由 于 (1.117) 的 积分 中 上 、 下限 的 特定 选择 , Ine 中 

的 危险 项 互相 抵消 了 . , 
不 论 是 在 经 典 积分 , 还 是 勒 贝 格 积分 中 , 积分 | 

值 是 勒 贝 格 积分 概念 的 真正 推广 . t 


dT 都 不 存在 . 因此 , 柯 西 主 


r— 
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1.6.9 “对 弧 长 的 应 用 
平面 曲线 的 弧 长 ”曲线 


=a(t)y=y(t), ax<t<b (1.118) 
的 弧 长 定义 为 积分 
sf WOE OR (1.119) 
的 值 . 
通常 的 动机 ”根据 阿 基 米 德 ( 公 287 一 前 212) 的 例子 , RAF LAKE H 
线 pie ne ». 


(As)? = (Az)? + (Ay)? 


(El 1.59(b)). 由 此 即 得 
2 2 
A = (等 ) «(x l (1.120) 


c Age AS At. (1.121) 
我 们 令 每 个 割 线 的 长 度 趋向 于 零 ， 对 (1.121) jus. 则 积分 表达 式 (1.119) 就 是 


(1.121) 的 连续 形式 . 
y As y 
E as 
Ar 
(a) (b) 


A159 MK 


提炼 后 的 动机 ”假设 曲线 有 弧 长 , 并 用 s(r) 表示 曲线 上 用 t= a,t =7 定义 的 点 之 
间 曲 线 的 长 度 (图 1.60(b), 其 中 s(7) 2 m(7)1). 当 At — 0 时 , 由 (1.120) 可 得 下 


述 微 分 方程 : 
s(t) 2 V/z'(r?--y'(r?, a<rTKX<b, 
s(a) =0. 


曲线 的 弧 长 近似 等 于 * 


(1.122) 


* 原文 把 “曲线 (curve)” RA “FB (secant)”. 一 一 校 者 
t ERRAR. RE 
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由 (1.107) 知 , 它 有 唯一 解 
sivi | Va (5x y (Bat. 


图 1.60 


例 : 对 于 由 曲线 


r-cost, y=sint, O<t<2n 


给 出 的 单位 圆 的 弧 长 , 有 
0 


1.6.10 ”物理 角度 的 标准 推理 


曲线 的 质量 $ p= p(s) 为 曲线 (1.118) 的 密度 , 即 其 每 单位 长 的 质量 . 根据 定义 ， 
这 条 曲线 上 长 度 为 o 部 分 的 质量 mo) 由 


m(o) = lH o(s)ds. (1.123) 


给 出 . 如 果 我 们 把 这 个 表达 式 与 曲线 的 参数 t 联系 起 来 , 对 于 曲线 上 参数 t= a 和 
t=7 所 对 应 的 点 之 间 那 一 段 的 质量 , 我 们 就 得 到 了 公式 
m(s(r)) = | o) Soa 


这 导致 


| m(s(r)) = ]: o(s(t)) Ma"? + y Pat. 

通常 的 动机 ”我们 把 曲线 分 割 成 小 段 , 其 中 每 段 的 质量 为 Am, 弧 长 为 As( 图 1.60(a)). 
那么 近似 地 有 

m= DAm= Y, A Asc Y oas =) o At (1.125) 


如 果 让 曲线 段 越 来 越 小 , 那么 当 At 一 0 时 , 公式 (1.124) 就 是 (1.125) 的 连续 形式 . 
从 牛顿 的 时 代 开 始 , 人 们 在 物理 学 中 就 进行 了 这 类 考虑 , 用 它 来 推导 以 积分 形 
式 定义 的 物理 量 的 公式 . 


(1.124) 
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提炼 后 的 动机 ”我们 从 质量 函数 m = m(s) WR, 并 假设 积分 表达 式 (1.123) RA, 
其 中 o 是 连续 函数 . (1.123) 在 点 o = s 处 的 微分 为 


m'(s) = o(s) 


(参看 (1.107)). 这 样 , 函数 o 是 质量 关于 弧 长 的 导数 ， 所 以 称 为 线 密度 .借助 积分 
的 代 换 法 则 , 由 (1.123) 即 得 公式 (1.124). 


1.7 多 实 变量 函数 的 积分 


积分 学 与 有 限 和 的 极限 有 关 , 如 求 体积 、 面 积 、 曲 线 长 度 、 质 量 、 电 量 、 质 心 、 
转动 惯量 或 概率 . 一 般 地 , 有 


微分 = 函数 (或 映射 ) 的 线性 化 ， 
积分 = 函数 值 的 和 的 极限 . 


下 面 的 关键 词 概述 了 积分 理论 中 最 重要 的 结果 : 

(i) 卡 瓦 列 里 (Cavalieri) 原理 ( 富 比 尼 (Fubini) 定理 )， 

(ii) 代 换 法 则 ， 

(ui) 微 积 分 基本 定理 (高 斯 -斯 托 克 斯 定理 )， 

(iv) 分 部 积分 (Gii) 的 特殊 情形 ). 

原理 (i) 允许 累 次 积分 (多 变量 函数 的 积分 ) 的 计算 归结 为 一 维 积分 的 计算 . 

在 较 早 的 著作 中 , 除了 用 积分 求 体积 外 , 人 们 还 用 了 一 系列 更 多 的 积分 概念 : 第 
一 类 曲线 积分 , 第 二 类 曲线 积分 , 第 一 类 曲面 积分 , 第 二 类 曲面 积分 , 等 等 .在 推广 
到 高 维 n—4, 5, … 时 一 一 这 对 于 像 广义 相对 论 或 统计 力学 这 样 更 复杂 的 情况 是 
十 分 必要 的 情形 更 加 难以 理解 . 这 类 符号 和 概念 不 适当 地 被 使 用 , 以 致 完全 
掩盖 了 下 面 一 条 非常 简单 的 原理 : 


任意 维 的 积分 区 域 M (区域, 曲线, 曲面 等 ) 
上 的 积分 对 应 着 微分 式 的 积分 | 


M 


如 果 采 用 这 种 观点 , 那么 为 了 得 到 便于 记忆 的 嘉 当 微分 学 的 所 有 重要 法 则 , 只 
需要 记 住 少数 几 个 法 则 就 可 以 了 . 
1.7.1 基本 思想 


下 面 启发 式 的 思考 将 在 后 面 的 1.7.2 中 被 严格 证 明 . 
和 矩形 的 质量 $ -w<a<b<w,-wx<c<d<oo. 考虑 矩形 R := ((z,y): 
a<a<bc<y<d}, femme mA o( 图 1.61(a)). 为 了 计算 R 的 质量 , 我 们 
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图 1.61 量 的 计算 


bza Ay z= d—6 nc les 


TL TL 
以 及 zj := a jAz, yk := c+ kAy, 其 中 j,k —0,--- ,n. 我 们 把 矩形 R 分 割 成 右 
上 角 为 (zj, yx), 边 长 分 别 为 Az, Ay 的 众多 小 矩形 . 这 种 小 矩形 的 质量 近似 等 于 : 


Am = o(zj, yk) Av Ay. 
因此 , 用 极限 关系 式 


| o(z, y)dzdy := Jim T enara (1.126) 
ur 1 


来 确定 R 的 质量 是 有 意义 的 . 
累 次 积分 ( 富 比 尼 定 理 ) 可 以 用 公式 : 


iiie i (f. n) dye [ ([ olz, vav) dy 


把 R 上 的 积分 计算 归结 为 两 个 一 维 积分 的 计算 , 这 有 重大 的 实际 意义 . 1? 
d /rb d 
例 1: Ie dzdy = i (|. az) dy = | (b — a)dy = (b — a)(d — c). 这 是 矩形 R 的 面 


BR. 
5| 2: 从 关系 式 


(1.127) 


b b 
| 2zydz = 2u | zdz = yx? |? = y(b? — a?) 


1) 4 n 一 oo 时 , 对 有 限 和 交换 累加 次 序 : 


j,k=1 k=1 \j=1 k=1 


即 得 公式 (1.127), 其 中 (更 确切 一 点 )e 被 写 为 m 
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即 得 


d /rb d 
| 2zydzdy = | (| 2rydc) dy = | y(&? — a?)dy = e = ê) (b? =a"). 
R e a 


c 


有 界 区 域 的 质量 为 了 求 面 密度 为 o 的 区 域 D 的 质量 , 我 们 选取 一 个 包含 DIE 
形 R, 并 令 


| o(z, y)dzdy =| 0» (7, y)dxdy, (1.128) 
D R 


其 中 
ids | (ey) (ey) € D 
0, D^? 
这 些 讨论 可 以 完全 类 似 地 推广 到 高 维 的 情形 . 在 高 维 情形 , 用 m 维 立 方 体 代替 矩形 ， 
其 中 n 是 区 域 的 维 数 (参看 图 1.61(b)). 
卡 瓦 列 里 原理 ”考虑 图 1.62 所 示 的 情形 . 有 


b Bly) 
| x(x, y)dx -| 


a(y) 


By) 
+(x, y)dz = | e(z, y)dx. 
a(y) 


注意 , 对 于 固定 的 y, olr, y) 在 区 间 [a(y), 8(y)] 上 等 于 o(a,y), 在 区 间 外 等 于 0. 
由 而 从 (1.127) 和 (1.128) 即 得 


d Bly) 
| o(z,u)dedy = | | o(z,y)dz | dy. 
D c \Ya(y) 


这 个 公式 也 可 以 简写 成 


m y)dady = f (I. olz, nae) a (1.129) 


其 中 D, 是 所 谓 的 D 的 y 截面 : 


D, = {x € R|(z,y) € D). 


公式 (1.129) 不 依赖 于 区 域 2) D 的 特殊 形式 , 见 图 1.62( 也 可 见 图 1.63(a)). 


1) 如 果 o 也 取 负 值 , 那么 可 以 把 o 看 作 表 面 电荷 密度 , 把 o(z, y)dzdy 解释 成 区 域 D 


中 的 总 电荷 . 当 o =1 时 , 积分 dzdy 就 是 区 域 D 的 面积 . 
2) 如 果 我 们 引进 D 的 z 截面 Dz := {y € R\(x,y) € D}, 那么 类 似 于 (1.129), 我 们 有 


公式 : 
| p(z, y)dzdy = | (加 p(z, wy) dz 


(参看 图 1.63(b)). 
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图 1.63 KR D 的 yy 截面 和 x 截面 


也 可 以 把 方程 (1.129) 推广 到 高 维 , 它 对 应 着 积分 理论 的 一 般 原理 , 它 在 牛顿 
和 菜 布 尼 茨 之 前 的 最 简单 形式 是 由 伽利略 的 学 生 B. 卡 瓦 列 里 (Bonaventura Cava- 
lieri, 1598—1647) 发 现 的 , 于 1653 年 发 表 在 他 的 主要 著作 《连续 不 可 分 量 的 几何 


AE) (Geometria indivisibilius continuorum) 中 . 


4| 3( 圆 锥 的 体积 ): + D 是 底面 圆 半径 为 R, 高 为 h 的 一 个 圆锥 . 关于 D 的 体积 ， 


有 公式 
V= 5x RPh. 


为 了 推导 出 这 个 公式 , 应 用 卡 瓦 列 里 原理 : 


h 
V= | dzdydz = | (| aay) dz. 
D 0 MD, 


z 截面 是 半径 为 R, 的 圆 盘 (图 1.64(a)). 因此 有 | dady= 半径 为 R: KWARK 
Dz 
面积 , A = aR (BA 4). 由 图 1.64(b), 可 以 看 出 


Rz h-z 
R h' 
因而 得 到 
h xR? 2 aR? 3ih 1 2 
=| pu z) dz = -zga (b 2) lo Eu h 
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图 1.64 


代 换 规则 和 嘉 当 微分 学 ”考虑 映射 


r-—z(uv) y=y(u,v), 


它 把 (u,v) 平面 上 的 区 域 D! 映射 到 (c, y) 平面 上 的 区 域 D( 图 1.65). 


图 1.65 ALM 


(1.130) 


根据 嘉 当 微分 学 的 如 下 形式 的 方法 ， 可 以 推导 出 积分 | o(x,y)dady 的 恰当 的 
D 


变换 法 则 . 为 此 , 我 们 记 作 
| ole, g)dadg = | i 
D 


D 


其 中 
w = odz ^ dy. 
利用 变换 (1.130), 我 们 得 到 
w= eg ELIT ^ dv 


(参看 1.5.10.4 中 的 例 10). 用 这 种 方式 , 我 们 已 经 推导 出 代 换 基本 公式 : 


ady = z(u,v u,v OlT) indu 
|. eg)dzdy= | ,olz(u o), ytu v) p dudo, 


这 可 以 严格 证 明 . 这 里 , 必须 假定 D 


(zy) e, ud 
Alu, yn” v) > 0， 对 所 有 (u,v) € D. 


D 允许 TED ce he, 


(1.131) 
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应 用 到 极 坐标 ”变量 变换 
T=rcosy, Y=rsing, -T< Ẹ ST, 


把 笛 卡 儿 坐 标 (x,y) 变 成 极 坐标 (r, yp)( 图 1.66(a)). 


网 Lm rArAy 


图 1.66 T 
那么 我 们 有 


| obdzdy= | ordrdy. (1.132) 
D D' 


这 由 (1131) & P 


Gp By 


Ur Yp 


cosy —rsiny 


= r(cos? o -- sin? e) =r 
sing rcosy 


即 得 . 
例 4( 圆 周 内 部 的 面积 ): + D 是 由 半径 为 R 的 圆 围 成 的 区 域 . 对 于 D 的 面积 4( 图 
1.67), 有 


R x R 
A= | dady = | rdrdy = | (| ray) dr = 2| rdr = xR?. 
D D! 0 \J-x 0 


图 167 图 形 所 描绘 的 面积 
1) 把 (1.132) 的 区 域 D 分 割 成 很 多 小 片 AF = rArAw, 然后 对 和 


> eAF = » orArAyp 


WRR AF 一 0( 参 看 图 1.66(b)), 这 给 出 了 (1.132) 的 直观 动机 . 
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微 积分 基本 定理 和 嘉 当 微 分 学 “在 一 维 的 情形 , 牛顿 和 莱 布 尼 茨 基本 定理 是 


b 
| F'(a)dz = F|}. 


a 


| w=| ws (1.133) 


其 中 w =F, D sja,b|. 注意 dw = dF = F'(x)dz. 

(1.133) 对 任意 维 的 区 域 ， 曲 线 和 曲面 都 成 立 , 这 显示 了 嘉 当 微分 学 的 优美 ($ 
T 1.7.6). 

因为 (1.133) ERE (向 量 分 析 ) 的 高 斯 经 典 定理 和 斯 托 克 斯 经 典 定理 作为 特 
例 包含 了 进来 , 所 以 把 (1.133) 称 为 高 斯 -斯 托 克 斯 定理 (或 更 简单 地 称 为 斯 托 克 斯 
定理 ). 
例 5( 平 面 上 的 高 斯 定理 ): + D 是 平面 区 域 , WHA 0D, 它 的 参数 表示 为 

r—z(t) y=y(t), asta, 
并 且 如 图 1.68 所 示 在 数学 意义 下 它 是 正定 向 的 . 我 们 选 1 次 微分 式 
w =a dz +b dy, 
则 有 
dw = (bz — ay)dz ^ dy 

(参看 1.5.10.4 的 例 5). 那么 公式 (1.133) 即 为 


| (b; 一 ay)dz ^ dy = | adz + bdy. (1.134) 
D aD 


同时 嘉 当 微分 学 展示 了 如 何 计算 这 些 积 分 . 在 (1.134) 左 端的 积分 里 , 把 dz Ady 换 
成 dzdy( 这 个 规则 对 任意 维 区域 有 效 ). 在 (1.134) 右 端 的 积分 里 , 把 w 与 9D 的 参 
数 表示 联系 起 来 , 就 得 到 


和 
这 样 , 用 经 典 记号 来 写 (1.134) BR D 


| (b; — ay)dxdy = | (az' + by')dt. (1.135) 
D 


a 


1) 也 包括 记号 中 的 自 变量 , 更 精确 地 说 是 如 下 公式 : 


8 
[ee y) — ay(z, y))dzdy = | (a(x(t), y(t))a’ (t) + b(z(t), y(t))y’(t))dt. 
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这 就 是 平面 上 的 高 斯 定理 . 


(a) (b) 
A168 6D 边界 上 某 点 处 的 n HR 


应 用 到 分 部 积分 ”下面 两 个 关系 式 成 立 : 


| uzvdady = | uunzds 一 | uvsdzdy, 
P = 3 (1.136) 


| uyvdzdy = | uunyds — | uvydzdy. 
D aD D 


这 里 n = nzi 十 nyj 为 在 边界 点 处 的 外 法 向 量 , s 表示 (假定 足够 光滑 的 ) 边界 曲 
线 的 弧 长 . 公式 (1.136) 推广 了 一 维 的 公式 


B 3 B 
| u'vdz = uv|2 — | uv dz. 
a a 


现在 我 们 希望 证 明 , 由 (1.135) 可 推 得 (1.136). 为 此 , 我 们 把 沿边 界 曲线 OD 的 参 
数 t 看 成 是 时 间 . 如 果 一 个 点 沿 OD 移动 , 那么 它 的 运动 方程 是 

r(t) = z(t)i + y(t)y, 
而 速度 向 量 则 为 

r'(t) = z' (t) + y (03. 
对 于 向 量 N = y(t)i 一 z(t)j 来 说 , 由 于 关系 式 r'(ON = a (0)y (0)—y (t) (t) = 0, 
因此 N 垂直 于 切 向 量 r(t), 并 且 指 向 D 的 外 部 . 对 于 相应 的 单位 向 量 n, 我 们 得 
到 表达 式 ee 

二 


IN] a'(t)? + y (t)? 
(参看 图 1.68(a)). MAA E = Vz'(t)? + y (t)? (38 1.6.9). 因此 


如 果 我 们 令 := uv, 以 及 在 (1.135) 中 的 a =0, 那么 有 


B B ds 
| (uv);dzdy = | uvy'dt = | wun, 一 dt = | uvn;ds. 
D a a dt a 


D 
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由 于 乘积 法 则 (uv)s = usv t+ uve, 这 就 是 (1.136) 的 第 一 个 公式 . WRS a := w, 
用 完全 相同 的 方法 就 得 到 (1.136) 的 第 二 个 公式 . 

无 界 区 域 上 的 积分 “和 一 维 的 情形 一 样 , 用 有 界 区 域 近似 无 界 区 域 D. 然后 让 近似 
区 域 的 大 小 没有 界限 , 取 极 限 , 从 而 得 到 无 界 区 域 上 的 积分 : 


| fdady = lim | fdxdy, 
D n> Jp, 


其 中 的 记号 的 选取 满足 Di CDC, HD= Ü Dn. 
4| 6: 令 7 := Vx? 十 如, 区域 D 为 单位 圆 的 外 部 : 


D :— ((z,y) € g^ <r « oo). 
我 们 用 一 系列 圆 环 
Dn = ((z,y)) <r <n} 
来 逼近 D(A 1.69(a)). 34 o >2 时 , 有 


| dady : | dzdy 2x 
— lim = 
D D 


re noo ro qe? 
i 


利用 极 坐 标 , 从 等 式 


n 2x n 
| dady =| (| rde) 2 2n | 8 dp 
Dn re r=1 y=0 re 1 


m 


27a 


—G 
1 


即 得 上 面 的 结果 . 
无 界 函 数 的 积分 “和 一 维 情况 一 样 ， 我 们 用 那些 函数 在 其 中 有 界 的 区 域 来 逼近 区 
域 D. 
4| 7: $ D := ((z,y) € R’|r < R} 是 半径 为 R 的 圆 的 内 部 . 我 们 用 圆 环 (图 
1.69(b)) 

De := DUC) 
来 通 近 这 个 圆 盘 , 其 中 U.(0) := [(z,y) € 到 ?|r < e) 是 半径 为 e 的 圆 的 内 部 . 当 
0<a<2 时 ,有 


2—a 
| dzdy _ lim | dady = 2nR 
D E 一 0 De 


pe pa 2-a ` 


再 次 利用 极 坐 标 , 从 关系 式 


R 2x R 
| dzdy = | (| mE) = 2 rl “dr = zo (R?-* — g =) 
D r=e 5 ned 


"E y” y=0 T? 2 
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即 得 上 面 的 结果 . 


(b) 
A169 求 无 界 函 数 的 积分 (b). 及 无 界 区 域 上 的 积分 (a) 


1.7.2 ”积分 的 存在 性 
S NN 为 >1 的 自然 数 .RN 的 点 表示 为 z = (z1,… an). 此 外 , 令 |z| := 


归 约 原理 ”我 们 用 公式 : 
| f(x)dx ef f«(z)da 
D RN 


把 R 的 子 集 D 上 的 积分 归 约 为 RY 上 的 积分 . 这 里 , 我 们 已 经 令 


f(z), xeD, 
ramii x d D. 
函数 f. 在 D 的 边界 点 处 一 般 不 连续 ( 值 跳跃 成 0). 因此 , 我 们 自然 就 考虑 (足够 好 
的 ) 不 连续 函数 的 积分 . 
NN 维 测 度 为 零 的 集合 RY 的 子 集 D 的 N 维 勒 贝 格 测度 为 零 ， 如果 对 每 个 实数 
e > 0, 有 至 多 可 数 个 “平行 六 面体 ”Ri1, Raus 构成 的 集合 , 它们 覆盖 D, 并 且 它 们 
的 总 测度 小 于 e. D 
例 1: 及 ”的 有 限 个 或 可 数 个 点 构成 的 集合 的 NV 维 勒 贝 格 测度 为 零 . 
例 2: (i) R? 中 任 一 (有 界 或 无 界 的 ) 曲线 的 2 维 勒 贝 格 测度 为 零 . 
(ii) R? 中 任 一 (有 界 或 无 界 的 ) 曲面 的 3 维 勒 贝 格 测度 为 零 . 
(ui) RN 中 任 一 (有 界 或 无 界 的 ) 维 数 < N 的 子 集 的 NN 维 勒 贝 格 测度 为 零 . 
中 N 维 勒 贝 格 测度 为 零 的 集合 是 可 能 的 例外 之 外 , 这 一 性 质 对 D 的 所 有 点 都 成 立 . 
1) N 维 “平行 六 面体 ”是 如 下 形式 的 集合 : 
R= {a €RN|— oo <a; Śr Sb; < 00,7 = 1, Nh 


公式 meas(R) := (bı — a1)(b2 — a2): (bn —an) 定义 了 R 的 经 典 体积 (测度 ). 


328 第 1 章 分 析 学 


例 3: 几乎 所 有 实数 都 是 无 理 数 ,因为 例外 的 数 是 有 理 数 , 而 有 理 数 是 可 数 的 ,所 以 
有 理 数 集 的 勒 贝 格 测度 为 零 
积分 的 容许 区 域 RY 的 子 集 D 称 为 是 容许 的 , 如 果 其 边界 的 N 维 勒 贝 格 测度 为 
F. 
RBM TRAM f: D C RN + C 称 为 是 容许 的 , 如 果 集合 D 是 容许 
的 , f 在 D 上 是 几乎 处 处 连续 的 , 并 且 满 足下 面条 件 之 一 : 

(i) 令 a > N. 对 所 有 点 x € D, 我 们 有 如 下 估计 : 


Ma). 


<a ele (1.137) 


(ii) FO<B<N. RY PREESARTA poopy 及 有 界 邻 域 U(p)， 
… ,U(p;), 使 得 对 所 有 z EU(p;) 赂 D B zz p, 有 如 下 估计 : 


|f(z)| < 


ple PS 1.3. (1.138) 
而 且 , 对 所 有 邻 域 VC(p)) 外 的 任意 点 ze D, 估计 式 (1.137) 都 成 立 . 
+ (a) 如 果 函 数 f 在 有 界 集合 D 上 是 有 界 的 , 即 sup [/(z)| < œ, BAKE (i) 
TE 
自动 满足 . 
(b) 如 果 集 合 D 是 无 界 的 , WA (i) 意味 着 , 当 |z| 一 oo 时 , |f(z)| 一 0, 足够 


i. 
(c) 在 条 件 Gi) 的 情形 , 函数 f 可 能 在 点 po ,py 处 有 奇 性 , 即 当 e > p, 
时 , |f(z)| 可 能 趋向 于 无 穷 , 但 是 不 太 快 . 1 
存在 性 定理 ”对 每 个 容许 函数 [ID CRY >C, 积分 | f(z)dz TE. 
积分 的 理解 首先 令 N =2. s 
(a) 对 于 矩形 R, 极限 2 


| fr(z)dz := lim 5 f«(21j, 2k) Ari Are 
R sene d 
存在 . 
(b) 选取 矩形 序列 Ri C Ro C, 满足 R? = U Rm, 则 极限 
m=1 


K Flo)de = lim | E 


m— co 


存在 , 并 且 与 矩形 的 选取 无 关 . 


1) 函数 f 不 必 在 点 pj 处 有 定义 . 对 这 些 点 , 我 们 令 (pj) = 0 = 1,… J. 
2) 我 们 正在 用 (1.126) 中 引进 的 记号 . 
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(9 4 | f(z)da := i f. (z)da. 


对 一 般 情形 N 23, 按 同样 的 方式 处 理 , 只 不 过 是 把 矩形 R 替换 成 平行 六 面 
体 
对 于 空 集 忆 = ,我 们 定义 | f(e)de =o. 
D 

与 勒 贝 格 积分 的 联系 ”对 容许 函数 , 我 们 构造 的 积分 的 值 等 于 由 RY 上 的 勒 贝 格 测 
度 定义 的 通常 勒 贝 格 积分 的 值 
通常 的 例子 

(i) 积分 


EA 2 
| e dz 
RN 


存在 . 由 1.7.4 的 例 3, 这 个 积分 值 等 于 (x). 
(ii) $ D 是 RP 中 的 有 界 容许 区 域 . 如 果 函 数 o: D 一 R 几乎 处 处 连续 且 有 
界 , 那么 对 所 有 点 p eR, 积分 


A olz) 
Up) - -G| eras 


存在 , 并 且 我 们 令 


F; =e] em) Pas j= 1,2,3. 


如 果 我 们 把 o(z) 解释 成 在 点 z 处 的 质量 密度 , 那么 函数 U 就 是 重力 势 , 并 且 向 量 
F(p) = Fi(p)i + Fo(p)j + Fs(p)k 
描述 了 作用 在 点 p 处 的 引力 , 它 由 o 诱导 的 质量 分 布 所 生成 . 此 外 ， 
F(p) = -gradU (p), 对 所 有 P € R^. 


引力 常数 记 作 G. 
集合 的 测度 WR D 是 R” 的 一 个 有 和 界 子 集 , 其 边界 OD 的 NN 维 勒 贝 格 测度 为 
F, 那么 积分 


meas(D) := | dz (1.139) 


存在 , 而 且 由 定义 它 是 集合 D 的 测度 . 
1.7.3 ”积分 计算 


S DA D, 是 RY 中 的 可 容许 集 , 并 假设 函数 f,g : DC RN 一 C 是 容许 函 
数 ; S a BEC. 那么 积分 运算 有 如 下 性 质 . 
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(i) 线性 性 


| (af (x) + 8g(z))dz = af f(z)dz + gi g(z)dz. 
D D D 


ns 


(ii) 三 角 不 等 式 1) 


Ji ston 


| f(x)dz = m f(x)dx + S f(z)da. 


(v) 单调 性 ”如果 f, g 是 两 个 实 函数 , 那么 对 所 有 的 z € D, 由 不 等 式 f(x) < 
g(x) 可 得 不 等 式 


| f(r)dz «| g(x)da. 

D D 

积分 的 中 值 定理 ”假设 D 是 弧 连通 紧 集 , 函数 f:D-R 是 连续 的 , FHERR 
数 g : D >R 是 容许 函数 , 那么 对 某 一 & € 万 , 有 


J restes = f | teo. 


关于 积分 区 域 的 收敛 性 假设 D = U Du He D CE, Ae DoE 
是 容许 函数 , 那么 有 m 


ie f(x)dz = Jim | f (z)da. 


n 


关于 被 积 函 数 的 收敛 性 ”假设 满足 如 下 条 件 : 
(i) 所 有 函数 fn: D C 几乎 处 处 连续 . 
(ii) 对 几乎 所 有 x € D, 及 全 部 n, 存在 一 个 容许 函数 h: D 一 R, 使 得 
|fn(x)| < A(x). 
1) 如 果 D 和 f 是 有 界 的 , 那么 还 有 


| If(z)ldz < meas(D) sup |/(z)]. 
D reD 
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(ii) 对 几乎 所 有 z € D, 极限 f(x) := Jim fu(z) 存在 , 且 极限 函数 f dE D 中 
几乎 处 处 连续 .3) 
那么 


|n | fa(z)dz = L Jim falada. 


n— co 


1.7.4 FRB RE ( SUR AT) 


4 RN = R x R“, Bf, RN = ((y, z)|y E€ RÉ, z e RM). 
Bere  UGRIEÉIIRNCJAÉVERE, 那么 有 下 述 关系 式 : 


|. fy sls = |. (rtu) a =|, (| rv a2) av. 


(1.140) 


例 1: 4N=2,K=M=1W,4 


| ,f(y aayaz = [. (E fw. zy) te 
R2 一 cc 一 cc 
当 N = 3 时 , 公式 (1.140) 蕴涵 着 , 对 于 变量 z,y,z € R, 有 公式 


J. f(x,y, z)dzdydz = is (| f(x,y, ds) dydz 


=| (E. (E. fis vs zàn) ay) dy, 


类 似 地 , RN. 上 的 积分 计算 可 以 归结 为 一 元 积分 的 逐次 运算 . 
如 果 f 可 以 写成 乘积 : f(y, >) = a(y)b(z), 那么 有 
| a(y)b(2)dyde = | a(y)dy | b(z)dz. 
R2 一 ec 一 oo 
RN 中 类 似 的 公式 也 成 立 . 
例 2( 高 斯 分 布 ): 我 们 有 . 
Ame | oan = uim. 
证 明 : 可 以 利用 一 个 优美 、 经 典 的 技巧 . 累 次 积分 导致 
=| | del xa CU 
B E xdy IN, rdy | 。 dz| e y 
另 一 方面 , 利用 极 坐 标 可 得 
B= | ([ 2) dr — 2x [ e rds jim, 27 M e^" rdr 


1) 在 极限 不 存在 的 点 处 , 的 值 可 以 任意 确定 . 


332 第 1 章 分 析 学 


. — 2 * 一 
= lim —ze^" |f = lim x(1—e 
R20 


R—oo 


) 三 元 。 口 


例 3: 我 们 有 
in e ag = (Jn). 


证 明 : 4 N = 3 时 , 我 人 有 e7? Les RE 


We 
| e V a V7 dududw 
RS 


(n) m 


对 任意 N, 有 完全 类 似 的 结论 . 
卡 瓦 列 里 原理 ”如 果 函 数 1 : DCERY 一 C 是 容许 函数 , 那么 


p f(u, z)dydz = L (| fely, 2 m 


在 这 个 公式 中 , D 的 z 截面 D. 如 上 定义 ， 


(1.141) 


Dz := {y € R” : (y,z) € D) 
把 (1.140) 中 的 函数 f 替换 成 它 的 平凡 扩张 


_ | fz), ÆDE, 
f(y, 2) =d 0, st, 


即 从 (1.140) 推出 卡 瓦 列 里 原理 . 它 的 应 用 可 见 1.7.1. 


1.7.5 if 


定理 SDA DER IgE T SE. 假设 函数 f:D 5 C 是 容许 函数 , 并 且 映 射 
z= x(u) 是 从 D' 3) D H C? 微分 同 胚 , 那么 有 


| f(e)de = | f(x(u))| det z'(u)|du. (1.142) 
D D’ 


如 果 我 们 令 z = (z1,… an), u = (u, ,uN), 那么 行列 式 det z'(u) 是 雅 可 比 


函数 行列 式 , 即 
(pov _ O(@1,°++ , tN) 
detz (u) = Bin, uia] al 
(参看 1.5.2). 


应 用 到 极 坐标 、 柱 面 坐标 、 球 面 坐标 见 1.7.9. 
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应 用 到 微分 式 w= f(a)dzi A- Aden, 我 们 定义 


这 里 , 符号 J. f(z)dz 表示 iB (zl ,ZN)dzl dzN. 

变换 原理 。 令 函数 z = z(w) 为 (1.142) 中 的 函数 . 假设 变 为 新 坐标 u 时 这 个 变换 
保持 定向 , BI, 在 D' 上 det z/(u) > 0, 那么 积分 a w 3E. 

证 明 : 我 们 有 公式 : 


w = f(z(u))detz'(u)dui ^ dua ^ --- A dun 
(参看 1.5.10.4 中 的 例 11). 这 样 , 由 代 换 法 则 (1.142) 得 


| f(z)dzi A --- Adan = | f(w(u))deta'(w)dur A--- A dux. o 
D D’ 
1.7.6 ” 微 积分 基本 定理 (高 斯 -斯 托 克 斯 定理 ) 


人 们 也 许 会 问 , 最 深刻 的 数学 定理 一 一 BARE, CA 
明确 的 物理 解释 一 一 是 什么 ? 对 我 而 言 ,这 个 定理 自然 是 
斯 托 克 斯 定理 . 

R. 托 姆 (René Thom, 1923 一 2002) 


斯 托 克 斯 一 般 定理 U 


| dw =| w |. (1.143) 
M aM 


这 个 异常 优美 的 公式 是 牛顿 - 莱 布 尼 茨 微 积分 基本 定理 , 即 
[ F'(z)dz = F|? 


对 高 维 的 推广 . 
斯 托 克 斯 定理 $ M 为 n 维 定向 紧 的 实 流 形 (n > 1), 其 中 边界 0M 为 协同 定向 
的 , 并 令 w 为 M E C' 类 的 m — 1 次 微分 式 . 那么 公式 (1.143) RZ. 
注 ”斯 托 克 斯 定理 中 出 现 的 数学 对 象 在 [212] 中 被 详细 介绍 . 在 当前 , 我 们 建议 读 
者 从 直觉 上 考虑 基本 公式 (1.143), 而 不 用 担心 精确 的 阐述 . 

(i) 把 M 看 作 一 条 有 界 曲线 , 或 有 界 的 m 维 曲面 (m = 2,3,---), E RY 中 有 
界 开 集 的 闭 包 是 有 益 的 . 


334 第 1 章 分 WT 学 


(ii) 参数 : 如 果 我 们 用 局 部 坐标 记 积 分 , 那么 对 M 及 aM, 后 者 都 是 任意 的 . 

(ui) 分 解 原理 : 如 果 不 能 把 M( 相 应 地 0M) 描述 成 局 部 坐标 (参数 ) 的 单个 集 ， 
那么 可 以 把 M( 相 应 地 , OM) 分 解 成 有 限 个 部 分 的 不 相交 并 集 , 每 个 部 分 确 有 这 样 
一 个 整体 参数 . 那么 每 部 分 积分 的 和 就 是 M 上 所 求 积分 . 

这 样 我 们 有 如 下 实用 的 事实 : 


只 需要 注意 的 是 ，M 上 靠近 边界 点 P 的 局 部 坐标 与 在 边界 OM 上 靠近 P 的 局 部 
坐标 是 相 容 的 (这 是 协同 定向 边界 的 概念 ). 在 下 面 一 些 例子 中 , 我 们 将 从 直观 上 解 
释 这 一 点 . 0 


1.7.6.1 经 典 高 斯 积分 定理 的 应 用 
考虑 2 次 微分 式 
w = ady A dz + bdz ^ dz + cdz A dy. 
根据 1.5.10.4 的 例 8, 有 
dw = (az + by + c;)dz A dy ^ dz. 


为 了 合理 地 定义 | v, OM 必须 是 2 维 的 .因此 我 们 假设 M 是 R 中 具有 充分 
OM 
光滑 边界 OM 的 一 个 有 界 (AES) 开 集 的 闭 包 , 它 有 参数 表示 
z = z(u,v), y = y(u, v), z = z(u,v). 
如 果 把 w 与 参数 u,v 联系 起 来 , MAA 


a UA 4 022) az， ay 
(ee bafu) ook we 


(参看 15:104 中 的 例 12). WAAR | dw = | BHT 3 维 区 域 M HAR 
M OM 
REN. 


i O(y,z) ,0(z,x) | O(v.v) 
| ete (ea tein, T "ésta, 2) dudv| (1.144) 


用 向 量 记 号 表示 “我 们 引进 坐标 向 量 7 := zi 十 yj + zk, 那么 表达 式 


Tulu, v) = Lu(u,v)i + yulu, v)3 + zu(u, v)k 
1) 在 [212] 中 可 找到 任意 维 数 下 的 一 般 的 相 容 原理 . 
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是 过 OM 上 点 P(w,v) 的 坐标 线 v = 常数 的 切 向 量 (图 1.70(b)). 类 似 地 , 7,(w,%) 
是 过 点 P(u,v) 的 坐标 线 v = 常数 的 切 向 量 . 那么 在 点 Plu, v) 处 的 切 平面 方程 为 


L = r(u,v) + pru(u,v) + qr«(u, v),| 


其 中 p,q 是 实 参 数 , r(u,v) BA P(u,v) 的 坐标 向 量 . 为 了 使 切 向 量 ru(u,v) 和 
rv (u, v) 张 成 一 个 平面 , 必须 假定 rulu, v) x rolu, v) £0, 即 , 这 两 个 向 量 不 平行 或 
不 反 平行 . 单位 向 量 
2 Tu(u,v) x Tv(u,v) 
"o |ru(u,v) x rolu, v)| 
垂直 于 点 P(u,v) 处 的 切 平面 , 因此 是 法 向 量 . M 和 OM 的 协同 定向 说 明 , 这 个 法 
向 量 指向 外 部 (图 1.70(a)). 


(1.145) 


(a) (b) 
图 1.70 高 斯 积分 定理 的 坐标 表示 


如 果 我 们 引进 向 量 场 J := ad + bj + ck, 那么 三 维 区 域 的 高 斯 定理 可 以 写成 经 
典 形式 : 


| | divJdz = | Ina (1.146) 
M aM 


这 里 我 们 令 


aF = rs creado = y (EMY + (AY + (MED) “Guan 


直观 上 , 9M 的 曲面 元 素 AF 近似 为 


| AF = |ru(u,v) x ro (u, v)|Audv (1.147) 


(El 1.71(2)).? 
在 1.9.7 中 可 以 找到 (1.146) 的 物理 解释 . 从 直观 上 看 , 把 曲面 OM 分 解 成 很 
多 小 部 分 AF, 并 细 化 此 分 解 , 就 得 到 积分 | gdF. 我 们 也 可 以 用 简略 了 的 公式 
OM 


1) 在 平面 的 特殊 情形 : z = uy — v,2 20, 有 AF = AuAv( 参 看 图 1.71(b)). 
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ks gdF = lim. > gAF (1.148) 
来 描述 . 
P(u+Au,v+ Av) 
AF 
P(u,v) 
(a) (b) 


1.7] Bi E 


三 维 空间 中 的 曲面 ”上 面 关于 切 平面 , 单位 法 向 量 及 曲面 元 素 的 公式 对 RÀ 中 的 任 
意 (足够 光滑 ) 曲面 都 成 立 . 
1.7.6.2 应 用 到 斯 托 克 斯 经 典 积 分 定理 


考虑 1 次 微分 式 
w = adz + bdy + edz. 


根据 1.5.10.4 的 例 7, 有 
dw = (cy — bz)dy ^ dz + (az — cs)dz ^ dz + (bz — ay)dz ^ dy. 
为 了 使 NE 有 意义 , 边界 OM 必须 是 1 维 的 , BD, 它 一 定 是 围 成 曲面 M 的 曲线 
(图 1.72). 曲面 M 有 参数 表示 
z-z(uv) y=y(uv), z= z(u,v), 


并 且 边 界 曲 线 的 参数 表示 为 


n rmt yoy, 2-—z(t) oes€tsB. 
y 
ja 如 图 1.72, i5] (1.145) 与 定向 曲线 0M 在 一 
ôM HREM, 就 如 右手 的 拇指 与 食指 、 中 指 的 位 置 


关系 (右手 法 则 ), 这 个 法 则 就 确定 了 M 和 OM 
的 协同 定向 . 


如 果 我 们 把 w( 相 应 地 , dw) 与 对 应 的 参数 t( 相 应 地 , (u, wv)) 联系 起 来 , MAA: 


图 1.72 
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ad ly, z) O(z. 2) (x, y) 
aw = (ts ve) ae "M E ut + (bz oy) Se) du Ade 


(参看 1.5104 中 的 例 12). AR | di =| o 则 给 出 了 R? 中 曲面 的 斯 托 克 其 
定理 的 经 典 形式 : m 


O(y, z) A(z, x) A(z, y) 
J, (rte) +e eo GEES be 
zi (az + by’ + cz! )dt. 
8M 
如 果 记 B = ai + bj + ck, 那么 有 
B 
| (curlB)ndF = | B(r(t))r'(t)dt. (1.149) 


我 们 将 在 1.9.8 中 给 出 这 个 公式 的 物理 解释 . 


1.7.6.3 应 用 到 曲线 积分 
位 势 公式 ”考虑 R 中 的 0 次 微分 式 w =U, 这 里 函数 U = U(x, y, z). 那么 有 


dU = U;dz + Uydy + Uzdz. 
选取 参数 表示 为 
scapcathaseh  agtep (1.150) 
的 曲线 M. 把 U 用 参数 t 表示 , 就 得 到 
dU = (ced nS + vP) y U.P e») dt 
这 样 , 在 这 里 斯 托 克 斯 定理 就 给 出 了 所 谓 的 位 势 公式 


| dU = U(P) - U(Q), (1.151) 
M 


其 中 , ,PP 分 别 是 曲线 M 的 起 点 和 终点 . 显然 , 位 势 公式 是 


KE + Uyy’ + Uzz')dt = U (P) — "e. 


用 向 量 分 析 的 语言 , 我 们 有 dU = gradUdr, 并 且 令 


| gradUdr = U(P) = U(Q) 
M 
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及 
B 
| (gradU)(r(t))r’(t)dt = U(r(8)) — U(r(a)), 


HP r(t) 2 z(t)i - y(t)j 十 z(t)k. 这 个 公式 的 物理 解释 可 见 1.9.5. 
1 次 微分 式 上 的 积分 (曲线 积分 ) FAE 1 次 微分 式 


w = adz + bdy + cdz, 


以 及 具有 参数 表示 为 (1.150) 的 曲线 M. 积分 
| w= KS + by! + cz )dt 
M a 


称 为 曲线 积分 .1 
与 所 选 路 径 的 无 关 性 4 DER? 中 的 可 缩 RR, M 为 D 中 具有 C1 类 参数 
表示 (1.150) 的 曲线 . FFA, > 
w = adz + bdy + cdz 
AC? 类 1 次 微分 式 , 即 a,b, c 是 D 上 的 C? 类 实 函数 . 那么 我 们 有 
(i) 假设 存在 C^ 类 函数 U : D — R, 使 得 


nam 


EL, Æ D Ef 
> G EU b=Up E= Uz 
那么 积分 | 与 路 径 无 关 , RU, 因为 位 势 公式 | dM = 
M M 
dis U(P) — U(Q), 所 以 积分 只 依赖 于 曲线 M 的 起 点 和 终点 


(图 1.73). 
(ii) 方程 (1.152) 有 唯一 C: 类 解 U, 如 果 满 足 可 积 性 条 件 : 
根据 1.7.6.2, 这 等 价 于 条 件 


Cy — be, Oe =Cs, Doe, ÆDE 
1) 更 准确 地 说 , 这 个 公式 是 


8 
| 27 | (POO APOO + «coe»? c». 


其 中 P(t) := (x(t), y(t), z(0). 
2) 它 的 直观 意义 是 , 区 域 D 可 以 连续 收缩 到 一 个 点 . 1.9.11 给 出 了 精确 定义 . 
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(ui) 方程 (1.152) 有 一 个 C? 类 解 U, 当 且 仅 当 , 对 D 中 每 个 Cl 类 曲线 , 积 
分 | 与 积分 路 径 M XX. 

MRI (ii) 是 庞 加 莱 引 理 (参看 1.9.11) 的 特殊 情形 . 而 (ui) 是 德 拉 姆 定理 的 特 
殊 情形 . 对 这 些 结果 的 更 深刻 的 理解 可 能 在 微分 拓扑 的 内 容 中 ( 德 拉 姆 上 同调 ), 参 
看 [212]. 

这 个 结果 的 物理 解释 在 1.9.5 中 . 
例 : 我 们 想 求 1 次 微分 式 

w = rdz + ydy + zdz 


沿 直线 M:r=t,y=t,z =t 的 积分 , EF 0<t<1. WAE w= tr'dt + ty'dt + 


tz'dt = 3tdt, 因此 
1 3 
| w=] stac- 28 
M 0 2 0 


因为 dw = dz ^ dz + dy ^ dy + dz A dz = 0, 所 以 R? 中 的 这 个 积分 与 积分 路 径 无 
R. 事实 上 , w = dU, 其 中 U= ze +y +27). 这 推出 


1 


2 
2 


3 


| v= | dU = U(1, 1, 1) - U(0,0,0) = 7. 
M M 


曲线 积分 的 性 质 (i) 曲线 的 加 法 


rar 
-M M 


这 里 一 M 表示 与 M 方向 相反 的 曲线 (图 1.74(b)). 


MT KP 


图 1.74 deca 


类 似 地 , 本 节 描 述 的 围 道 积 分 的 所 有 性 质 对 RN 中 的 曲线 v; = zx;(t) 成 立 , 其 
Ha<t<6,j=1,---,N. 
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1.7.7 ” 黎 曼 曲面 测度 
黎 曼 (Riemann, 1826—1866) 认为 , 在 曲线 坐标 下 由 弧 长 可 以 直接 得 到 曲面 的 


面积 和 区 域 的 体积 . 
4 9 为 Rm 中 的 区 域 . 参数 表示 


z=az(u), ue? 


确定 了 RY 中 的 一 个 m 维 曲面 , EP u = (usus), @ = (oc ,ZN)( 参 看 
图 1.75, 那里 wi = u, u2 = v, £1 = T, £2 = y, £3 = z). 

EX WRY 中 的 曲线 x = z(t), 其 中 a < t< 6, 曲线 上 参数 值 分 别 为 t= a,t = 
T 的 两 点 之 间 的 缴 长 为 


1.6.9 中 给 出 了 这 个 定义 的 动机 . 
定理 SAR 2 中 的 每 条 曲线 w = u(t) 对 应 着 曲面 元 素 ^ 上 的 曲线 


= x(u(t)), 


它 的 弧 长 满足 微分 方程 : 
(1.153) 
称 
gjk(u) :— E Sre) 2 cI u) 
为 度量 张 量 的 分 量 . 可 以 把 (1.153) 符号 式 地 记 作 
这 对 应 着 近似 式 (As)? = gjrAu; Aug. 
证 明 : 4 zj(t) = x; (u(t)), 则 有 关系 式 
N 
FG = X E NOM 
n=1 
由 链 式 法 则 得 z(t = =e 0 


Ou; dt 
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体积 形式 È g := det(g;x), 并 定义 曲面 F 的 体积 形式 为 


[w= Vadu A- ^ dum. | 


曲面 积分 定义 


| edP = | Of. 
F F 


在 经 典 符 号 里 , 这 对 应 着 公式 : 


| er - | 0 /gduiduo ---dum. 
F 2 


物理 解释 “如 果 把 o 看 成 质量 密度 (或 电量 密度 ) 那么 | od 等 于 多 上 的 质量 
F 


(或 电量 ) 总 和 . 当 o= 1 时 ， | odF 等 于 多 的 曲面 测度 . 

F 
应 用 到 R? 中 的 曲面 ”给 定 R3 中 的 曲面 T, 它 在 笛 卡 儿 坐 标 z,y,z 中 的 参数 表示 
为 


r-—zrz(uv) y=y(u,v), z= z(u,v), (u,v)ED 


(图 1.75). 那么 有 


|as? = Edu? + 2Fdudv + Gdv’, 


其 中 


WE 2 2 s= pa x ope 2 2 
E := r} = £u + Yu + Zu, G := ry = Ta tY tH 2, 


F := Pary = Luly + YuYo + ZuZv, 


因此 g = EG — F?. 体积 形式 为 wp = VEG— F?du ^ dv. 曲面 积分 有 形式 


| odF =| on — | oVEG — F?dudv. 
F F 2 


zP 


图 1.75 某 域 中 的 弧 长 


推广 到 黎 曼 流 形 ” 见 [212]. 
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1.7.8 “分 部 积 
曲面 积分 在 把 经 典 的 分 部 积分 公式 


b b 
| uv’ dx = w|? -| u'vdz 
a 


a 


推广 到 高 维 时 起 了 重要 作用 . 把 通常 的 导数 换 作 偏 导数 , 边界 项 uva 换 成 边界 积 
分 . 这 导出 : 


| ud;vdxr =Í uvnjdF -| vO;udr (1.154) 
D aD D 


定理 令 D 是 RN 中 一 个 非 空 有 界 开 集 , 它 有 分 段 光滑 边界 D) 0D, 及 外 法 向 量 
n= (n, nn). 那么 对 所 有 C! 类 函数 u,v : D — C, 分 部 积分 公式 (1.154) 成 
We 
注 “ 当 w 是 N -1 次 微分 式 时 , 由 斯 托 克 斯 一 般 定理 | Si =| w 即 得 公式 
D aD 
| joda = | wn dF. (1.155) 
D oD 

以 同样 的 方式 ,， 从 在 1.7.6.1 中 由 斯 托 克 斯 定理 得 到 的 高 斯 定理 可 导致 (1.155). 38 
过 令 w= w, 及 应 用 乘法 法 则 O;(uv) = vO;u-- uO;v, 由 (1.155) 即 得 公式 (1.154). 
应 用 到 格林 公式 ” 令 Au := Urs + Uyy 十 wzz, MARR 中 的 拉 普 拉 斯 算 子 . 那 
么 下 面 的 格林 公式 成 立 : 


| oau — uAv)dz = nM (vs 一 use) dF. 


这 里 ， A = nius + nat, + ngu, 表示 关于 外 法 向量 n= mit naj + nek MIDE 
IDEE d (图 1.70(a)). 
证 明 : 用 dV 表示 dzdydz. 由 分 部 积分 得 


| UVr2dV = | uv;nidF 一 | UzrvrdV, 

D aD D 

| Uzvrzdv = | uzvnidF 一 | UrrvdV. 
D aD D 


关于 y, z 的 类 似 公式 也 成 立 , 因此 把 这 些 等 式 结合 起 来 就 得 到 (1.154). 口 

分 部 积分 公式 在 现代 偏 微分 方程 理论 中 起 着 根本 性 的 作用 , 因为 它 使 得 引进 广 
义 导 数 的 概念 成 为 可 能 . 它 与 广义 函数 理论 及 索 伯 列 夫 (Sobolev) 空间 有 关 . 广义 函 
数 推广 了 经 典 函 数 概念 , 并 具有 无 穷 次 可 微 的 特殊 性 质 ( 见 [212]). 


1) 允许 这 个 边界 有 适当 的 角 和 棱 . 精确 的 假设 是 OD € C% (BF [212]). 
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1.7.9 ”曲线 坐标 
用 i,j,k 表示 笛 卡 儿 坐 标 系 (zx,y,z) 中 沿 坐 标 轴 方 向 的 单位 向 量 ， 令 r = 
Zi 十 yi 十 zk( 图 1.70(a)). 
1.7.9.1 极 坐 标 
坐标 变换 (图 1.76) 
[z=rcosp, y=rsinp, —x<p<n, r20 
点 P 处 的 自然 基 向 量 e,, ep 


e, — T, = Tri + yrj = cos pi t sin yj, 


ep =T = Tot + yoj = —r sin pi + r cos yj. 
1.7.9.2 柱 面 坐标 
坐标 变换 
|z = rcosy, ycrsnp, 2-23, —wcosm vU. 


m P 处 的 自然 基 向 量 e,, e,, e。 


er — T, = Tri + yrj = cos pi + sin gj, 
ep =Ty = Feit yoj = —rsin qi + r cos yj, 
ës =; = k. 
坐标 线 
(i) r= 变量 , p= 常数 , z = 常数 : 垂直 于 z 轴 的 射线 
(i) p= 变量 , r = 常数 , z = 常数 : Hr = 常数 确定 的 柱 面 上 的 大 圆 . 
(iii) z = 变量 , r = 常数 , o— 常数 : 平行 于 z 轴 的 直线 . 
过 每 个 不 是 原点 的 点 P, 恰 有 三 条 坐标 线 , 它们 的 切 向 量 为 er, ep, e2, 且 两 两 
垂直 (图 1.77). 


图 176 极 坐 标 1.77 柱 面 坐标 
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BHE v 在 点 P 处 的 分 解 
v = vier -v2e, T-vse;. 


BATE vi, v2, vs 为 柱 面 坐 标 下 向 量 v 在 点 P 处 的 自然 分 量 . 
弧 长 元 素 ds? = dr? 十 r2dop2 十 dz2. 
体积 形式 /:=rdrAdeAdz=dzAdyAdz. 


体积 积分 
fo = | ordrdydz = | odxdydz. 


这 个 公式 对 应 着 代 换 法 则 . 
半径 固定 的 圆柱 面 ” 对 于 给 定 半 径 > = 常数 的 圆柱 面 , 它 的 弧 长 公式 为 


ds? = r?dg? + dz?, 


体积 形式 为 n = rdo ^ dz, 面积 积分 为 


例 : 半径 为 ", 高 为 h 的 圆柱 面 的 曲面 面积 (不 含 上 、 下 底 一 一 BUR) 是 下 面 的 积 


分 值 : M 
J i rap) dz = 2nrh. 


1.7.9.3 球面 坐标 
坐标 变换 


z=rcosycos#, y=rsinycosé, z-rsin6, 


其 中 -n< <m, -3 SOS 5, 以 及 7 20. 
在 点 P 处 的 自然 基 向 量 e,, ese. 


ep = Ty = —rsinq cos Îi + r cos o cos Aj. 
ea = rg = —r cos ysin Îi — rsingsin0j + r cos 0k, 


€; = T, = cos Y cos Îi + sin p cos 03 + sin 0k, 


r= 常数 的 曲面 是 中 心 在 原点 , 半径 为 7 的 球面 的 表面 S. 

坐标 线 
(i) p= 变量 , r= 常数 , 6= 常数 : 纬度 为 OM S, 上 的 大 圆 . 
(ii) 9= 变量 , r = 常数 , o = 常数 : ABA o HS, 上 的 大 圆 的 一 半 . 
(ii) r= 变量 , p= 常数 , 9= 常数 : 从 原点 向 外 射出 的 射线 . 
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过 每 个 不 是 原点 的 点 P, 恰 有 三 条 坐标 线 ; 它们 有 两 两 垂直 的 切 向 量 ep, eo, es (图 


1.78). 
| cos 0 
y 
(a) 


(b) 
图 1.78 球面 坐标 


向 量 v 在 点 P 处 的 分 解 
V =v1ey + v2e9 t Use;. 

FK vi, vo, vs 为 向 量 v 在 球面 坐标 下 点 P 处 的 自然 分 量 . 

弧 长 元 素 ds? = r? cos? Ody? 十 r2d02 + dr’. 

体积 形式 uo: r? cos Ody A dO ^ dr = dz ^ dy ^ dz. 

体积 积分 


| | pu = | on? cos Odydédr = | pdzdydz. 


这 个 公式 再 次 对 应 着 代 换 法 则 . 
球面 在 S, 上 弧 长 公式 为 


dS? = r? cos? 0d? + r7dé?, 


其 中 体积 形式 为 1 = r? cos0dq ^ 20, 曲面 积分 是 


| ear = | eu = | or? cos 0dqd8. 


4|: 半径 为 7 的 球面 面积 F 是 下 面 的 积分 值 : 


0 二 一 去 


F= | | r? cos gdpdb = 2nr? | cos 0d6 = 4nr?. 
2 P= WE 


a 
2 


表 1.2 ”曲线 坐标 
极 坐标 柱 面 坐 标 球面 坐标 
弧 长 元 素 ds? dr? 十 r2dp2 dr? + r?dy? + dz? dr? + r?d8? + r? cos? Ody? 
特殊 体积 元 素 v rdydzdr r? cos Odydédr 
曲面 元 素 rdrdw( 平 面 ) rdpdz( 半 径 为 r 的 圆柱 面 ) r2 cos dopodb( 半 径 为 r 的 球面 ) 
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1.7.10 ”应用 到 质心 和 惯性 中 点 


求 质量 、 质心 和 惯性 中 心 的 公式 可 见 表 1.3. 
例 1( 球 ): 考虑 笛 卡 儿 坐标 系 (z,y,z) 下 中 心 在 原点 ， 半 径 为 R 的 实心 球 (图 
1.79(a)). 


x 


R n b 3 
M- j cos Od0dydr = | rr | ay | osag = R 
0 =n =% 


3 , 


其 中 用 了 球面 坐标 (BBR 1.2). 
质心 : 它 位 于 球 的 中 心 , 即 , 在 原点 . 
惯性 中 心 (关于 z 轴 的 ) 


R 元 z 
0, = Je cos 0)?r? cos @dOdydr = | r'ar | dy | * cos? gdb = RM. 
0 =y = 


表 1.3 ”曲线 坐标 下 的 积分 量 
质量 M(p ABE) ”质心 向 量 (7 = zi 十 yj 十 zk) 关于 z 轴 的 惯性 中 心 


M= d 
曲线 多 e pit Tom = xl rpds 6, = | (z? + y)pds 
= 1 时 为 多 的 弧 长 ) = A 
M = F(p=1 
曲面 多 |, "iro CEPIT: 9. =| (æ? + y?)pdF 
时 为 曲面 多 的 面积 ) à 
> M=| pdV(p=1 
LF (aV p p (o Ten = xl rpdV Oz = | (a? oP y^)pdV 
= drdydz) 时 为 多 的 体积 ) Mig g 


IRN 


E 1.79 实心 球 、 圆 柱 体 、 圆 锥 体 


例 2( 圆 柱 体 ): 考虑 半径 为 R, 高 为 h 的 圆柱 体 (图 1.79(b)). 
体积 


R x h 
M= | rardede = | rar | ay | dz = nR?h, 
0 -n 0 
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其 中 用 了 柱 面 坐 标 (参看 表 12). 
质心 : 


m. d£ =0 
Sem = 95 cm = Yem = U. 


KF z 轴 的 惯性 中 心 : 
R n h 1 
0: = | Praparde = | rar | àe| dz — zR M. 
0 —n 0 


44 3( 圆 锥 体 ): 考虑 半径 为 R 的 圆 做 底 , 高 为 h 的 圆锥 体 (图 1.79(c)). 
体积 : 
» h M h 3 _ 1 2 
M= L. (|. dadyd = | TRzdz = 37 h, 


这 里 , 我 们 应 用 了 卡 瓦 列 里 原理 . 根据 1.7.1 中 的 例 3, 有 Rz = (h — z) R/h. 
质点 : 


lm 1 mo 
Zem = xl ET (| sdady) dz = M | zxRzdz = T Lom = Yem = 0. 


关于 z 轴 的 惯性 中 心 : 


0, = | (a? +y)drdydz = ji (n drag) dz = i (| rar) in ay) dz 


h 
N 4 3 2 
=| TRidz= 二 MR2. 
| 2 Z 10 R 


第 一 古 尔 丁 (Guldinian) 法 则 * ”旋转 体 的 体积 等 于 , 过 旋转 轴 平 面 与 它 的 截面 5 
的 面积 FF 与 在 一 次 旋转 中 S 的 质心 的 轨道 长 度 的 乘积 . 

第 二 古 尔 丁 法 则 ”旋转 体 的 表面 积 等 于 , 截面 S 的 边界 0S 的 长 度 与 在 一 次 旋转 中 
边界 95 的 质心 的 轨道 长 度 的 乘积 . 


例 4( 环 面 ): 环 面 的 子午 截面 S 是 半径 为 r 的 圆周 ， 
它 的 面积 是 F = nr?, AKA U = 2rr( 图 1.80). 


环 面 的 体积 =2xRF = 20° Rr?, 
环 面 的 表面 积 =2xRU = 4x?Rr. 图 1.80 
* 对 于 第 一 和 第 二 古 尔 丁 法 则 , 都 应 有 “旋转 轴 与 旋转 体 不 相交 ”这 一 前 提 . 一 一 校 者 
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1.7.11 ”依赖 于 参数 的 积分 


考虑 函数 
区 = | f(z,p)dz, p€P, 


其 中 DRY 的 容许 子 集 , P ÆR” 的 开 集 . 称 p 为 参数 . 此 外 , > 0; := 0/0p;. 
连续 性 ”函数 FF : P 一 C 是 连续 的 , n 

(i) 对 每 个 参数 p € P, 函数 f(.,p) : D C 是 容许 的 , 连续 的 . 

(i 存在 容许 函数 h: D 一 R, 使 得 : 


|f(z,p)| < h(z)， 对 所 有 x € D.pe F. 


ARE WHA peP, 函数 政 :p 一 C 是 C 类 的 , BA, 


如 果 它 除了 满足 (i) 和 (ii) 之 外 , 还 满足 如 下 条 件 : 
(a) 对 每 个 参数 p e P, 函数 f(., P):D 一 C 是 C1 类 的 . 
(b) 存在 一 个 容许 函数 hj: D 一 R, 使 得 


lO; f(z,p)| <hj(x), 对 所 有 zx € D, pE P,WRj=1,---,N. 


在 这 些 定义 里 ，f(.,p) 表示 这 样 的 函数 : 对 固定 的 p, 它 分 配给 每 个 点 x 一 个 值 
f(z, p). 
积分 R PER” 的 一 个 容许 集 . 那么 积分 


| F dp= | f(x, p)dadp 
P DxP 


存在 , WR f:Px DR 是 容许 的 . 
例 : & -oo <a<b<w,-wK<c<d<ow. $Q := (my) ER :a< r< 
be 和 ys d}, JE p := y 为 参数 . 

( 如果 f : 8 一 C 是 连续 的 , 那么 函数 


b 
F(p) =| fema: 
对 每 个 参数 pe [c,d] 是 连续 的 . 而 且 


ip F(p)dp = i f(z, p)dadp. 
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(ii) 如 果 f: Q> C 是 C! 类 的 , 那么 上 述 结论 在 [ed] 上 对 F 也 同样 成 立 ， 
并 且 , 通过 积分 号 下 求 导 , 得 到 导数 P (p): 


b 
P'(p) = | folap)de, 对 所 有 p eledi 
对 积分 变换 的 应 用 1.11. 


1.8 向 量 代 数 


标量 、 向 量 和 仿 射 向 量 《 值 为 实数 的 量 称 为 标量 (如 质量 、 电 荷 、 温 度 、 功 、 能 量 、 
势 ). 另 一 方面 , 给 一 个 标量 加 上 方向 就 是 移动 向 量 (如 速度 、 加 速度 、 力 、 电 场 或 磁 
场 力 ). 在 物理 学 中 , 向 量 的 基 (起 点 ) 十 分 重要 , 它 导出 ( 基 ) 向 量 的 概念 . 如 果 与 
起 点 无 关 , 那么 就 是 仿 射 向 量 . 
向 量 的 定义 ”给 定点 O; 从 O 开始 的 向 量 F 是 起 点 在 点 O 的 箭头 (图 1.81). Su 
头 的 长 度 记 作 F| 如 果 P 是 箭头 的 终点 , 也 可 记 作 F = OP. 向 量 0 := OO 称 为 
在 点 O 处 的 零 向 量 . 单位 长 度 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 
物理 解释 ”可 以 把 F 看 成 作用 在 点 O 上 的 一 个 力 . 
1.8.1 ”向 量 的 线性 组 合 
向 量 乘 以 标量 的 定义 (图 181) + F 是 起 点 为 点 O 的 一 个 向 量 , a 是 一 个 实数 . 
(i) -F 是 基 为 点 O 的 向 量 , C5 F 有 相同 的 长 度 , 但 是 方向 与 FHAR. 
(ii) 34 a > 0 时, aF 仍然 是 以 点 O 为 基 的 向 量 , 与 F 同方 向 , 长 度 等 于 o|F|. 
(ii) 当 a «0 Bf, $ aF :=|al(-F); 当 a=0 时 , 令 aF := 0. 
向 量 加 法 的 定义 ” 令 Fi Fo 为 两 个 向 量 , 基 都 在 点 O; 定义 和 


为 以 点 O 为 基 的 向 量 , 它 为 如 图 1.82 MRA Fi 和 Fo 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 
线 . 
物理 解释 WR Fi 和 Fo 是 作用 在 点 O 的 两 个 力 , 那么 FitF 为 作用 在 点 O 
的 合力 ( 力 的 平行 四 边 形 法 则 ). 

两 个 向 量 a, b 的 减法 b — a 定义 为 b+( 一 a). RITE a+(b 一 a)=b( 图 1.83). 


|a— b| 
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基本 定律 ” 令 a, b,c 是 以 点 O 为 基 的 向 量 , a, 8 为 实数 , 那么 


p men oe: | (1.156) 


a(Ba) = (aß)a, (a + 8)a = aa + Ba,a(a +b) = aa + ab. 


称 oa--Bb HAE a, b 的 线性 组 合 . MAA 
la| 20 当 且 仅 当 a = 0; 
laa| = lallal; (1.157) 
|la| — |b|| < |a +b| € |a| + |b]. 


我 们 用 记号 V(O) 表示 基 在 点 O 的 所 有 向 量 的 集合 . 用 现代 数学 语言 来 说 , (1.156) 
的 意思 是 , V(O) 是 一 个 实 向 量 空间 (参看 2.3.2). 那么 , 方程 (1.157) 蕴涵 着 V(O) 
是 赋 范 向 量 空间 (参看 [212]). 距离 函数 

d(a,b) :— |b — a| (1.158) 


赋予 V(O) 度 量 空间 的 结构 . 这 里 [b — a| 是 向 量 b, a 的 终点 之 间 的 距离 (图 1.83). 
线性 无 关 V(O) 中 的 向 量 Fi,---, Fr 称 为 线性 无 关 的 , 如 果 由 方程 


aF,+---+a,F,=0 


可 推出 ag =--- =a, =0, 其 中 ai, ar 为 实数 . 
4]: (i) V(O) 中 两 个 非 零 向 量 线性 无 关 , 当 且 仅 当 , 它们 不 位 于 同一 条 直线 上 , NE 
们 不 共 线 . 

(ii) V(O) 中 三 个 非 零 向 量 线性 无 关 , 当 且 仅 当 , 它们 不 在 同一 平面 上 , 即 不 共 
面 . 


1.8.2 ”坐标 系 

V(O) 中 线性 无 关 向 量 的 最 大 个 数 是 3. 因此 可 以 说 线性 空间 V(O) 的 维 数 是 
3. 
E WẸ e, ez es 是 V(O) 中 三 个 线性 无 关 的 向 量 , 那么 V(O) 中 的 任意 向 量 


可 以 唯一 表示 成 
实数 x1, 22, zs RA r 关于 基 e1, ea, es 的 分 量 . 同时 mi. za, za 也 是 r 的 终点 
P 的 坐标 (图 1.84). 

笛 卡 儿 坐 标 系 由 三 个 单位 长 度 的 向 量 i, j, k 所 给 出 , 它们 相互 垂直 , 并 且 符 
合 右 手法 则 , 即 它们 就 像 右手 的 拇指 、 食 指 与 中 指 的 关系 一 样 定向 . 那么 V(O) 中 
的 每 个 向 量 + 有 如 下 唯一 表示 : 


T — rid yj + zk, 
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其 中 x, y, z RA r 的 终点 P 的 笛 卡 儿 坐 标 (图 1.85). 另外 , 有 
|r| := Ja? +y +22. 


P 
(21, 25, 23) plzy, 


Tez 


ss Ti el 


图 1.84 一 组 坐标 系 A185 笛 卡 儿 坐 标 系 


平面 中 相应 的 情况 见 图 1.86. 


P(z, 75) 


T€; T— 
T; €j + Me, 


T; €i 


MT 标 系 


Nr 


VPE 
x 向 量 的 长 度 


自由 向 量 ”起 点 在 同一 个 点 或 不 同 点 的 两 个 向 量 a 和 ce 称 为 等 价 的 , 如 果 它们 有 
相同 的 方向 和 长 度 . 记 作 


a~e 

(图 1.87). 另外 , JH [a] 表示 向 量 a 的 等 价 类 , BD, 所 有 等 价 于 P 
a 的 向 量 c 的 集合 . 等 价 类 [a] 的 所 有 元 素 称 为 a 的 代表 . 每 "i 
个 这 样 的 等 价 类 [a] 称 为 一 个 自由 向 量 / 
几何 解释 ”自由 向 量 [a] 表示 空间 中 的 平移 . 每 个 代表 c = QP 
表明 , 在 平移 作用 下 点 Q BRA P( 图 1.87). 图 1.87 
自由 向 量 的 和 定义 

[a] + [b] := [a + b]. 
它 表示 自由 向 量 以 分 量 方式 相 加 , 并 且 这 个 运算 与 代表 的 选取 无 关 . 类 似 地 , 定义 


ala] := [ea]. 


352 第 1 章 分 Wr 学 


约定 ”为 了 简化 记号 , Æ a~ c 记 作 a = c, 把 [a+b GNH, o[a]) 记 作 a+b( 相 
应 地 , oa). 这 相应 于 向 量 的 运算 ， 如 果 它 们 有 相同 的 方向 和 长 度 ,就 把 它们 看 成 是 
相等 的 . 下 文中 , 我 们 将 不 再 说 到 自由 向 量 , 而 总 是 论 及 向 量 . 

例 : 平移 两 个 向 量 a, b, 使 它们 有 共同 的 基点 , 然后 由 上 面 所 描述 的 平行 四 边 形 法 
则 进行 相 加 , 就 得 到 了 两 个 向 量 的 和 a 十 5( 图 1.88). 同样 可 得 a 十 b 十 c( 图 1.89). 


+a 
il i AJ a+b+ec b 
b a+b b b b—a b-a b 
a a a a 
A188 向 量 的 和 与 差 图 1.89 


太阳 的 引力 ”如 果 太 阳 在 空间 的 一 点 S 处 的 质量 为 M, 并 且 


Bonon 在 点 P 处 存在 质量 为 m 的 一 个 行星 , 那么 太阳 作用 在 这 个 行 
A Lee 星 上 的 引力 是 
7 F(P)= GmM (rem — ) (1.159) 


Ó Ires — rf? 


1.90 oee: peep! 
E 其 中 := OP, rem := OS, G 表示 引力 常量 (图 1.90). 


1.8.3 ”向 量 的 乘法 
标量 积 的 定义 ”两 个 向 量 a, b 的 标量 积 , 记 作 ab, 定义 为 数 


ab := |a||b| cos v, 


其 中 p 是 两 个 向 量 a, b 之 间 的 夹 角 , 它 如 此 选取 , 以 使 0< yp < a(R 1.91). 
正 交 性 ”两 个 向 量 a, b 称 为 正 交 的 , 如果 


l 


如 果 az 0, H b# 0, 那么 当 且 仅 当 p= F 时, 这 个 条 件 成 立 号 
约定 零 向 量 0 垂直 于 所 有 向 量 . 图 1.91 


向 量 积 的 定义 BANE a, b 的 向 量 积 , 记 作 axb, 定义 为 长 为 


la||b| sin e 


的 一 个 向 量 (这 个 量 即 为 由 向 量 a, 5 生成 的 平行 四 边 


axb| MZ KHER, 参看 图 1.92), 它 垂直 于 a, 也 垂直 于 b, 并 且 
ae i 三 个 向 量 a, b, axb 以 这 个 次 序 形成 一 个 右手 系 , 如 果 
aZ 0, b£ 0. 


4) 也 可 以 说 a, b AMSA. 
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法 则 ”对 任意 向 量 a, b, c, 及 任意 实数 a, 我 们 有 如 下 法 则 : 


ab = ba, axb- -(bxa), 
a(ab) = (aa)b, a(a x b) = (aa) x b, 


a(b+c)=ab+ac, ax(b+c)=(axb)+(axo), 


a? := aa = |a|?， a x a -— Q0. 


而 且 , 向 量 积 有 如 下 性 质 : 
(i) axb=0, 当 且 仅 当 , a,b 有 一 个 为 零 向 量 , R a, b 平行 或 反 平行 . 
(ii) axb=0, 4AM, a, b 线性 相关 . 
(ui) 向 量 积 不 满足 交换 律 , 即 , 4 axbz 0 时 , axb#bxa. 

几 个 向 量 的 乘积 


展开 法 则 : 
a x (b x c) = b(ac) — c(ab). 


4246-01 H (Lagrange) 4 A: 
(a x b)(e x d) = (ac)(bd) — (bc)(ad). 
三 重 积 MA 
(abc) := (a x bye. 
a, b, c 置换 后 , ZER (abc) 要 乘 以 置换 的 符号 , 即 
(abc) = (bea) = (cab) = —(acb) = —(bac) = —(acb). 
从 几何 上 来 说 , 三 重 积 abc 是 由 a, b, c 张 成 的 平行 六 面体 的 体积 (图 1.93). 
而 且 , 有 


ae af ag 
(abc)(efg)=| be bf bg 
ce cf cg 
三 个 向 量 a, b, c 是 线性 无 关 的 , 当 且 仅 当 , 满足 下 面 两 个 条 件 之 一 : 
(a) (abc)#0. 
aa ab ac 
(b)| ba bb be | AO (格拉 姆 行列 式 ). 


ca cb cc 


笛 卡 儿 和 坐标 系 下 的 表示 — 用 笛 卡 儿 坐 标 表示 向 量 为 4) 
a = mi+azj+ask, b = bii+bzj+bsk,c = ii+ezj+csk, — cf i77.) 


a 


则 上 述 乘积 可 表示 为 1.93 
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ab = aibi + a2b2 + a3b3, 


i j k 
axb= Q1 a2 a3 = (a2b3 — asb2)i +(a3b1 —a1b3)3 +(aib2—a2b1)k, 
bi b2 bs 


a1 a2 a3 
(abc) — | bi be bs 


C1 C2 C3 


一 般 坐 标 系 下 的 表示 Wei, ez, es 是 任意 线性 无 关 向 量 , 那么 称 下 面 三 个 向 量 构 
成 的 集合 为 基 €1, €2, €3 的 对 偶 基 : 
"T €2 X ea eii €3 X €i Si €i X €2 
` (e1e2e3)’ ` (e1e2€3)’ ` (e1e2€3) 

每 个 向 量 a 有 唯一 分 解 式 : 

a =ae; +ae2 +a°e3 及 a=ael+aoe2 十 ase3. 
称 a^, a°, a? Aa 的 反 变 坐标 , a1, az, as Ha 的 共 变 坐 标 , 则 有 

ab = aib! 十 azb2 + a3b?, 


a x b=(e1e2e3)| a a^ a 


(abc) = (e1e2e3)| b! b b 


在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 有 

i=e =e, j=e =e, k=e3=e*, aj—a, j=1,2,3. 
特别 地 , 在 这 个 情形 反 变 坐标 与 共 变 坐标 相等 . 
向 量 代 数 在 几何 学 中 的 应 用 J 3.3. 
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我 们 需要 这 样 一 种 分 析 学 , 它 具 有 几何 特征 , 并 且 像 代 数学 表 
示 量 那样 直接 地 描述 物理 现象. 
G. W. Xi 2% (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646—1716) 


向 量 分 析 的 主题 是 借助 于 微 积分 来 研究 向 量 的 函数 (向 量 值 函 数 ). 它 是 描述 经 
典 物理 学 领域 (流体 动力 学 、 弹 性 学 、 热 传导 与 电动 力学 ) 的 最 基本 的 数学 工具 之 
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— 如今 现代 物理 学 中 所 用 的 场 论 (狭义 和 广义 相对 论 , 基本 粒子 的 规范 场 理 论 ) 是 
以 笛 卡 儿 微分 学 与 张 量 分 析 为 基础 的 ， 而 经 典 向 量 分 析 就 是 这 两 个 理论 的 特殊 情形 
(SF (212). 

特征 不 变性 ”下 文中 将 要 提 到 的 所 有 关于 向 量 的 运算 都 与 所 选 的 坐标 系 无 关 . 这 就 
是 为 什么 向 量 分 析 是 描述 几何 性 质 和 物理 现象 的 一 个 重要 工具 的 原因 . 


1.9.1 ”速度 和 加 速度 


极限 WR (an) 是 向 量 序列 , a 是 某 一 固定 的 向 量 , 假设 所 有 的 an 和 a 基点 都 
是 点 O, 记 


SARS lim |an -a| = 0, Bl, 当 n — oo 时, an 5 a 的 终 a 

点 间 的 距离 趋向 于 0( 图 1.94). 0 
借助 于 这 个 极限 概念 , 可 以 把 以 前 介绍 的 实 值 函数 的 性 质 图 194 

推广 到 向 量 函 数 的 情况 . 

轨道 ”选取 一 个 固定 点 0. + r( := OP(), WHE 


r—r(t, a<t<B 


描述 了 在 时 刻 t 时 坐标 为 P(t) 的 粒子 的 运动 . 
连续 性 ”向 量 函 数 > = r(t) 称 为 连续 的 , UR lim r(s) = r(t). 
速度 向 量 ”定义 向 量 值 函数 r(t) 的 导数 为 


Ar 


r(t) 其 中 Ar:=r(t + At)—r(t)(M 1.95). 向量 r(t) 的 方向 
7(t+At) 为 轨道 在 点 P(t) 的 切线 的 方向 (t 递增 的 方向 ). 在 物理 
1.95 学 中 , r(t) 是 点 P(t) 处 的 速度 向 量 , 按 定 义 , 它 的 长 度 


Ir (的 | 是 在 时 刻 t 粒子 的 速度 . 
加 速度 向 量 HEX, 二 阶 导数 


n gn, = 


mr” (t) = F(r(t),t). (1.160) 


356 第 1 章 分 析 学 


这 里 , m 表示 粒子 的 质量 , F(r, t) 表示 在 时 刻 t 作用 在 向 量 r 的 终点 上 的 力 . 方 


程 (1.160) 说 的 是 
力 等 于 质量 乘 以 加 速度 . 


这 个 定律 甚至 对 依赖 于 速度 的 力 , 即 F=F(r, r^, t), 也 成 立 . 

例 ( 谐 振子 ): 质量 为 m 的 弹 筑 沿 一 条 直线 放置 , 其 终点 的 运动 由 7(t) = z(t)i 给 出 ， 
作用 在 它 上 的 力 是 F := 一 kzi; 这 里 , ko 0 是 描述 弹簧 物理 性 质 的 一 个 常量 . IK 
可 导出 牛顿 运动 定律 


mz" (t)i = —kzi. 
IPR AE (anharmonic) 振子 . “4 1 = 0 时 的 特殊 情形 就 是 谐振 子 . 
如 果 令 w? = k/m, 那么 我 们 得 到 谐振 子 的 微分 方程 : 
z+wir=0 
(图 1.96). 将 在 1.11.1.2 解 这 个 微分 方程 . 
A srt 


0 m 
AAA 放大 
T 


图 1.96 ”谐振 子 
坐标 表示 ”如果 选取 笛 卡 儿 坐 标 系 (m, y, z), 点 O 是 其 原点 , 那么 对 任意 向 量 , 有 


r(t) = a(t)i + y(t)3 + 2(t)k, 


以 及 


r™ (t) = 2? (tji + y? (t)j + 2 (t)k, 
Ir (£)| = ya (t)? + y (t)? + 2) (02. 
1) 这 个 运动 定律 可 以 从 下 面 的 一 般 考 虑 中 推导 出 来 : 根据 泰勒 定理 , 对 z 的 足够 小 的 值 
(小 振幅 ), 有 近似 展开 


F(x) = F(0)+za+z2b+ rct+..., 


如 果 没 有 运动 , 那么 也 就 没有 力 ; 即 FF(0) = 0. WH, 我 们 期 望 有 对 称 性 FF( 一 z)= 一 F(x). 由 
此 即 得 b = 0. 因为 力 的 方向 与 运动 方向 相反 ,所 以 它 的 作用 方向 一 定 是 一 i. 因此 对 正 的 常数 
k, | fi, a=—ki, c= 一 li. 所 以 有 运动 定律 


F(z) = —kzi-lz?i. 


这 称 作 非 谐振 子 . 谐振 子 是 ! = 0 时 的 特例 . 
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特别 地 有 , r(t) = M(t), vr” (t)=r (t) 等 .这 表示 当 n 阶 导数 r(t), y (t), 
2™ (t) 存在 时 , n 阶 导数 rot) 确实 存在 . 令 an = ani + Bnj + nk, a = 
ai + 83 + yk, WA 


lim an =a, 
也 一 OO 


4AM, n — oo 时 , an > o, Bn 一 B,rn — v (坐标 的 收敛 性 , 或 者 说 , 按 坐标 收 
Sk). 
光滑 性 r=r(t) 的 C^ 类 性 质 的 定义 与 实 函数 的 一 样 (SF 1.4.1). 

区 间 [a, b] 上 的 函数 r=r(t) 是 C^ 类 的 , 当 且 仅 当 , 在 某 一 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ， 
所 有 分 量 函 数 r= x(t), y = y(t), z = z(t) 在 [a,b] 上 都 属于 C^ 类 . 
泰勒 级 数 WR (a, 中 上 的 r=r(t) 是 CH 类 的 , 那么 对 所 有 的 t, t+h cla, 


b, Æ 
h? h^ 
E +h) = r(t) + hr'(t) + Sr") t M(t) + Rat, 
其 中 误差 估计 为 
|Rn+1| < (a+ Dl a [r 0*9 (s)]. 


1.9.2 #2. HERE 


和 往常 一 样 ， Us, Us n 表示 偏 导 数 . 
梯度 ”在 笛 卡 儿 坐标 系 中 , 原点 在 O 点 , 考虑 函数 


T=T(P), 
其 中 P = (z,y,z), EXT EA PP 处 的 梯度 为 


[graar(P) = T. (P)i + Ty(P)j + T.(P)k. 


通常 把 T(P) 记 作 T(r), 其 中 r 是 向 量 r = OP. 
方向 导数 “如果 n 是 单位 向 量 ( 即 , 长 度 为 1 的 向 量 ), 则 D 在 点 已 处 ( 沿 方向 
n) 的 导数 定义 为 


如 果 T EEM P 的 某 个 邻 域内 的 C! 类 函数 , 则 


ES = nigraat(?)). 


如 果 n 表示 一 个 曲面 的 法 向 量 , DT. 称 为 法 向 导数 
物理 解释 ”如果 T(P) 是 点 P 处 的 温度 , 则 
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(i) 向 量 gradT(P) 垂直 于 温度 T = 常量 


^ nap. 0T, ”的 曲面, 并 指向 温度 递增 的 方向 . D 
7 (i) 梯度 的 长 度 |gradT(P)| 等 于 法 向 导数 
T= 常数 T(P) mg 1.97). 


ôn 
图 1.97 函数 f(h) := T(r + hn) 表示 在 过 点 PW 
n 方向 的 直线 上 的 温度 . 我 们 有 
aT(P)_ y 
am “TO. 


标量 场 ”在 物理 学 中 , 实 值 函数 也 称 为 标量 函数 (如 温度 标量 场 ) 
BUERUEE ”假设 给 定向 量 场 


F = F(P), 


即 每 个 点 P 对 应 一 个 向 量 F(P). 例如 F(P) 可 以 是 一 个 作用 在 点 P 处 的 力 . 38 
常 把 F(P) 记 作 F(r), 这 里 r = OP. 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 有 表达 式 


F(P) = a(P)i -- b(P)3 +c(P)k. 
EMME F 在 点 P 处 的 散 度 为 
divF (P) := az(P) + by(P) + e;(P), 


HEH F 的 旋 度 为 


curl F(P) := (cy — bz)i+ (az — cr)j + (bz — ay)k, 


其 中 , cy 表示 e (P), 诸如 此 类 . 
向 量 梯度 ”对 固定 的 向 量 v, 我 们 定义 


F(r+hv) — F(r) 
h ? 


(v grad) F(P) := lim 


其 中 r=OP. 特别 地 , 如 果 n 是 单位 向 量 , 则 称 


oer) = (n grad) F(P) 


为 向 量 场 F 在 点 P 处 沿 方向 n 的 导数 . 在 笛 卡 儿 坐标 系 里 , 有 
(v grad) F(P) = (vgrada(P))i+ (vgradb(P))j + (vgradc(P))k. 
拉 普 拉 斯 算 子 ”定义 


AT(P) := divgradT(P) 


1) 曲面 T= 常量 , 称 为 函数 T 的 等 温 面 . 
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以 及 


AF(P) := grad div F(P) — curl curl F(P). 
在 笛 卡 儿 坐 标 系 里 , 有 
AT(P) = T. (P) + Tyy(P) + Tzz(P), 
AF(P) = Fss(P) + Fyy(P) + F:2(P). 


由 F=ai+bj+ck 可 得 AF=(Aa)i+(Ab)j+(Ac)k. 
不 变性 ”表达 式 grad T, div F, curl F, (v grad) F, AT, AF 与 所 选 的 笛 卡 儿 
坐标 系 无 关 . 在 所 有 的 笛 卡 儿 坐 标 系 下 , 这 些 表达 式 有 相同 的 公式 . 下 面 的 定义 也 
有 这 种 不 变性 . 

在 R? 的 开 集 D 上 的 向 量 场 =F(P) 称 为 C^ 类 的 , 当 且 仅 当 在 任 一 笛 卡 儿 
坐标 系 下 所 有 分 量 a, b, c 是 C* 类 的 . 
曲线 坐标 在 柱 面 坐标 系 和 球面 坐标 系 下 ,grad T, div F, curl F 的 公式 可 见 表 
1.5. 利用 张 量 分 析 可 以 给 出 任意 曲线 坐标 下 的 相应 公式 (参看 [212]). 
物理 解释 ”参看 1.9.3~1.9.10. 


1.9.3 ”在 形变 上 的 应 用 


在 向 量 场 uw 上 的 运算 div u 和 curl u 在 描述 形变 时 起 了 重要 的 作用 . 弹性 物 
体 在 力 的 作用 下 的 形变 为 


y(r) =r +u(r). 


这 里 , r:=0P, 并 且 y(r) 是 起 点 在 O 处 
的 向 量 (图 1.98). 为 简化 关系 , 我 们 用 向 
Br 的 终点 P 表示 r. 

在 形变 下 ， 向量 r 的 终点 被 变换 为 
y(r) 2r - u(r) 的 终点 . $ 图 1.98 


w :二 jcurl u(P). 


我 们 用 4 表示 过 点 O, 以 w 为 方向 的 直线 . 
EH Su=u(P) AKR DCR? 中 的 C1 向 量 场 . 则 有 : 

(i) 在 点 P 处 体积 的 小 增 量 关于 轴 4 以 一 级 近似 旋转 |w| BE. 此 外 , 它 的 旋转 
方向 是 主轴 , 且 存在 一 个 平移 . 

(ii) 如 果 u 的 坐标 的 一 阶 偏 导数 足够 小 , 则 div u(P) 的 一 级 近似 等 于 在 点 P 
处 的 体积 小 增 量 的 相对 改变 . 
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这 就 解释 了 向 量 场 的 “ 旋 度 ”与 “ 散 度 ”: 旋 度 描述 了 向 量 场 的 旋转 ", 而 散 度 
则 可 以 描述 化 学 反应 过 程 中 化 学 物质 质量 的 改变 (参看 1.9.7). 
我 们 希望 更 详细 地 讨论 这 个 定理 . 考虑 的 出 发 点 是 分 解 式 


[yr +h) =rt+u(r) + (ht xh) +D(r)h+R,| 


1 其 中 当 |h| 一 0 时 , RM |R| = o(|h]). 
无 穷 小 旋转 S T(w)h 表示 起 点 在 O MAB, 它 是 h KTH 4 
的 旋转 , HT y := |w| 角 (图 1.99). WA 


w|/h 


Ei Twh=h+wxh+oy), 349-08Nf. 


图 1.99 鉴于 此 , 用 乘积 w x h 表示 h 的 无 穷 小 旋转 . 
伸缩 ”有 起 点 在 P 处 的 三 个 两 两 垂直 的 单位 向 量 bi, bo, bs. 并 且 存 在 三 个 正 实数 
Ai, Az, As, 使 得 
3 
D(r)h = > Aj(hb;)b;. 
=l 


因此 有 D(r)bj = Ajb;, j = 1,2,3. 称 b; 为 伸缩 于 点 P 处 的 主轴 , 其 中 j = 1,2,3. 
如 果 我 们 考虑 笛 卡 儿 坐 标 系 , 则 Ar, A2, As ÆRE (djr) 的 三 个 特征 值 , 其 中 


Le Ps 
i= 2 (2 T 2u) i 
这 里 , 我 们 有 u = wii 十 u2j tusk. 另外 , 矩阵 (die) 的 列 是 主轴 bi, bo, bs 的 坐 


bs. 
在 流体 动力 学 和 弹性 力学 方程 上 的 应 用 — UL [212]. 


1.9.4 ”哈密 顿 算 子 的 运算 * 


哈密 顿 算 子 ”向 量 分 析 的 许多 公式 可 在 表 1.4 中 找到 . 通过 笛 卡 儿 坐 标 系 下 一 系 

列 直接 的 计算 可 以 验证 这 些 公式 . 然而 , 应 用 哈密 顿 算 子 的 运算 就 能 更 容易 地 得 到 
相同 的 结果 . ”为 此 , 引入 哈密 顿 算 子 如 下 : 

Y= i. ad eet. 

Ox Oy Oz 


WA 
一 个 常 ap 9 
V 的 另 一 个 常用 符号 是 pm 
1) 在 德语 中 , u 的 旋 度 记 为 rot u, 其 中 rot 是 德 文 词 rotation( 旋 转 ) 的 缩写 


* “nabla operator", 称 为 哈密 顿 算 子 , 或 音译 为 纳 布 拉 算 子 . 一 一 校 者 
2) “nabla” 的 名 称 , 与 符号 V 来 自 腓 尼 基 人 的 弦乐器 . 
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V 的 运算 法 则 (0 借助 于 V. 把 你 想 要 计算 的 表达 式 写作 形式 乘积 . 
(ii) 线性 组 合 满足 分 配 律 : 
V(oX + BY) =aVX + BVY, 
这 里 , X,Y 是 函数 或 向 量 , a, 8 是 实数 . 
(iii) BA V(XY) 的 乘积 记 作 : 
V(XY) = V(XY) + V(XY). (1.161) 
这 与 X, Y 是 向 量 或 函数 无 关 . 横 杠 表示 对 相应 的 因子 求 导 . 


#14 ”向 量 运算 法 则 
梯度 
gradc=0, grad(cU) = cgradU (c= 常数)， 
grad(U + V) = gradU + gradV, grad(UV) = UgradV + VgradU, 


grad(vw) = (v grad)w + (w grad)v + v x curl w+ w x curl v, 


grad(cr) = c (c= 常数 )， 
gradU (r) = U'(r)* (中 心 场 ir = |r|), 
gradF(U) = F'(U) = F'(U)gradU, 

x = n(gradU) (在 单位 向 量 n 的 方向 导数 )， 

U(r +a) 2 U(r) + a(gradU(r)) 4+ --- (泰勒 展开 ). 

散 度 

dive = 0, div(cv) = cdivv (c, c = 常数 )， 


div(v 4- w) = divv + divw, div(Uv) = Udivv + v(gradU), 
div(v x w) = w(curl v) — v(curl w), 


div(U(r)r) = 3U(r) + rU’ (r) (中 心 场 ; r= |r|), 
divcurl v = 0. 

旋 度 

curl c = 0, curl(cv) = ccurl v (c, c = 常数 )， 


curl(v + w) = curl v + curl w,curl(Uv) = Ucurl v + (gradU) x v, 
curl(v x w) = (w grad)v — (v grad)w + vdivw — wdivv, 

curl(c x r) — 2c, 

curl grad v — 0, 

curl curl v = grad divv — Av. 

拉 普 拉 斯 算 子 

AU = divgradU, 

Av = graddivv — curl curl v. 

向 量 梯度 


2(v grad)w = curl(w x v)-- grad(vw)-- vdivw — wdivv 


—v x curl w—w x curl v, 


w(r 4- a) = w(r) + (a grad)w(r) +--- (泰勒 展开 ). 
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表 1.5 不 同 的 坐标 系 
笛 卡 儿 坐 标 系 m, y, z( 图 1.86) 


v —ai4- bj -- ck (自然 分 解 ) 
ð 
V = i8, - 30, + kà, asia (a. = Z), 
z 
gradU = Uri+ Uyj + U;k = VU, 
divv = az + by + cz = Vv, 
i j k 
curlv=Vxv=| 0, dy & 


a b c 
= (cy — bz)i + (az — cx) J + (bz — ay)k, 
AU = Uzz + Uy, + Uzz = (VV)U, 
Av = Vrs + Vyy + vzz = (VV)v, 
(v grad)w = (v gradw))i+ (v gradw2)j 
+(v gradw3)k, (w=wii+wej+tus3k). 
柱 面 坐 标 系 ( 见 1.7.9.2) 


Z=rcosy, y=rsiny, z=z, 


er =cos pi 十 Sin pj=b,, eg — —rsin yi+r cos yj=rby, 

ez =k=bz, 

v = Ab, + Bb, + Cb; (自然 分 解 )， 
A=vb,, B= vb,, C= vb;, 


gradU = Urbr + Upby + Uzbz | J5 


1 I 
divv — —(rA)r + -By F Cz, 
T 
1 
curl v — EZ 一 5. br + (A; — Cr) by 
T 
1 1 
二 em. 一 :4 bz, 
1 T T 
AU — -(rUr)r SE -z Upe +Uzz, 
T T 


BIENES: B = C =0. 
球面 坐标 系 ( 见 1.7.9.3) 


I x 
c -—rcosqcosÓ, y—rsinq cosĝ, z —rsin6, -3 US 


ep = —rsiny cos Îi + r cos o cos0j = r cos Oby, 

eg = —rcosysin Îi — rsingsin03j + r cos 6k = rbp, 

er = cos y cos Îi + sin y cos 67 + sin dk = br, 

v = Ab, + Bbo + Cbr (自然 分 解 )， 
A= vbo, B = vbg, C = vbr, 


1 
rcos@ 


1 
gradU = -Ugbo + Upby + Urbr, 
T 


1 
A 58 cos 0)e, 


" 1 
divv — —(r?C). EE yt 
r2 r cos ô r cos 
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球面 坐标 系 ( 见 1.7.9.3)1) 


curl v= Cota (rA)r | bot |- eB) ico b 
y 


T COS m 


+ a (Acos @)g + vere t 
an 
AU = Vrr 十 机 zgUee + -Ue + 72 Ue, 


T? cos 


按 球 面 的 对 称 场 (中 心 场 ); A — B = 0. 


(iv) 根据 向 量 代数 的 法 则 , 按 下 列 方式 直接 变换 表达 式 V(XY), V(XY): 没有 杠 
的 表达 式 在 V 的 左边 (有 杠 的 式 子 在 V 的 右边 ). 在 进行 这 些 运 算 时 , 把 V 当 作 
一 个 向 量 . 
(v) 最 后 , 把 包含 V 的 形式 乘积 写 为 向 量 分 析 的 表达 式 , 如 
U(VV) =U(gradV), vx(Vxu)-—vxcurlw 等 
其 中 , 横 杠 被 去 掉 了 . 
这 个 形式 运算 一 方面 把 V 看 成 向 量 , 另 一 方面 是 微分 算 子 . 公式 (1.161) 就 是 
微分 的 乘积 公式 . 对 三 个 因子 , 应 用 法 则 
V(XY Z) = V(XY Z) + V(XY Z) + V(XY Z). 
5| 1: grad(U +V) = V(U +V) = VU + VV = gradU + gradV. 
5| 2: grad(UV) = V(UV) + V(UV) = V(VU) + U(VV) = VgradU + UgradV. 
例 3: divgradU = V(VU) = (VV)U = (iz 4, x 十 Z) U = AU. 
f| 4: div(v x w) = V( x w) + V(v x w) 
= w(V x v) — v(V x Ñ) = v curlv — v curlw. 
4| 5: 在 下 面 , 请 注意 展开 法 则 
b(ac) = (ab)c +a x (b x c). (1.162) 
我 们 有 


grad(vw) = V(vw) = V(vw) + V(vw) 
= (WV) +w x (V x 9) - (vV)io +v x (V x à) 
= (w grad)v + w x curl v + (v grad)w + v x curl w. 
例 6: 由 展开 法 则 (1.162), 还 可 得 
curl curl v = V x (V x v) = V(Vv) — (VV)v = graddivv — Av. 
1) 注意 , E r 在 柱 面 坐标 和 球面 坐标 中 的 含义 不 同 . 
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例 7: 由 a(axb)=0, axa=0, 可 得 


divcurl v = V(V x v) =0, 


curl grad U = V x (VU) = 0. 


积分 曲线 ” 令 F=F(P) 为 向 量 场 ; 曲线 r = r(t) 称 为 积分 曲线 , 如 果 它 是 下 述 
微分 方程 的 解 : 

r'(t) = F(r(t)). 
在 每 个 点 P 处 , F(P) 是 积分 曲线 的 切 向 量 . 

与 使 用 场合 有 关 , 这 样 的 曲线 也 被 称 为 流 线 . 如 果 向 量 场 FF 表示 力 场 , 则 积分 
曲线 也 称 为 力 线 (图 1.100(a)), 而 在 电磁 场 的 情形 , 积分 曲线 被 称 为 流 线 . 此 外 , 如 
R v 二 wv(P,t) 是 向 量 场 , CEA P 处 的 值 是 液体 流 的 速度 , 则 流体 中 的 粒子 沿 v 
的 积分 曲线 运动 ; 这 时 , 称 积分 曲线 为 流体 的 流 线 . 这 里 , v(P,t) 是 在 时 刻 t 时 在 点 
P 处 的 粒子 的 速度 向 量 (图 1.100(b)). 


F(P) v(P) 


1.9.5 ” 功 、 势能 和 积分 曲线 
Th ”如果 质 量 为 m 的 一 个 点 沿 C! 类 路 径 M: r= r(b(a < t < 8) 运动 , 则 由 定 
X, 力 场 F=F(r) 的 功 为 曲线 积分 : Y 
W :=| Far, 
je 


它 可 以 用 以 下 公式 ”计算 : 


B 
W= | F(r(t))r’ (t)dt. 


Q 


势 ” 它 的 极其 重要 的 一 个 特殊 情形 是 , 存在 一 个 函数 U, 使 得 在 D 上 有 


1) 在 一 级 近似 里 , 我 们 有 W = 》 F(rj)Av; (B 1.101), BD, 功 = 力 x 距离 . 


j=1 


分 式 的 语言 来 说 , 我 们 得 到 


w=| w 
M 


(JL 1.7.6.3). 
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此 时 U 称 为 向 量 场 F=F(r) 在 D 上 的 势 , 功 为 
W =U(Q) - U(P), 
其 中 @ 为 路 径 的 起 点 , P 为 终点 (图 1.102(a)). 也 可 称 U 为 势能 . 


Ar, 
Ar, 
LL pu a 
Q 
ó (a) (b) 
8110 功 = 力 x 距离 图 1.102 功 等 于 势能 之 差 


例 : 令 F——mgk 为 笛 卡 儿 坐 标 系 下 作用 在 质量 为 m 的 石 块 上 的 重力 (9 是 重力 加 


速度 ), 则 势能 为 
实际 上 , 有 grad U = Usk = —F. 如果 一 个 石 块 从 高 为 z >0 的 地 方 落 到 z = 0 
的 地 方 , RJ W = U = mgz 是 地 球 的 引力 场所 做 的 功 ; 在 落地 的 时 候 , 它 转换 成 了 
热能 (和 动能 校 者 ). 
主 定理 Xt FOR? 的 区 域 D 中 的 一 个 C? BAG. 则 下 列 诸 条 件 相互 等 价 : 

(i) F Æ D PA C! 类 势能 . 

(ii) Æ D E, curl F = 0. 


Gii) Ww =| Fdr 与 路 径 M 无 关 , BD, 它 只 依赖 于 M 的 起 点 和 终点 . 
M 


(iv) 对 每 个 C1 类 闭路 径 M, 有 | Fdr = 0( 图 1.102(b)). 
M 


如 果 F 的 势 U TED 上 存在 , 则 在 相差 一 个 常数 因子 的 意义 上 它 是 唯一 确定 
的 . 


1.9.6 ”对 力学 的 守恒 律 的 应 用 
经 典 力学 中 N 体 (质点 ) 运动 的 牛顿 定律 


LAT jh: N, (1.163) 
这 里 , m; 是 第 7 个 质点 的 质量 , F; 表示 作用 在 第 j 个 质点 上 的 力 . 方程 的 解 是 轨 
JÉ r;—r;(t),j = 1,…, N. 在 初始 时 刻 t= 0, 初始 位 置 和 速度 为 


7j(0) —Tj, 7j(0) 一 Ti， 了 = 1 N. (1.164) 


mary (t) = F;(ri, dis ITN: Tia a8 
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为 了 简化 记号 , 令 r:= (ri, ---, rw). 
存在 性 和 了 唯一 性 定理 ”假设 FS 是 力 场 , 它 在 初始 状态 (r(0), r'(0), 0) 的 一 个 邻 
域 中 是 C! 类 场 , 则 在 以 t = 0 为 起 点 的 某 个 时 间 区 间 中 , (1.163) 和 (1.164) 存在 
唯一 解 . 

当 粒 子 间 发 生 碰撞 , 或 者 力 太 大 , 它 使 粒子 在 有 限时 间 里 能 到 达 无 限 远 时 , 情况 
就 变 得 复杂 了 . 

对 力 而 言 , 假设 存在 如 下 形式 的 分 解 : 

Fj = —gradr;U(r) + Fj; 

沿 着 轨道 r =r(t),a<t< 8, 所 做 的 功 是 


W =U(r(a)) — vefi DF. (r(t), r (t), t)r;(t)dt 


力 是 守恒 的 , 如 果 所 选 的 U 使 所 有 F;. AIF 
定义 x 
总 质量 Mm, 


j=1 


j=1 


BHM U. 
容许 轨道 是 (1.163) 的 一 个 解 r=r(t). 
平衡 方程 ” 沿 着 每 个 容许 轨道 , 有 


N 
(T+0) => Fr) (能 量 平衡 ) 


j=1 
d 
SP F (JFM), 
ŠA=T ( 角 动 量 平衡 )， 
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Mrina =F (质心 的 运动 ). 

动量 平衡 及 质心 运动 方程 是 一 样 的 . 
守恒 律 ”对 容许 轨道 , 下 列 结论 成 立 : 

(i) REFER: 如 果 所 有 的 力 不 变 , 那么 有 


T+U = 常量 . 


MR E:=T+U 为 系统 的 总 能 量 . 
(ii) PEFR: 如 果 合力 FAX, W 


P=. 
A=. 


行星 运动 ”如 果 N 体 表示 太阳 和 N 一 1 个 行星 , 则 第 ; 个 天 体 受到 其 他 N 一 1 
个 天 体 的 引力 为 


Gmjmx (rr — Tj) 


Fj;: 
’ Irs — 73° 


k=1,k4j 
其 中 G 表示 引力 常数 ， 这 时 ,能量 守 恒定 律 成 立 ， 而 且 , 整个 太阳 系 的 质心 沿 直线 
常 速 运动 


, 


势能 公式 为 
U=— Gm;mi f 
i j=l, ij Ir; E ra| 
1.9.7 ” 流 、 守 恒 律 与 高 斯 积分 定理 
高 斯 定理 


| aivsar =| JndF. 
D aD 


RE, D 是 R? 中 的 有 界 区 域 ， 且 有 逐 段 光滑 的 边界 0 及 外 法 线 单位 向 量 n( 图 
1.103). 

同样 , 令 J 为 D 上 的 C! 类 向 量 场 . " 
体积 的 导数 ”假设 9 是 在 点 P 的 一 个 邻 域内 连续 的 一 实 值 函 
数 , 则 有 


B le g(z)da 
g(P) = lim (1.165) 


noo measD, ` 


图 1.103 


1) 精确 假设 是 OD € Co! (BF [212]). 
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(ass) 
动机 AFE (1.166) 描述 了 如 下 情况 . + D 为 参考 区 域 O0 的 子 区 域 , 在 2 PAIL 
个 能 相互 起 化 学 反应 的 物质 5,.…. 定义 : 

A(t) 为 在 时 刻 t, D 中 化 学 物质 S 的 质量 ， 
B(t) 为 在 时 间 段 [0, t] 内 流出 DD 外 的 物质 S 的 质量 ， 
C(t) 为 在 时 间 段 [0, 4] 内 在 DD 中 由 化 学 反应 生成 的 物质 S 的 质量 . 
质量 守恒 律 推出 如 下 方程 : 
A(t + At) — A(t) = —(B(t + At) — B(t)) + (C(t + At) - C(t)). 
除 以 At, 并 取 极 限 At 一 0, 得 
A'(t) = — B'(t) + C'(t). (1.167) 
现在 假设 这 些 量 可 以 用 密度 描述 如 下 : 


质量 平衡 的 基本 方程 


A(t) = | p(z,t)dz, B'(t)= i" JandF, C'(t)= | F(x,t)dz, 


其 中 z 为 笛 卡 儿 坐 标 £= (21,22,23). 在 物理 学 中 使 用 下 列 符号 : 
p(r,t) 在 时 刻 t 时 在 点 z 处 的 质量 密度 (单位 体积 的 质量 )， 
J (a, t) 在 时 刻 t 时 在 点 > 处 的 质量 流 的 通 量 密度 向 量 (单位 面积 与 时 间 的 质 


F(a, t) 在 时 刻 t 时 在 点 z 处 产生 物质 的 力 密度 (单位 体积 单位 时 间 生 成 的 质 
高 斯 定理 的 基本 性 质 在 于 
= Jy = iv ; 
B(t) E dF i divJdz 
BI, 边界 积分 可 以 写成 体积 积分 . 因此 , 由 (1.167) 可 得 


| pdz - - | divJàz + | F(z, Dds. 
D D D 


体积 的 导数 由 (1.166) 即 得 . 
液体 流 WR v=v(z,t) 是 化 学 物质 S 在 液体 中 流动 形成 的 速度 场 , 则 (1.166) 对 


通 量 密度 向 量 成 立 
ate 
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ia) 
不 可 压缩 液体 的 一 个 特例 由 “p= 常量 ”给 出 . 由 此 可 得 div v=0, 这 说 明 不 可 压缩 
液体 的 体积 不 变 . 

电流 ”如 果 把 质量 换 成 电荷 , 且 没 有 电荷 生成 , 则 得 到 关于 电荷 密度 p 的 (1.169). 


热流 ”热流 的 基本 方程 是 

iam) 
这 里 , T(r,t) 表示 在 时 刻 t 时 在 点 s 处 的 温度 , F(zx,t) 表示 时 刻 t 在 点 x 放 热 的 
功率 密度 (单位 时 间 内 单位 体积 产生 的 热量 ). 常量 u, s, « 分 别 表示 质量 密度 、 比 
热 容 与 热传导 系数 . 
动机 ”考虑 区 域 2 中 体积 为 AV 的 一 小 片区 域 . 在 时 刻 t, O 中 的 热量 用 Q(t) K 
示 . 这 表示 , 在 一 级 近似 中 , 有 

Q(t) = p(x, t)AV, 
其 中 , plz, t) 是 在 时 刻 t 时 在 点 r 处 的 热 密度 . 对 于 热量 的 改变 AQ 与 温度 的 改 


变 AT, 有 
AQ = suAVAT, 
这 是 比热容 s 的 定义 方程 . 如 果 令 AQ = Q(t + At) - Q(t) 以 及 AT = T(x,t + 
At) — T(z,t), WA 
p(z,t + At) — (a, t) "act + At) — T(z, t) 


At At 
取 极 限 At 30, 得 
根据 传 里 叶 (Fourier, 1768 一 1830) 的 结论 , 可 得 热 通 量 密度 向 量 的 一 级 近似 


这 说 明 , J 正 交 于 等 温 面 , 与 温度 的 差 成 正比 , 指向 温度 下 降 的 方向 . 把 o. 与 了 的 
上 述 表示 代入 平衡 方程 (1.166), 就 得 到 (1.170). 
19.8 ” 环 量 、 闭 积分 曲线 与 斯 托 克 斯 积分 定理 


E curl v 的 不 为 零 与 闭 积分 曲线 的 存在 性 密切 相关 . 
斯 托 克 斯 积分 定理 


| (curl v)naF = | vdr. (1.171) 
M aM 


这 个 公式 在 下 列 假设 下 成 立 : v 是 OR? 中 足够 光滑 的 有 界 曲面 0 M 上 的 C1 类 向 
EH, M 的 单位 法 向 量 为 n, OM 的 协同 定向 如 图 1.104 中 描述 . 
1) 更 准确 地 , 可 以 假设 M 是 二 维 实 定向 紧 流 形 , 且 有 协同 定向 的 边界 (参看 [212]). 
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环 量 ”我 们 称 表达 式 | vdr 为 向 量 场 v 沿 闭 曲线 OM 的 环 量 例如 可 以 把 
OM 
看 作 液体 流 的 速度 场 . 
定理 (i) 如果 OM 是 闭 积分 曲线 , 则 沿 OM 的 环 量 为 零 , curl v 在 D HER 
HZ. 
(ii) 如 果 在 三 维 区 域 D 中 curl v =0, 则 D 中 不 存在 向 量 场 v 的 闭 积 分 曲线 . 
例 : 给 定向 量 w. 速度 场 


v(r):2wxr 


对 应 于 液体 粒子 沿 轴 w( 正 向 ) 旋转 , 其 角速度 为 |w|. 积分 曲线 是 绕 轴 w 的 同心 圆 


(图 1.105). 另外 , 有 
这 里 , curl v 具有 和 旋转 轴 相 同 的 方向 , curl v 的 长 度 等 于 粒子 的 角速度 的 两 倍 . 


n 
M 
w|/r 


OM O 
图 1.104 图 1.105 


1.9.9 ”根据 源 与 涡 确 定向 量 场 (向 量 分 析 的 主要 定理 ) 
源 的 规定 BRE R? 中 可 缩 ?区域 D 上 给 定 Ct 类 函数 p: D 一 及, WHE DE 
总 存在 C? 类 向 量 场 D, 满足 方程 


这 个 方程 的 通 解 形 为 
D = Dpar + curl A, 


其 中 D, 是 特 解 , A 是 D 上 任意 C? 类 向 量 场 . 
涡流 的 规定 ”假设 给 定 R 中 可 缩 区 域 D 上 的 C! 类 向 量 场 J, WE D 上 存在 唯 
一 一 个 C? 类 向 量 场 H, 使 得 如 果 在 D 上 div J=0 时 五 满足 


curl H=J, ÆDE. 


通 解 的 形式 为 
H = Hya + grad U, 


1) 这 个 术语 定义 在 1.9.11 P. 
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其 中 H par 是 特 解 ， U:D—>R 是 任意 C? 类 函数 . 
解 的 显 式 公式 ” 令 D=R*, FARK pM JER EX C? 类 的 , 并 在 某 一 球 外 
为 零 再 设 在 Ra 上 div J —0. 引进 所 谓 的 体积 位 劳 : 


| dv 
dig je 4n|z — y| 
及 向 量 位 势 
y)ay 
C(x) = 一 一 一 一 . 
| 。 An|x — y| 
最 后 我 们 令 
Dpar := 一 grad V, Apa := curl C, 
则 有 
divDpar = p, curl Dpar = 0， 在 了 3 上 
和 


divHpar =0, curl Hj =J, TER? E. | 
因此 场 v:= DpartH par 解决 了 两 个 方程 


divv —p 和 curlu=J, 在 了 2 上 . (1.172) 


向 量 分 析 的 主要 定理 ”问题 


divv=p 与 curlv=J, ÆDE, 


1.173 
vn—g, ƏD 上 ( ) 


在 D 上 有 唯一 C? 类 解 v, 如 果 满 足下 列 假设 : 
(i) DER? 中 有 光滑 边界 的 有 界 区 域 ; m 是 边界 上 的 外 法 线 单位 向 量 . 
(ii) D 上 给 定 的 函数 p 与 J 了 足够 光滑 , 并 且 9 YE OD 上 足够 光滑 . 
(iii) Æ D LA 
divJ =0 


| pds = | gdF. 

D aD 

物理 解释 ” 向量 场 v( 比 如 速度 场 ) 由 它 的 源 及 涡 及 它 在 边界 上 的 法 向 分 量 确定 . 
1.9.10 ”对 电磁 学 中 麦克 斯 韦 方程 的 应 用 


真空 中 电荷 与 电流 的 相互 影响 的 麦克 斯 韦 (Maxwell) 方程 可 见 表 1.6, 其 中 eo 
表示 介 电 常量 , uo 表示 真空 的 透 过 性 常量 . 
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表 1.6 国际 度量 单位 下 的 麦克 斯 韦 方程 (D = eE, B= pH) 
方程 物理 解释 
divD = p Ht eR E 的 源 


curl E = — B, 随时 间 而 变 的 磁场 产生 电场 的 偶 (感应 律 ) 


divB — 0 不 存在 磁 感 极 小 
curl H =j + Di 由 电流 或 随时 间 而 变 的 电场 可 产生 磁场 的 偶 


X 
Q 
H, 
E 
pt divj — 0 电荷 守恒 (从 其 他 方程 即 得 ) 了 
= 


这 两 个 常量 由 公式 
2 
ga <0H0 

联系 起 来 , 其 中 c 表示 真空 中 的 光速 . 此 外 , p 表示 电荷 密度 , j 表示 电流 密度 向 量 . 

麦克 斯 韦 方程 的 积分 形式 “对 足够 规则 的 区 域 D 及 曲面 M(E 1.106), 利用 高 斯 

积分 定理 与 斯 托 克 斯 积分 定理 可 得 如 下 方程 : 


| Dna - | pdz, | BndF = 0, 
aD D aD 


| Edr = -4l BndF, | Hdr =f jndF + xl DndF, 
aM dt Jy aM M M 


dt 
«| | , 
一 | pdr--— jndF. 
dt Jp 8D 


| n 
ion OM M 


图 1.106 


最 后 一 个 方程 是 其 他 方程 推出 来 的 . 
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历史 评注 ”麦克 斯 韦 方程 是 由 J.C. 麦克 斯 韦 (James Clerk Maxwell, 1831—1879) 
推导 出 的 , 并 于 1865 年 发 表 . 令 人 惊异 的 是 , 这 几 个 异常 优美 的 方程 全 面 地 描述 了 
电磁 现象 . 麦克 斯 韦 理论 的 基础 是 法 拉 第 (Michael Faraday, 1791—1867) 的 一 个 实 
验 . 牛顿 力学 处 理 长 距离 下 的 力 和 运动 , 而 法 拉 第 天 才 的 物理 直觉 看 出 , 电场 和 磁 
场 作用 在 近 距 离 . 法 拉 第 的 这 个 思想 现在 是 物理 学 的 基础 . 所 有 现代 物理 场 的 理论 
都 是 近 距 离 作用 力 的 理论 , 这 意味 着 这 些 理论 所 确定 的 相互 作用 的 速度 是 有 限 的 . 
麦克 斯 韦 方程 组 利用 微分 形式 语言 的 现代 方法 ”尽管 麦克 斯 韦 方程 组 简洁 而 优美 ， 
但 是 它 还 不 是 定论 . 基本 问题 是 : 麦克 斯 韦 方 程 组 在 哪个 参照 系 中 成 立 ， 转 换 到 另 
一 参照 系 后 , 电场 E 与 磁场 H 如 何 转化 ? 这 个 问题 由 爱 因 斯 坦 发 表 于 1905 年 的 
狭义 相对 论 所 解决 ， 麦 克 斯 圳 方程 组 的 现代 阐述 应 用 了 嘉 当 微分 学 和 主 纤维 从 理 
论 . 在 这 种 阐述 方式 下 , 麦克 斯 韦 方 程 组 是 规范 场 理论 的 起 点 , 现代 粒子 物理 的 基 
础 . [212] 对 此 进行 了 更 详细 的 讨论 . 
1.9.11 ”经典 向 量 分 析 与 嘉 当 微分 学 的 关系 

嘉 当 微分 学 包含 了 R 中 微分 式 的 如 下 基本 结果 : 

(i) 斯 托 克 斯 定理 : | ds -| 

M OM 

(ii) 庞 加 莱 法 则 : ddw = 0. 

(iii) 庞 加 莱 引 理 : 可 缩 区 域 D 上 的 方程 dw = b f w, SAMA db — 0. 

区 域 D 称 为 可 缩 的 , 如 果 它 能 连续 变形 为 一 个 点 zo € D, 
即 , 存在 一 个 从 Dx[0, 1] 到 D 的 连续 映射 H = H(z, t), 使 得 Pun 


对 所 有 ce DA aii 


H(z,0)=2, H(z,1)=20 


图 1.107 
(图 1.107). 


特例 ”经 典 高 斯 积分 定理 与 斯 托 克 斯 积分 定理 是 (i) 的 特例 , 而 (ii) 包括 特例 
diveurl H=0, curl gradV = O0. 
最 后 , R? 中 的 (iii) 包括 的 特例 是 


gradV =F, 在 D 上 ， 
curl H —J, €D E, 
div D = p, E D E. 


[212] 对 此 进行 了 更 详细 的 讨论 . 
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1.10 无 穷 级 数 


详细 的 无 穷 级 数 表 可 见 0.7. | 
特别 重要 的 无 穷 级 数 是 震级 数 与 傅 里 时 级 数 . 


EX Bao, ar, … 是 复数 列 . 符号 as 称 为 无 穷 级 数 , 表示 当 k 一 co 时 ， 
部 分 和 


k 
Sk :一 》 Qn. 


当 且 仅 当 , 存在 一 个 复数 a, 使 得 lim sk = o. 我 们 称 无 穷 级 数 收 化 到 a. AN, 称 
BEAM. © 
收敛 的 必要 条 件 “对 于 收敛 级 数 , 有 


lim an = 0. 
oo 


n 


如 果 不 满足 这 个 条 件 , 则 级 数 S an 发 散 . 
n=0 
95: BR $ (1- r) 发 散 , 因为 lim (i-i) exp 
n=l TL noo n 


几何 级 数 “对 每 个 复数 z, 若 |z| < 1, WA PHAR: 


EA 
1-8 


oo 
》 slitet? +s 


n=0 


WR |z| > 1, 则 级 数 发 散 . 
证 明 : 当 |z| < 工时 , 有 jim |z|*+! = 0. 可 推出 


k k+1 
l-z 1 
lim z” = lim = ] 
k—oc 2. ko l-z 1—2 
ci 


当 |z| > 1 时 , 有 Jim |z|" = oo. 因此 部 分 和 序列 (sn) 不 收敛 到 零 , 级 数 a. 


n=0 
发 散 . 
1) 1.14.2 将 考虑 复数 列 的 收敛 性 .使 用 复数 对 更 深刻 地 理解 祖 级 数 的 收敛 性 是 绝对 必要 
的 ， 
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收敛 性 的 柯 西 准则 级 数 on 收敛, 当 且 仅 当 , 对 每 个 实数 。 > 0, 存在 一 个 自 


n=0 
然 数 no(e)( 这 里 , 括号 里 的 s 表示 数 no 与 = AR), 使 得 对 所 有 的 n > nole) 和 
m-1,2,- 有 

lan 十 àn41 十 :… 十 an+m| < €. 
有 限 的 改变 “” 当 无 穷 级 数 的 有 限 项 改变 时 (不 论 以 何 种 (有 限 ) 方式 ), 级 数 的 收敛 
性 不 变 . 
绝对 收敛 级 数 》` an 称 为 绝对 收敛 的 , 如 果 无 穷 级 数 》 |an| 收敛 


n=0 n=0 
定理 。 Cane E KAE. 
1.10.1 ”收敛 准则 
有 界 性 准则 BA Y” a, 绝对 收敛 , 当 且 仅 当 


n=0 


k 
sup 》， lan| < oo. 
n=0 


特别 地 , 每 一 项 为 非 负数 的 级 数 》 an 收敛 , s ELDUS, 其 部 分 和 序列 有 界 
比较 检验 法 ”假设 对 所 有 nO” 


那么 级 数 》 jn 的 收敛 性 绚 涵 级 数 》 an 的 绝对 收敛 性 . 


n=0 n=0 


比值 检验 法 ”如 果 极 限 


q:— lim 


n—oo 


存在 , BAA 
(i) 如 果 q <1, 则 级 数 》 an 绝对 收敛 . 


n=0 


Gi) 如果 g > 1, 则 级 数 5. an 发 散 . 


n=0 


Ag = 1 时 , 级 数 既 可 能 收敛 , 也 可 能 发 散 , 这 与 序列 有 关 (本 检验 法 无 法 判 


376 第 1 章 分 析 学 


例 1( 指 数 函数 ): 对 于 an := zo 有 


lim a x im -EL =o. 
因此 , 对 所 有 复数 z, 级 数 
oo n 2 3 
ez 一 2 
2 2! 3 
绝对 收敛 . 
根 检验 法 $ 


q := lim Vlan]. 


(i) 如 果 g <1, 则 级 数 Y^ an 绝对 收 化 


n=0 
(ii) 如 果 g > 1, 则 级 数 Y an 发散. 


当 g = 1 时 ， 级 数 既 可 能 收敛 也 可 能 发 散 , 这 与 序列 有 关 (本 检验 法 无 法 判 
Wr). 
5| 2: $ a, := nz". 由 Jim. /lan| = |2| im Vn = |z|, 可 得 , 对 所 有 满足 |z| < 1 
的 z EC, 级 数 


oc 
So nz” = 2+227 +322 +. 


n=1 
收敛 , 当 |z| > 1 时 这 个 级 数 发 散 . 
积分 检验 法 ” 令 f: [1, oo[ 一 R 是 递减 的 正 连续 函数 . RH 


SEO 


收敛 , 当 且 仅 当 积分 | ^ f(z)dz Wea. 
53:0 > 1 时 , 级 数 


KH, 当 a <1 时, 级 数 发 散 . 
证 明 : 我 们 有 
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并 且 . 
| m. lim lnz|] = lim lnb = oc. 
1 T b— oo b— 00 
交错 级 数 的 莱 布 尼 茨 判 别 法 ”无 穷 级 数 
ao — a1 + a2 —a3+°:- = Y (-1)"an 


n=0 
收敛 , 如 果 ao > ar Sa2>--->0, H lim a, =0. 
n-—oo 
k 


对 于 误差 di := 》 (-1)"as - 》 (-0)"as, 有 
n=0 


n=0 


[o«(-D "d «aia, k-L2--. 


例 4: 著名 的 莱 布 尼 茨 级 数 


ge fue a 
1.10.2 无穷 级 数 的 运算 
绝对 收敛 的 重要 性 ”对 绝对 收敛 的 级 数 的 运算 与 处 理 有 限 和 一 样 . 
1.10.2.1 代数 运算 
加 法 ”两 个 收敛 级 数 可 以 相 加 , 收敛 级 数 可 以 乘 以 复数 o: 


括号 ”在 一 个 收敛 级 数 里 ， 可 以 给 任意 项 加 括号 而 不 改变 级 数 的 收敛 性 与 级 数 的 


置换 “在 一 个 绝对 收敛 的 级 数 里 , 改变 项 的 位 置 并 不 改变 级 数 的 收敛 性 与 和 . 
乘法 两 个 绝对 收敛 的 级 数 可 以 相 乘 . 
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乘积 得 到 的 级 数 仍然 是 绝对 收敛 的 ， 并且 它 的 项 可 以 置换 . Rath, AAR 
法 法 则 : 


n=0 n=0 


n=0 r=0 


二 重 求 和 如 果 下 列 条 件 之 一 被 满足 : 
(i) sup > [anm] < oo, 


P n-HFmir 


oo 


(ii) >， (X onl) 收敛 ， 
n=0 


m=0 
则 有 


oo oo oo 
> Qnm = X Qnm | - 
n,m=0 n=0 \m=0 


可 以 对 anm 任意 求 和 来 计算 YO anm, 并 且 其 和 与 求 和 顺序 无 关 . 


n,m=0 


1.10.2.2 Až A] 
一 致 收敛 对 交换 极限 的 重要 性 * ”当下 述 极限 是 一 致 收敛 时 , 可 以 对 极限 关系 式 


区 = lim fá(z) asss ^| (1.174) 
逐 项 积分 与 求 导 , 即 有 
b b 
| f(z)dz = Jim | 万 (z)dz (1.175) 
及 
f'(a) = im f(r), a<aK< 5| (1.176) 


定义 4 一 oo <a<b< oo. 极限 (1.174) 是 一 致 的 , 如 果 


lim sup |f(x) — fn(z)|=0. 


NCO a<r<b 


极限 函数 的 连续 性 如 果 所 有 的 函数 fr: [a,b] 一 C 在 点 ze [a, 中 处 是 连续 的 ， 
且 极限 (1.174) 是 一 致 的 , 那么 极限 函数 f 在 点 z 处 连续 . 
极限 函数 的 可 积 性 ”如果 所 有 的 函数 fn: [a,b] 一 C 几乎 处 处 连续 且 有 界 , 且 极限 
(1.174) 是 一 致 的 , 那么 (1.175) Bea». 

* 由 极限 关系 式 (1.174) 的 一 致 性 , 还 需 对 函数 fn 和 f 加 上 某 些 条 件 , 才能 得 到 关系 式 


(1.175) 和 (1.176). 如 下 面 几 小 段 所 述 . 一 一 校 者 
1) 特别 地 , 这 表示 所 有 的 积分 及 (1.175) 中 的 极限 存在 . 
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极限 函数 的 可 微 性 ”如果 所 有 的 函数 fn: [a,b] 一 C 在 区 间 [a, 中 上 是 连续 的 , B. 
序列 (fn) 与 (fj) 在 区 间 [a, b] 上 一 致 收敛 到 函数 f 与 g, 那么 极限 函数 f 在 区 间 
ja, t] 上 是 可 微 的 , 且 (1.176) 成 立 .? 
下 面 的 例子 表明 了 一 致 收敛 的 重要 
性 . 
例 : 图 1.108 中 的 函数 f 都 是 连续 的 . 而 
极限 函数 f(z) = lim f(x) 在 点 z=0 
处 不 连续 . as i. 35 i 
这 个 收敛 性 在 区 间 [0, 中 上 不 一 致 ， 
其 中 心 > 0. 


1.10.2.3 微分 与 积分 


比较 准则 的 作用 “无穷 级 数 是 特殊 的 函数 列 (函数 的 部 分 和 序列 ). 通常 , 很 容易 根 
据 比较 准则 推导 出 一 致 收敛 性 . 
令 -oo <a<b<wo. 考虑 级 数 


图 1.108 


f(x) := fr(z), a rb, (1.177) 
n=0 


其 中 对 所 有 x la, 5], 有 fale) € C, 阐述 两 条 比较 准则 : 
(M1) 假设 对 所 有 n, 在 [a, b]. 上 有 |fn(x)| < an, 且 级 数 X an 收敛 . 
n=0 


(M2) 假设 对 所 有 n, 在 [a, b] EE |fa(z)| < bn, HBB 7 bs 收敛. 


FH (M1) 即 得 极限 (1.177) Æ [a, 上 是 一 致 的 . f 
极限 函数 的 连续 性 ”如果 所 有 的 函数 fn: [a,b] 一 CEA z 处 连续 , H (M1) 成 
Xr, 那么 极限 函数 在 点 x 处 连续 . 
极限 函数 的 可 积 性 ”如果 所 有 的 函数 fn : [ab] — C 几乎 处 处 连续 , 且 (MI) 成 立 ， 
那么 极限 函数 是 可 积 的 , 且 


oo 


I: f(z)àz = Y7 [ fo(a)ds. 


a n=0%% 


极限 函数 的 可 微 性 如果 所 有 的 函数 fa: [ad] — C 在 [a, 6] 上 是 可 微 的 , 且 满 
ERA 条 件 (M1) 和 (M2), 那么 极限 函数 f 在 [a, o) 上 是 可 微 的 , BL 


fü)-Y Hi) ogas. 
n=0 


1) 注意 , 要 求 两 个 序列 一 致 收敛 很 重要 , 这 一 点 容易 被 忽略 . 
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1.10.3 BRA 


FARRER A 0.7.2. 


RIAL RRB — MEAD ARTA. 
定义 ”中心 在 点 zo Wh Rena 是 形 如 


f(z) = X an(z — 20)" (1.178) 
n=0 


的 无 穷 级 数 , 其 中 所 有 的 an 和 zo 是 固定 的 复数 ,> 是 复 变量 . PAARA EE 
而 易 见 的 .2 

FRERE ”如 果 中 心 在 zo 处 的 两 个 桔 级 数 在 复 平 面 的 一 个 无 穷 点 集 上 相 
等 , 其 中 这 些 点 收敛 到 点 zo, 那么 这 两 个 级 数 系数 相同 , 因此 级 数 相等 . 

收敛 半径 ” 令 o := Iim Va, |, B? 


另外 , 我 们 考虑 圆 盘 K,.:—(zeC:|z—zo| «r), Kr O<r<oo. 

当 7=0 时 , Ko 只 有 一 个 点 zo*. 那么 我 们 有 

(i) 对 所 谓 的 收 伍 域 ( 圆 盘 ) 天- 中 的 所 有 点 z, RAR (1.178) 绝对 收敛 , 对 收敛 
域 的 闭 包 K 外 的 所 有 点 z, EBBRA (图 1.109(a)). 

(i 在 圆 盘 的 边界 点 处 , RAAT REIN, 亦 可 能 发 散 . 
阿 贝 尔 定理 — REAL (1.178) 在 收敛 域 的 边界 点 z. 处 收敛 , 则 


其 中 复数 列 (zr) 从 K 中 趋向 于 点 z*( 图 1.109(b)). 


图 1.109 


1) 这 一 节 与 1.14( 复 变 函 数论 ) 密切 相关 . 
2) 4 o = 0( 相 应 地 o = oc) 时 , 令 r= co( 相 应 地 r= 0). 
* 按 Kr 的 定义 , Ko = 9. 一 一 BER 
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寡 级 数 的 性 质 
寡 级 数 在 收敛 域内 可 以 相 加 、 相 乘 、 换 项 , 也 可 以 逐 项 求 导 、 积 分 . 


求 导 、 积分 后 , 收敛 域 不 变 . 


全 纯 性 原理 WRAK f: Ulz) CC 一 C 在 点 zo 的 一 个 开 邻 域 中 是 全 纯 的 ( 参 
看 1.14.3), 那么 它 可 以 展开 成 中 心 在 点 zo ERR. 收敛 域 是 包含 在 U(zo) 中 的 
最 大 圆 盘 . 

这 时 的 震级 数 就 是 函数 的 泰勒 级 数 


f(z) = f(zo) + f'(zo)(z — zo) + Pool — 9)? Mies. 


fA RB RAT ERG, 这 个 函数 在 收敛 域 中 是 全 纯 的 . 
例 1: 令 

1 
1—z 


f(z) := 


这 个 函数 在 点 z = 1 处 有 一 个 奇 点 , 但 是 在 圆 盘 Ki 中 全 纯 . 因此 可 以 以 点 z= 0 
为 中 心 , n = 1 为 收敛 半径 , 把 函数 展开 成 过 级 数 (图 1.110(a)). 因为 
" — 1 " = 2 
f(z) = EPE f (2)= a 
有 f'(0) =1, (0) = 2!, j (0) =3!,---. 因此 对 满足 |z| < 1 的 所 有 z EC, 有 


1 


f(z)=1l4+242 474-5 Pr 


(1.179) 


(a) (b) 
图 1.110 


(i) 对 (1.179) 逐 项 求 导 , 得 到 对 满足 |z| < 1 的 所 有 z € C, 有 
iL 
“a-g 


(ii) 4 t € R H [t| <1. X (1.179) 逐 项 积分 , 得 


fF e)=1 +22 +37 +- 
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t t? t 
Jr = t 54 5 H= l). (1.180) 


(iii) 在 边界 点 t = —1 处 应 用 阿 贝 尔 定理 告诉 我 们 , HEHE AE EAA SE Hh JE 
准则 , (1.180) Æ t = —1 I$. 则 由 (1.180) 中 的 极限 过 程 £t  —1--0, 有 


(iv) 由 于 (让 , 我 们 对 所 有 满足 |t| < 1 的 复 变 量 t, 由 关系 式 (1.180) 定义 
In(1— t). 这 相应 于 解析 延 拓 原理 (参看 1.14.15). 
例 2: 方程 1 十 z? 0 在 点 z = ti 处 有 两 个 零点 . > 


1 
” 1 二 22 


f(z) 


这 个 函数 (只 ) 在 点 z = i 处 有 奇 点 . 因此 可 以 以 z = 0 为 中 心 , r = 1 为 收敛 半 
径 , CRA REBAR (图 1.110(b)). 由 几何 级 数 , 对 于 满足 |z| < 1 的 所 有 > EC 


有 
1 


I9) apy SIP a (1.181) 
(i) 对 (1.181) 逐 项 求 导 , 得 到 对 于 满足 |z| < 1 的 所 有 z eC, 有 
f(z)= Tee = —2z +422 —62° +--+. 


(ii) S t€ R H [t| <1. X (1.181) 逐 项 积分 ,得 


t 3 ,5 

d 

| DL = aretant = t- Tome. (1.182) 
0 


(ui) 在 边界 点 t = 1 处 应 用 阿 贝尔 定理 表明 , 当 t = 1 时 根据 交错 级 数 的 莱 布 
尼 芯 准则 , 级 数 (1.182) 收敛 . 由 (1.182) 中 的 极限 二 1 一 0, 及 arctan 1 = 7 可 
得 著名 的 莱 布 尼 茨 级 数 


(iv) 公式 (1.182) 使 得 对 所 有 |t| < 1 的 复 变 量 可 以 定义 arctan t. 这 相应 于 解 
析 延 拓 原 理 (参看 1.14.15). 


1.10.4 SEMAK 


重要 傅 里 叶 级 数 一 份 完全 的 列表 可 见 0.7.4. 
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)- + y» ax COS kwt + by sin kwt) (1.183) 


k=1 


T 
" f (t) cos kwtdt, 
0 


gi 
| f (t) sin kwtde, 
0 


这 里 , 我 们 假设 函数 f : 及 一 C 有 一 个 周期 了 > 0, 即 , 对 所 有 的 时 间 t, 有 
ftt T) = f(t). 


对 称 性 ”如 果 f 是 偶 函 数 (RARA), 则 对 所 有 的 k, 有 b. = 0( 或 ok = 0). 
又 加 原理 ”可 以 把 f 看 成 是 周期 为 T 的 一 个 振动 . 则 公式 (1.183) 把 这 个 函数 f 


描述 成 周期 为 

T T 

, DE EL iso 

的 正弦 、 余 弦 函 数 的 郑 加 , 即 周期 越 来 越 小 的 振动 (图 1.111). 


T 


sinwt 


os 


T T 
图 1.111 MERAH KE 


健 里 叶 系 数 大 的 正弦 、 余弦 函数 控制 着 这 个 级 数 . 欧 拉 (Euler, 1707—1783) 并 
不 认为 , 周期 为 了 的 一 般 函 数 可 以 写成 形 如 (1.183) WBN. 实际 上 (1.183) 是 通 
用 的 , 这 一 思想 是 由 法 国 数学 家 健 里 叶 (Fourier, 1768—1830) 在 他 的 宏 篇 论文 dA 
的 解析 理论 ”中 提出 的 . 类 似 地 , (1.183) 的 连续 情形 为 


f(t) = | (a(v) cos vt + b(v) sin vt)dv. 


1) 用 coskwt 或 sinkwt LA (1.183), 然后 在 区 间 [0, T] 上 积分 , 就 能 从 形式 上 得 到 a, 
与 by HAR. 这 里 , 对 两 个 不 同 的 正弦 、 余弦 函数 ， 以 一 种 重要 的 方式 利用 了 它们 的 正 交 关 系 
式 
ye 
| fgdt = 0. 
0 


这 一 方法 与 希 尔 伯 特 空间 的 正 交 系 密切 相关 (BB [212]). 
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这 个 公式 等 价 于 傅 里 叶 积 分 , 它 把 一 个 任意 的 (BN, 非 周期 ) 函数 分 解 成 正弦 、 余 弦 
函数 的 又 加 形式 (参看 1.11.2). 


傅 里 叶 级 数 、 传 里 叶 积 分 以 及 它们 的 推广 ”是 数学 物理 和 概率 论 
( 谱 分 析 ) 中 的 基本 技术 工具 . 


收敛 性 问题 ”从 数学 观点 看 , 公式 (1.183) 的 收敛 性 应 该 能 在 尽 可 能 不 太 严 格 的 假 
设 下 被 证 明 . 这 在 19 世纪 是 个 难题 , 直到 20 世纪 借助 勒 贝 格 积分 与 泛 函 分 析 才 得 
以 完全 解决 它 ，[212] 中 有 所 描述 ， 这 里 , 我 们 只 给 出 经 典 准则 , 它 在 实际 应 用 中 有 
帮助 . 
狄 利克 雷 (Dirichlet, 1805—1859) 准则 ”假设 (图 1.112): 

(i) 函数 f: R> C 的 周期 为 了 > 0. 

(ii) 存在 点 to := 0 <tr <: < tm = T, 使 得 在 每 个 开 区 间 ]t;, tj+1[ 上 ff 的 
实 部 与 虚 部 都 是 连续 的 , 并 且 递 增 或 递减 . 

(iii) 在 点 t; 处 , 存在 单 边 极 限 : 


f(t £0) = lim, f(t; +e), 
则 在 每 个 点 t e R, f NERIA 


f(t 0) + f(t — 0) 
^ 
对 于 f 的 所 有 连续 点 te R, 均值 等 于 f(t). 
例 : 假设 函数 f : RR 一 R 的 周期 了 = 2x, 且 在 区 间 [7,5] 上 f(t) := 全 (图 1.113). 
则 对 所 有 t eR, 傅 里 叶 级 数 收敛 : 


a 


4 cos3t cos5t 
F(t) = 5 — 5 (cost + 2 + 52 2! 


光滑 性 准则 ”如果 周 期 为 T 的 函数 f :RR 一 C 是 Cm 类 的 , 其 中 m > 2, 那么 有 
常量 


Jax| + lor| < Fm k=1,2,---, 


此 时 , 对 每 个 te R, 展开 式 (1.183) 绝对 且 一 致 收敛 , 因而 可 逐 项 求 积 . 
1) 只 有 在 泛 函 分 析 ( 谱 论 ) 的 环境 中 才能 深刻 理解 这 些 (参看 [212]). 
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令 7 := m 一 2 > 0, 则 在 每 个 点 teR 处 , 可 以 对 (1.183) 逐 项 求 导 7 次 . 
傅 里 时 方法 ”在 解 偏 微分 方程 的 和 傅 里 时 方法 中 使 用 过 前 面 的 结果 一 一 例如 在 振 
动 弦 的 研究 中 (参看 [212]). 

高 斯 最 小 二 乘法 4 f: RoC 为 有 界 函数 , 几乎 处 处 连续 , 且 有 周期 > 0. 那 
么 极 小 化 问题 


n fti = = a cos kwt + Br sin kwt) | dt=min. 
Qo,*** MESES ec 
的 唯一 解 是 傅 里 叶 系数 . TELAT 7k: 
" T ao = 5 ? 
im | f(t)— ue d cos kwt + by sin kwt)| dt = 0. 


这 是 用 现代 泛 函 分 析 处 理 傅 里 叶 级 数 的 关键 . 
傅 里 时 级 数 的 复数 形式 ”可 以 把 傅 里 叶 级 数理 论 做 得 更 优美 , 如 果 使 用 


0- M, oe, (1.184) 


k=— o0 


其 中 w := 2n/T. 此 时 傅 里 时 系数 为 


i f(t)e "tat. (1.185) 
0 


动机 e 


了 T, r=0, 
| ed- T 
0 0, r=+1,+2,---. 


用 e ise? 形式 地 乘 以 (1.184), 并 在 [0, T] 上 积分 , 则 得 (1.185). 
实 值 函数 ”如 果 对 所 有 t, f(t) 都 是 实 的 , 则 对 所 有 的 k, 有 c_k =e. 
收敛 性 ” 狄 利克 雷 准则 及 光滑 性 准则 对 (1.184) 也 成 立 . 

WR 了 :R— C 几乎 处 处 连续 且 有 界 , 那么 有 均 方 收敛 : 


2 
dt — 0. 


m 


f(t)— x c, e^t 


k——m 


T 
lim | 
m— oo 0 


14 5 ak = a0 + Y (ak + a). 


k—oo k=1 
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1.10.5 ”发 散 级 数 求 和 


求 和 的 思想 是 , 即使 发 散 级 数 (如 发 散 的 傅 里 叶 级 数 ) 也 包含 一 些 由 某 种 推广 
的 收敛 性 ( 求 和 ) 所 提供 的 信息 . 
不 变性 原理 ”对 无 穷 级 数 求 和 的 过 程 称 为 容许 的 (或 不 变 的 ), 如 果 求 和 过 程 应 用 到 
所 有 收敛 级 数 都 能 得 到 经 典 极限 . 

下 面 , 令 ao, a1, … 为 复数 ，sk := b» an 为 前 大 十 工 项 的 部 分 和 . 


算术 平均 法 “ 令 ii 


如 果 这 个 极限 存在 . 此 求 和 过 程 是 容许 的 . 
4| 1( 费 耶 定理 (1904)): 1871 年 杜 布 瓦 雷 蒙 (Du Bois-Reymond) 构造 了 一 个 周期 
为 2n 的 连续 函数 , 它 的 全 里 叶 级 数 在 一 个 点 处 发 散 . 然而 , 如 果 应 用 算术 平均 求 和 
过 程 , 就 可 以 从 傅 里 时 级 数 完 全 构造 出 连续 的 周期 函数 . 

如 果 f: RC 连续 , 周期 为 了 > 0, 那么 对 所 有 的 te 民有 


oo 
f(D + 5 SP os cos nwt + bn sin nwt). 


n=0 


这 个 收敛 性 在 [0, T] 上 是 一 致 的 . 
阿 贝 尔 求 和 过 程 ”我 们 定义 


这 个 求 和 过 程 是 容许 的 . 
例 2: TRAUB (Wallis) 公式 


el 


n=0 
1 1 


NEBB. li = 2 ye li p ee 
Ms lim (d rem ) Potts 2° 


在 数学 史上 , 级 数 1 - 1+1 一 … 曾 多 次 导致 争论 及 哲学 上 的 反思 . Æ 17 tt 
纪 , 这 个 级 数 被 赋予 了 值 1/2, 因为 它 是 这 个 级 数 的 部 分 和 序列 1, 0, 1, 0, 1,… 的 
算术 平均 值 (的 极限 ). 
渐 近 级 数 J 0.7.3. 


1.10.6 ”无穷 乘积 


无 穷 乘 积 表 可 见 0.7.5. 
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EX 令 bo, bi, … 为 复数 . 符号 [T b 表示 部 分 积 


n=0 
k 
Pk :一 Il ba. 
n=0 
序列 (pe) 的 极限 . 
RMAF IM. 记 
I b, — b, (1.186) 
n=0 


4AM, 存在 一 个 复数 b 满足 Jim pk = b. 这 时 称 它 为 收敛 的 无 穷 乘积 . 

收敛 性 一 个 无 穷 乘积 称 为 是 收 茂 的 ， WR (1.186) 成 立 , 其 中 b 关 0, 或 者 如 果 去 

掉 有 限 个 为 0 的 因子 bn 后 满足 这 个 条 件 . 在 其 他 的 所 有 情况 下 , 称 乘积 是 发 散 的 . 
收敛 的 无 穷 乘 积 为 零 , 当 且 仅 当 , 它 的 一 个 因子 br AF. 


例 1: IL(1-3)-3 
n=2 


证 明 : 由 n? —1- (n 4 1)(n — 1), @ 


7 1 1 13 k+l 1 
m= (1 去) (1 -去 )…(1- 直 ) = am o» vte 


4] 2( 沃 尔 积 ): 
x Typ _(2n)? 
2 liae-r 


改变 原理 BRIBE, RECA. 
收敛 的 必要 性 准则 MR [T o. Bek, 则 


n=0 
n-—oo 


绝对 收敛 BEX MERR T] (1 + lanl) Heat, 则 称 T (1 + on) 络 对 收敛. 


n=0 n=0 


定理 ”绝对 收敛 的 无 穷 乘积 是 收敛 的 . 
HEE RR [|C + an) 绝对 收敛, 当 且 仅 当 , B Y an 绝对 收敛 


n=0 n=0 


4| 3: 对 所 有 复数 z, 下 面 著 名 的 欧 拉 公式 成 立 : 
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对 于 所 有 ze C 由 级 数 


的 收敛 性 即 得 上 面 乘 积 的 绝对 收敛 性 . 
EE (i) 乘积 [C+ as) 收敛, 如 果 两 个 级 数 》 an 与 》 a% 都 收敛 . 


n=0 n=0 n=0 
(ii) 如 果 对 所 有 的 n, an 20, 那么 乘积 [ [ (1 — an) 收敛 , 当 且 仅 当 级 数 》 an 
n=0 n=0 
收敛 . 
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数学 运算 的 简化 ” 如果 根 据 运算 的 难度 来 对 它们 排序 的 话 , 有 如 下 排列 : 

(i) 加 法 和 减法 ; 

(ii) 乘法 和 除法 ; 

(iii) 微分 和 积分 . 

数学 中 一 个 重要 的 策略 是 , 用 简单 的 运算 替换 较 复杂 的 运算 . 例如 , 通过 关系 式 

In(ab) = Ina + lnb, 

就 可 以 把 乘法 归结 为 加 法 .17 世纪 初 的 这 个 简化 是 开 普 勒 (Kepler, 1571—1630) 在 
制作 行星 轨道 表 时 克服 极其 烦琐 而 困难 的 计算 时 发 现 的 . 


| 积分 变换 把 微分 归结 为 乘法 . | 


最 重要 的 积分 变换 是 傅 里 叶 变 换 ， 这 可 追溯 到 傅 里 叶 (Fourier, 1768 一 1830)， 控 制 
工程 师 经 常 使 用 的 拉 普 拉 斯 变换 , 是 传 里 叶 变 换 的 特例 . 
解 微分 方程 的 策略 

(S1) 对 微分 方程 (D) 应 用 积分 变换 , 得 到 一 个 线性 方程 (A), 它 可 以 用 线性 代 
数 的 方法 解 出 (参看 2.3). 

(S2) 对 线性 方程 (A) 的 解 应 用 上 面 的 逆 变 换 , 得 原始 微分 方程 (D) 的 一 个 解 . 

为 了 用 (S1), (S2) 的 方法 解 差分 方程 , 可 以 使 用 Z 变换 . 

傅 里 叶 变 换 是 现代 线性 偏 微分 方程 理论 中 最 重要 的 解析 工具 . 这 里 的 一 些 关 键 
词 是 : 分 布 (广义 函数 )、 伪 微分 算 子 、 传 里 叶 积分 算 子 . 更 多 内 容 可 见 [212]. 
谱 分 析 ” 侍 里 叶 变 换 的 基本 物理 思想 是 , 把 电磁 波 (比如 从 外 空 来 的 光 或 无 线 电波 ) 
分 解 成 单独 的 频率 , 并 研究 它们 的 强度 . 这 样 , 天 文学 家 和 天 体 物理 学 家 就 获得 了 对 
恒星 、 银 河 及 宇宙 其 他 部 分 结构 的 新 见解 . 

地 震 探 测 中 心 利用 傅 里 叶 变 换 把 极 不 规则 的 地 震波 分 解 成 不 同 频率 的 周期 振 
荡 . 借助 于 优势 振荡 的 频率 和 振幅 , 可 以 确定 地 震 的 位 置 和 强度 . 
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赫 维 赛 德 (Heaviside) 运算 如 


y— El = f(t), 
19 世纪 末 , 英国 电机 工程 师 赫 维 赛 德 使 用 了 如 下 巧妙 的 方法 : 
(i) 由 
d 
(- ges 
及 除法 , 可 得 
y= 
[=a 
(ii) 由 几何 级 数 一 = 1 +q+4+¢q 十 及 g= 一 可 得 
d 
y (1 tata )! 
这 就 给 出 了 解 的 公式 : 


[u- f (0 "(0 —-.] (1.187) 
对 每 个 多 项 式 f, 刚 得 到 的 公式 (1.187) 确实 是 原 方程 的 一 个 解 . 
例 : 当 f(t):=t, A y=t+l. 检验 : 
y—y =t+1-1=t 

赫 维 赛 德 的 思想 是 ， 人们 可 以 像 使 用 代数 量 一样 来 使 用 微分 算 子 .在 伪 微 分 算 子 理 
论 中 , 以 数学 上 严格 的 方式 实现 了 这 一 思想 . 现代 泛 函 分 析 中 包含 了 任意 算 子 的 这 
类 运算 的 甚至 更 为 一 般 的 框架 , 现代 泛 函 分 析 是 诸如 量子 力学 理论 的 数学 基础 (S 
看 [212]). 


1.11.1 拉 普 拉 斯 变换 


[各 种 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 的 一 份 完全 的 列表 可 见 0.10.2 | 


在 赫 维 赛 德 之 后 几 十 年 中 , 数学 家 德 奇 (Doetsch) 注意 到 , 借助 于 可 追溯 到 拉 
普 拉 斯 (Laplace, 1749—1827) 的 一 个 变换 可 以 证 实 赫 维 赛 德 运算 的 合理 性 . 基本 


公式 是 
F(s):— [| e "f(t)dt, sec Hy. 
0 


iH, Hy := E € pae > i SEXUEL Tea 


P= Af) 
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容许 函数 类 Ko. 令 7 为 一 实数 . HEM, Ky 由 满足 弱 增 长 性 条 件 
FOL < Ae, 对 所 有 (20 
的 所 有 函数 f: [0, oc[ C 组 成 . 


存在 性 定理 ”对 于 f € Ky, f 的 拉 普 拉 斯 变换 F 存在 且 是 全 纯 的 , BD. 在 半 平 面 
Hy 上 无 穷 多 次 可 微 . 在 积分 号 下 求 导 得 到 导数 . 例如 ， 


F'(s) = | e "(—tf(t))dt, SATA se Hy. 


唯一 性 定理 ”如 果 两 个 函数 f,g € K 在 HH, 上 有 相同 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 那 么 
f=9. 

卷 积 “用 R 表示 所 有 连续 函数 f : [0, co[ 一 C 的 全 体 . 对 于 f.g € R, 用 下 述 公式 
ENEMH SRS xgERA 


TETE | Folt- rdr, MBP t» 0. 


对 所 有 的 figh ER, A 
(i) fag=g*f (交换 律 )， 
(ii) f*(g*h)=(f*g)*h (GEE), 
(ii) fx(gt+h)=feg+g*h (DE), 
(iv) H f*g=0 BS f —0 R g — 0. 


1.11.1.1 基本 定律 
定律 1 (指数 函数 ) 


这 里 , a 表示 一 个 任意 复数 , 它 的 实 部 为 o. 


Bi 1: get) = -一 Lite} = aoa 


i? a)?" 


定律 2 (线性 性 ) 当 f,g€ Ky,a,bEC 时 ,有 


-Z(af +bg} = a-Z(f) - b.Z(g]). 
定律 3 (微分 ) ”假设 函数 fE K, 是 C" 类 的 , n > 1. $ F = L{f}, 则 对 所 有 
se Hy, 有 


1) 性 质 (i) 到 (iv) 表明 , 对 于 “乘法 ”* 及 普通 函数 加 法 ，R 构成 了 一 个 没有 零 除 子 的 交 
换 环 ( 整 环 ), 参看 2.5.2. 
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L{f (s) := s" F(s) — s^-! f(0) — s”? f'(0) —--- — f} (0). 


例 2: Z (f^) = sF(s) — f(0), Z(f") = s? F(s) — sf(0) — f" (0). 
定律 4( 卷 积 ) WE f,g e K,, 有 


LAF * 9} = ZU) 
1.11.1.2 对 微分 方程 的 应 用 
通用 方法 ”现在 知道 , 拉 普 拉 斯 变换 是 以 优美 的 方式 解 
[ 常 系数 的 任意 阶 常 微分 方程 及 方程 组 | 


的 一 种 通用 方法 , 这 类 方程 经 常 出 现在 控制 工程 中 . 

解法 步骤 如 下 : 

(i) 利用 拉 普 拉 斯 变换 的 线性 性 及 微分 律 (定律 2 和 定律 3), 把 给 定 的 微分 方 
E (D) 变换 成 代数 方程 (A). 

(i) 方程 (A) 是 一 个 线性 方程 或 线性 方程 组 , 可 以 用 线性 代数 的 方法 解 出 . 这 
个 解 是 有 理 函数 , 因而 可 以 得 到 它 的 部 分 分 式 分 解 (参看 2.1.7). 

(iii) 利用 定律 1( 指 数 函 数 ), 可 以 把 这 些 部 分 分 式 各 自 变换 回去 . 

(iv) 微分 方程 的 非 齐 次 项 在 象 空间 生成 乘积 项 , 利用 卷 积 (定律 4) 可 以 把 它们 
变换 回去 . 

为 了 得 到 部 分 分 式 分 解 , 需要 确定 分 母 的 零点 , 这 在 逆 变 换 下 对 应 着 系统 的 特 
例 1( 谐 振子 ): 弹簧 在 外 力 f — f(t) 的 作用 下 , 在 时 刻 t 的 振荡 > = f(t) 由 下 面 的 
微分 方程 所 描述 : 


(1.188) 


其 中 w > 0( 参 看 1.9.1). 
令 卫 := L{f}, F := 2f} 由 于 拉 普 拉 斯 变换 的 线性 性 (定律 2), 由 (1.188) 
的 第 一 行 即 得 
ZU" xv Lif} = Lf}. 
再 由 微分 定律 (定律 3) 得 到 


s°F —as—b+w°F =F, 


_ as+b F 
”582 十 2 ”52 十 2 


该 解 的 部 分 分 式 分 解 是 
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Febr f 43.552. 1*4, 1. 3 
2\s—w stiw 2iw \s—iw st+iw 2iw \s—iw  s-ciwJ 


现在 应 用 指数 律 (定律 1) 和 卷 积 (定律 4), 得 到 


eivt 对 e iet eivt E e t eit Le evt 
t) = ————— uM oc liia. EA 
Ho) «( 2 )«( Zw )+r*( Zio ) 


由 欧 拉 公式 ett =coswttisinwt 得 解 : 


f(t) = f(0) cosut + AO sin wt + : [eme — T) f(r)dr. 
w w Jo 


对 工程 师 或 物理 学 家 而 言 , 这 个 解 呈现 了 每 个 量 是 如 何 影 响 系统 的 . 例如 , 当 f'(0) = 
0, f =O Ff, 即 , Æ t= 0 时 系统 静止 旦 没有 外 力 , 就 得 到 和 角 频 率 为 w 的 余弦 波 . 

24 f(0) = f (0) = 0( 这 表示 除了 在 t — 0 时 系统 是 静止 的 , 并 且 弹 簧 的 起 点 在 
原点 ) 时 , 系统 只 受 外 力 影 响 , 我 们 有 


f(t)- | G(t,T)f(7)dT. 


函数 G(t,7) := = sinw(t — 7) PRAT I 48 BK. 
4| 2 (有 阻力 的 谐振 子 ): 


f" +2f' +f =0, 


f(0)=0, f'(0)—b. 


s?F —b--2sF - F — 0, 


这 表示 

3 b __ b 
^ s242s+1  (s-c1)" 
由 逆 变 换 (定律 1) 得 到 解 : 

f(t) = f'(0)te™*. 

我 们 有 lim f(t) = 0. 这 表示 经 过 足够 长 的 时 间 后 , 系统 在 某 个 位 置 停止. 
例 3( 电 路 ): 考虑 一 个 有 电阻 R 的 电路 , 线圈 的 电感 为 L, 电位 差 为 V = V(t)( 图 
1.115). 时 刻 t 时 的 电流 I(t) 的 微分 方程 为 


LI'4-RI — V, 
I(0) — a. 
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4 F: £I) K := Z(V). 为 了 简单 起 见 , 9 L=1. 和 例 1 一 样 , 有 
sF —1(0)+RF=K, 


其 解 为 (0) a 
we Kx) R 
由 定律 3 和 定律 4, BAR 


t I 
I(t) = I(0)e— +| e RE“) (7)dr. 
0 


图 1.115 


由 此 看 出 , 电阻 R > 0 有 阻尼 效应 . 
例 4: 考虑 微分 方程 


=..-=fD(0)=0, n=1,2,.…. 


应 用 拉 普 拉 斯 变换 得 

s"F=G, 
这 表示 P= G ( 去 指数 化 (定律 D 后 有 多 | Iu] 去 . 然后 由 郑 积 得 
到 解 


n= LIOS SO) = | ad 
0 
例 5 (微分 方程 组 ): 
f+g9 =2k, f —g =2h, 


f(0) = g(0) = 0. 


sF+sG=2K, sF-—sG-—2H, 
其 解 为 
F=(K+H):, G=(K-H)-. 


根据 定律 1, 我 们 有 .2{1} = 工 ， 利 用 卷 积 的 逆 变 换 得 到 f — (kth) +1 和 


g=(k—h)*1. 这 表示 i 


f = | (tr) htc), st) = | (tr) - tear 
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1.11.1.3 更 多 的 法 则 


FB L{f(t-b)}=e "L{f(t)}, DER. 
阻尼 L{e “*f(t)} = F(s+a),aeC. 


相似 性 {f(aD)} = F (2), a>0. 
乘法 L{t" f(t)} = (-1)"F™(s), n=1,2,--- 
逆 变 换 WR fe K,, 则 有 


区 = x] etnies -pir)dr, 对 所 有 m 


其 中 o 表示 某 一 固定 常数 , Hoy. F 表示 f WERE. 
1.11.2 BH Riz 


| 函数 的 傅 里 时 变换 的 一 份 完全 的 列表 可 见 0.10.1. | 


Fw) = T | Fedt 


(1.189) 


(1.190) 


是 振幅 . BANS Alf} =F, 并 称 F A f WREEK. 而 且 , 所 有 傅 里 时 变换 组 


| fi(t) = = 二 | io F(w)e ^ du. 


因而 , 导数 f^ 即 相应 于 傅 里 叶 空间 中 关于 iwF 的 乘法 . 


本 性 质 : 


(1.191) 


物理 解释 令 上 为 时 间 . 公式 (1.189) 表明 , 时 间 相 关 过 程 f = f(t) 是 振荡 


WERSI, 其 中 w 是 振荡 的 角 频 率 , Fw) 是 振幅 . 
角 频 率 对 函数 『 的 影响 随 绝 对 值 |F(w)| 而 增加 . 
例 1 (矩形 动量 ): 函数 


1, -a<t<a, 
f(t) = ple 
0, t<-amt>a 
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的 傅 里 叶 变 换 是 
, A: PETN 
F ‘w= == —iwt ge - w T 
=| e = y 
v 2n. | 


| (HERH): 令 a, 8 ATER. 函数 


g test t> 0, 
iat 


0, t«0 
的 传 里 叶 变 换 是 
1 1 
"> ae ie Am 
因而 
IF(w)| = : 


Via? + (w— By) 
根据 图 1.116, 振幅 的 绝对 值 |F| 在 主 频率 w = 6 处 有 最 大 值 . 当 阻力 变 小 , 即 当 a 
变 小 时 , 最 大 值 陡 增 . 


1 
Ref avant | P 
t B w 
(a) (b) 


E1116 阻尼 振荡 


例 3( 高 斯 正 态 分 布 ): 非 正 态 高 斯 分 布 f(t) := e- 气 具有 和 它 的 傅 里 叶 变 换 一 样 的 
好 性 质 . 
狄 拉克 “6 BR’. ARER MBM Se > 0. 函数 


E 
b(t) :— ner 4B) 


的 傅 里 叶 变 换 是 
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(c) limF.(4) = = ( 白 噪声 ) 


图 1.117 nó 函数 及 白 噪声 


(t) := lim ð (t) 


是 否 对 应 着 白 噪声 尤为 感 兴趣 形式 上 , 我 们 有 


5(t) := | i d (1.192) 
以 及 
ó(t) = u j e™ dw. (1.193) 


而 且 , 由 | 6.(t)dt = 1 形式 上 得 到 关系 式 


| 6(t)dt = 1. (1.194) 


(ui) 严格 证 明 . 不 存在 具有 性 质 (1.192) 和 (1.194) 的 经 典 函数 y = 6(t). 积分 
(1.193) 也 发 散 . 尽管 如 此 , 物理 学 家 曾 使 用 狄 拉克 6 函数 , 这 是 由 著名 的 物理 学 家 
P. 狄 拉克 (Paul Dirac) KAZE 1930 年 引进 的 , 并 获得 巨大 成 功 . 

数学 史 表 明 , 成 功 的 形式 计算 总 是 可 以 用 恰当 的 阐述 严格 证 明 . 现在 的 例子 , 大 
约 在 1950 年 由 法 国 数学 家 L. MTL% (Laurent Schwartz) 在 他 的 分 布 理论 (广义 
函数 ) 框架 中 证 明 为 正当 的 . 这 些 数 学 对 象 无 限 可 微 , 且 比 函数 更 方便 处 理 . 施 瓦 效 
6 分 布 代替 了 狄 拉克 5 函数 . 

傅 里 时 余弦 变换 与 传 里 时 正弦 变换 ”对 于 w e 民 , 定义 傅 里 叶 余 弦 变 换 为 


Fe(w) = "Hi f(t) — 
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类 似 地 , 传 里 叶 正弦 变换 为 


m = "EN fios 


也 可 把 Fe, Fs 分 别 记 为 F{f}, Fe{f}. 
存在 性 定理 ” 令 f: RC 几乎 处 处 连续 , 并 假定 对 某 个 固定 的 n= 0,1,…, 有 


[| |f (t)t" |dt < oc. 


那么 , 我 们 有 
(i) 当 n=0 时 , A{f}, Af FAS) ER eR, H 
[27 = Fel F(t) + fC-0) i90 - fC0). 


(ii) MR n 2 1, WI .Zf), F-{f}, 4. (f) HER EXE C" 类 的 . 在 积分 号 下 求 
导 可 得 导数 . 例如 , 对 所 有 w CR, 有 


F(w) = E | f(t)e-***at, 


F'(w)-— 
111.231 主 定理 
H 空间 BRS: RC 几乎 处 处 连续 , 其 绝对 值 的 p KÆR, 即 


1 x + —iwt 
专 | ocio: dt. 


| |f (idt < oo, 


由 定义 , 所 有 这 样 的 函数 构成 5, 空间 . 
施 瓦 兹 空间 7 按 定义 , 函数 : R 一 C 属于 空间 ^, 当 且 仅 当 f 无 限 次 可 微 
且 对 所 有 的 有 ,n==0,1,.… ,有 


sup |t* f? (t)| < oc, 
teR 


即 当 t oo 时 , 函数 f 及 其 所 有 导数 快速 趋 于 0. 
狄 利克 雷 - 若 尔 当 经 典 定理 ”假设 函数 f eA 还 有 如 下 性 质 : 
(i) 存在 有 限 个 点 to < 五 < o < tm, 使 得 在 每 个 区 间 ]t;,tj41[ 中 了 的 实 部 
(ii) 在 每 个 点 tj 处 , f 的 左 极 限 与 右 极 限 存 在 , f(t; 土 0) := im, f(ts +e), 
那么 f 的 傅 里 叶 变 换 存 在 , WE F, 并 且 对 所 有 t€ R, 有 


fü-0--fg—u 1 [7 iut 
2 =| Fle dw. 
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在 f 连续 的 地 方 ,上述 式 子 的 左边 等 于 f(t). 
推论 (i) REMEK (1.190) 确定 了 一 个 一 一 映射 F: 9. 一 SY, 对 于 函数 f, € 
映 为 其 傅 里 叶 变 换 . 经 典 公 式 (1.189) 给 出 了 逆 变 换 . 

(ii) 这 个 变换 把 微分 变 为 乘法 , 反之 亦 真 . 更 准确 地 说 , 对 所 有 f c. 及 所 有 
n 二 1,2,.…, 有 关系 式 


| FF }(w) = (iw)"F(w)， 对 所 有 o ER (1.195) 


以 及 


| F(t)" ne) = F^ (w)， 对 所 有 ww eR | (1.196) 


更 一 般 地 , 对 每 个 满足 f,f',… SO 6e A HS C" 类 函数 SF: RC, 公式 
(1.195) 成 立 . ME, 在 函数 f 与 "f(t) 属于 A 这 样 较 弱 的 假设 下 , (1.196) RZ. 
1.11.2.2 运算 法 则 


微分 和 乘法 法 则 。 见 (1.195) 及 (1.196). 
线性 性 ”对 所 有 fae Z,abeC, 有 


| J (af +bg} =aF{f} + 6.7 (g]. | 


FR Wa,b,c 为 实数 , Hao 对 每 个 函数 f EA, A 


F {el f (at + b)}(w) = etw-o/eF (==) , 对 所 有 we 3 


卷 积 ”如果 f 和 9 都 属于 ARH, 那么 有 


[Fis <9} = FLNF {9}. | 


其 中 卷 积 为 g 
(«a | Hrali —)dir. 


—o0o0 


帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 NARMS €.7,H 


E IFf(t) Pat = E reota] 


这 里 , F 表示 f 的 传 里 叶 变换 . 
人 香里 时 变换 与 拉 普 拉 斯 变换 之 间 的 联系 So 为 一 个 实数 . 令 


f(t) := | e ?'V2ng(t), t>0, 


0, t« D, 
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并 令 s := o 十 iw. 这 个 特殊 形式 的 函数 的 傅 里 叶 变 换 为 
F = e —iwt —ot - 5S —st i 
(s) i e ^e "g(t)dt | e "g(t)dt 
这 是 9 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
1.11.3 Z 变换 


各 种 函数 的 2 变换 一 份 完全 的 列表 见 0.10.3. 


Z 变换 可 以 看 成 拉 普 拉 斯 变换 的 离散 形式 . 它 用 来 解 常 系数 差分 方程 . 
考虑 复数 列 


f= (forfu) 
则 基本 公式 是 
F(z):— 5 P 
n=0 


BREF Za ate F= YES}. 
例 : & 了 二 0,1). 对 满足 |z| > 1 的 所 有 的 z € C, 由 几何 级 数 得 


容许 序列 的 类 5 令 4 20. HEX, 类 26, 由 所 有 满足 性 质 


lfa] Z 常数 e, n = 0, 1,2,- 


的 序列 f 的 集合 构成 . 我 们 用 Ry := {2 eC :|z| > ?7} 表示 以 原点 为 中 心 , y 为 半 
径 的 圆 盘 的 外 部 

存在 性 定理 ”对 于 fex, f 2 变换 存在 , HE R, 上 是 全 纯 的 . 

唯一 性 定理 如果 两 个 序列 f, g c .入 的 Z 变换 在 R 上 一 致 , 则 f = g. 

逆 变 换 ”如 果 fe x, 则 由 2Z 变换 FF 从 下 述 公式 得 到 f: 


1 n—-1 
n= ; F , FUL etry 
f m (z)z” dz, n=0,1,2 


这 里 , EFN r >y 的 圆周 C : (ze C : |z| = rd 上 求 积 分 . 
卷 积 ”对 两 个 序列 , 定义 卷 积 fxg 为 


(Fide 9 大 pi WHOA Be, 


k=0 
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BATA f*g=g*f. 
平移 算 子 ”定义 Tf 为 

(T fs = fati w= D1, 2s 
WA (Tf) = f. HH n =0,1,2,--- kh =0,+1,+42,---. 


1113.1 基本 定律 


令 下 为 了 的 2 变换 . 
第 一 定律 (线性 性 ) Wg eH MabeC £ 


| Piaf + bg} = a£ Uf) + 02 {9}. | 
第 二 定律 (平移 ) ”对 于 k=1,2,.…, 有 


k—1 
Z(Tfy = FG) - 3 fi 


j=0 


以 及 
JT Ef} = z F(z). 


Z(Tf) = zF(z) — foz, 
Z(T?f) = 2 F(z) — foz? — fiz. 
第 三 定律 ( 卷 积 ) ”对 于 f, gE, A 


Z(f*g)— 7Tif) ig). 


第 四 定律 (泰勒 展开 ) WR G(C) := F(1/0), WE 


n=0,1,2,.... 


第 五 定律 (部 分 分 式 分 解 ) XF acc, 有 


F()e—— =f =(0,1,4,07,0°,---), 


f = (0,0, 1, 2a, 3a?, 4a?, . -), 


(1.197) 


111 积分 变换 401 


应 用 同样 的 定律 , 可 得 — L1... 的 逆 变 换 . 由 部 分 分 式 分 解 ， 


(z — a)$' (z-a) 


多 a 1 


‘l= Gioap = Ga pape en 
可 得 一 一 的 逆 变换 . 
(z — a)” 
第 五 定律 的 证 明 : 由 几何 级 数 得 
1 1 1 1.a d 
Aife) (1.198) 
Z 
由 此 即 得 f = (0,1,a,a2,-.-) 的 2 变换 的 表达 式 (1.197). (1.198) 对 z RKF, 得 
1 _1 , 30 
G-a 2 aA z^ 


等 等 . 
1.11.3.2 在 差分 方程 上 的 应 用 
通用 的 方法 ”在 解 形 为 


x ELTE PR a= hn, n=0,1,..., 
fuk + ak-1fn+k-1 + + aof, n (1.199) 


fr=Br, r-20,--,k—1 (初始 值 ) 


的 方程 时 ，2 变换 是 通用 工具 . 这 里 , 复数 bo, ,Bk_1 及 ho, hi,… 是 给 定 的 . 
要 对 复数 fr, f+1,.…… 求解 . MRS 


则 有 
A^. = A(Afn) = A(fn41 — fa) = fn+2—fn4i —(fn41—fn) = fn42—2fn44 + f» 


等 等 ， 因 此 (1.199) 可 表示 为 fu, 人 fn,… A* fn 的 线性 组 合 . 这 就 是 为 什么 称 
(1.199) 为 有 复 系 数 a0,… , a-_1 Nk 阶 差 分 方程 的 原因 . 

我 们 应 用 下 列 解 的 步骤: 

(i) 应 用 线性 性 和 平移 (定律 1 和 定律 2), 得 到 2 变换 F 的 一 个 方程 , 可 以 直 
接 解 出 它 , 并 得 到 有 理 函 数 F. 

(ii) 应 用 部 分 分 式 分 解 及 定律 5, 得 到 原始 问题 (1.199) 的 解 f. 
例 : 二 阶 差分 方程 


n — 2fn n figs = 0,1,.…,， 
fn+2 — 2fn4it f n (1.200) 


fo=0, fi =f 
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»—nBc-Y(k-lihuws n=2,3,.... 


k=2 


为 了 得 到 这 个 表达 式 , 先 把 (1.200) 记 作 如 下 形式 : 
T^y -2Tf 4- f — h, 
则 平移 定律 (定律 2) 给 出 
Z(Tf)b-zF(z, #{T?f} = 2?F(z)— Bz. 

由 此 可 得 

(2? — 2z -1)F = Biz +H, 
它 蕴涵 着 

(z) Bz H 


o> Gat Gao 


由 它 得 出 的 部 分 分 式 分 解 为 


p- z-i p- 


然后 由 定律 5 得 到 逆 变 换 


z—1 


最 后 应 用 定律 3, 得 到 


(z — 1? 


f=Bv+Be+urn. 
这 就 是 (1.200) 中 给 出 的 解 . 
1.11.3.3 更 多 的 运算 法 则 


乘法 Linfra}=—zF'(z). 
相似 性 ”对 每 个 复数 A0, 有 


Z(a^f,) = F( Ja 


z 
Q 


差分 法 则 Wk=1,2,.-- K F:= Lf}, E 


k-1 
#{A* f} = (2-1)* F(z) -2 Oz - wma 


HH 4 r=0M AT fo := fo. 


n—1 
求 和 法 则 x b» n) - F9. 
k=0 


1 
=>y:=(0,1,1,1,-:-), — => Y = (0,0,1,2,>+ 


). 


(1.201) 
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留 数 计算 法 则 WR F 是 具有 极点 a, as 的 有 理 函 数 f 的 2 变换 , 那么 有 


在 点 a 处 有 m 阶 极点 的 函数 9 在 点 a 处 的 留 数 由 下 面 的 公式 计算 : 


m-—1 
lim d 
(m = 1)! za dzm-1 


Res g(z) = (g(z)(z — a)™). 
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微分 方程 是 科学 世界 观 的 基础 . 
V.L 阿 诺 尔 德 


用 Mathematica 软件 包 解 微分 方程 ”这 个 软件 包 能 够 数值 地 解 微分 方程 ,并且 
当 可 能 时 , 也 能 给 出 解 的 闭 形式 . 

己 知 其 解 可 用 闭 形式 表示 的 常 微分 方程 和 偏 微 分 方程 的 一 个 相对 完全 的 列表 
可 在 关于 此 主题 的 经 典 著作 中 找到 31. 
光滑 性 ”我们 说 一 个 函数 是 光滑 的 , WREE C^ 函数 类 中 , M, 它 是 无 穷 多 次 可 
微 的 . 

一 个 域 C RN 称 为 一 个 具有 光滑 边界 的 域 , 如 果 其 边界 00 是 光滑 的 ， 即 ， 
50 局 部 地 位 于 其 边界 98 的 一 侧 , 并 且 边 界 00 局 部 地 可 以 用 一 个 光滑 函数 来 
描述 (图 1.118(a)). 具有 光滑 边界 的 域 没有 角 点 . 


N 0 l T 
(a) (b) 
E1118 Cg(Q0) 类 的 函数 


用 OCS? (2) 表示 在 Q 中 光滑 的 、 并 且 其 支 集 包含 在 2 的 一 紧 子 集中 ( 即 在 一 
紧 子 集 之 外 为 零 ) 的 函数 的 类 . 
例 : 在 图 1.118(b) 中 表示 的 函数 属于 类 Co (0, D). 这 个 函数 是 光滑 的 , 在 区 间 JO, I 
AB, 在 x =0M c=] 的 邻 域 中 也 为 零 . 
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1.12.1 引导 性 的 例子 


1.12.1.1 放射 性 衰减 


考虑 一 放射 性 物质 (如 镭 , 1898 年 由 居 里 夫妇 发 现 ) 这样 的 物质 有 下 述 性 质 : 
它 的 原子 在 连续 地 衰减 . 
令 N(t) 表示 在 时 刻 t 时 尚未 衰减 的 原子 数 . 那么 下 述 定律 成 立 : 


N'(t) 2 —aN(t), 


N(0)=No ( 初 值 ). (1.202) 


这 个 方程 包含 未 知 函 数 的 一 个 导数 , 因而 称 其 为 微分 方程 . 初 值 描述 了 这 样 的 
事实 : 在 开始 的 时 刻 t= 0, 尚未 衰减 的 原子 数 等 于 No. 正常 数 a 是 衰减 常数 . 
存在 性 和 唯一 性 结果 ”问题 (1.202) 有 一 个 唯一 解 (图 1.119(a)): 


区 三 Ns te R.| (1.203) 
N Nt s< NG) 
No 
(a) TP, (b) 增长 ») 缓慢 增长 


图 1.119 ea me 
N'(t) = aN(t) -BN(t)? 的 解 


证 明 : (i) (存在 性 ). 对 (1.203) 求 导数 , 得 到 
N'(t) = ~aNoe ** = —aN(t). 


此 外 , N(0) = 

(ii) (唯一 性 ). 微分 方程 N' = -aN 的 右 端 关于 N 是 C! 类 的 , 则 1.12.4.2 中 
的 整体 唯一 性 定理 给 出 了 问题 (1.202) 的 解 的 唯一 性 . 
通 解 ”通过 任意 选取 No 可 以 得 到 微分 方程 (1.202) 的 通 解 . 用 常数 No 确保 了 
(1.203) 是 通 解 . 

可 以 用 类 似 的 方法 来 处 理 下 面 一 些 例子 . 
微分 方程 的 目的 ”不 需 知 道 有 关 放 射 性 衰减 的 确切 过 程 的 任何 事情 , 而 能 够 推导 出 
微分 方程 (1.202), 这 是 很 有 意义 的 . 为 此 , 考虑 泰勒 (Taylor) 级 数 


N(t+ At) — N(t) = AAt + B(At? +. (1.204) 
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我 们 的 假设 是 A 正比 于 量 N(t). 由 于 衰减 , 对 At > 0, 我 位 有 N(t+At)—N(t) < 0. 
所 以 A 必定 是 负 的, 因而 可 令 


A= —aN(t). (1.205) 


从 (1.204) 可 以 得 到 
N(t + At) — N(t) 
At 
问题 的 适 定性 ”初始 量 No 的 小 变动 导致 解 的 小 变动 . 
为 了 更 细致 地 描述 这 个 现象 , 引进 范 数 


INI := ymax IN 


d 一 1 — =- 一 
N (t) = Jim) = ÅA = —aN(t). 


因而 , 对 于 微分 方程 (1.202) 的 两 个 解 N 和 N., 有 
IIN — N.|| < [N(0) — N..(0)]. 
稳定 性 — 解 是 渐 近 稳定 的 , 意味 着 对 大 的 时 刻 它 趋 于 平衡 解 . 更 明确 一 些 , 有 


lim N(t)=0. 


这 意味 着 在 足够 长 时 间 后 所 有 原子 都 衰减 了 . 
112.12 ”增长 方程 


现在 令 N(t) 表示 一 种 特别 类 型 的 病原 体 在 时 刻 t 时 的 数目 . 假设 这 种 病原 体 
的 再 生 服 从 (1.204), 其 中 4 = aN(t). 由 此 得 到 增长 方程 


N'(t)= aN(t), 
N(0) = No ( 初 值 ). (1.206) 
存在 性 和 唯一 性 ”问题 (1.206) 有 一 个 唯一 解 (图 1.119(b)): 
| N(t) = Noe*, tER. (1.207) 


问题 是 不 适 定 的 ”初始 条 件 No 的 微小 变化 随时 间 而 引起 解 的 差 大 的 增长 : 


IIN — No = e?7|N(0) — N.(0)]. 


不 稳定 性 
,im N(t) = +00. 


具有 常数 增长 速度 的 过 程 随时 间 而 增长 至 任 
何 界 之 外 , 并 在 一 个 相对 短 时 间 后 导致 突变 . 
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1.12.1.3 阻抗 增长 (aM 42) 
具有 正常 数 a 和 6 的 方程 


N'(t) 2 aN(t) — BN(t)?, 


(1.208) 
N(0) = No ( 初 值 ) 


是 从 增长 方程 (1.206) 添加 阻抗 项 而 得 , 阻抗 项 描述 了 种 群 寻 找 食物 的 困难 性 . 方 
程 (1.208) 是 所 谓 的 里 卡 蒂 (Riccati) 微分 方程 的 特殊 情形 ( 见 1.12.4.7).? 
Bre ”改变 度量 粒子 数 的 单位 和 时 间 的 单位 , 即 引 进 新 的 变量 N 和 r 如 下 : 


[VO =, t=67.| 


这 样 , 从 (1.208) 得 到 方程 


dN  d(4N)dr 
dt dr dt 
= aN (r) - BPN (1). 


如 果 选 取 5 := 1/a 和 := a/b, 那么 可 以 得 到 新 方程 


NE 
-39N'(7); 


N"(r) = NG) -NO 


1.209 
NO) =No (BIER. pn 


平衡 态 的 确定 (1.209) 的 时 间 无 关 解 (平衡 态 ) 由 
N=0 和 N=1 
给 出 . 
证 明 : 从 NM = 常数 和 (1.209) 即 得 和 NN? -N = 0, 这 蕴涵 着 NM =0 N —1. D 


存在 性 和 唯一 性 40<N <1. 那么 问题 (1.209) 对 所 有 的 时 刻 + 有 解 (图 
1.119(c)) 


N= Toe" 
其 中 C := (1 一 No)/No. 
对 于 No = 0, 问题 (1.209) 对 于 所 有 时 刻 + 有 唯一 解 N(7) = 0. 
稳定 性 ”如 果 0 < No < 1, 那 么 对 于 大 的 时 间 , 该 系统 发 展 为 平衡 态 N 三 1, 即 
lim N(7)=1. (1.210) 


T—+00 


1) 逻辑 斯 详 方 程 (1.208) AWA BCFA B9) (Verhulst) 于 1838 年 建议 作为 地 球 上 
人 口 的 增长 方程 的 . 
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平衡 态 N = 1 是 稳定 的 , 即 由 (1.210), 粒子 数 在 时 刻 r= 0 时 的 小 改变 在 足够 大 
的 时 间 后 趋向 这 个 平衡 解 . 

另 一 方面 , 平衡 态 N = 0 是 不 稳定 的 . 由 (1.210), 粒子 数 在 时 刻 + = 0 时 的 
小 改变 在 一 个 相对 小 的 时 间 后 导致 一 个 强烈 的 改变 . 
1.12.1.4 在 有 限时 间 的 爆炸 (破裂 ) 

在 区 间 ] — x/2, x/2[ "P, 微分 方程 

N'(t) 214-N(t?, N(0)=0] (1.211) 
有 一 个 唯一 解 (图 1.120) 

N(t) = tant. 
有 


lim N(t) = +00. 


t+ 3-0 


这 里 , 一 件 不 寻常 的 事 是 , 解 在 有 限时 间 变 为 无 图 1.120 
限 . 这 是 某 个 自 感 应 过 程 的 一 个 模型 , 它 为 化 工 
厂 的 工程 师 所 担忧 . 


1.12.1.5 谐振 子 和 特征 振荡 


2S ”我 们 考虑 一 个 质量 为 m 的 质点 , 它 在 一 个 弹簧 的 影响 ( 它 形 成 一 个 正比 于 离 
zr = 0 处 距离 的 力 Fo := —kai) 下 ,以 及 一 个 附加 外 力 Fi := F(t)ü 作用 下 沿 着 
x 轴 运 动 . 牛顿 (Newton, 1643—1727) 关于 力 的 定律 说 明 力 等 于 质量 乘 以 加 速度 ， 
me’ = Fo + Fi, ÈP z = ri. 这 就 导致 了 微分 方程 


z" (t) + w*a(t)= F(t), 
z(0)— xo (初始 位 置 )， (1.212) 
z'(0-—«v (初始 速度 )， 


这 里 w := Sk/m, F:=F/m. ARR F : (0, -oo[ R 被 假定 为 连续 的 . 
存在 性 和 唯一 性 ”此 问题 对 于 所 有 时 刻 有 一 个 唯一 解 2 


t 
x(t) = zo coswt + i sin wt + | G(t, r)F(r)dr, 
0 


(1.213) 


其 中 格林 (Green) 函数 G( 7) := =~ sinw(t — T). 
1) 借助 于 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变换 (JL (1.188)) 可 以 算得 此 解 . 
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特征 振荡 ”如 果 外 力 等 于 零 ， 即 F = 0， 则 称 (1.213) 的 一 个 解 为 谐振 子 的 一 
个 特征 振荡 . 这 是 一 个 正弦 波 和 一 个 频率 为 w ARA 


T=— 
Ww 


的 余弦 波 的 县 加 . 
例 : 图 1.121(b) 展示 了 特征 振动 x = r(t), 当 在 z 轴 上 的 质点 在 t = 0 时 不 在 中 
心 , 并 且 此 时 它 不 在 运动 状态 , B, zo 250, v = 0 时 , 这 样 的 特征 振动 就 发 生 了 . 


W(t) A 
Damn T t 
(a) (b) 


E1121 振动 的 初 值 问题 


问题 的 适 定性 。 初始 位 置 ro, 初始 速度 v 和 外 力 F 的 小 变动 导致 运动 的 小 变动 .更 
明确 些 , 对 于 (1.212) 的 两 个 解 zx 和 z*, 有 不 等 式 
læ — zl < le) — 2-(0)] + Tle’(0) — 2 (0) + max IF(O) - F. (t), 


—. iB 
w Oxt«T 


其 中 


— g.|| := t) 一 z«(t)|, 
lz — 2. = max lz 的 一 ze 人 


这 里 [0,7] 是 一 个 任意 的 时 间 区 间 . 
本 征 值 问题 ”问题 


—z"(t) = Aa(t), 

zx(0) = z(1) = 0 (边界 条 件 ) 
称 为 本 征 值 问题 . Bl > 0 是 给 定 的 . 一 个 非 平凡 解 x EO 将 被 称 为 本 征 解 (z, 入). 
此 时 相应 的 数 和 被 称 为 本 征 值 . 
定理 ”所 有 本 征 解 由 


r(t) = Csin(nwot), 和 =n2we, wo 


给 出 . 这 里 C 是 一 个 任意 非 零 常数 . 
证 明 : 利用 (1.213) 当 zo = 0, F = 0 时 的 解 x(t) = = sinwt, 并 确定 频率 w, 使 得 


质点 在 时 刻 t — 1 位 于 xz = 0 (图 1.122). 从 sin(wl) = 0, 我 们 得 到 wl = naz, n = 


1,2,.…. 这 导致 w = n= = nwo. 因而 对 z(t) = Csin(nwot) 求 导数 给 出 


z"(t) = —Azx(t), 
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其 中 和 = nwa, 


112..6 危险 的 共振 效应 


在 周期 外 力 
F(t) := sin at 

的 情形 考虑 谐振 子 (1.212). 
定义 ” 当 a = v, 即 外 力 的 频率 与 特征 振动 的 频率 一 样 时 , 此 外 力 处 于 与 谐振 子 的 
振动 共振 状态 . 

在 此 情形 , 外 力 实际 上 增强 了 特征 振动 . 例如 , 在 过 桥 时 , 人 们 必须 注意 由 交通 
所 产生 的 振动 不 要 与 桥 的 特征 振动 产生 共振 . 抗 地 震 高 楼 的 建造 基于 下 述 事实 : ORE 
免 与 地 震 振 动 的 共振 效应 . 

下 述 考虑 展示 了 在 数学 上 共振 效应 是 如 何 产生 的 . 
非 共振 情形 = SaAw. MA4AMSAA F(t) := sinat 时 对 于 所 有 时 刻 t 
(1.212) 的 唯一 解 是 


in at in wt in at — sin wt 
ni = ap ened) ne S08 +sinwt  sinat~sinwt (1.214) 
m 2(aw + w)w 2(a — w)w 


对 于 所 有 的 时 刻 , 这 个 解 是 有 界 的 . 
共振 情形 S a = w. 那 么 当 周 期 外 力 为 F(t) := sin wt 时 对 于 所 有 时 刻 t (1.212) 
的 唯一 解 是 


i t t 
a(t) = xo coswt + ? sinwt | a cos wt. (1.215) 
w 2w2 2w 


描述 频率 为 w 的 外 力 的 振动 的 最 后 一 项 t- coswt 是 危险 的 , 因为 当 t 增 大 时 它 是 
无 界 的 , 在 日 常生 活 中 它 可 以 导致 一 个 结构 的 毁坏 (图 1.123(a)). 


多 T 


= 
E 
Si 
€ 
Es 
al 
Si 
Si 
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当 人 们 认识 到 通过 取 极 限 a 一 w 从 非 共 振 解 (1.214) 可 以 得 到 共振 解 (1.215) 
时 , 出 现 危险 的 共振 项 t- cos wt 就 是 可 理解 的 . 


112.1.7 阻尼 


如 果 存 在 一 个 作用 在 1.12.1.5 中 质点 上 的 、 正 比 于 该 质点 速度 的 附加 的 阻抗 力 
F2 = 一 yz (y > 0), 那么 从 运动 方程 mz" = Fo + Fo = 一 kx — yx! 得 到 微分 方 
程 


z" (t) + w?z(t) + 262’ (t) = 0, 


(1.216) 


z(0)— zo, z'(0)-— v, 


其 中 正常 数 8 := y/2m. 
一 个 假设 ”作假 设 


从 (1.216) 得 到 (A? + w? + 28A)e* = 0, RAZ, 


M +w? + 286A = 0, 


CAR As = -6 士 iVw2 一 82. HCA D 是 任意 常数 , 则 函数 


z-—Ce pet 


是 (1.216) Rf. 从 初始 条 件 可 以 确定 常数 C 和 D. 还 可 以 用 欧 拉 公式 ete+io)t = 
e"! (cos bt + isin bt). 
存在 性 和 唯一 性 ” 令 0 < 8 < w. 则 对 于 所 有 时 刻 t 问题 (1.216) 有 唯一 解 9 


E = zoe P  cosu,t + v Bro em um (1.217) 
m 


其 中 wy := Vw? 一 82. 这 些 是 阻尼 振动 . 
例 : 如 果 质 点 在 上 = 0 时 有 xo 40, fH v = 0, 则 可 以 在 图 1.123(b) 中 发 现 阻 尼 振 
动 (1.217). 


1.12.1.8 ”化 学 反应 和 化 学 反应 动 理学 的 逆 问 题 
给 定 m 种 化 学 物质 41,… LAS 并 给 出 它们 之 间 形 如 


x vj A; = 0 
ga 


1) 借助 于 拉 普 拉 斯 变换 ( 见 1.11.1.2) 可 以 推 得 这 个 解 . 
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的 化 学 反应 , 其 中 的 诸 v; 称 为 计量 系数 . 再 者 , 令 Ni 是 物质 A; 的 分 子 数 H 


表示 物质 A; 的 密度 . 这 里 V 是 反应 的 累积 体积 . 
例 : 反应 
2A; + A? — 2A3 
意味 着 物质 A 的 两 个 分 子 与 物质 As 的 单个 分 子 的 结合 形成 第 3 种 物质 As 的 两 
个 分 子 . 可 以 将 此 写 为 如 下 式 子 : 


Vi Aı + v2À2 + va Aa = 0, 


其 中 n = 一 2, v2 = —1, v3 = 2. 这 个 的 一 个 例子 是 反应 


2H» + O2 一 2H20. 


这 描述 了 从 两 个 氧 分子 和 一 个 氧 分 子 结合 成 两 个 水 分 子 的 事实 . 
化 学 反应 动 理学 的 基本 方程 


1 de; Ni n2 Nm 


—— =kc;'c5?--- ce 
Vj dt iom 


cj(0) = cj (初始 条 件 )， 


(1.218) 


这 里 是 正 的 反应 速度 常量 , 它 依赖 于 压力 p 和 温度 T. 诸 数 ni,n2,… 被 称 为 反 
应 的 阶 . 未 知 者 是 粒子 c(t) 的 密度 对 于 时 间 t 的 依赖 性 . 
注 ”化 学 反应 通常 包含 子 反 应 , 在 完成 反应 的 过 程 中 这 些 子 反应 有 自己 的 产 出 物 . 
用 这 种 方式 , 大 量 像 (1.218) 的 系统 需要 描述 所 发 生 的 实际 的 化 学 变化 . 在 许多 情 
JE, 人 们 并 不 完全 知道 这 些 子 反 应 是 什么 , 也 不 知道 反应 速度 常量 或 反应 阶 nj. 
这 就 导致 利用 (1.218) 从 诸 c; (t) 的 计量 来 推导 常量 和 诸 cj 这 个 问题 的 困难 性 . 这 
是 所 谓 的 反问 题 .2 
在 生物 学 中 的 应 用 (1.218) 型 的 方程 及 其 变形 经 常 出 现在 生物 学 中 ， 在 此 情形 ， 
N; 是 某 种 生物 的 数目 (也 比较 增长 方程 (1.206) 和 增长 的 阻尼 方程 (1.208)).3) 

下 一 节 考 虑 其 中 出 现 常 微 分 方程 和 偏 微分 方程 的 一 系列 基本 现象 . 在 理解 微分 
方程 理论 时 , 有 关 这 些 现象 的 知识 是 相当 有 用 的 . 

1) 在 化 学 中 , 这 种 分 子 数 是 用 摩尔 来 度量 的 , 一 摩尔 包含 6.023 . 1023 个 分 子 , 这 个 数 称 
AM RINE (Avegadro) 常量 . 

2) 在 柏林 的 Konrad-Zuse-Zentrum (一 个 有 关 信 息 技术 的 研究 所 一 一 译 者 ), 对 于 这 类 


反问 题 有 非常 有 效 的 计算 机 程序 , 它们 是 由 Peter Deuflhard 教授 及 其 合作 者 所 开发 的 . 
3) 在 复杂 的 情形 , (1.218) 中 出 现 更 多 的 项 . 
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1.12.2 ”基本 概念 
od oo eaaa 


电磁 场 和 量子 系统 的 运动 、 EB E Rana BAER, — 
随时 间 变 化 的 描述 ). 
ign pe om Vcr ai EE 


mz" (t) = F(z(t),t). (1.219) 


用 语言 表达 , 这 个 定律 是 说 , 质点 的 质量 乘 以 它 的 加 速度 等 于 作用 在 其 上 的 力 . 我 
们 要 寻找 粒子 的 轨道 


x = x(t), 


满足 方程 (1.219)( 图 1.124). 通常 , 一 个 微分 方程 除了 包含 所 寻求 的 函数 外 , 还 包 
它 的 导数 (因而 , 自然 地 称 为 “微分 方程 ”). 


ZA EM 


图 1.124 


* 
a 


常 微分 方程 ”如果 所 求 函 数 仅 依赖 于 一 个 实 变量 (如 依赖 于 时 间 t), 那 么 该 微分 方 
程 称 为 常 微分 方程. 

例 1: (1.219) 中 有 一 个 常 微分 方程 . 

偏 微 分 方程 ”在 物理 学 的 各 种 场 论 中 ,所 涉及 的 量 (如 电磁 场 的 温度 或 强度 ) 依赖 
于 几 个 变量 (如 依赖 于 时 间 和 位 置 ). 此 时 对 于 这 些 量 的 微分 方程 包含 了 所 求 函数 的 
偏 导数 .这 样 , 它 就 被 称 为 一 个 偏 微分 方程 . 


4| 2: 在 许多 情形 , 一 个 物体 的 温度 场 T = T(2,y,2,t) 满足 热 导 方程 


T: — KAT = 0, (1.220) 


其 中 AT = Tez + Duy + Tez. 这 里 T(z, y, z,t) 表示 在 位 置 (x,y, z) 处 及 在 时 刻 t 
时 的 温度 . 物质 常量 < 刻画 了 物体 的 热传导 能 力 . 
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1.12.2.1 自然 科学 中 基本 的 “无 穷 小 ”认识 论 策略 
微分 方程 (1.219) 描述 了 在 “无 穷 小 水 平 ” 上 轨道 的 性 状 , 粗略 地 说 , 对 非常 小 的 
时 刻 t, 它 是 成 立 的 .0 这 是 惊人 的 认识 论 现象 的 一 部 分 , 粗略 地 说 是 这 样 的 : 


在 “无 穷 小 水 平 ”( 即 , 对 于 非常 小 的 时 间 和 非常 小 的 空间 距离 ), 自然 
界 中 的 所 有 过 程 都 变 得 非常 简单 , 并 且 可 以 用 少数 几 个 方程 来 表示 . 


这 样 , 这 些 方程 包含 着 多 得 不 可 置信 的 信息 量 . 解密 这 些 信息 是 数学 的 事 , HI 
对 于 合理 的 时 间 和 空间 距离 解 这 些微 分 方程 . 

随 着 无 穷 小 演算 一 一 微 积分 学 的 创立 ,对 于 自然 科学 中 出 现 的 现象 , 牛顿 和 莱 
布 尼 茨 已 经 给 了 我 们 深刻 理解 的 钥匙 . 对 人 类 智力 的 这 项 成 就 的 赞美 不 会 过 高 的 . 


1.12.2.2 初始 条 件 的 作用 


牛顿 的 微分 方程 (1.219) 描述 了 质量 为 m 的 所 有 可 能 的 运动 . 例如 , 天 文学 家 
真正 感 兴趣 于 计算 天 体 的 轨道 . 为 了 计算 这 些 轨道 , 除了 牛顿 的 方程 外 ， 人 们 还 必 
须 引 入 所 论 天 体 在 一 个 给 定时 刻 to 的 状态 . 更 明确 地 , 人 们 必须 考虑 下 述 问题 : 


ma’ (t)=F(ax(t),t) (运动 方程 )， 
x(to) = zo (初始 位 置 )， 
z'(to) = vo (初始 速度 ). 


存在 性 和 唯一 性 结果 ”假设 下 述 : 

(i) 在 初始 时 刻 to, 给 定 了 位 置 co 和 该 点 处 的 速度 向 量 vo. 

(ii) 对 所 有 位 置 zx 和 对 在 初始 时 刻 to 的 一 个 小 邻 域 中 的 所 有 时 刻 t, 力 场 
F = F(a,t) 是 充分 光滑 的 (如 C! 类 ). 

那么 ”存在 一 个 空间 邻 域 UV(zo) 和 一 个 时 间 区 间 J(to), 问题 (1.221) 恰 有 一 
个 解 , 它 是 对 于 所 有 时 刻 t € J(to) 都 在 U(ao) 中 的 一 个 轨道 


(1.221) 


z = p(t). 


这 个 结果 使 人 惊奇 地 保证 了 只 对 于 充分 小 的 时 刻 轨道 的 存在 性 . 但 是 在 一 般 情 
形 , 我 们 不 能 期 望 获得 更 多 . 下 述 关 系 是 可 能 的 : 


lim |z(t)| = oo, 
tty 


1) 从 牛顿 和 莱 布 尼 茨 (Leibniz)(1646—1716) 以 来 , 人 们 就 说 到 “无 穷 小 ”时 间 和 空间 距 
离 . 可 以 用 现代 的 非 标准 分 析 (参阅 [53]) 来 得 到 “无 穷 小 ”概念 的 明确 的 数学 表达 . 传统 上 , 在 
严格 的 数学 中 是 不 用 “无 穷 小 ”的 概念 的 , 而 代 之 以 考虑 极限 . 

2) 这 是 皮卡 (Picard)- 林 德 勒 夫 (Lindel5f) 一 般 的 存在 性 和 唯一 性 定理 的 一 个 特殊 情形 
(参看 1.12.4.1). 
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即 , 力 F 是 如 此 之 强 , 以 致 在 一 有 限时 刻 t 质点 延伸 到 “无 限 ”. 
例 ( 模 型 问题 ): 对 于 力 F(x) := 2mz(1 十 a?), 微分 方程 


mz" = F(z), 


z(0)—0, z'(021 
有 唯一 解 
这 里 我 们 有 
= +00. 
为 了 保证 一 个 解 对 所 有 时 刻 都 存在 , 人们 利用 下 述 的 一 般 原则 : 


先 验 估 计 确 保 整 体 解 . 


这 可 在 1.12.9.8 中 找到 . 


1.12.2.3 稳定 性 的 作用 


太阳 的 引力 场 有 形式 
一 3 2， (1.222) 


其 中 M 是 太阳 的 质量 ,m 是 太阳 的 引力 场 中 大 粒子 或 物体 的 质量 , G 是 引力 常量 . 
在 太阳 的 中 心 z = w,” 这 迫使 场 有 奇 性 . 
太阳 系统 稳定 性 的 著名 问题 ”这 个 问题 总 结 在 下 述 两 个 问题 中 . 

(a) 行星 的 轨道 是 否 稳定 ? 即 , 它们 是 否 在 长 时 间 后 非常 小 地 改变 它们 的 形式 ? 

(b) 行星 是 否 会 撞 向 太阳 ? 或 是 否 可 能 完全 从 太阳 系 逃 逸 ? 

自从 拉 格 朗 日 (Lagrange, 1736 一 1813) 起 , 许多 伟大 的 数学 家 都 曾 研究 过 这 个 
问题 . 首先 , 他 们 试图 通过 “初等 函数 ”用 闭 形式 来 表示 行星 的 轨道 . 然而 , 直到 19 
HAREM (Poincaré, 1854—1912) 认识 到 这 是 不 可 能 的 , 即使 在 原则 上 也 行 不 
通 . 这 就 导致 数学 上 两 个 完全 新 的 发 展 方向 : 

(1) 存在 性 的 抽象 证 明和 拓扑 学 ”既然 似乎 不 可 能 明确 地 写 下 解 , 那么 至 少 试 
图 通过 非 直接 的 、 抽 象 的 方法 来 证 明 解 的 存在 性 . 这 就 导致 不 动 点 定理 的 发 展 , 将 
在 [212] 中 描述 其 细节 . 关于 常 微分 方程 和 偏 微 分 方程 解 的 存在 性 的 一 个 基本 的 拓 
扑 原理 是 1934 年 创始 的 著名 的 勒 雷 (Leray)- 绍 德尔 (Schauder) 原 理 , 它 被 叙述 为 


先 验 估计 确保 解 的 存在 性 . 


(II) 动力 系统 和 拓扑 学 ”科学 家 和 工程 师 通 常 并 不 对 解 的 确切 形式 感 兴趣 , 而 
只 对 解 的 基本 性 质感 兴趣 (例如 , 稳定 周期 振动 的 稳定 平衡 位 置 的 存在 性 , 或 者 , 过 
* 此 处 疑 有 误 , 应 为 2 = 0. —— 译 者 
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渡 到 混沌 的 可 能 性 ) 这 类 问题 是 动力 系统 科学 的 研究 对 象 , 其 细节 将 在 [212] 中 被 
描述 . 

对 对 象 的 定性 性 质 更 感 兴趣 的 数学 的 分 支 是 拓扑 学 . 拓扑 学 和 动力 系统 理论 是 
由 伟大 的 法 国 数学 家 庞 加 莱 在 他 关于 天 体力 学 中 稳定 性 研究 中 所 创立 的 .0) 这 方面 
的 一 份 可 读 的 材料 可 在 文献 [217] 中 找到 . 

19 世纪 中 叶 工 程 师 发 展 了 稳定 性 理论 的 某 些 方面 .他 们 感 兴趣 以 这 样 的 方式 
来 制造 机 器 , 建造 大 楼 和 桥梁 : 它们 是 稳定 的 , 不 容易 被 自然 力量 ( 风 和 风暴 ) 所 破 
b. 

稳定 性 理论 基本 的 一 般 性 的 数学 结果 由 俄国 数学 家 李 雅 普 诺 夫 (Lyapunov) 于 
1892 年 所 得 到 . Alt, 稳定 性 理论 变 为 一 门 独立 的 数学 学 科 , 至 今 仍 是 大 量 研究 的 
主题 . 对 于 许多 复杂 的 问题 来 说 , 解 的 稳定 性 的 性 质 至 今 仍 不 甚 了 了. 注意 : 


数学 上 完全 正确 的 解 , 如 果 它 们 是 不 稳定 的 , 可 以 
与 现实 世界 完全 无 关 , 因而 在 自然 界 中 不 能 实现 


一 个 类 似 的 陈述 对 于 计算 机 上 所 用 的 数值 程序 是 不 容 置疑 的 . 只 有 稳定 的 数值 
程序 , 即 关 于 舍 入 误差 是 鲁 棒 的 那些 程序 , 才 是 有 用 的 . 

SR, 太阳 系 的 稳定 性 问题 仍 未 解决 . 在 1955 FERRARI R (Kolmogorov), 
以 及 后 来 还 有 阿 诺 尔 德 (Arnold) MA (Moser), 他 们 证 明了 拟 周期 运动 (如 太 
阳 系 的 运动 ) 的 扰动 对 于 扰动 的 类 型 是 非常 敏感 的 , 并 且 可 以 结束 于 混沌 (KAM 理 
论 ). 一 个 极 小 的 粒子 可 能 导致 系统 整体 运动 的 改变 . 由 于 这 个 原因 , 从 理论 上 考虑 
总 不 能 解决 太阳 系 的 稳定 性 问题 . 经 过 一 周 在 数 台 超级 计算 机 上 的 计算 (例如 , 在 著 
名 的 位 于 波士顿 的 麻 省 理工 学 院 (MIT)), 结果 表明 太阳 系 至 少 在 下 一 个 100 万 年 
中 仍 将 保持 稳定 . 


1.12.2.4 边界 条 件 的 作用 和 格林 函数 的 基本 想法 


除了 初始 条 件 外 , 我 们 还 必须 考虑 边界 条 件 . 
4| 3 (弹性 杆 ): 一 个 弹性 杆 在 一 个 外 力 的 影响 下 的 运动 (位 移 ) y = y(z) 由 下 述 数 
学 问题 描述 : 


y(0)— y() 20 (ARE). 


b 
这 里 ， ( | fijas) j 表示 作用 在 区 间 (a, b) 中 弹性 杆 上 、 沿 着 y 轴 方 向 的 力 , 即 


1) 1892 年 , 3 卷 系 列 Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste 的 第 1 卷 面世 . 
在 该 卷 中 , 庞 加 莱 继 续 了 由 拉 格 朗 日 (1788) 的 著作 La mécanique analytique 和 拉 普 拉 斯 在 
1799 年 的 题 为 La mécanique céleste 的 5 卷 本 所 开始 的 传统 . 
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f(x) 是 外 力 在 点 xz 处 的 密度 . 正 物质 常量 « 描述 杆 的 弹性 性 质 . 边界 条 件 描述 了 
杆 被 固定 于 两 个 点 z = 0 和 z = ! 处 的 事实 (图 1.125(a)). 


PR i. 


IE Onte 
(b) 


: 1125 ”弹性 杆 的 微分 方程 


对 于 与 变 分 学 有 关 的 问题 ， 
边界 条 件 的 出 现 是 典型 的 . 


例如 , (1.223) 是 从 最 小 作用 原理 


与 变 分 学 的 联系 


| Lye) (oar: 平稳 的 ， 
%(0)=V() =0 


作为 其 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 而 得 到 的 , 这 里 的 拉 格 朗 日 函数 L := Sy? — fy (参阅 
5.1.2). 这 里 , 有 


l 
| Ldz = 杆 的 弹性 能 — 力 所 做 的 功 . 
0 
解 用 格林 函数 的 表示 “(1.123) 的 唯一 解 由 公式 


l 
yide. | G(z, £)f(£)dé (1.224) 


给 出 . 这 里 , 问题 (1.223) 的 格林 函数 是 
Lt 3:3 O«z«£«l, 
G(z£):4 , !^ 


格林 函数 的 物理 解释 ”选取 力 密 度 
| To —E < Z S Žo tE, 
fe(x) = 2e 
0, ”其 他 ， 
对 于 越 来 越 小 的 e, 它 越 来 越 集中 在 点 zo 处 , 并 且 , 它 所 对 应 的 总 力 为 1 (图 1.125(b)): 


ji f«(z)dz = 
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由 felz) 确定 的 运动 由 y 表示 . 那么 有 


lim ye(z) = G(z, xo). 


狄 拉克 (Dirac) 6 函数 的 形式 应 用 ”物理 学 家 经 常 写 形式 的 表达 式 

coo, T= T0, 

0, 其 他 ， 

并 且说 y(z) := G(x, zo) 是 对 于 点 密度 力 f(z) := (x 一 x0) 的 初 值 问题 (1.223) 的 
一 个 解 . 函数 5(z 一 ro) RAKHA BR. 在 这 个 形式 的 意义 下 , 有 


Sle — zo) = lim fela) = | 


—KGzz(z,ro)— ó(v — zo), TEJO,l[ E, 


G(0,z0) = G(lzo) = 0 (边界 条 件 ). ne 
在 广义 函数 理论 框架 中 明确 的 数学 表述 ”格林 函数 是 边 值 问 题 
—kGzrz(T, T0)— = Óz,, 在 ]0, ILE, (1.226) 


G(0,zo)-— G(l,zo) =0 (边界 条 件 ) 


的 一 个 解 . 这 里 , bn 代表 6 广义 函数 , 并 且 (1.226) 的 解 是 在 广义 函数 的 意义 下 理 
fn. 

格林 函数 在 1830 年 前 后 由 英国 数学 家 和 物理 学 家 G. 格林 (Green, 1793— 
1841) 所 引进 . 其 一 般 策 略为 


格林 函数 描述 由 高 度 集中 的 外 部 影响 E 所 产生 的 物理 效应 . 
一 般 外 部 影响 的 效应 作为 具有 与 € 类 似 的 (严格 ) 形式 的 外 部 影响 的 


假设 而 导 得 . 


格林 函数 方法 被 广泛 地 用 于 物理 学 的 所 有 领域 , 因为 它 允 许 物理 效应 的 局 部 化 ， 
并 展示 了 如 何 建构 一 般 的 物理 效应 . 例如 , 在 量子 场 论 中 ,借助 于 费 恩 曼 (Feynman) 
积分 (路 径 积分 ) 可 以 算得 格林 函数 . 

1) 广义 函数 理论 于 1950 年 前 后 由 法 国 数学 家 施 瓦 效 (Laurent Schwarts) 所 创立 ，[212] 
中 描述 了 这 一 理论 . 这 样 , 方程 (1.226) 意味 着 对 所 有 检验 函数 p € CF (0,0) 有 


l 
asl G(z, zo)e" (z)dz = &s, (P) = e(zo). (1227) 
用 o 乘 以 (1.225), 再 在 [0,1] 上 部 分 积分 两 次 , 并 利用 
l 
| 6(z — zo)e(z)dz = e(zo), 


即 可 形式 地 得 到 方程 (1.227). 
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解 的 公式 (1.224) 表示 了 作为 局 限于 点 € 处 的 单独 的 力 
G(z, €) f (£) 
的 又 加 的 一 个 任意 力 的 作用 . 


1.12.2.5 边界 -初始 条 件 的 作用 


在 一 些 物理 场 论 中 , 必须 描述 在 初始 时 刻 to 和 在 一 个 域 的 边界 处 场 的 结构 . 通 
常 置 to := 0. 
例 (热传导 ): 为 了 唯一 确定 在 一 个 物体 中 的 温度 分 布 , 必须 知道 在 初始 时 刻 t = 0 
的 温度 分 布 和 在 任何 时 刻 t > 0 沿 该 物体 边界 的 温度 分 布 . 因而 , 必须 对 热 导 方程 
(1.220) 附加 下 述 条 件 : 


T: — KAT = 0, P € D,t » 0, 
T(P,0) = T(P), PED (初始 温度 )， (1.228) 
T(P,t)=Ti(P,t),  Pe8D,t»0 (边界 温度 ). 


XES P := (2,y,2). 

存在 性 和 唯一 性 定理 WR D e R 是 一 个 具有 光滑 边界 的 有 界 域 , 并 且 如 果 指 定 
的 初始 温度 To 和 给 定 的 边界 温度 Ti 是 光滑 的 , 那么 热 导 方程 (1.228) Æ D 中 对 
所 有 时 刻 t > 0 有 一 个 唯一 确定 的 光滑 解 T. 


112.26 ” 适 定 问题 

为 了 微分 方程 形式 的 数学 模型 能 用 于 科学 现象 的 研究 , 微分 方程 必须 具有 下 述 
性 质 : 

(i) 有 一 个 唯一 解 . 

(ii) 初始 条 件 的 小 改变 导致 解 的 小 改变 . 

具有 这 些 性 质 的 问题 被 称 为 适 定 的 ， 在 每 一 情形 ， 人 们 必须 弄 得 更 清楚 些 , 所 
亩 “小 " 改变 是 什么 意思 

在 与 时 间 相关 的 问题 中 , 人 们 还 对 整体 稳定 性 感 兴趣 : 

(iii) 解 对 于 所 有 时 刻 t > to 存在 , 并 且 当 t 5 +00 时 解 趋 于 一 个 平衡 态 . 
例 1: 初 值 问题 

y=-y, y(0)=e (1.229) 


对 于 = = 0 是 适 定 的 , 因为 对 于 任意 e (1.229) 有 唯一 解 


y(t)=ee*, tER. (1.230) 
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die = 0, 得 到 平衡 解 y(t) = 0. 对 于 小 扰动 e, f (1.230) 有 改变 , 然而 很 微小 , 并 
且 因 为 


: -t 
lim ce =0, 
t 一 十 co 


对 于 大 时 刻 t, 在 此 情形 它 趋 于 平衡 解 y = 0 (图 1.126(a)). 


(a) 稳定 (b) 不 稳定 
图 1126 ”微分 方程 解 的 扰动 


例 2: 初 值 问题 
y =y, w0-s 
对 于 s = 0 是 不 适 定 的 . 事实 上 , 唯一 确定 的 解 


对 每 个 任意 小 的 初 值 e 40 (4 t 大 时 ) 破裂 (A 1.126(b)). 
例 3 (不 适 定 逆 问 题 ): 卫星 测量 地 球 的 引力 场 . 由 此 , 人 们 要 确定 地 球 的 密度 p; 人 
们 特别 对 确定 油田 位 置 感 兴趣 . 

这 个 问题 是 不 适 定 的 , 即 从 测量 所 得 不 能 唯一 确定 密度 p. 
1.12.2.7 的 化 为 积分 方程 
例 1: 问题 

y'(t)=g(t), y(0)=a 

有 唯一 解 


因而 , 人 们 把 更 一 般 的 问题 
CPOBECTONEOEB 


归结 为 等 价 的 问题 
vt) =a+ | roadr 
0 
这 个 方程 在 积分 号 下 包含 未 知 函 数 y, 因而 被 称 为 是 一 个 积分 方程 . 利用 迁 代 过 程 
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可 以 解 这 个 积分 方程 . 
例 2: 边 值 问题 
—ky" (x)= f(z, y(z)). 
y(0) = y(l) =0 


可 以 (因为 公式 (1.224) 是 它 的 一 个 解 ) 归结 为 等 价 的 积分 方程 
l 
yf) = f G(z, £)/ (6, y(£))d£. 


[212] 系统 地 处 理 积分 方程 . 在 偏 微分 方程 的 经 典 理论 中 , 通过 利用 格林 函数 ， 人们 
通常 过 渡 到 积分 方程 .然而 , 这 个 方法 对 于 更 复杂 的 问题 变 得 有 点 烦琐 , 在 有 些 情 
形 完全 得 不 到 任何 结果 . 在 1935 年 前 后 出 现 的 较 现 代 的 偏 微分 方程 的 泛 函 分 析 理 
论 中 , 从 一 开始 偏 微分 方程 就 被 看 成 微分 算 子 的 方程 , 而 并 不 过 渡 到 积分 方程 . 


1.12.2.8 可 积 性 条 件 的 重要 性 
对 于 C? 类 的 函数 u= ula, y), 有 偏 微 商 的 交换 性 : 


在 偏 微分 方程 理论 的 许多 问题 中 这 个 关系 起 着 重要 的 作用 . 
例 1: 方程 
Ur =T, Uy =T 
没有 任何 解 . FKE, 对 于 一 个 解 U, 我 们 会 有 Ury = Uyz: HT Uszy: = 0 和 Uys = i; 
这 不 可 能 成 立 . 
| 2: 令 在 域 D € R? PREC 函数 f = f(z,y),g = 9(2,y). 考虑 方程 


[ulz y) = fle), umy) =g), ED E| 


mm = ga (X,Y), 在 D £] 


必须 成 立 . 如 果 D 是 单 连 通 的 , 这 个 条 件 对 于 解 的 存在 也 是 充分 的 ， 此 时 , 解 可 以 
被 确定 为 曲线 积分 


(x,y) 
u(z,y) = wat + | fda + gdy, 
(zo:y0) 
它 不 依赖 于 积分 的 路 径 . 
如 果 我 们 选择 D 为 围绕 某 点 的 一 个 小 圆 盘 , 那么 D 是 单 连通 的 . 这 样 , 可 积 
性 条 件 的 成 立 对 于 局 部 地 解 初 值 问题 u = f, uy = 9 是 充分 的 . 
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这 是 一 个 一 次 又 一 次 得 到 的 一 个 基本 的 经 验 , 即 必要 的 可 积 性 条 件 对 于 局 部 可 
解 性 而 言 也 是 充分 的 . 反之 ,整体 可 解 性 以 一 种 决定 性 的 方式 取决 于 区 域 的 结构 ( 拓 
扑 ).D0 可 积 性 条 件 在 许多 应 用 中 起 着 重要 的 作用 : 

(i) 高 斯 (Gauss) 的 绝妙 定理 描述 了 曲面 的 导数 方程 的 可 积 性 条 件 (参阅 3.6.3.3). 

(ii) 两 个 事实 : 每 个 无 旋 力 场 (如 引力 场 ) 都 有 位 势 , 以 及 : 电磁 场 是 一 个 A- 位 
势 的 导数 . 这 两 个 事实 都 是 可 积 性 条 件 的 推论 . 

(ii) 热力 学 的 一 些 重要 的 关系 由 与 热力 学 第 一 定理 和 第 二 定理 密切 相关 的 吉 布 
斯 (Gibbs) 方程 的 可 积 性 条 件 而 得 (参阅 1.13.1.10). 

微分 形式 的 嘉 当 (Cartan)- 凯 勒 (Kahler) 定理 给 出 了 可 积 性 条 件 简洁 处 理 的 
恰当 结构 . 


1.12.3 ”微分 方程 的 分 类 
微分 方程 的 阶 ”在 一 个 微分 方程 中 出 现 的 导数 的 最 高 次 数 称 为 它 的 阶 . 
例 1: 牛顿 运动 定律 
mz = F 
包含 二 次 导数 , 因而 其 阶 为 2. 
热 导 方程 

Te = 6 Tn gr (1.231) 
包含 对 时 间 的 一 次 导数 和 对 每 个 空间 变量 的 二 次 导数 . 因而 这 个 微分 方程 有 阶 为 2. 
微分 方程 组 ” 热 导 方程 (1.231) 是 作为 时 间 的 函数 的 温度 的 一 个 微分 方程 . 在 微分 
方程 中 当 方 程 或 函数 个 数 多 于 一 个 时 , 我 们 就 说 这 是 微分 方程 组 . 
例 2: 利用 笛 卡 儿 坐 标 可 以 把 位 置 向 量 写 为 z := zi 十 yi 十 zk. 用 同样 的 方式 分 解 
力 向 量 后 , 例 1 的 牛顿 运动 定律 可 以 写 为 


ma" (t) = X(P(t),t), my" (t)=Y(P(t),t), mz" (t) = Z(P(t),t), 
其 中 P := (x,y,z) 这 是 一 个 2 阶 微分 方程 组 . 
1.12.3.1 约 化 原理 


通过 引进 适当 的 变量 , 任何 微分 方程 和 微分 方程 


组 可 以 被 约 化 为 一 个 等 价 的 一 阶 微 分 方程 组 . 
例 1: 2 阶 微分 方程 


y" J y' +y= 0 
1) 在 这 个 方向 上 的 一 个 非常 深刻 的 结果 是 德 拉 姆 (de Rham) 定理 ( 见 [212]). 
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通过 引进 新 的 变量 p := % 被 变 为 等 价 的 一 阶 微分 方程 组 
y =p, 
p+pt+y=0. 
微分 方程 
y+y +y +y=0 
可 以 用 类 似 的 方法 , 通过 引进 p := y 和 q := y" 被 变 为 
p-y,q-r, 
p+q+pt+y=o0. 


例 2: 拉 普 拉 斯 方程 


Usa Fay — 0 
通过 变量 代 换 为 p := wz 和 q := uy 被 变 为 等 价 的 一 阶 组 


P = Uz, q = Uy, 


Px qy =0. 


1.12.3.2 ”线性 微分 方程 和 又 加 原理 
REX, 未 知 函 数 u 的 一 个 线性 微分 方程 具有 形式 


(1.232) 


其 中 右 端 还 依赖 于 变量 u, 并 且 对 于 所 有 充分 光滑 的 函数 u, v 和 所 有 实数 o, 0, 微 
分 算 子 L 有 特征 性 质 


| L(au + Bv) = aL(u) + 8LC).| (1.233) 


例 1: 常 微 分 方程 
u” (t) = f(t) 
是 线性 的 . 为 了 看 到 这 一 点 , > 


d2 
Lus= a 
2 
人 们 经 常 就 写 为 L:= I 从 微 商 的 可 加 性 得 到 
L(au+ Bv) = (au + 8v)" = au” + Bv” = aLu + BLv. 


因而 , 线性 条 件 (1.233) 即 被 满足 . 
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例 2: 函数 u = u(t) 的 最 一 般 的 n 阶 (线性 ) 常 微分 方程 具有 形式 


aou + a1u' +agqu” 十 …: 十 anus” = fi, 


其 中 所 有 系数 和 f 都 是 时 刻 t 的 函数 , 并 且 an £0. 最 一 般 的 线性 (m) 微分 方 
程 是 未 知 函数 的 诸 导 数 与 系数 的 线性 组 合 , 它们 都 是 与 作为 方程 解 的 函数 有 相同 变 
量 的 函数 . 

例 3: $ u= u(z,y). 微分 方程 


QUzz + buyy = f (1.234) 


E a — a(v, y), b — b(z, y) 和 了 = f(x, y) 都 只 是 自 变量 zx M y 的 函数 的 情形 是 线 
性 的 . 在 右 端 f = f(x,y, u) 还 依赖 于 未 知 函 数 的 情形 , 方程 (1.234) 是 一 个 非 线性 
微分 方程 . 

齐 次 方程 ”对 于 线性 微分 方程 (1.232)， 如 果 f = 0 则 它 称 为 齐 次 的 ; 否则 称 
为 非 齐 次 的 . 

ZWARE (i) 对 于 一 个 齐 次 微分 方程 , 解 u 和 v 的 线性 组 合 au + Bu 也 是 该 方程 


的 解 
(i) 对 于 非 齐 次 方程 , 有 下 述 重要 规则 : 
非 齐 次 方程 的 通 解 = 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 gas 
+ 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 | 
例 4: 考虑 微分 方程 


它 的 一 个 特 解 是 u = t. 齐 次 方程 v = 0 的 通 解 是 u = 常数 . 因而 非 齐 次 方程 的 通 
解 是 
wu 二 t 十 常数 . 


1.12.3.3” 非 线性 微分 方程 


ET 


自然 界 中 大 多 数 过 程 是 交互 作用 类 型 的 . 这 就 解释 了 非 线 性 微分 方程 在 自然 科 
学 中 的 重要 性 . 电磁 场 的 麦克 斯 韦 (Maxwell) 方程 组 形成 了 这 个 规则 的 一 个 明显 的 


了 电磁 波 (光子 )、 电 子 和 正 电子 之 间 的 交互 作用 . 这 些 方程 的 确 是 非 线性 的 . 


对 于 非 线性 方程 , Eng ST Er. 
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例 1: 在 太阳 系 引力 场 中 的 行星 的 牛顿 运动 方程 是 
GmM 
BOT De 
这 些 方程 (对 于 向 量 m 的 每 个 坐标 ) 是 非 线 性 的 , 并 且 描述 了 太阳 与 诸 行星 之 间 的 
引力 交互 作用 . 
半 线 性 方程 4 L 是 一 个 如 同 (1.232) 中 那样 的 n 阶 线性 微分 算 子 , 称 形 如 


mz" (t) = 


Lu — f(u) 


的 一 个 方程 为 半 线 性 的 ; 其 右 端 依赖 于 所 求 函数 u 及 其 直到 n — 1 阶 的 导数 . 

例 2: 方程 Ure + Uyy = f(u, Uc, Uy, 2, y) 是 半 线 性 的 . 

拟 线性 方程 ”一 个 对 其 最 高 阶 导数 是 线性 的 方程 被 称 为 拟 线性 的 . 

例 3: 方程 auzz + buy, = f 是 拟 线性 的 , 如 果 a, b 和 f (M 依赖 于 x,y, u, us 和 


Uy. 


1.12.3.4 平稳 过 程 和 非 平 稳 过 程 
依赖 于 时 间 t 的 过 程 被 称 为 非 平稳 的 . 与 时 间 无 关 的 过 程 称 为 平稳 过 程 


平稳 过 程 相应 于 自然 界 , 技术 和 经 济 中 的 平衡 架构 . 


1.12.3.5 平衡 架构 
稳定 平衡 架构 。 一 个 平衡 架构 被 称 为 稳定 的 , 如 果 该 系统 不 被 小 扰动 所 影响 ， 即 ， 
在 偏离 平衡 位 置 的 一 个 小 扰动 后 , 该 架构 在 有 限时 间 后 仍 归于 平衡 位 置 


在 我 们 的 物理 世界 中 , 只 出 现 稳定 的 平衡 架构 . 


不 稳定 的 平衡 架构 是 那些 在 小 扰动 后 无 限 偏 离 平 衡 位置 的 平衡 架构 . 
平衡 原理 ”为 了 对 于 一 个 非 平稳 过 程 的 微分 方程 寻找 平衡 解 ， 人 们 把 微分 方程 中 所 
有 关于 时 间 的 导数 置 于 零 , 然后 再 解 所 得 到 的 微分 方程 . 
例 1: 考虑 非 平稳 的 热 导 方程 


(20 
通过 寻找 与 时 间 无 关 的 解 T = T(z, y,z), 可 以 得 到 平衡 解 . KH, AT, 三 0. 即 要 
找平 稳 热 导 方程 

(za 


的 解 . 我 们 希望 , 一 个 非 平稳 (与 时 间 无 关 的 ) 热 分 布 在 适度 的 假设 下 当 t — cc 时 
趋 于 一 个 平衡 分 布 , 即 ,(1.236) 的 某 种 解 当 t 一 oo 时 趋 于 (1.237) 的 一 个 解 . 
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在 适当 的 假设 下 , 对 于 一 般 的 情形 , 可 以 严格 地 证 明 这 个 期 望 是 正确 的 . 
在 下 述 简单 的 模型 问题 中 我 们 来 解释 这 个 事情 . 
例 2: $az0. 为 了 找到 微分 方程 


的 平衡 解 , 假设 解 与 时 间 无 关 . 这 样 ,y (t) = 0, 因而 
y(t) = 0， 对 所 有 的 


根据 1.12.2.6 的 例 1 和 例 2, 这 个 平衡 解 当 a = —1 时 是 稳定 的 , 当 a = 1 时 是 不 
稳定 的 (图 1.126). 


1.12.3.6 ”比较 系数 法 一 一 一 个 一 般 解 法 


例 1: 为 了 解 方程 


用 泰勒 展开 式 

13 
3! 
如 果 知 道 w(0) 和 w (0), 那么 所 有 高 阶 导数 u" (0), u” (0), -- 可 以 从 微分 方程 计算 
而 得 . 同时 , 为 了 得 到 一 个 唯一 解 , 必须 考虑 下 述 初 值 问题 : 


u(t) = u(0) + w (0)t + wo uan asus. 


此 时 得 到 
u"(0) =u(0) +1=a+1, w"(0)-— w'(0) = b, 
u?" (0) =a+1, vt) (0) =b, n=1,2,---. 


用 相同 方法 可 以 解 任何 最 高 阶 导数 可 被 解 出 的 常 微分 方程 . 


相同 的 方法 也 适用 于 偏 微分 方程 .然而 在 此 情形 , 一 个 新 的 因素 介入 了 , 这 就 
是 必须 考虑 ( 偏 ) 微分 方程 的 特征 . 
例 2: 令 函 数 y = v(x) 被 给 定 . 要 找 一 个 函数 u := ule, y), 它 满足 下 述 初 值 问题 : 


Uy = u, 


u(x,0) = p(x) (初始 值 )， 
HET 沿 着 c 轴 的 值 . 为 了 进行 下 去 , 取 函 数 在 原点 处 的 泰勒 展开 式 


u(z, y) = u(0, 0) 十 wz(0,0)z + uy(0,0)y+---. 
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为 了 这 个 方法 能 产生 唯一 定义 的 表达 式 , 必须 能 从 初始 值 和 微分 方程 确定 v 的 所 有 
偏 微 商 . 事实 上 , 对 于 现在 的 这 个 问题 , 这 是 可 能 的 . 首先 , 初始 条 件 v(z,0) = (x) 
产生 了 所 有 关于 c 的 微 商 : 


u(0,0) = (0), uz(0,0) = (0), wa(0,0) = "(0),…. 
从 微分 方程 w = u 可 以 得 到 
wy(0,0) = u(0, 0) = (0, 0). 
通过 对 微分 方程 求 导数 可 以 确定 所 有 剩余 的 导数 : 
uys(0,0) = ua(0, 0), 


例 3: 对 于 初 值 问 题 
Uy = U, 


u(0,y)=v(y) (初始 值 )， 


情形 完全 不 同 , 这 里 规定 了 u 沿 着 y 轴 的 值 . 

在 此 情形 , 没有 关于 r 导数 的 任何 信息 . 事实 上 , 微分 方程 与 初 值 问 题 可 以 相 
互 矛盾 , 以 致 全 然 没 有 解 存 在 . 例如, 解 必须 满足 uy(0,0) = v'(0), 并 且 同 时 满足 
yu(0, 0) = u(0,0) = v(0), 因而 


v(0) = v'(0). 


对 于 解 的 存在 的 这 个 必要 条 件 被 称 为 相 容 性 条 件 ; 如 果 这 个 条 件 不 被 满足 , 那么 没 
有 解 存在 . 
例 4: 设 给 定 直线 1:y = om, 这 里 o0. 为 了 解 初 值 问题 


Uy = U, 


u 沿 着 直线 LOR (初始 值 )， 


把 ! 作为 £ 坐标 轴 , 并 引进 新 的 坐标 系 E, y (图 1.127 ( 


图 1.127 
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如 果 把 函数 u 在 新 坐标 系 中 写 下 , 那么 得 到 问题 


Uy = u, 


u(&,0) = v(£); 


可 以 用 上 述 例 2 中 相同 的 方法 解 此 问题 .? 
特征 ”由 于 上 述 例 2~ 例 4 的 提示 ,可 以 说 , 在 这 些 情形 , y 轴 是 微分 方程 


Uy = U 


的 特征 , 而 过 原点 的 其 他 任何 直线 都 不 是 特征 . 
特征 的 一 般 理 论 及 其 他 们 的 物理 解释 将 在 1.13.3 中 阐述 ,同时 ,微分 方程 特征 
的 性 状 可 以 被 用 于 微分 方程 的 分 类 (椭圆 的 、 抛物 的 和 双 曲 的 ,参阅 1.13.3.2). 
粗略 地 讲 , 有 


与 系统 的 初始 条 件 相配 的 特征 , AME 


一 地 确定 解 , 或 根本 不 允许 有 解 . 


从 物理 的 观点 看 , 特征 是 重要 的 , 因为 它们 描述 了 波 前 . 波 的 传播 对 于 自然 界 中 


能 量 的 输 运 是 最 重要 的 机 理 . 
例 5: 方程 
u(x,t) = p(x — ct) (1.238) 
描述 了 一 个 具有 速度 ce， 从 左 向 右 的 波 的 传播 " TN 
(图 1.128). 


(i) 如 果 在 初始 时 刻 t= 0 指定 u 的 值 , 屠 
么 可 以 从 方程 u(z,0) = v(x) 唯一 地 确定 函数 
y. 

(i) 另 一 方面 ， 如 果 沿 着 直线 r-e = 
常数 — a 指定 u 的 值 , BARA ola) 被 确 图 1.128 
定 , 而 函数 o 除了 这 个 值 外 是 任意 的 . 
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112.7. 不 需 实际 上 解 出 而 可 以 从 微分 方程 得 到 的 重要 信息 
在 许多 情形 , 不 可 能 显 式 地 解 出 微分 方程 . 因此, 尽 可 能 多 地 直接 从 一 个 给 定 
的 微分 方程 推导 得 物理 上 相关 的 信息 是 具有 很 大 价值 的 . 除了 其 他 一 些 以 外 , 下 述 
类 型 的 信息 可 以 用 这 种 方式 得 到 : 
1) 对 于 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 , 这 里 所 描述 的 宕 级 数 方法 的 严格 证 明 可 以 利用 柯 西 (A. 
Cauchy, 1789—1855) 定理 和 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 姬 (S. Kowalewskaja, 1850—1891) 定理 而 
被 实现 , 见 1.12.9.3 和 1.13.5.1. 


428 第 1 章 分 Wr 学 


(i) 守恒 律 (如 能 量 的 守恒 ); 

(ii) 波 前 方程 (特征 ), 见 1.13.3.1; 

(iii) 最 大 值 原理 (参阅 1.13.4.2); 

(iv) 稳定 性 判别 准则 (参阅 1.12.7). 
例 (能 量 守恒 ): 令 z = z(t) 是 微分 方程 


mz" (t) = —U'(2(t)) 


的 一 个 解 . 如 果 令 
E() = 220" + vain), 
则 有 
oe) = mz" (t)a' (t) + U'(a(t))a’(t) = 0, 
换言之 ， 
E(t) = 常数 . 
这 是 能 量 守 恒 律 . 


推导 这 个 关系 只 用 到 了 微分 方程 , 而 未 用 到 解 的 形式 . 


1.12.3.8 对称 性 和 守恒 律 


4| 1 (能 量 守恒 ): 考虑 拉 格 朗 日 函数 L 和 函数 P(t) := (q(t), (t) 的 欧 拉 - 拉 格 朗 
日 方程 ( 见 5.1.1 和 14.5.2): 


Sy CP) - L,(P(t)) = 0. (1.239) 


WR 
E(t) := q'(t) L (P(t)) — L(P(t)), 


那么 对 于 (1.239) 的 每 个 解 有 下 述 能 量 守恒 律 : 
E(t) = 常数 . (1.240) 
守恒 律 在 自然 界 中 具有 基本 重要 性 , 并 且 对 于 我 们 周围 世界 各 种 形式 的 稳定 性 
是 可 靠 的 保证 . 没有 守恒 律 的 世界 会 是 完全 混沌 的 . 
什么 是 出 现 这 样 的 守恒 律 的 深刻 原因 呢 ? 对 这 个 困难 问题 的 一 个 答案 如 下 : 


我 们 的 世界 的 对 称 性 是 我 们 所 观察 到 的 守恒 律 的 根源 . 


这 个 基本 的 认识 论 原理 的 严格 数学 表述 是 诺 特 (E. Noether) 于 1918 年 证 明 的 
著名 定理 的 内 容 . 这 个 对 理论 物理 具有 极端 重要 性 的 定理 的 更 多 细节 将 在 [212] 中 
被 讨论 . 
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例 2: 能 量 守恒 (1.240) 是 诺 特 定理 的 一 个 特殊 情形 ,从 拉 格 朗 日 函数 工 不 依赖 于 
时 间 t 这 一 事实 推 得 相应 的 对 称 性质 ， 由 此 , 方程 (1.239) 在 时 间 的 平移 下 是 不 变 
的 . 这 意味 着 : 若 

q = q(t) 
是 (1.239) 的 一 个 解 , 那么 函数 


q = q(t t to) 


也 是 一 个 解 , 其 中 to 表示 一 个 任意 的 时 间 常 数 . 


物理 过 程 P 是 可 能 的 , 那么 从 P 加 以 一 个 任意 时 间 常 数 而 得 到 的 过 程 也 是 可 能 的 . 


在 时 间 平 移 下 不 变 的 系统 具有 一 个 守恒 量 , WARE. 


例 3: 我 们 的 太阳 的 引力 场 是 与 时 间 无 关 的 . 因而 , 围绕 太阳 的 所 有 行星 的 运动 在 
时 间 平 移 下 是 不 变 的 , 这 样 , 从 一 个 真实 的 运动 通过 一 个 时 间 的 平移 所 产生 的 任何 
运动 都 是 可 能 的 . 

如 果 太阳 的 引力 场 是 与 时 间 相 关 的 ,那么 初始 值 (时 间 ) 的 选取 对 于 确定 行星 
的 运动 是 极端 重要 的 . 在 此 情形 , 行星 运动 的 能 量 守恒 不 成 立 (参阅 1.9.6). 


在 旋转 下 不 变 的 系统 具有 一 个 守恒 量 , 称 为 角 动 量 . 
角 动 量 守恒 意味 着 : 如 果 一 个 过 程 P 是 可 能 的 ， 
那么 从 P 经 过 一 个 旋转 而 得 到 的 过 程 也 是 可 能 的 . 


例 4: 太阳 的 引力 场 是 旋转 对 称 的 . RH, 对 于 太阳 系 , 角 动量 是 一 个 守恒 量 . 


在 平移 下 不 变 的 系统 具有 一 个 守恒 量 , 称 为 动量 . 


例 5: 如 果 让 太阳 系 中 的 太阳 的 位 置 是 可 变 的 , 而 不 是 位 于 原点 , 那么 太阳 系 在 平移 
下 不 变 . 这 样 , 对 于 太阳 系 , 动量 是 一 个 守恒 量 . 这 等 价 于 下 述 陈述 : 太阳 系 的 质量 
中 心 沿 一 条 直线 以 常 速度 运动 (参阅 1.9.6). 


1.12.3.9 获得 唯一 性 结果 的 策略 

对 于 常 微分 方程 , 有 一 个 非常 简单 的 一 般 性 的 唯一 性 结果 (参阅 1.12.4.2). 对 
于 偏 微分 方程 , 情况 远 为 复杂 . 为 了 检查 解 的 唯一 性 , 有 以 下 一 些 方法 : 

(i) 能 量 方法 , 它 基 于 能 量 守恒 律 (参阅 1.13.4.1), 以 及 

(ii) 最 大 值 原理 (参阅 1.13.4.2). 

用 两 个 简单 的 例子 来 解释 基本 的 想法 . 
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能 量 方法 
例 1: 初 值 问题 

mz” = —z, z(0)—a, 2'(0)=b (1.241) 
至 多 有 一 个 解 . 
证 明 : 假设 存在 两 个 不 同 的 解 mi 和 m2. 那么 如 同 在 所 有 唯一 性 论证 中 那样 , 考虑 
它们 的 差 

y(t) := xı (t) — a(t). 
如 果 能 证 明 y(t) = 0, 那么 就 完成 了 证 明 . 
为 此 , 首先 注意 , y 的 方程 是 从 对 于 r= zi 和 z = za 的 (1.241) 相 减 而 得 : 


my" ——y, y(0)=0, y'(0) =0. 
从 如 同 1.12.3.7 中 的 能 量 守恒 , 令 其 中 的 U = y?/2, 有 


a: E 二 常数 = 万 


如 果 考 虑 初始 时 刻 t= 0, 那么 从 关系 式 y(0) = y(0) = 0 得 到 E — 0. 因而 
y(t) — 0. 
在 这 个 证 明 背 后 的 简单 的 物理 思想 是 在 直观 上 很 清楚 的 事实 : 


如 果 一 个 其 中 能 量 守恒 成 立 的 系统 在 某 个 初始 时 刻 是 更 
止 的 , 那么 该 系统 无 能 量 , 并 且 对 所 有 时 刻 仍 是 静止 的 . 


最 大 值 原理 
例 2: 令 Q ÆR 中 的 有 界 域 . 平稳 热 导 方程 


Tra + Tyy+Tez =0, ERE (1.242) 


的 每 个 在 闭 包 2 = 0 U 62 上 的 C? 解 在 边界 上 达到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
特别 地 , 如 果 在 00 上 对 于 (1.242) 的 解 卫 有 了 = 三 0, MAE O ET =0. 
物理 解释 : 如 果 温 度 在 边界 上 为 零 , 那么 不 存在 这 样 的 内 点 P, 使 得 T(P) Z0. T 
WU, 温度 变化 流 将 导致 一 个 时 间 相 关 热 流 , 这 与 系统 的 时 间 无 关 (平稳 ) 性 相 矛 盾 . 

例 3 (唯一 性 ): 令 函 数 To 被 给 定 . 边 值 问题 


Tee + Tyy +Tzz — 0, 在 2:5, 


1.243 
T = Th, 在 92 上 ) 


至 多 有 一 个 解 . 
证 明 : WHET 和 To 是 不 同 的 解 , 那么 差 了 := Ti 一 To 满足 To = 0 时 的 方程 
(1.243). 因而 , 由 例子 2 AT =0. 
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1.12.4 ”初等 解法 

拉 普 拉 斯 变换 ”每 个 任意 阶 的 常 系数 线性 微分 方程 , 以 及 每 个 这 样 的 微分 方程 组 ， 
都 可 以 借助 于 拉 普 拉 斯 变换 得 到 其 解 (参阅 1.11.1.2). 

RAD KE, 一 个 微分 方程 可 以 由 求 积 分 被 解 , 如 果 可 以 通过 计算 积分 而 得 到 
解 . 下 述 所 谓 的 初等 解法 即 为 这 种 类 型 .7) 


1.12.4.1 局 部 存在 性 和 唯一 性 定理 


2 (t) = f(t, x(t), 
z(to) = zo (初始 值 ). 


EX GA (to,zo) c R? 被 给 定 ， 初 值 问题 
(1.244) 是 局 部 唯一 可 解 的 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 
$673 R := ((tz) € R? : [t — to| < a, |z — 
zo| < 8), 使 得 在 R 中 存在 (1.244) 的 一 个 叭 
一 解 x = x(t) (B 1.129).? 

BL (1890) 和 林 德 勒 夫 (1894) 定理 ”如果 在 点 (to, zo) 的 一 个 邻 域 中 f 是 C! 
类 的 , 那么 初 值 问题 是 局 部 唯一 可 解 的 . 这 个 解 可 以 利用 和 迭代 格式 


(1.244) 


图 1.129 


Zn41(t) = wo +f f(t, tn(r))d7, n= 0; lj 


to 


而 得 到 .?) 零 阶 逼近 是 常数 函数 zo(t) = zo. 
放松 假设 只 需 下 述 假设 之 一 被 满足 就 是 充分 的 了 : 

(i) 在 点 (to, co) 的 一 个 邻 域 中 f 和 偏 导 数 f. 是 连续 的 . 

(ii) f 在 点 (to, zo) 的 一 个 邻 域 7 中 是 连续 的 , 并 且 关 于 r 是 利 普 希 茨 (R. O. 
S. Lipschitz, 1832—1903) 连续 的 , 即 , 对 于 在 U 中 的 所 有 点 (t,x) 和 (ty) 有 


|f (tz) — f(t,y)| < 9&3 |x — y]. 


事实 上 , (i) 是 (ii) 的 一 个 特殊 情形 . 
佩 亚 诺 (Peano) 定理 (1890) WẸ f 在 点 (to, zo) 的 一 个 邻 域 U 中 是 连续 的 ， 
那么 初 值 问题 (1.244) 是 局 部 可 解 的 . 


1) 最 一 般 的 微分 方程 不 能 用 求 积分 来 解 . 

有 一 个 一 般 的 对 称 原理 , 许多 微分 方程 通过 它 由 求 积 分 可 以 得 到 解 ， 这 是 由 挪威 数学 家 李 
(Sophus Lie, 1842—1899) 发 现 的 . 利用 变换 群 理论 的 这 个 原理 可 以 在 [212] 中 被 找到 . 

2) 这 意味 着 , 存在 (1.244) 的 一 个 唯一 的 解 z = r(t), CHWE |t — to| < a 的 所 有 时 刻 
t A |x(t) — zo| < B. 

3) 这 个 定理 的 证 明 依赖 于 巴 拿 赫 (Banach) 不 动 点 定理 ,可 以 在 [212] 中 找到 . 
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然而 , 这 样 解 的 唯一 性 不 能 被 保证 .” 
对 于 微分 方程 组 的 推广 当 (1.244) 表示 一 个 微分 方程 组 的 时 候 , 上 面 所 有 的 陈述 
仍然 成 立 . 在 这 个 情形 , z = (£1, ,zn) 和 了 = (fusco ifa). 此 时 方程 (1.244) 可 
显 式 地 表 为 3) 


zj(t)— fut), j=1, ,n, 
x;(to) = jo. 
根据 约 化 原理 , 一 个 任意 阶 的 任意 的 微分 方程 组 可 以 被 归 化 为 形式 (1.245) (2 
阅 1.12.3.1). 
对 于 复 变 量 微分 方程 组 的 推广 如 果 诸 zi 是 复 变 量 , 并 且 filt, zx) 的 值 是 复 的 , 那 
么 在 适当 的 调整 下 所 有 的 陈述 仍然 成 立 . 
整体 存在 性 和 唯一 性 结果 关于 这 方面 内 容 , 见 1.12.9.1. 


1.1242 ”整体 唯一 性 定理 


(1.245) 


定理 “假设 z = r(t), tı <t < te Æ (1244) 


| 的 一 个 解 , 使 得 每 个 点 (t,z(t)) 有 一 个 令 域 0， 
- Pun ZUM f RECS. 那么 ,3) 初 值 问题 (1.244) 
EE: b t 在 区 间 Jt, tol 上 没有 别 的 解 (图 1.130). 


图 1.130 证 明 思 想 : 一 个 另外 的 解 必定 在 某 个 点 与 所 给 
定 的 解 不 同 , 而 由 皮卡 - 林 德 勒 夫 定理 , 这 是 不 
可 能 的 . 


推广 ”对 于 实 值 和 复 值 组 , 一 个 类 似 的 结果 也 成 立 . 


1.12.4.3 求解 的 一 个 一 般 策 略 


物理 学 家 和 工程 师 (同样 地 , 17 世纪 和 18 世纪 的 数学 家 ) 发 展 了 一 些 容易 记 
忆 的 和 非常 简单 、 形 式 的 方法 来 解 微分 方程 (例如 , 参阅 1.12.4.4)， 如 果 人 们 借助 
于 这 些 方法 之 一 已 经 找到 了 一 个 “ 解 ”, 那么 有 两 个 重要 的 问题 : 

(a) 实际 上 它 是 一 个 解 吗 ? 

(b) 这 是 一 个 唯一 的 解 吗 ? 还 是 有 形式 的 方法 没有 发 现 的 更 多 的 解 ? 

1) 保 亚 诺 定理 不 能 用 绍 德尔 的 不 动 点 定理 来 证 明 , 它 是 基于 紧 性 概念 的 《参阅 [212]) 

2) 在 这 个 情形 , 我 们 用 fe 表示 关于 misc ,zn 的 一 阶 偏 导 数 的 年 阵 (275/024), 并 且 
我 们 令 


1 


|z| := p ep] : 
j=1 


3) 只 需 下 述 条 件 之 一 被 满足 就 是 充分 的 了 : 
(i) f 和 fi 在 U 上 是 连续 的 . 
(i) f 在 UU 上 是 连续 的 , 并 且 关 于 r 满足 利 普 希 茨 条 件 . 
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Dp 


ES 

(a) 一 个 解 可 以 通过 在 微分 方程 中 显 式 地 实现 微 商 而 被 确认 . 
(b) 利用 1.12.4.2 中 的 整体 唯一 性 结果 . 

在 下 一 节 中 我 们 将 考虑 这 个 一 般 策略 的 应 用 . 


1.12.4.4 分 离 变 量 法 


dz 
T = fala), S 


z(to)— vo (初始 值 ). 


形式 方法 ” 莱 布 尼 茨 的 微分 学 优美 地 导致 了 
dr — 
mo f(t)at 


| ds | f(t)dt. 


go) 
如 果 想 提供 初始 条 件 , 那么 可 以 写 为 


以 及 


u a = I. f(t)at. (1.247) 
定理 WR f 在 to 的 一 个 邻 域 里 是 连续 的 , 9 YE zo 的 一 个 邻 域 里 是 CY 的, 并 且 
g(xo) #0, 那么 初 值 问题 (1.246) 是 局 部 唯一 可 解 的 . 其 解 可 以 通过 对 z 解 出 方程 
(1.247) 而 得 . 

注 ”这 个 定理 保证 了 对 于 位 于 初始 时 刻 的 一 个 小 邻 域 中 时 刻 的 解 。 一 般 地 , 不 可 
能 得 到 比 此 更 多 (参阅 下 述 例 2)， 然 而 在 具体 的 情形 中 ， 人 们 可 以 利用 这 个 方法 
去 得 到 一 个 候选 解 x = x(t), 它 也 许 在 更 长 的 时 间 区 间 中 存在 . 在 这 点 上 , 利用 在 
1.12.4.3 中 说 明 的 策略 是 有 利 的 . 


例 1: 考虑 初 值 问题 
gn = ax(t) 
dt (1.248) 


z(0)— zo (初始 值 ). 
这 里 a 是 一 个 实 常数 . (1.248) 的 唯一 解 是 
z(t) = zoe", tER. (1.249) 


形式 方法 ”首先 假设 zo 0. 那么 , 应 用 分 离 变量 法 即 产生 


T t 
| Em = | adt. 
TQ T to 
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由 此 即 得 zz In ay = at, BAG In — = at, B = = ett, 
0 0 
精确 解 ”对 (1.249) 求 导数 给 出 


D t 
T = atoe™ = az, 


即 (1.249) 中 的 函数 事实 上 是 (1.248) 的 一 个 解 . 由 于 其 右 端 f := az 是 C1 的 , 整 
体 唯一 性 定理 1.12.4.2 说 明了 不 存在 另外 的 解 . 

这 些 考 虑 对 十 所 有 zo € R 都 是 成 立 的 , 然而 形式 方法 对 于 zo = 0 是 失效 的 ， 
因为 “In 0 = 一 00”. 
例 2: 


(1.250) 


这 里 s > 0 是 一 个 常数 . (1.250) 的 唯一 确 
定 的 解 是 


t c 
a(t)=tan=, =— <#< =, 
€ 


3t HÀ AS > — 0 时 有 z(t) — oo. e BU), fi 
破裂 得 越 快 (图 1.131). 


图 1.131 


形式 方法 ”分 离 变 量 法 产生 了 


x dz =| dt 
i l42? Jot’ 
WX arctan z = t/e, Bl z = tan (t/e). 
精确 解 ”结果 如 同 在 例 1 中 所 有 . 


1.12.4.5 ”线性 微分 方程 和 传播 子 
x’ = A(t)z + B(t), 
z(0)— zo (初始 值 ). 


定理 ”如果 在 一 个 开 区 间 J LAB: JOR 是 连续 的 , 那么 初 值 问 题 (1.251) 在 
J 上 有 唯一 解 


(1.251) 


区 = Plt,ig)t0 + | PD (1.252) 


to 


112 常 微 分 方程 435 
其 中 的 P(t,7) 是 所 谓 的 传播 子 : 


Ptr) =e ( | (às). 


对 于 传播 子 , 有 

Ptr) = AHP, T), Prnr)=1 EF 
并 且 对 于 < te < ts BAVA Plts, tr) = P(ts, ta)P(ta, ti). 
证 明 : 对 (1.252) 求 微 商 , 产生 


z'(t) = P,(t, to)£o + | P;(t,T)B(T)dr + P(t,t) B(t). 
考虑 到 (1.253), 得 到 
z'(t) = A(t)z(t) + B(t). 
唯一 性 从 1.12.4.2 中 的 整体 唯一 性 结果 即 得 . 口 
传播 子 的 基本 重要 性 将 在 1.12.6.1 中 讨论 . 
利用 一 种 所 谓 常数 变易 法 的 方法 求 得 了 解 (1.252), 常数 变易 法 是 拉 格 朗 日 在 
处 理 行星 运动 时 所 发 明 的 . 


f. dez i A(s)ds. 


to 


对 于 zo > 0, 这 给 出 了 In = [ A(s)ds, 因而 


to 


xz = C exp ([ A(s)ds)), (1.254) 
其 中 常数 C = zo. 


就 变 为 依赖 于 时 间 的 了 . 对 (1.254) 求 微 商 产 生 


t 
z’ = C'exp (| Alsas) + Az. 
t 


0 


将 其 与 给 定 的 微分 方程 r = 4z + B 相 比 较 , 可 以 得 到 微分 方程 
C'(t) = exp ( 一 | A(s)ds) BU). 


BON , 
Cl) = rit | 


to 


exp ( - a A(s)ds) (yd. 
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这 就 是 (1.252). 
又 加 原理 的 应 用 
例 3: 一 个 直觉 的 猜测 导致 微分 方程 


好 三 一 (1.255) 


的 一 个 特 解 > = 1. 由 (1.248), 齐 次 方程 z' = zx 有 通 解 x = 常数 e. 因而 , 由 
1.12.3.2 中 的 县 加 原理 , 微分 方程 (1.255) 有 通 解 


r= e +l. 
1.12.46 483-9044 2-2 
z= A(tr--B(t)r , aF 1. 
由 代 换 y = zl, 可 以 由 此 得 到 线性 微分 方程 
y = (1 — a)Ay + (1 — a)B. 
这 个 微分 方程 由 雅 各 布 : 伯 努 利 (J. Bernoulli, 1654—1705) 首先 研究 . 
1.12.4.7 里 卡带 微分 方程 和 控制 问题 


z' = A(t)z + B(t)z? + C(t). (1.256) 
IRAE CHI 0, 那么 通过 代 换 > = r. + BIBER EE 


—y' = (A+ 2z. B)y + B. (1.257) 
4: 非 齐 次 逻辑 斯 详 方 程 
a’ —r—z 42 
有 特 解 x = 2. 其 相应 的 微分 方程 (1257) 是 y = 3y +1, AMAR y = 
5 (Ce — 1). 由 此 及 (1.256) 即 得 带 常数 C 的 通 解 


2 一 2 十 t cR. 


Ce3t — 1’ 
交 比 ”如 果 知 道 (1.256) 的 3 个 解 zi za 和 zs, 那么 通过 下 述 条 件 可 以 得 到 (1.256) 
的 通 解 z = c(t): 这 4 个 函数 的 交 比 

x(t) — x2(t) . zs(t) — zz(t) 

z(t)—zi(t) © x3(t) — 21(t) 
是 常数 . HERS (J. C. Riccati, 1676—1754) 所 研究 的 这 个 微分 方程 今天 在 具有 
二 次 费用 函数 的 (线性 ) 控制 理论 中 起 着 中 心 的 作用 (参阅 5.3.2). 
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112.8 ” 齐 次 微分 方程 


如 果 对 于 所 有 A € 及 有 F(Xz,Xt) = F(z,0, 则 F(t) = f (7), 这 意味 着 F 3x 
际 上 只 是 比 z/t 的 函数 . 代 换 


íi 
即 导 致 微分 方程 
dy f(y)-wv 
dt g ' 
而 它 则 可 通过 分 离 变 量 法 得 到 解 . 
例 : 微分 方程 
gi = (1.258) 


可 通过 代 换 y = z/t RADE y = 0; CA GR) 解 y = 常数 . 因而 ， 
r= BM t 

是 (1.258) 的 通 解 . 

112.49 正 合 微分 方程 


dz _ f(z,t) 
dt — g(z,t)’ 
(初始 值 ). 


(1.259) 
z(to) = pi 


令 g(zo, to) 天 0. 


定义 ”微分 方程 (1.259) 被 称 为 正 合 的 , 当 且 仅 当 在 (o, to) 的 一 个 邻 域 UU 中 f 
Al g 是 C" 的 , 并 且 在 U 中 满足 相 容 性 条 件 


fc(x,t) = —ge(z, t). (1.260) 


定理 ”在 具有 正 合 性 的 情形 , WE (1.259) 是 局 部 可 解 的 . 从 方程 


r t 
| g(é,€0)dé = | f(zxo,T)dT (1.261) 
中 解 出 z 即 得 其 解 . 
这 是 分 离 变 量 法 的 一 个 推广 (参阅 1.12.4.4). 
全 微分 ” 解 的 公式 (1.261) 等 价 于 下 述 过 程 : 
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(i) 把 微分 方程 写成 形式 
gdz — fdt = 0. 
(ii) 作为 方程 
dF = gdz — fdt 
的 解 确定 函数 F. HF d(dF) = (gt f.)dt ^ dz 和 (1.260), 满足 可 积 性 条 件 
d(dF) = 0. 


(iii) 对 z 解 方程 
F (x,t) = F (ao, to), 


并 且 得 到 (1.259) 的 一 个 解 z = z(t). 显 式 地 , 这 意味 着 
F(a,0) =| feto)ae -| fio ar + A 


由 此 即 得 (1.261). 
在 一 些 简单 情形 不 必 利 用 (1.261), 因为 函数 容易 被 猜 出 来 . 下 述 例子 就 说 明了 

例 : 方程 
dz _ 3270? +2 


C esu RL 1.262 
dt 2zt3 +t ( ) 


可 以 写 为 下 述 形式 : 
(2zt? + t)dz + (32?t? + x)dt = 0. 
人 们 容易 猜测 , 方程 
dF = F,da + F;dt = (2zt? + t)dz + (32?t? + z)dt 


有 解 F(z,t) = zat + ct. HE F(x, t) = BR, BI 


描述 了 表示 (1.262) 的 通 解 的 一 族 曲线 . 
1.12.4.10 KRF 


如 果 微 分 方程 (1.261) 不 是 正 合 的 , 那么 可 以 尝试 用 M(z,t) 同时 乘 以 分 母 和 
分 子 , 得 到 一 个 新 的 微分 方程 


dz  M(z,t)f(z,t) 
dt — M(z,t)g(z,t)' 


而 它 是 正 合 的 . 如 果 因子 M 做 到 了 这 点 , ACRE oka. 
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41: 如 果 把 这 个 方法 应 用 于 


dz S 3240 + xt 
dt 22344 + z?1?' 


取 M := 1/z?t, 那么 就 得 到 正 合 微分 方程 (1.262). 


1.12.4.11 高 阶 微分 方程 
类 型 1 (能 量 方法 ) 
2" = f(z). (1.263) 


4 Flo) = | far, 即 已 是 /的 原 函 数 ， 对 于 非常 数 解 , 方程 (1.263) 等 价 于 所 谓 


iex 
事实 上 , 求 导数 给 出 了 


因而 , (1.263) 的 每 个 解 也 是 (1.264) 的 解 . 对 于 非常 数 解 , dox eor 
这 个 方法 对 于 确定 地 球 的 宇宙 极限 速度 的 一 个 应 用 将 在 1.12.5.1 中 考虑 . 
类 型 2 ( 约 化 为 低 阶 方程 ) 


g= Ft), z(to) = Zo, z' (to) = uv. (1.265) 


HAR y = zx’ 得 到 一 阶 方程 


y = f(y,t), y(to) =v, 


其 解 y = y(t) 产生 (1.265) 的 解 


类 型 3 ( 逆 函 数 方法 ) 


z" = f(z,z'), z(to)— zo, 2'(to) =v. (1.266) 


利用 形式 的 莱 布 尼 茨 微 积分 演算 , 并且 令 


_ da 
^ dt’ 
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那么 , 从 (1.266) 即 得 
oP = ftc 可 


‘ dp dpdt dpl p, 
法 则 | 一 = — — = —— V 
链 式 法 则 ee a 蕴涵 着 


dp _ f(z,p) 
dr p 
从 这 个 方程 的 解 p = pla) 及 = - 可 以 得 到 函数 


, p(zo) =v. 


t(x) = to +| a 


IERT t = t(x) 之 逆 就 是 (1.266) 的 解 . 
这 些 形式 考虑 可 以 被 严格 地 验证 . 
类 型 4 (常数 变易 法 ) 


a(t)z" + b(t)z' + c(t)x = d(t). 
如 果 知 道 d == 0 时 的 齐 次 方程 的 一 个 特 解 z., BAS 
a(t) = C(t)z.(t) 
就 导致 一 阶 线性 方程 
azsy + (2ax’, + br.)y = d, 
其 中 C = y, BIC = | vate. 
类 型 5 ( 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ) 


d 
z Ly — Lz = 0. 
dt 


这 里 L= L(z,z',t). 所 有 可 以 从 变 分 问题 得 到 的 微分 方程 都 有 这 种 形式 . 解 这 类 
方程 的 特殊 方法 可 以 在 5.1.1 中 找到 . 


1.12.4.12 一 阶 微分 方程 的 几何 解释 
给 定 微分 方程 
a’ = fit, 2). (1.267) 
这 个 方程 在 每 个 点 (t, x) 处 与 一 数 m := f(t,c) 相 联 系 . 通过 每 个 点 (t,c) HRA 
斜率 m 的 一 条 短线 段 . 用 这 种 方式 形成 了 一 个 方向 场 (图 1.132(a)). (1.267) 的 解 
刚好 是 这 样 的 曲线 x = x(t), 它 适合 这 个 方向 场 , 即 , 该 曲线 在 点 (z(t),t) 处 的 斜率 
等 于 m = f(t,z(t)) (图 1.132(b)). 
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图 1.132 
解 的 分 支 (分 歧 ) ”在 隐 式 微分 方程 


F(t, x2") =0 (1.268) 


的 情形 , 对 每 个 点 (t,x), 有 可 能 存在 几 个 方向 元 素 m 满足 方程 F(t,z,m) = 0. 7L 
个 不 同 的 解 可 以 通过 这 样 的 点 . 
例 : 微分 方程 

g?=1 


有 两 族 曲线 z = +t 十 常数 作为 解 曲线 (图 1.133). 


1.12.4.13 @# Fos FR 

定理 ”如果 微分 方程 (1.268) 有 一 族 具 有 包 络 的 解 , 那么 此 包 络 也 是 该 微分 方程 
的 解 ,并且 被 称 为 一 个 奇异 解 . 

构造 ”在 (1.268) 的 奇异 解 存在 的 情形 , 它 可 以 通过 解 微分 方程 组 


F(t,z,C)=0, Fy(t,2,C) =0， (1.269) 


并 且 消 去 常数 C” 而 得 到 . 
例 : 克 莱 罗 微分 方程 ?) 


1 
g= ta’ 一 37" (1.270) 


组 成 的 解 , 其 中 C 为 常数 . 根据 3.7.1, 对 (1.271) KF C 求 微 商 , 即 用 


有 一 族 由 直线 族 


(ya 去 一 女 ， 


1) 这 个 概念 在 3.7.1 中 被 定义 . 

2) 我 们 在 这 里 假设 , 通过 隐 函 数 定理 , 这 样 一 个 (局 部 ) 解 是 可 能 的 . 

3) 法 国 数学 家 、 物 理学 家 和 天 文学 家 克 莱 罗 (A. C. Clairaut, 1713—1765) 在 巴黎 研究 
此 方程 . 
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图 1.133 图 1.134 


从 (1.271) 中 消去 C, 就 得 到 它 的 包 络 . 这 导致 了 


r= st (1.272) 


是 (1.270) 的 奇异 解 . 可 以 从 抛物 线 及 其 切线 族 (1.271)( 图 1.134) 得 到 (1.270) 的 
所 有 解 . 可 以 通过 利用 (1.269) 的 方法 得 到 相同 的 结果 . 
1.12.4.14 勒 让 德 切 触 变换 方法 
基本 思想 ” 当 给 定 的 微分 方程 
f(t,z,2") =0 (1.273) 


用 所 求 函数 z = c(t) 的 导数 r 表示 时 为 复杂 的 , 而 作为 z 的 函数 时 是 简单 的 时 
候 , 我 们 用 勒 让 德 (Legendre, 1752—1833) 的 切 触 变换 . 在 这 个 情形 , 对 于 所 求 函 数 
E= &(r) 的 变换 后 的 微分 方程 


aam, 


KT E 有 一 个 简单 的 结构 . 在 勒 让 德 变换 下 , 微 商 cl 变 为 自 变量 7. 
EX PURER (t,2,2') (TEE) 由 关系 式 


(1.275) 


(1.276) 


给 出 . 自然 地 , 与 关系 式 (1.276) HER, 存在 f = f(t, x, x) 的 一 个 变换 F: 


[FCE E) = HETE 67).| 
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112.4.44.4. 勒 让 德 变换 的 基本 不 变性 质 


在 勒 让 德 变换 下 , 微分 方程 的 解 是 不 变 的 . 


定理 (i) WR x = z(t) 是 微分 方程 (1.273) 的 一 个 解 , 那么 由 参数 化 


r-—z(t, €=ta'(t)—2(t) 


给 出 的 函数 € = El) 是 变换 后 的 方程 (1.274) 的 一 个 解 . 


(ii) RZ, 如 果 上 = El) 是 微分 方程 (1.274) 的 一 个 解 , 那么 由 参数 化 


t=€'(r), z-ré(r)-&(r) 
给 出 的 函数 z = a(t) 是 原来 的 方程 (1.273) 的 一 个 解 . 
1.12.4.14.2 ”对 于 克 菜 罗 微 分 方程 的 应 用 
在 勒 让 德 变 换 (1.275) 下 , 微分 方程 


z —tz' = g(x") 


变 为 方程 
—€ = g(7). 
这 个 方程 不 再 包含 导数 , 容易 解 出 . JOUER (1.277) 我 们 得 到 参数 化 


t=—g(7), z= -—rg'(T)+g(7), 
它 是 (1.278) 的 一 个 解 . 由 此 得 到 (1.278) 的 一 族 具 有 参数 r 的 解 : 
z 一 Tt 十 g(7). 
这 是 一 族 直线 . 
1.12.4.14.3 ”对 于 拉 格 朗 日 微分 方程 的 应 用 


a(a’)t + b(z^)a + c(z^) = 0. 
勒 让 德 变换 (1.276) 在 这 里 产生 了 线性 微分 方程 
a(r)£' + b(r)(r& — €) + e(r) = 0, 
容易 解 此 方程 (参阅 1.12.4.5). 逆 变 换 (1.277) 产生 了 (1.279) 的 解 . 
1.12.4.14.4 勒 让 德 变换 的 几何 解释 


勒 让 德 变换 的 基本 几何 想法 是 : 不 把 曲线 看 成 一 个 点 集 , 


而 是 看 成 它 所 有 切线 的 包 络 . 
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(1.277) 


(1.278) 


(1.279) 
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这 些 切 线 的 方程 , 是 一 条 曲线 在 切 坐 标 中 的 方程 (图 1.135). 对 这 个 想法 , 我 们 
要 给 出 一 个 解析 描述 . 令 在 点 坐标 (t,z) 中 给 出 一 条 曲线 C 的 方程 


x= x(t) 
gg a!) £ 
a(t) 
-$ 
t t t 


(a) (b) 
1.135 在 一 条 曲线 上 切线 的 包 络 


在 曲线 C 的 一 个 固定 点 (t. m(t.)) 处 这 条 曲线 的 切线 方程 是 
(1.280) 
其 中 r 为 斜率 , —6 为 与 z 轴 的 交 (图 (1.135(a)). 因而 有 


T x (te); 


1.981 
€ — t,x' (ta) — Elta): ( ) 

每 条 切线 由 其 切 坐 标 (7,&) 所 唯一 确定 . C 的 所 有 这 些 切 线 的 全 体 由 方程 
(1.282) 


给 出 . 
(i) 曲线 C 在 切 坐 标 中 的 方程 (1.282) 是 从 (1.281) 通过 消去 参数 te 而 得 到 的 . 
(ii) RZ, WR C 在 切 坐 标 中 方程 (1.282) 被 给 定 , 那么 根据 (1.280) 我 们 以 下 
述 形式 得 到 C 的 切线 族 的 方程 : 


z — Tí — E(7). 
这 族 切线 的 包 络 通过 从 方程 组 
g=rt—€(r), é(r)-t=0 


中 消去 参数 r 而 得 到 (参阅 3.7.1). 这 产生 了 C 的 方程 z = z(t). 
从 点 坐标 到 切 坐 标的 变换 恰好 相应 于 勒 让 德 变换 . 
例 : 曲线 r= e, t eR 在 切 坐 标 中 的 方程 由 (图 1.136) 


£—rln 7-7, T>0 
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给 出 . 下 述 事实 是 有 决定 作用 的 : 


勒 让 德 变 换 把 曲线 的 方向 元 素 (t, x, zx 人) 变 为 
另 一 曲线 的 方向 元 素 (7,é&,€ )( 图 1.136). 


由 此 , 把 勒 让 德 变换 称 为 切 触 变换 (参阅 1.13.1.11). 


图 1.136 Zi 


下 述 考 虑 是 勒 让 德 变 换 的 解析 核心 , 并 可 以 一 种 普遍 的 方式 被 应 用 于 任意 的 常 
微分 方程 组 和 偏 微分 方程 组 . 这 就 用 实例 说 明了 嘉 当 的 (外 ) 微分 运算 的 优美 和 广 

1.12.4.14.5 微分 形式 和 勒 让 德 的 积 方法 

WRS T= x', 那么 可 以 把 原来 的 微分 方程 


F(t,z,2') =0 (1.283) 
表 为 其 等 价 的 形式 

PETRS, (1.284) 

dz — rdt = 0. 


我 们 将 在 (1.287) 中 解释 , 对 于 纯粹 几何 诠释 而 言 , (1.284) 多 于 (1.283). 勒 让 德 的 
方法 是 对 微分 形式 应 用 积 规则 D 


d(rt) = rdt + tdr. (1.285) 


用 此 方法 , 新 的 方程 
F(t,%,7) =0, 
d(rt — x) — tdr = 0 


即 从 方程 (1.284) 得 到 . 如 果 引 进 新 的 变量 


1) 这 个 有 效 的 一 般 方 法 也 是 理论 力学 中 和 热力 学 中 勒 让 德 变换 的 基础 . 


(1.286) 
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这 个 方程 特别 简单 .从 (1.286) 即 得 de — tdr = 0, BI £&' =t. 因而 得 到 
T-z, É-zt-sz, E =t. 


这 样 , 方程 (1.286) 就 变 为 形式 


Fe’, Ti — 6 rt) = 0, 


d£ — tdr = 0, 
它 等 价 于 变换 后 的 方程 
G(r, &, €) = 0. 
用 嘉 当 的 微分 运算 的 语言 形成 微分 方程 的 优点 
例 : 微分 方程 "p^ 
Zz (1.287) 


是 不 适 定 的 , 因为 它 在 t = 0 处 包含 一 个 奇 点 . 此 外 , (1.287) 并 不 确切 地 反映 如 在 
1.137 中 由 一 族 方向 元 素 所 给 出 的 几何 状况 . 


T 曲线 族 r= 常数 .上 Mt — 0 适合 这 族 方向 元 素 . 
然而 , 解 t = 0 不 出 现在 (1.287) 中 . 正确 的 几何 表述 
基于 通过 参数 化 


t=x(p), t=t(p) 


及 代替 (1.287) 考虑 方程 
图 1.137 


而 得 到 . 上 述 方程 可 写 为 简洁 形式 : 
tdz — xdt = 0. 


这 相应 于 (1.284) 中 的 过 程 , 在 其 中 , 为 了 简单 起 见 消去 了 变量 7. 
当 用 微分 形式 的 语言 在 嘉 当 - 凯 勒 的 基本 形式 中 考虑 任意 的 偏 微 分 方程 组 的 
时 候 , 这 种 形式 表示 的 功效 是 显然 的 (参阅 1.13.5.4). 


1.12.4.14.6 应 用 于 二 阶 微分 方程 
在 这 个 情形 利用 勒 让 德 变换 


及 其 逆 变 换 


1.12” 常 微分 方程 447 


例 : 应 用 勒 让 德 变换 于 
gg =l (1.288) 


Pay 


它 的 通 解 为 
pe F 十 Cr 十 也. 
HF r=ré’-€Mt=e', 由 此 就 得 到 (1.288) 的 参数 形式 的 解 


3 2 
T T 
一 一 一 万 t=— +0, 
ag 3 , aT 


其 中 + 是 参数 , 而 C 和 D 是 常数 . 
1.12.5 ”应 用 
1.12.5.1 对 地 球 的 逃 选 速度 
一 枚 火箭 在 地 球 引力 场 中 的 径 向 运动 + = r(t) 由 牛顿 运动 定律 给 出 


urge! ems on, r(0) =R, r'(0) =v (1.289) 


(R 是 地 球 半径 , m 是 火箭 的 质量 ，M 是 地 球 的 质量 , G 是 引力 常数 )， 能 量 守恒 定 
律 (1.264) 产生 了 


2 2GM 
pe = 
T 


+ 常数 . 
计 入 初始 条 件 , 这 意味 着 


Ba 2GM " G 2M). 
T R 


要 确定 火箭 的 初始 速度 v, 这 个 速度 对 于 火箭 
逃逸 出 地 球 引 力 场 是 必要 的 , 即 , 使 得 对 所 有 时 刻 t 
HE r(t) > 0 (图 1138). v 的 最 小 可 能 的 值 从 方 & KE 
E —2GM/R=0 得到, Bl 地 球 


o 257. = 112 kms. BERE 


这 就 是 所 求 的 对 地 球 的 逃逸 速度 . 这 个 起 始 速度 v 相应 于 火箭 的 运动 由 
2/3 
r(t) = [e^ + ; Via) 


给 出 . 
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1.12.5.2 二 体 问题 

天 体力 学 中 的 二 体 问题 可 以 被 归结 为 两 个 物体 关于 其 中 另 一 个 物体 的 相对 运 
动 的 一 个 一 体 问 题 , 这 导致 了 开 普 勒 (Kepler, 1571 一 1630) 的 运动 定律 . 
牛顿 运动 定律 对 于 分 别 具 有 质量 mi 和 mo 的、 总 质量 为 m = mi 十 m2 的 两 个 
天 体 , 我 们 研究 它们 的 运动 


zi = æ (t) 和 £2 = £2(t). 


例如 , m 可 以 是 太阳 的 质量 , m 可 以 是 其 行星 之 一 的 质量 (图 1.139). 运动 定律 
为 


(1.290) 
2;(0 — ojo x (0)=v,;, j=1,2 (初始 值 )， 
其 中 牛顿 引力 FA 


mim2(x2 — 21) 


F=G 
|z2 — £|’ 


(G 是 引力 常数 ). (1.290) 中 力 F fl -F 的 出 现 相 
应 于 牛顿 定律 “作用 力 = 反作用 力 ”. 
质心 运动 的 分 离 ”对 于 这 个 系统 的 质心 


太阳 


1 
y := —(m 21 + M272) 
m 


以 及 总 动量 P = my, M (1290 我 们 得 
到 总 动量 守恒 


P' = 0, 
这 意味 着 my” = 0, CAR 
y(t) = y(0) + ty'(0). 
因而 质心 以 常 速度 沿 一 直线 运动 . 显 式 地 , 有 
y(0) = = (mie + m2720), y (0) = = (mis + m2v3). 
对 于 关于 质心 的 相对 运动 
Yj := Tj — Y, 
可 以 得 到 运动 方程 
miy; =F, my, — —F, miy, + my, — 0. 


在 系统 由 太阳 及 一 个 行星 组 成 时 , 其 质心 y 位 于 太阳 的 内 部 . 
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两 个 天 体 关于 其 中 另 一 个 的 相对 运动 ”对 于 


z£ := T2 — T1, 


A r= 
(1.291) 
这 是 质量 为 ma 的 一 物体 在 质量 为 m 的 物体 的 引力 场 中 的 一 体 问题 . 
如 果 知 道 (1.291) 的 解 , 那么 通过 
wi(t)=y(t)— elt), molt) = y(t) - a(t) 
可 以 得 到 原来 的 运动 方程 (1.290) 的 一 个 解 . 
守恒 律 ”从 (1.291) 即 得 能 量 和 和 角 动 量 守恒 律 
xa (t +U(a(t)) = 常数 = E, (1.292) 
m2z(t) x c(t) = 常数 = N, (1.293) 
其 中 (参阅 1.9.6): 
1 WS nell xe). 


选取 初始 条 件 , 使 得 N A 0. 
平面 运动 ”从 和 角 动 量 守 恒 (1.293) 即 得 , 对 所 有 时 刻 t 有 z(t)N = 0. 因此 , 该 运 
动 被 限制 于 一 个 垂直 于 向 量 N 的 平面 中 . 选取 > 轴 在 向 量 NN KORA ROLE 
标 系 (x,y,z). 那么 x(t) 就 位 于 (x, y) 平面 中 , WA 

c(t) = z(t)i + y(t)j. 
极 坐 标 (图 1.140) ”选取 极 坐 标 


r-—rcosQ, y-rsing, 


并 且 引 进 单位 向 量 


图 1.140 


er := cos pi +sin gj, ey := —sin yi + cos qj. 


那么 运动 由 2 = v(t), r= r(t) 给 出 . 除 此 之 外 , 这 样 来 选取 z HH, 以 使 p(0) = 0. 
对 时 间 t 求 导数 产生 了 


e, = (—sin pi + cospj)y’ = p'ep. 
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从 轨道 方程 

x(t) =r(t)er(t) 
得 到 z' = r'e, 十 rp'es。， 由 于 ere, = 0, 就 有 x° = (r)? + rlo). 这样 就 从 
(1.292) 得 到 方程 组 


(1.294) 


定理 — (1.294) 的 解 是 
= p 
aes (1.295) 


m2 ? 2 
t= —| 7(P) dy (1.296 
iv; |, O 


此 时 时 间 ¢ 的 运动 由 


给 出 , 其 中 的 诸 常数 为 


p:= N'[oms, €:=\/1+2EN?/m2a2, a := Gmma. (1.297) 


证 明 : 这 由 直接 求 微 商 容易 得 到 验证 .D oO 
讨论 0 入 s<1 的 情形 . 

开 普 勒 第 一 定律 ”行星 沿 着 椭圆 轨道 运行 , 太阳 位 于 椭圆 的 焦点 之 一 的 位 置 (图 

1.141). 


(a) (b) 
图 1.141 行星 运动 的 开 普 勒 定律 


证 明 : 在 笛 卡 儿 坐标 z,y P, 轨道 方程 (1.295) 归 为 方程 


(z+ea)? | y? 


oe Uy" A 
1) 利用 
de y(t) | 
a wu) h 


并 通过 分 离 变量 法 积分 此 方程 ， 就 导致 公式 (1.205). 函数 F(t) 从 (1.204) 中 第 一 个 方程 
推导 而 得 .此 外 ， 从 (1.294) 中 第 二 个 方程 即 得 (1.296)， 在 1.13.1.5 中 我 们 将 利用 雅 可 比 
(C.G.J.Jacobi, 1804 一 1850) 漂亮 的 方法 来 计算 这 个 解 . 
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这 里 有 a := p/(1— e°) M b :— p/V/1— &. 太阳 位 于 椭圆 的 焦点 (0, 0). a 
开 普 勒 第 二 定律 ”在 相等 的 时 间 中 , 行星 的 轨道 扫 过 相等 的 面积 . 
证 明 : 在 时 间 区 间 [s, i] 中 , 面积 


t 一 
| Pipa LO = (1.298) 


5 ma 


被 扫 过 . 口 
开 普 勒 第 三 定律 对 于 所 有 行星 而 言 , AT 的 平方 与 长 半 轴 a 的 3 次 方 之 比 是 
一 个 常数 . 

证 明 : 椭圆 轨道 所 围 成 的 面积 为 xab. 在 (1.298) HS t — T A s — 0, 可 以 得 到 


M a= p/(1 — €?) 和 (1.297) 得 到 

T? m Ax? 

a3 G(m; + m2) 
因为 太阳 的 质量 m 比 行星 的 质量 ma 大 得 多 , 在 初级 近似 时 在 (1.299) PABA 
略 ma. 口 

我 们 所 考虑 的 说 明了 开 普 勒 第 三 定律 只 是 一 个 近似 . 开 普 勒 从 对 行星 的 大 量 观 

察 数据 的 研究 中 得 出 了 这 个 定律 . 他 赁 经 验 得 到 的 定律 , 和 以 后 由 牛顿 所 发 现 的 数 
学 推导 , 是 当时 数学 和 物理 学 的 伟大 成 就 . 


1.12.6 ”线性 微分 方程 组 和 传播 子 


对 于 具有 可 变 的 连续 系数 的 线性 微分 方程 组 ， 关 于 其 解 有 着 一 个 完备 的 理论 . 
在 常 系数 的 情形 , 拉 普 拉 斯 变换 (参阅 1.11.1.2) 是 通用 的 解法 . 


1.12.6.1 一 阶 线性 组 


(1.299) 


z'— A(t): + B(t, ted, 
m(to) a (初始 值 ). 
这 里 * z = (z1,:… an)? 是 诸 复数 zj 的 一 个 列 矩 阵 . 此 外 , A(t) 是 一 个 复 nxn 
矩阵 , B(t) 是 一 个 复 的 列 矩 阵 . 我 们 令 了 表示 R 中 的 一 个 开 区 间 , 使 得 to € J (如 
J=R). 写成 分 量 形式 , (1.300) BA 


(1.300) 


g= >》 aix (tz +6;(t), j=1,---,n. 
k=1 


* (1.300) 中 初始 值 处 原文 为 “z(to) = a", 与 后 面 文中 (如 1.12.7) 的 记号 不 完全 相同 . 
为 了 全 书 的 统一 , 后 面 文 中 相应 处 都 改 为 “z(to) = a^. 不 再 说 明 . 一 一 译 者 
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存在 性 和 唯一 性 定理 ”如果 A 和 B 的 分 量 是 J 上 的 连续 函数 , 那么 对 每 个 ae 
C", 初 值 问题 (1.300) 在 J 上 恰好 有 一 个 解 m = z(t). 

WR A, B 和 a 是 实 的 , 那么 解 也 是 实 的 . 
传播 子 解 有 方便 的 表达 式 


x(t) = P(t,to)a + [ P(t,7)B(r)dt, (1.301) 


to 


其 中 P 是 所 谓 的 传播 子 . 
SAR WR A(t) = 常数 , 那么 有 Y 


P(t, T) =e A, 


戴 森 (F.J.Dyson, 1923—) 的 基本 公式 在 一 般 情形 ,传播 子 具有 收敛 的 级 数 表 
示 


P(t,7) :=I+ Y IT a [^ A(t1)A(t2) -< A(ta)dis -- - dtadty. 
k=1 T 


如 果 利 用 公式 


引进 时 间 序 算 子 T, 那么 有 
P(t, T) :一 了 十 证 JI ns | T(A(ti)A(t2) ee A(tx))dt, ee dt2dti. 
k=l “TT T 
写 这 个 表达 式 的 一 个 简短 而 漂亮 的 方式 如 下 : 
P(t,T) = T (e A(s)às). 


Wi BECA ASK A HE ESSE (S. Banach, 1892—1945) 空间 中 的 算 子 方程 . 
在 量子 场 论 的 $ 和 矩阵 (散射 矩阵 ) 的 构造 中 这 个 公式 起 着 关键 作用 . S 矩阵 包含 着 
在 现代 加 速 器 中 产生 的 基本 粒子 散射 过 程 的 所 有 信息 . 

ik mM BO) = 0, 那么 传播 子 描述 齐 次 方程 的 解 z(t) = P(t.to)a. 公式 (1.201) 
说 明了 有 下 述 情况 : 


齐 次 问题 的 传播 子 允许 非 齐 次 问 
题 的 通 解 利 用 登 加 而 得 的 结构 . 


1) 级 数 
—7)A (5—7)2 2 
et77^ — I (t-T7)A4 $ A? + 


的 每 个 分 量 对 于 所 有 的 t,7 € RR 收敛. 


3 
AP jaie 


(t — 7) 
3! 
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这 是 物理 学 中 的 一 个 基本 原理 , 它 对 于 比 (1.300) 一 般 得 多 的 情形 也 是 成 立 的 ， 
并 且 正 因为 这 个 理由 它 可 被 应 用 于 偏 微分 方程 和 无 限 维 空间 中 的 算 子 方程 . 
传播 子 方程 NTERNA tA ti < to < ts, 有 


[Plti,ts) = P(ti, t2) P(t», ts), | 


JF H. P(t,t) — I. 

下 述 经 典 的 考虑 对 于 (1.300) 的 特殊 结构 是 合适 的 , JE HL, 与 前 述 相反 , 它 不 能 
被 推广 . 
BAR ”考虑 具有 诸 列 向 量 X; 的 mn x n 和 矩阵 


X(t) := (X(t) Xn); 


它们 满足 下 述 条 件 : 
(i) 每 个 列 向 量 X; 是 齐 次 方程 X; = AX; 的 解 . 
(ii) det X (to) # 0.” 

那么 X = X(t) WH a! = A(t)z 的 一 个 基本 解 . 

定理 ”基本 解 X = X(t) 有 下 述 性 质 : 
(i) z' = A(t) 的 通 解 有 形式 


a(t) = s CX s(t), (1.302) 


其 中 Ci, Cr 为 任意 常数 . 
(ii) 传播 子 有 形式 ? 


例 : 把 方程 组 


(1.303) 


用 矩阵 的 记号 写 下, 就 是 矩阵 方程 
(adla Aad lm) 
= + i 
zh —1 0 T2 b2 
1) 称 det X(t) 29 PH A(H. J. M. Wronski, 1776—1853) 行列 式 . 从 (ii) 我 们 对 所 有 t 


也 有 det X(t) £0. 
2) 解 的 公式 (1.301) 可 以 通过 令 


e(t) = 3 C;X;(t) 
j=l 


而 得 到 . 这 就 是 拉 格 朗 日 常数 变易 法 (参阅 1.12.4.5). 
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或 者 , 更 简单 地 , z' = 4z + b， 立即 可 知 , 34 bi = 0 A b = 0 Ff rı = cos(t — 
to), x2 = —sin(t — to) Ml zı = sin(t — to), za = cos(t — to) Æ (1.303) 的 解 . 这 些 
解 形成 了 基本 解 的 列 


E cos(t — to)  sin(t— to) 
Pee ( —sin(t— to) cos(t — to) ) 
由 于 X (to) = 工 (单位 矩阵 ), 由 此 即 得 传播 子 

P(t, to) = X(t). 


非 齐 次 问题 (1.303) 有 一 个 解 


x(t) = P(t, toja +| P(t,7)b(r)dr. 


t 
to 


对 于 to = 0, 这 相应 于 解 的 显 式 公式 : 


ZX1(t) = a1 cost 十 a2sint 十 [o (T)cos(t — 7) + b2(T)sin(t — 7))dr, 


z2(t) = —aı sin t + a2 cos t + fih (7)sin(t — 7) + b2(T)cos(t — 7))d7. 


借助 于 拉 普 拉 斯 变换 也 能 得 到 相同 的 结果 . 
对 于 传播 子 的 公式 
Pl(t,7) = P(t, s)P(s,7) 
等 价 于 正弦 函数 和 余弦 函数 的 加 法 定理 .因为 (1.303) 相应 于 谐振 子 的 运动 (参阅 
1.12.6.2), 这 就 对 加 法 定理 给 出 了 一 个 直接 的 物理 解释 . 


1.12.6.2 任意 阶 的 线性 微分 方程 


y + anity? (t) +--+ ao(t)y = F(t), 
y(to)=a0, y(to)=a, ---, y (to) = an-ı- 


通过 引进 新 变量 zi = y, za = y’, ,zn = y 7D, 这 个 问题 可 以 被 归 化 为 (1.300) 
形式 的 一 阶 线性 微分 方程 组 . 类似 地 , 任意 阶 的 线性 方程 组 也 可 以 如 此 处 理 . 
例 : 作 变 换 zi = y, ro = y', 谐振 子 方程 


y +y= f(t), 
y(to) =a, y'(to) = a2 


变 为 (1.303) 的 形式 , 其 中 bi = 0, bo = f. 
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1.12.7 稳定 性 
考虑 线性 微分 方程 


x'= Az b(z,t), 
z(0)—a (初始 值 )， 


其 中 g = (z1, ,zn)7, A 是 一 个 不 依赖 于 时 间 的 实 nxn HERE, b = (bi, bn)? 
的 分 量 对 原点 的 一 个 邻 域 中 的 所 有 z 并 对 所 有 的 时 刻 t > 0 EK C! 函数. 此外， 


令 


(1.304) 


b(0, t) = 0. 
这 里 z(t) =0 Æ (1.304) 的 一 个 解 , 它 相应 于 系统 的 一 个 平衡 点 . 我 们 也 把 这 个 性 
质 简称 为 “在 z = 0 处 有 一 个 平衡 点 ”. 
EX (i) 稳定 性 (图 1.142 (a)): 平衡 点 = = 0 是 稳定 的 , 当 且 仅 当 对 每 个 = > 0, 
存在 一 个 数 5 > 0, 使 得 从 


lt] <6 
a) 稳定 的 b) 渐 近 稳定 的 c) 不 稳定 的 


图 1.142 à defecit 
即 得 (1.304) 存在 一 个 唯一 的 解 x = e(t), 满足 
|z(t)| «e, 对 所 有 时 刻 上 > 0. 
这 意味 着 在 z = 0 处 的 平衡 架构 的 充分 小 的 扰动 对 所 有 时 刻 t > 0 仍然 是 小 的 . 


定 的 , 此 外 , 存在 一 个 数 5. > 0, 使 得 对 满足 |z(0)| < 6. 的 每 个 解 , 有 极限 关系 式 
jim, x(t) = 0. 


这 意味 着 , 在 时 刻 t = 0 时 平衡 架构 的 小 扰动 在 充分 长 的 时 间 以 后 , 回 到 其 开始 时 
的 架构 . 

(iii) 不 稳定 性 (图 1.142(c)): 平衡 点 m = 0 是 不 稳定 的 , 当 且 仅 当 它 不 是 稳定 
的 . 
李 雅 普 诺 夫 (A.M. Lyapunov, 1857—1918) 关于 稳定 性 的 定理 (1892) B 
设 具 有 常 系数 的 线性 方程 组 z' = Az 的 扰动 b 充分 地 小 , 即 有 


lim (sup Bæn) =; (1.305) 
t20 læl 
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那么 有 
(i) 平衡 点 z = 0 是 渐 近 稳定 的 , WEER A 的 所 有 本 征 值 ”和 1,… ,Xw 位 
于 左 半 平面 中 , 即 , 对 所 有 j, 和 ; 有 负 实 部 (图 1.143(a)). 


x . e e 
y” "M | 
why 


(a) EREK (b) 不 稳定 的 (c) 临界 的 
图 1.143 线性 微分 算 子 的 本 征 值 


(ii) 平衡 点 z = 0 是 不 稳定 的 , 如 果 A 的 一 个 本 征 值 位 于 右 半 平 面 中 , BU, 对 
某 个 7 有 ReA; > 0 (图 1.143(b)). 


用 
为 了 对 控制 论 中 的 复杂 问题 有 效 地 应 用 李 雅 普 诺 夫 的 稳定 性 判 据 ， 人 们 需要 

面 中 有 一 个 判别 准则 . 这 个 由 麦克 斯 韦 于 1868 年 提出 的 问题 , 在 1875 年 被 英国 物 

理学 家 劳 斯 (Louth) 所 解决 , 也 独立 地 被 德国 数学 家 赫 尔 维 芯 (Hurwitz) 于 1895 

年 所 解决 

劳 斯 - 赫 尔 维 获准 则 首 项 系数 a, > 0 的 实 系数 多 项 式 


QnA" 十 ET T +---+a;A\+ao =0 


的 所 有 零点 位 于 左 半 平 面 中 , 当 且 仅 当 所 有 行列 式 ( 当 m > n 时 令 am = 0) 


Q1 Q0 0 0 0 
ai Gà 0 
ài ao s è a3 a2 ay 0 0 
ai, a3 02 G1 g 
a3 a2 
a5 G4 a3 
Q2n—1  Q02n-2  Q2n-3  Q2n—4 `` Qn 
是 正 的 . 
应 用 ”微分 方程 


ant 十 an_izm +... + ara’ + aoa = b (x,t) 
4 b(0,t) = 0 时 的 平衡 点 z = 0 是 渐 近 稳定 的 , 如果 细小 性 准则 (1.305) 和 劳 
斯 - 赫 尔 维 茨 准 则 被 满足 . 
1) 矩阵 的 本 征 值 和 本 征 向 量 的 概念 在 2.2.1 中 被 引进 . 
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例 1: 微分 方程 
z+27' pz 22", n=1,2,--- 

的 平衡 点 是 渐 近 稳定 的 . 
证 明 : 有 

ài ao |? "i 

ai — 22 0, = =2>0. 口 

a3 a2 Q 1 

推广 ”为 了 考察 微分 方程 
y = f(y,t) 


任 一 解 v. 的 稳定 性 , Sy = y. +r. 这 导致 一 个 具有 平衡 点 x = 0 的 微分 方程 
x’ = g(a,t). 


由 定义 , 这 个 点 的 稳定 性 等 价 于 y. 的 稳定 性 . 
例 2: 微分 方程 


二 


的 解 y( = 1 是 渐 近 稳定 的 . 
证 明 : WRS y = z 十 1, 那么 c 就 满足 例 1 中 的 微分 方程 , 因而 z = 0 是 渐 近 稳 
定 的 . 
1.12.8 ” 边 值 问题 和 格林 函数 

本 节 要 描述 一 个 基于 施 图 姆 (J. Ch. Sturm, 1803—1855) 和 刘 维 尔 (J. Liou- 
ville, 1809—1882) 工作 基础 上 的 经 典 理论 , 它 对 于 偏 微分 方程 的 推广 在 20 世纪 分 
析 学 的 发 展 中 起 着 重要 的 作用 .2 
1.12.8.1 非 齐 次 问题 

考虑 边 值 问题 


一 (p(z)y) -a(z)y— f(z), axa, 


yay = 4) =0 (1308) 


所 给 定 的 实 函数 p 和 9 被 假定 为 在 紧 区 间 [a,b] 上 是 光滑 的 , 并 且 在 [a,b] 上 p(x) > 
0. 所 给 定 的 实 值 函 数 f PEA [a.b] 上 是 连续 的 . 要 找 实 值 函 数 y = y(z). 

1) 与 积分 方程 理论 的 联系 以 及 与 泛 函 分 析 ( 希 尔 伯 特 - 施 密 特 (E. Schmidt, 1876—1959) 
理论 ) 的 联系 可 在 [212] 中 找到 . 外 尔 (C. H. H. Weyl, 1885—1955) 奇异 边 值 问题 理论 及 其 
象征 着 数学 精华 的 近代 推广 也 在 [212] 被 描述 . 
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问题 (1.306) 被 称 为 齐 次 的 , 当 且 仅 当 f(zx) = 0. 
弗 雷 德 霍 姆 择 一 性 (0) 如 果 齐 次 问题 (1.306) 只 有 平凡 解 y = 0, 那么 对 于 每 个 
f. 非 齐 次 问题 (1.306) 恰 有 一 个 解 . 这 个 解 可 以 用 积分 


b 
v) = | GG. 
来 表示 , 其 中 G 是 连续 的 、 对 称 的 格林 函数 , 即 有 
G(z,£) = G(6z)， 对 所 有 的 z,€ € [a,b]. 


(ii) 如 果 齐 次 问题 (1.306) 有 一 个 非 平凡 解 y, 那么 非 齐 次 问题 (1.306) 有 解 ， 
当 且 仅 当 对 出 现在 (1.306) 右 端的 函数 f 可 解 性 准则 


| valed =0 


被 满足 . 
唯一 性 条 件 (a) 如 果 y 和 z 是 方程 —(py’)’ 十 qy = 0 的 非 平凡 解 , 并 且 不 是 另 一 
个 的 常数 倍 , 那么 情形 (i) 出 现 , 当 且 仅 当 y(a)z(b) — y(b)z(a) £ 0. 
(b) 条 件 max, q(x) > 0 对 于 情形 (i) 的 出 现 是 充分 的 . 

格林 函数 的 构造 ”假设 情形 (1) 出 现 . 选取 函数 y 和 yo, 满足 

—(py;) + qyj = 0, 在 [a, b] E, j712, 
以 及 初始 条 件 

yi(a)=0, yi(a)=1, yo(b)=0, vy(b) = 1/p(b)yn(b). 

那么 我 们 有 
yi(x)y2(E), axz&t£&b, 


yo(x)yi(E), a<€E<ardb. 
例 1: 对 于 每 个 连续 函数 f: [0,1] > R, 边 值 问题 


Gi. ={ 


-y"=f(z), ¥ [0,1] £, y(0)=y(1)=0 
有 了 唯一 解 
v) - | GDO, 
其 中 格林 函数 
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解 的 唯一 性 从 上 述 (b) 即 得 . 
施 图 姆 的 零点 定理 4) 是 一 个 有 限 或 无 限 区 间 . 那么 微分 方程 


—(p(z)y')'+4(z)y=0, FETE (1.307) 


的 每 个 非 平凡 解 y 只 有 单 零点 , 零点 至 多 只 有 可 数 多 个 , 并 且 这 些 零点 在 无 穷 远 处 
HERA. 
关于 分 离 零点 的 施 图 姆 定理 WR y Æ (1.307) 的 一 个 解 , 并 且 z 是 


-(p(z)z) a'(z) 20, ÆJ E (1.308) 


的 一 个 解 , 并 且 在 E g(x) < g(x), 那么 在 z 的 任意 两 个 零点 之 间 有 y 的 一 个 堆 
点 . 
例 2: 令 4 € R. WARNER (F. W. Bessel, 1784 一 1846) 微 分 方程 

eu" +év +E- w= 


的 每 个 解 v = v(£) 在 区 间 ]0, co[ 上 有 可 数 多 个 零点 . 
证 明 : 作 代 换 z := In£ 和 y(z) := v(e), 就 得 到 微分 方程 (1.307), 其 中 g(x) := 
e? 一 ?72. BAIS q^ (x) := 1, 并 选取 一 个 数 ro, 使 得 

q(x) < q(x), WHA zo <a. 
函数 z := sine 满足 微分 方程 (1.308), 并 且 在 区 间 J := [zo, oo[ 中 有 可 数 多 个 零 
A. 因而 从 上 述 施 图 姆 定理 即 得 论断 . 口 
振荡 微分 方程 

y" * q(z)y — 0 

的 每 个 非 平凡 解 至 多 有 可 数 多 个 零点 , 如 果 函 数 g 在 区 间 J := [a, oo[ 中 连续 , JE B. 
下 述 两 个 条 件 之 一 被 满足 : 


(a) Æ J P q(x) > 0, 并 且 | qdr = oc. 
J 
(b) 对 某 个 固定 的 数 a> 0 有 | E E te 
J 
在 情形 (b), 还 可 以 得 到 y 在 区 间 J 上 的 有 界 性 . 
1.12.8.2 相应 的 变 分 问题 


令 
b 
F(y) := | (py? + qu? — 2fy)dz. 


LS Y 表示 满足 边界 条 件 yla) = y(b) = 0 的 所 有 C? 函数 y : [a,b] 一 R 的 集合 . 
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定理 aa 


Fw) - - min, VE 了 | (1.309) 


等 价 于 原来 的 问题 (1.306). 
里 茨 (W. Ritz, 1878—1909) 逼近 法 “选取 函数 y, ,yn € Y, 并 且 , SK 
(1.309) 而 考虑 逼近 问题 


mm Toc oun): - min, Ciy tt 3 Cn er] (1.310) 


这 是 一 个 形 如 “在 cE R” 中 极 小 化 G(c)” 的 问题 . 对 于 (1.310) 的 解 的 必要 条 件 
是 
8G(c) 
Oc; 


对 于 c 这 导致 了 下 述 线性 方程 组 : 


m0, jel,;ssm 


Ac — b, (1.311) 
Hp c= (cl Cn), A= (aj), b = (bi, pbn)”, 
jk := [ovn +qyjyk)dz, bk :一 i fyxde. 
那么 (1.306) 和 (1.309) KENTIN 
Y = «yi +++ + Onya- (1.312) 
本 征 值 问题 的 里 茨 方法 “从 矩阵 本 征 值 问题 
的 解 , 根据 (1.312) 分 别 得 到 下 述 问 题 (1.313) 的 本 征 值 和 本 征 函 数 的 逼近 入 和 y. 


1.12.8.3 本 征 值 问题 
代 之 以 (1.306), 现在 考虑 类 似 的 边 值 问题 


一 (p(z)y) * a(z)yu = ày, a&z& i (1.313) 


y(a) = y(b) = 0. 


实数 A 被 称 为 (1.313) 的 一 个 本 征 值 , 如 果 (1.313) 存在 一 个 非 平凡 解 y. 本 征 值 
称 为 单 的 , 如 果 所 有 相应 的 本 征 函 数 是 相等 的 , 至 多 相差 一 个 常数 因子 . 
例 : 问题 

-y'-AXy O0<a<n, y(0)=y(x)=0 
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有 本 征 函数 yn = sinnz 和 本 征 值 和 A = n°, n=1,2,---. 
存在 性 定理 (i) (1.313) 的 所 有 本 征 值 形成 一 个 序列 
和 < Xa < …':， 并且 lim An = +00. 
(ii) 这 些 本 征 值 都 是 单 的 . 相应 的 本 征 函 数 yi,y2,… 可 以 下 述 方式 规范 化 : 
y;(x)yx(x)da = 0j, jk-12--. 


(it) 第 ”个 本 征 函数 yn 在 区 间 [a,b] 的 内 部 恰 有 n 一 1 个 零点 , 并 且 所 有 这 
些 零点 都 是 单 的 

(iv) 对 于 最 小 的 本 征 值 我 们 有 估计 A > min q(z). 
关于 解 展开 的 基本 定理 (i) 每 个 满足 边界 条 件 f(a) = f(b) = 0 的 C+ 函数 可 以 
由 一 个 绝对 收敛 并 且 一 致 收敛 的 震级 数 


f(z)= >》 edt) acseb (1.314) 
QUU mS | 
Ên = | yn (x) f (z)dx. 


b 
(i) AREA f : [a,b] 一 R 仅 假设 为 几乎 处 处 连续 的 , 并 满足 | 7(z)?dz < oo, 
WAS UG BM BH (1.314) 在 均 方 收敛 的 意义 下 收敛 , 即 有 


b n 2 
Jim | (ro) — i» eu.) dz — 0. 
a k=1 


PIERRE = n oo 时 , 有 


nên? 


以 及 " 
gy "— À— sin nagle) Ls 
ae oe +0(;) 
这 里 令 


最 小 值 原理 $ 


We 
"| 
b 


b 
F(y) := 3| (py? + qy*)dz, (ylz) := | yzdz. 


a 
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此 外 , & Y 是 满足 yla) = y(b) = 0 的 所 有 C? 函数 y : [a,b]  R 的 集合 . 
(i) 对 于 第 一 个 本 征 函 数 (相应 于 第 一 个 本 征 值 的 本 征 函 数 ) y, 我 们 有 极 值 ( 极 
小 化 ) 问题 : 
F(y)=min, (yly)=1, y€Y. 
(ii) 第 二 个 本 征 函数 yo 从 极 小 化 问题 


! $ 
F(y)=min, (yly)=1, (ylm)=0, yeY 


而 得 到 . 
(ii) Bn 个 本 征 函 数 yn 是 极 小 化 问题 


F(y)=min, (yly)=1, (ylyx)=0, k=1,---,n-1, yeY 


的 解 . 
(iv) 对 于 第 m” 个 本 征 值 有 An := F(ys). 
柯 朗 (R. Courant, 1888—1972) 的 极 小 极 大 原理 。 从 方程 


An = max min F(y), n= 2,3,.…. (1.315) 


Yn y€Yn 


直接 得 到 第 n 个 本 征 值 An. 这 可 以 如 下 理解 . 我 们 在 Y 中 选取 固定 的 函数 
21,°°* 5 Zn—-1- 那么 Y 由 满足 


(yly)=1, 以 及 (ylzr)=0, k=1,2,---,n-1 


的 函数 ye Y 组 成 . 对 于 Y 的 每 个 选择 , 我 们 计算 在 Y, 上 的 最 小 值 . 那么 An 就 
是 所 有 这 些 最 小 值 中 的 最 大 值 . 

比较 定理 ”从 在 [a,b] E p(x) < p*(z) 和 q(x) < q'(z), 对 原来 问题 (1.313) 的 相 
应 的 本 征 值 , 即 得 


这 是 (1.315) 的 一 个 直接 推论 . 
1.12.9 ”一 般 理论 
1.12.9.1 整体 存在 性 和 唯一 性 定理 


考虑 问题 
z'(t) = f(t, x(t), 
z(to) = zo (初始 值 ). 
4 r= (zi, ,Zn) 和 了 = (用,… ,fn). 对 于 这 个 高 阶 组 , 仍 用 (1.245) 中 的 相同 
记号 . 


(1.316) 
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定理 ”假设 函数 f: U CR" 一 REFR U 
上 是 C’ 的 , 并 且 假 设 点 (zo,to) 属于 U. 那么 初 
始 值 问题 (1.316) 有 一 个 唯一 确定 的 最 大 角 


x = z(t), (1.317) 


Bp, 这 个 解 是 从 U 的 边界 到 边界 被 定义 , 因而 无 
法 在 U 中 再 进一步 地 被 延 拓 (图 1.144). 
推论 ”下 述 条 件 之 一 成 立即 是 充分 的 了 : 

(i) f 和 fe ÆU 中 连续 . 

(ii) f E U 中 连续 , HA f YE U 中 关于 r 是 局 部 利 普 希 茨 连 续 的 .2 


1.12.9.2 对 于 初 值 和 参数 的 光滑 TA) RH 
用 


图 1.144 


x = X(t; zo, to; p) (1.318) 


表示 最 大 解 , 这 里 我 们 允许 (1.316) WAST f 还 依赖 于 参数 p = (pi, ,pm) : f= 
f(x,t,p), p ÆR” 的 一 个 开 集 P 中 变动 . 

定理 ”如 果 SEU x P PEC 的 ,大 > 1, 那么 (1.318) 中 的 X 关于 在 最 大 解 的 
存在 域 中 的 所 有 变 元 (t, 2x0, to, p) 也 是 C* 的 . 


1.12.9.3 PAA For S EE 


柯 西 定理 WR f 是 解析 的 ,2) 那么 (1.316) 的 最 大 解 zx = z(t) 也 是 解析 的 . 
x = x(t) 的 局 部 车 级 数 展开 由 比较 系数 法 得 到 . 
例 : 对 于 初 值 问题 


zr —z, 2(0)=1, 


可 以 得 到 z'(0) = 1, 类 似 地 , 对 所 有 n, x (0) = 1. 由 此 得 到 解 


z(t) = z(0) 十 Z (0)t 十 2"(0) deas 
: 2i 


—- t — > 
deb n bom 


注 ” 对 于 复 变 量 t,z1,… ,zn 和 复 值 函数 fi,--- , fr, 柯 西 定理 仍然 成 立 . 


1) XU 中 每 个 点 ,存在 一 个 邻 域 V, 使 得 对 所 有 (ty) € V, 有 I f(z, t) — fly, t)| < 
常数 |z — yl. 

2) 这 意味 着 对 U 中 的 每 个 点 , 存在 一 个 邻 域 , 在 此 邻 域 中 f 可 以 表示 为 一 个 (所 有 变量 
的 ) 46x A SEA BL. 
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1.12.9.4 积分 方程 
对 于 未 知 函 数 z, 考虑 积分 方程 


z() <at | " f(s)e(s)ds, EIR 
0 


HP T := [0, T]. 


格 朗 沃 尔 (TT. H. Gronwall, 1877—1932) 53€ (1918) 


(1.319) 


假设 函数 r: J—R 


是 连续 的 , 并 且 对 于 一 个 实数 a 和 一 个 非 负 函 数 f : J 一 及 满足 微分 方程 (1.319). 


zt 和 ae， 在 J 上 ， 


那么 有 


其 中 F(t) := | f(s)ds. 


0 
1.12.9.5 微分 不 等 式 
考虑 下 述 方程 和 不 等 式 组 : 


x(t) < f(z(t)), 


y'(t) = f(y(t)), 


z(0) < y(0), 


EJE, 
EJ E, 


其 中 J := [0,T], 并 且 f: [0, oo[ 是 C 型 的 严格 单调 增 函 数 . 
定理 ”如 果 zx My 是 满足 关系 式 (1.320) 的 C! 函数, 在 J 上 z(t) > 0, 那么 有 


z(t)< y(t)， 在 J 上 . 


推论 ”如果 z 和 y 满足 关系 式 


z'(t) > f(x(t)), 
y(t) = f(y(t)), 


0 < y(0) < z(0), 


并 且 在 J E x(t) 2 0, MA 
0 < y(t) < z(t), 


|: > 2 =2(t) 是 微分 方程 


t£ J E, 
ÆJ E, 


ÆJ E. 


(1.320) 
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的 一 个 解 , 其 中 , 对 所 有 z < RA F(x) >1+2°. 那么 有 
a(t) 2 tan t, 0«t&7, 
并 且 因而 有 lim s(t) = +o. 
证 明 : 令 f(y) :=1+y*. 对 于 y(t) := tan t, 可 以 得 到 
y(t) 2 14 y". 
现在 从 推论 即 得 结论 . 
1.12.9.6 解 在 有 限时 间 的 破裂 


考虑 实 的 一 阶 组 
z(t) = f(a(t),t), 


z(0) = Zo, 


(1.321) 


其 中 令 g= (z1,… ,zn), fo uc fn), 除 此 以 外 还 令 (aly) = Y zyz. 

作 下 列 假设 : à 

(Al) 函数 f : R"* > R Æ C? 型 的 . 

(A2) 对 所 有 (x,t) € R! 我 们 有 (f(z,t)|z) > 0. 

(A3) 存在 常数 b> 0 和 8 > 2, 使 得 对 所 有 满足 |z| > |zo| > 0 的 (zt) € R^"! 
有 (7(z,blz) > dal’. 
定理 ”存在 一 个 数 了 > 0, 使 得 


, im la (t)| = oo; 
BU, 解 在 有 限时 间 破 裂 . 


1.12.9.7 整体 解 的 存在 性 


解 的 破裂 归 因 于 (A3) 中 f 快 于 线性 增长 . 如 果 增 长 至 多 是 线性 的 , 那么 情形 
就 完全 不 同 了 . 
(A4) 存在 正常 数 c 和 d, 使 得 


|f (z,t) < clze|--d, 对 所 有 (x,t) eR". 


定理 ”如果 假 设 (A1) 和 (A4) 被 满足 , 那么 初 值 问题 (1.321) 有 唯一 一 个 对 所 有 
时 刻 t 都 存在 的 解 . 
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1.12.9.8 先 验 估计 原理 
假设 : 
(A5) 如 果 初 值 问题 (1.321) 在 一 个 开 区 间 ]to — T. to + T | 上 有 解 存在 , 那么 有 


jx(t)| < C, (1.322) 


其 中 常数 C 可 能 依赖 于 T. 

定理 在 假设 (A1) 和 (A5) 之 下 , 初 值 问题 (1.321) 有 唯一 一 个 对 所 有 时 刻 t 者 
存在 的 解 

注 “ 称 像 (1.322) 那样 的 估计 为 先 验 估计 . 上 述 定理 是 下 述 数 学 中 一 般 原理 的 


一 个 特殊 情形 : 
先 验 估计 保证 了 解 的 存在 性 . 


gz =sinz, 2(0)=20 


对 每 个 zo € 及 有 了 唯一 一 个 对 所 有 时 刻 存在 的 解 . 
证 明 : WR r= z(t) 是 [-T, T] 上 的 一 个 解 , 那么 有 


例 : 初 值 问 题 


m 
x(t) = zo «| sin z(t)dt. 


因为 对 所 有 z, | sin z| <1, 就 得 到 下 述 先 验 估计 : 


T 
|x(t)| € |xo| +Í dt = |zo| + 2T. Iu 


为 了 得 到 这 样 的 先 验 估计 , 可 以 利用 微分 不 等 式 . 
1.13” 偏 微分 方程 


在 数学 的 所 有 学 科 中 , 微分 方程 理论 是 最 重要 的 .物理 

学 的 所 有 分 支 提出 问题 , 它们 可 以 被 归结 为 微分 方程 的 积分 . 

更 一 般 地 , 对 于 所 有 依赖 于 时 间 的 自然 现象 由 微分 方程 理论 
所 给 出 . 

S. 李 (1894) 


在 本 节 中 我 们 考虑 偏 微分 方程 理论 的 方方面面 . 现代 的 偏 微 分 方程 理论 基于 广 
义 导 数 的 概念 , 以 及 泛 函 分 析 框 架 中 索 伯 列 夫 (S. L. Sobolev, 1908—1989) 空间 理 


1) 在 这 个 方向 上 的 一 个 一 般 的 陈述 是 勒 雷 - 绍 德尔 原理 (参阅 [212]). 
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论 的 应 用 . [212] 中 将 更 详细 地 考虑 后 一 主题 . 既然 偏 微分 方程 描述 自然 界 中 非常 广 
泛 的 各 类 现象 , 那么 这 个 理论 还 很 不 完善 就 不 足 为 奇 了 .有 一 系列 基本 和 深刻 的 问 
题 至 今 还 没有 令 人 满意 的 答案 . 

偏 微分 方程 理论 的 基本 思想 , 其 中 也 出 现在 常 微分 方程 中 的 那 部 分 可 以 在 
1.12.1 PFI. 
偏 微分 方程 解 的 一 些 重要 类 型 ” 偏 微 分 方程 通常 以 函数 作为 其 解 . 
例 1: SR ARY 中 的 一 个 非 空 开 集 , 微分 方程 


us,(r)—-0, FE QE 


明显 地 以 不 依赖 于 ci 的 函数 为 其 解 . 
例 2: 微分 方程 
Uzy = 0, 在 R? Ë 


明显 地 以 形 如 
u(z, y) := f(z) + 9(y) 
的 函数 的 集合 作为 其 光滑 解 的 集合 , 其 中 f 和 9 是 光滑 的 . 
对 于 物理 问题 , 不 是 去 发 现 有 意义 的 最 一 般 的 解 , 而 是 去 描述 具体 的 过 程 . 为 
此 , 我 们 对 于 微分 方程 附加 某 些 限制 ,它们 在 初始 时 刻 (UE) 或 沿 着 边界 ( 边 值 ) 
描述 了 物理 系统 . 
1.13.1 ”数学 物理 中 的 一 阶 方程 


1.13.1.1 守恒 律 和 特征 线 法 
考虑 方程 
Ei + f(z,t)Ex = 0, (1.323) 
其 中 g = (z1,… ,zn), f= (及,… ,fn). 在 考虑 所 求 函 数 为 E = E(x, t) 的 这 个 
线性 齐 次 一 阶 偏 微 分 方程 的 同时 , 考虑 一 阶 常 微分 方程 组 1 
z = f(z,t). (1.324) 


(1.324) 的 解 z = w(t) BA (1.323) 的 特征 线 . 


1) 更 明确 些 , 有 


LU 
Ex +> fir, t)Es; =0 
j=l 


at) = fj(a(t),t), j= bn 
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假设 函数 f: 2c RT 一 R 在 一 个 域 O 中 是 光滑 的 ， 一 个 守恒 量 (也 指 
(1.324) 的 一 个 积分 ) 是 一 个 函数 E, 它 沿 着 (1.324) 的 每 个 解 是 常数 ， Bp, noces 
征 线 E 是 常数 . 
守恒 量 一 个 光滑 函数 E 是 (1.323) WH, 当 且 仅 当 对 于 特征 线 而 言 它 是 个 守恒 
量 . 


例 1: Sa=(y,z). 方程 
B+zE,—yB:=0 (1.325) 


有 光滑 解 
E=g(y +2), (1.326) 


其 中 g 是 任意 光滑 函数 . 这 是 (1.325) 最 一 般 的 光滑 解 . 
证 明 : RER y= y(t), z = z(t) 的 方程 为 


J / 
y =z, z= =Y, 


(1.327) 
y(0) = yo, 2(0) = zo, 
它 有 解 
4 一 yocost 十 z0sint z= —yosint + zo cost. (1.328) 
它们 是 一 些 半径 为 Vuit zi WEA y? +2? = ys +25. 因而 (1.326) 是 最 一 般 的 守 
恒 量 . 口 


初 值 问题 除了 (1.323) 之 外 , 考虑 另 一 个 初 值 问题 : 


ol (1.329) 
E(xz, 0) x ulia. 


定理 “如果 所 给 定 的 函数 Eo 在 点 m = p 的 一 个 邻 域 中 是 光滑 的 , 那么 在 (p,0) 
的 一 个 充分 小 的 邻 域 中 问题 (1.239) 有 一 个 唯一 解 , 并 且 这 个 解 是 光滑 的 . 
如 果 变 动 Eo, 那么 在 点 (p, 0) 的 一 个 小 邻 域 里 我 们 得 到 了 通 解 . 
特征 借助 于 特征 线 法 , 解 的 结构 ”通过 每 个 点 z = zo,t = 
0, 都 有 一 条 特征 线 通过 , 把 它 记 为 (图 1.145) 
z = x(t, zo). (1.330) 
E 1.145 治 着 这 些 特征 ，(1.329) 的 解 E 必定 是 常数 , 这 意味 
着 有 


E(x(t,xo),t) = Eo(zo). 
如 果 对 zo 解 方程 (1.330), 那么 我 们 得 到 mo = zo(x, t) I E(x, t) = Eo(xo(z,t)), 
这 就 是 所 求 的 解 . 
例 2: 初 值 问题 
Es +zE, —yEz =0, 


E(y,z,0) = Eo(y,z) (初始 条 件 ) (1.331) 
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对 每 个 光滑 函数 Eo: R 一 R 有 唯一 解 
E(y,z,t) = Eo(ycost — zsint,zcost+ysint),， 对 所 有 z,y,t ER. 


证 明 : 根据 例 1, 特征 线 是 圆 . 如 果 对 yo, zo 解 特 征 线 (1.328) 的 方程 , 那么 可 以 得 
到 


Yo = ycost —zsint, zo = zcost + ysint. 


从 E(z,y,t) = Eo(yo, zo) BI (1.331) 的 解 . 
历史 性 的 注 ” 如果 知 道 方程 r = f(x,t) 对 于 特征 线 的 n 个 线性 无 关 的 守恒 量 
Ej En) 并 且 如 果 Ci, ,Cn 是 常数 , 那么 在 解 方程 

页 (多 外 一 Gy， 了 一 区 


时 , 可 以 局 部 地 得 到 z' = f(z,t) 的 通 解 . 

在 19 世纪 , 人 们 曾 试图 用 这 个 方法 来 解 天 体力 学 中 的 三 体 问 题 . 这 个 问题 由 
轨道 的 9 个 分 量 的 一 个 二 阶 微分 方程 组 所 给 出 . 这 等 价 于 18 个 变量 的 一 个 一 阶 组 . 
这 样 , 我 们 就 需要 18 个 守恒 量 . 动量 (质心 的 运动 )、 角 动量 和 能 量 的 守恒 只 产生 
10 个 守恒 量 . 分 别 在 1887 年 和 1889 年 , 布 伦 斯 (H. E. Bruns, 1848—1919) RIDE 
加 莱 证 明了 对 于 一 大 类 函数 不 存在 积分 . 这 样 就 认识 到 对 于 三 体 问题 利用 运动 的 积 
分 来 得 到 其 闭 形式 的 解 是 不 可 能 的 . 以 闭 形式 得 到 解 的 失败 的 更 深刻 的 原因 在 于 实 
际 上 三 体 问 题 可 以 是 混沌 的 这 一 事实 . 

处 理 n(n > 3) 体 问 题 时 , 在 如 今 的 卫星 年 代 我 们 利用 抽象 的 存在 性 和 唯一 性 
结果 以 及 从 这 些 结果 中 生成 的 有 效 的 数值 规程 来 计算 轨道 . 


1.13.1.2. FMS. Bik Feds eM RH 


虽然 写 下 了 确定 流体 运动 的 微分 方程 , 但 是 只 是 在 其 中 
压力 之 差 是 无 穷 小 的 情形 中 这 些 方程 的 积分 才 是 成 功 的 . 
B. & (1860)? 


在 流体 动力 学 中 , 人 们 经 常 遇 到 激 波 , 如 超 音速 飞机 的 音 爆 . 这 类 激 波 相应 于 
质量 密度 的 非 连续 点 , 使 得 流体 动力 学 的 处 理 异 常 困难 . 方程 


pt + f(p)z =0, 


oz,0) = po(z) (Efi) gu 


1) 这 意味 着 在 N2 上 E'(z) £0, 这 里 E'(z) = (0, E/82;). 

2) 在 黎 曼 的 名 篇 《具有 有 限 振幅 的 空气 波 的 传播 》(Om the propagation of air waves of 
finite amplitude) 中 , 他 葛 定 了 流体 理论 和 描述 非 线性 波 过 程 的 非 线 性 双 曲 型 微分 方程 理论 的 
数学 基础 . 这 篇 论文 , 加 以 P. 拉克 斯 的 评注 , 可 以 在 《 黎 曼 选集 》823] 中 找到 . 
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是 可 能 用 来 描述 激 波 现象 最 简单 的 数学 模型 . 假设 函数 f: RoR 是 光滑 的 . 
例 1: 在 特殊 情形 f(p) = p?/2, 可 以 得 到 所 谓 的 伯 格 (Burger) 方 程 
Pt pps — 0,  p(z,0) = po. (1.333) 
物理 解释 ”考虑 沿 > 轴 的 质量 分 布 ; + pla, t) 表示 在 点 zx 和 时 刻 t 的 密度 . 引进 
质量 密度 流向 量 
J (x,t) := f(p(z, t))i, 

那么 不 妨 把 方程 (1.332) 写 为 形式 pt + divJ = 0, 即 , WE (1.332) 描述 质量 守恒 
(参阅 1.9.7). 
特征 线 X 

Zz 二 vot 十 Yo， 其 中 vo := f'(po(z0)) (1.334) 


称 为 特征 线 . 有 
守恒 方程 (1.332) 的 每 个 光滑 解 沿 着 特征 线 是 常数 . 


这 可 以 给 出 下 述 物理 解释 : 一 个 质点 在 初始 时 刻 t = 0 时 位 于 点 xo, 根据 (1.334) 
以 常 速度 vo 运动 . 这 样 的 质点 的 碰撞 导致 p 的 间断 性 , 称 之 为 激 波 . 
BR 令 对 所 有 的 pe 及 有 f"(p) 0, BU, 函数 f^ 被 假定 为 是 单调 增 的 ， 如 果 
zo < xı, 并 且 

po(xo) > po(z1); 


i 激 波 。 那么 在 (1.334) 中 vo > vi, 并 且 开始 于 zo MAE 
上 了 开始 于 zi 的 质点 . 在 (x,t) RRP, 相应 的 特 
"ovn z ， 征 线 相交 于 某 个 点 P 处 (图 1.146). 
图 1.146 既然 密度 p 沿 着 特征 线 必定 是 常数 ,那么 p 必然 
在 P 处 间断 . 按 定义 , 这 意味 着 在 P 处 有 一 个 激流. 
初 值 问题 的 解 ”如果 初 始 密度 po 是 光滑 的 , 那么 通过 令 


(a, t) := po(zo) 


得 到 初 值 问题 (1.332) 的 一 个 解 p, 其 中 (x,t) 和 zo 是 由 方程 (1.334) 所 联系 的 . 
这 个 解 是 唯一 的 , 也 是 光滑 的 , 只 要 特征 线 在 (x,t) 平面 中 不 相交 . 


如 果 在 及 上 f”(p) 0, 那么 无 论 初始 函数 po 
的 光滑 性 如 何 , 守恒 量 的 方程 (1.332) 没有 对 
于 所 有 的 p, 所 有 的 时 刻 t > 0 的 光滑 解 . 


间断 点 通过 激 波 而 发 展 . 
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广义 解 为 了 明确 地 研究 间断 的 行为 , 把 函数 p BRAT TAR (1.332) 的 广义 解 , 如 果 
对 所 有 检验 函数 p e Cg (R2)U 有 


| , (Ppt + f(p)pa)dedt = 0. (1.335) 


RY 


沿 着 激 波 的 跳跃 ”给 定 特征 线 
S: £ = vot + T0, 


以 及 (1.332) 的 一 个 广义 解 p, 它 是 光滑 的 , 除了 沿 特 Z p 
征 线 有 一 个 跳跃 ，p 的 从 特征 线 的 右边 和 左边 的 单 边 
极限 将 分 别 用 p 和 p_ 表示 (B 1.147). WA, FR Bi lay 
关于 跳跃 的 基本 条 件 被 满足 : 


F+) — f(p-) (1.336) 


Ug = ; 
p — P- 


关于 跳跃 位 置 的 条 件 由 黎 曼 于 1860 年 首先 引入 流体 的 研究 ; 数 年 后 , 兰 金 (W. J. 
M. Rankine, 1820—1972) 和 于 戈 尼 奥 (P. H. Hugoniot, 1851—1887) 研究 了 更 一 
般 的 形式 . 关系 式 (1.336) 把 激 波 的 速度 与 密度 的 跳跃 联系 起 来 了 . 
P. HERR (1957) ”跳跃 条 件 (1.336) 对 于 稀疏 波 也 成 立 . 然而 , 当 考 虑 所 
THAN i A 
f'(p-) > vo > f'(p+) (1.337) 
时 , 这 些 条 件 就 自然 消失 了 . 
物理 意义 的 探讨 ”考虑 一 个 带 有 活动 活塞 的 金属 柱 体 , 在 活塞 的 两 边 有 两 种 不 同 
2 的 流体 (或 气体 ), 它们 有 不 同 的 密度 p- 和 pi. WR 
p- > p+, 那么 活塞 只 能 从 左 向 右 移 动 , 这 是 一 个 压缩 
图 1.148 过 程 (图 1.148). 具有 p- < p+ 的 疏散 过 程 , 即 在 活 
动 活 塞 前 方 的 密度 大 于 其 后 的 密度 , 这 种 情形 在 自然 
界 中 未 被 观察 到 . 
热力 学 第 二 定律 决定 了 一 个 过 程 在 自然 界 中 是 否 可 能 实现 . 
只 有 那些 在 封闭 系统 中 有 非 减 炉 的 过 程 才 是 可 能 的 . ARE (1.337) 代替 了 在 模型 
(1.332) 中 的 热力 学 第 二 定律 . 
对 伯 格 方程 的 应 用 ”考虑 初 值 问 题 (1.333). 


1) 函数 p 是 一 个 检验 函数 , 如 果 它 是 光滑 的 , 并 且 在 R? := {(x,t) € R2: t> 0) 的 一 个 
紧 集 的 外 部 为 零 . KRA (1.335) 由 对 方程 (1.332) RA vo 并 应 用 分 部 积分 而 得 . 
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例 2: 假设 初始 密度 由 函数 
L uz 
po(z) := | 
0, -l<az<l 
给 出 . 4 f(p) := p?/2 以 及 p. = 1, p+ = 0. 跳跃 条 件 (1.336) 导致 关系 式 


jpot) 一 Jo-) 1 

P+ — p- 2 
这 样 , 激 波 以 速度 vo = 1/2 自 左 向 右 传播 . 在 激 波 前 (相应 地 , 在 其 后 ) 密度 p+ =0 
(相应 地 p- = 1). 这 是 一 个 压缩 过 程 , 由 f' (p) = p 知道 粹 条 件 


Vo = 


p- > vo > p+ 


满足 (图 1.149). 


例 3: 如 果 初 始 密度 是 


0, ©< Zo, 
polz) := (1.338) 
l, @ > Tg, 


那么 观察 到 如 同 例 2 中 的 相同 激 波 . 然而 在 此 情形 中 , 在 波 前 (相应 地 , 在 其 后 ) 密 
È p+ = 1 (相应 地 p- = 0). 这 在 物理 上 是 不 可 能 的 朴 散 过 程 , 对 于 它 , FRR 
破坏 了 (图 1.150(b)). 


WW 


po=0 i Po= po=0 % E odit T 


a 1.150 — 
对 于 初始 条 件 (1.338) 的 特征 线 被 表示 在 图 1.150(a) 中 .这 里 有 一 个 阴影 区 
域 , 其 中 没有 特征 线 , 并 且 解 在 其 中 也 不 确定 . 有 很 多 种 可 能 性 来 填补 这 个 洞 , 以 致 
出 现 了 广义 解 . 然而 , 这 些 解 中 没有 一 个 在 物理 上 有 意义 . 
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1.13.1.3 ”哈密 顿 - 雅 可 比 微分 方程 
假设 给 定 哈密 顿 (W.R. Hamilton, 1805 一 1865) 函数 H = H(q,7, p). 除了 要 
求 轨道 g = q(T). p = p(7) 的 典范 方程 
q' = Hp, p => —Hq (1.339) 


之 外 , 还 考虑 下 述 要 求 的 函数 S = S(q,7) 的 雅 可 比 偏 微分 方程 , 它 也 称 为 哈密 顿 - 


S- + H(q, r, Sq) = 0. (1.340) 


RE q = (qi,… ,qn), p = (p1,… pa). WR 已 不 依赖 于 7, 那么 对 于 (1.339) 而 
BHAT. 在 经 典 力学 中 , H 是 系统 的 能 量 . 
如 果 用 辛 几何 的 语言 来 描述 的 话 , 这 个 理论 是 特别 简洁 、 优美 的 . 为 此 , 需要 典 


范 微分 形式 

asa) 
和 相应 的 辛 形式 2) . 

w = 一 do. 


在 光线 和 波 前 之 间 的 基本 对 偶 性 ”在 几何 光学 中 , 曲线 

q=q(7) (1.342) 
称 为 光线 , 其 中 q 和 7 表示 空间 变量 . HE (1.340) 称 为 程 函 方程 . 曲面 

S= 常数 (1.343) 


相应 于 波 前 , 它 垂直 于 光线 . 如 果 沿 着 连接 两 个 点 (qo, 70), (9,7) 的 光线 q = gq(o),p = 
plo) 之 一 计算 积分 


(q,7) 
S(o,7) = | (p(o)a (o) — H(q(0),0,(0)))do, (1.344) 


(20.70) 


1) 用 分 量 形式 , 有 
q;=Hp;, Pj = —Hg;- 


并 且 有 Sq = (Sg1，,… s San) 以 及 


n n 
c = Y pjdgj, w= 》 da; ^ dp;. 
j=l j=1 
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ABA S(q, 7) 就 是 光线 经 过 这 两 点 之 间 的 距离 所 需要 的 时 间 . 

既然 在 光线 和 波 前 的 物理 之 间 有 着 紧密 的 联系 , 那么 人 们 期 望 在 方程 (1.339) 
和 (1.340) 之 间 也 有 紧密 的 联系 . 下 述 两 个 分 别 属 于 雅 可 比 和 拉 格 朗 日 的 定理 验证 
了 情况 确实 如 此 . 0 
力学 与 几何 光学 之 间 类 似 的 哈密 顿 系统 ”把 几何 光学 的 方法 应 用 到 经 典 力学 的 研 
究 中 , 这 是 爱尔兰 数学 家 和 物理 学 家 哈密 顿 的 想法 . 在 力学 中 , g = q(7) 相应 于 一 
个 质点 系统 在 时 刻 7 的 运动 . 积分 (1.344) 描述 沿 着 轨道 被 输 运 的 作用 .作用 是 一 
个 基本 的 物理 量 , 它 具 有 能 量 乘 以 时 间 的 量 纲 (参阅 5.1.3). 

H Q = (Qi Qm), P = (P, ,Pm) 表示 实 参数 .下面 的 结果 包含 在 天 
体力 学 中 比较 复杂 的 情形 中 求解 运动 方程 的 一 种 重要 的 方法 .从 几何 光学 的 观点 
看 , 这 个 定理 说 明了 光线 系统 可 以 从 波 前 系统 而 得 到 . 

雅 可 比 定理 ”如 果 有 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微分 方程 (1.340) 的 一 个 光滑 解 5 = S(q,7,Q), 
那么 利用 


—So(q, T, Q) = B Salg, T, Q) =p (1.345) 


可 以 得 到 典范 方程 (1.339) 的 一 组 解 2) 
q—4q(r;Q,P) p=p(t;Q,P), 


它们 依赖 于 Q 和 P, BI, 依赖 于 2m 个 实 参数 . 
我 们 将 在 下 面 的 1.13.1.4 和 1.13.1.5 中 考虑 这 个 结果 的 应 用 . 
下 述 定理 的 基本 思想 是 , 可 以 在 没有 光线 系统 的 情况 下 构造 出 波 前 的 程 函 函数 . 


到 . 
假设 哈密 顿 函数 H 是 光滑 的 . 
拉 格 朗 日 定理 和 辛 几何 ”给 定 典 范 微分 方程 (1.339) 的 一 组 解 


q=4(7,Q), p=p(7,Q), (1.346) 


其 中 qo(ro, Qo) z 0. 那么 方程 = q(7, Q) 在 (ro, Qo) 的 一 个 邻 域 中 对 变量 Q 可 
解 , 这 就 导致 一 个 关系 Q = Q(r,9). 


1) 在 任意 的 一 阶 偏 微分 方程 与 一 阶 常 微分 方程 组 之 间 的 最 一 般 的 关系 将 在 1.3.5.2 的 柯 西 


定理 中 描述 . 
2) 这 里 的 记号 是 So = 95/6Q, 诸如 此 类 . 假设 方程 —So(q,r, Q) = P 可 以 对 q 解 出 . 
MR det SQ, (qo, ro, Q) # 0, 局 部 地 就 有 此 结果 . 
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BN, 沿 着 系统 的 解 , 辛 形式 w 对 于 ro 恒 为 零 . 1) 
曲线 积分 
(Q,r) 
S(Q,7) = | (pqr — H)dt + pgodQ, 
(Qo.T0) 


HF p q 由 (1.346) 给 出 . 这 个 曲线 积分 与 积分 路 径 无 关 , 并 且 利用 


S(q,T) := S(Q(a, T), T) 


得 到 哈密 顿 - 雅 可 比 微分 方程 (1.340) 的 一 个 解 . 
推论 解 组 (1.346) 对 于 所 有 时 刻 r 形成 一 个 拉 格 朗 日 流 形 . 


初 值 问题 的 解 
Sy + H(q, Sq,T) = 0, 
S(q,0)=0 (初始 值 ).2) (1.347) 


定理 ”我 们 假设 哈密 顿 函数 H = H(q,7,p) 在 点 (qo,0,0) 的 一 个 邻 域 中 是 光滑 的 . 
那么 初 值 问题 (1.347) 在 点 (qo, 0,0) 的 一 个 充分 小 的 邻 域 中 有 一 个 唯一 解 , 并 且 这 
个 解 是 光滑 的 . 

解 的 构造 ”对 于 典范 方程 解 初 值 问题 


q —H, p =—Hy, a(t) =Q, p(t) =0. 


由 拉 格 朗 日 定理 , 相应 的 解 组 g = g(7, Q), p = p(t, Q) 产生 (1.347) 的 解 S. 


1) 由 于 w= M dq; ^ dpi, 因此 这 个 条 件 蕴涵 着 


i=l 


YO [Qj, Qk]dQ; A dQ, = 0, 


j,k=1 


因而 对 所 有 的 参数 Qi 有 


(Qj; Qk] (to, Q) = 0, k,j = 1,.…: , 


这 里 我 们 用 了 由 拉 格 朗 日 引进 的 括号 


Sh Ogi Ópi . OG Opi 
(Qj, Q1] := > 0Q; OQk Qk OQ; 


i=1 
无 疑 , 拉 格 朗 日 已 经 很 清楚 : 辛 几何 的 记号 对 于 经 典 力学 的 数学 描述 是 极其 重要 的 . 然而 , 直到 
KA 1960 F, 为 了 理解 许多 经 典 考虑 的 深刻 性 质 , 也 为 了 得 到 新 的 理解 才 开始 明显 地 应 用 这 些 
几何 的 记号 . 这 在 1.13.1.7 中 将 更 细致 地 , 在 [212] 中 将 更 一 般 地 得 到 描述 . 辛 几何 及 其 众多 应 


用 的 现代 标准 参考 书 是 教科 书 [156]. 
2) 通过 用 差 S — So 代替 S, 具有 初 值 条 件 S(q, 0) = Sola) 的 一 般 的 初 值 问题 可 以 立即 


被 归 化 为 (1.347) 中 所 考虑 的 情形 . 
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1.13.1.4 对 几何 光学 的 应 用 
(7,g) 平面 中 光线 q = g(r) 的 运动 可 以 由 费 马 (P. de Fermat, 1601—1665) 
原理 得 到 : 


| fa porn Vig (dr = min., 


q(70) = g0, (Tı) =q. 


(1.348) 


这 里 n(g) 是 指标 函数 , 即 , 在 点 g(r) 处 的 折射 指标 (c/n(q) 是 光 在 介质 中 的 速度 )， 
c 是 光 在 真空 中 的 速度 . 因而 光 以 这 样 的 方式 运动 : 用 最 少 的 时 间 通过 两 点 间 的 距 
s. 
欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 如 果 引 进 拉 格 朗 日 函数 La d'7) := ČO T Gr, 那么 
(1.348) 的 每 个 解 = q(7) 满足 一 阶 党 微分 方程 

d 


£ Ly- Ly =0, 
Bp 
d nq’ 
—— = nyl ++ (q')?. 1.349 
dr VT GP qv 1- (q^) ( ) 


为 了 简化 记号 , 选取 度量 单位 , 使 得 c= 1. 
p= Ly (4,457), H-pq-L 


产生 哈密 顿 函数 
H(g,p,7) = —Vn(q)? — p?. 
此 时 典范 哈密 顿 方程 9/ = Hp, p = =H; 为 


(1.350) 


这 是 一 个 一 阶 常 微 分 方程 组 . 
哈密 顿 - 雅 可 比 微分 方程 ”方程 S- + H(q,Sq,7) = 0 即 是 


Sr — 4/n? — S2 — 0. 
ian 


雅 可 比 的 解法 ”考虑 特殊 情形 n = 1, 这 相应 于 光 在 真空 中 传播 . WA, 


这 相应 于 程 函 方程 


S — Qr 1-— Q?q 
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是 (1.351) 的 一 个 解 , 它 依赖 于 参数 Q. 根据 (1.345), + -So = P, p = Sq, 可 以 得 
到 典范 方程 


Vi 更 
的 一 组 解 , 它 依赖 于 常数 Q 和 P, 因而 是 通 解 . 这 个 组 是 一 组 光线 q= q(7), CE 
直 于 直 的 波 前 S = 常数 (图 1151) 
1.13.1.5 对 于 二 体 问题 的 应 用 
牛顿 运动 方程 根据 1.12.5.2, 二 体 问 题 (如 太阳 与 一 个 行星 ) 导致 平面 运动 q = 


q(t) 的 方程 
I 


其 中 取 太阳 的 位 置 为 原点 (图 1.152). 这 里 m 表示 太阳 的 质量 , m» 表示 行星 的 质 
量 , m = mi 十 m2 是 总 质量 , G 是 引力 常数 . 力 由 关系 式 


F = -grad U = NU 其 中 U := BL a := Gm2m 


给 出 . 


图 1.151 


总 能 量 E 动能 与 势能 之 和 给 出 了 总 能 量 , 即 


E = 3ma(q) - U(). 


典范 哈密 顿 方程 ”我 们 引进 动量 p = m2q (质量 乘 以 速度 ). 从 上 面 关 于 能 量 E 的 
表达 式 可 以 得 到 哈密 顿 函数 


WR q-qi-qj M p= pi+ pj, 那么 典范 方程 gj = Hy, pj = 一 Ha; 可 以 
用 向 量 形式 写 为 


这 个 方程 等 价 于 牛顿 运动 方程 (1.352). 
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哈密 顿 -- 雅 可 比方 程 ” 球 函数 S = Sla, t) 的 方程 Si+ H(q,S,) = 0 显 式 地 变 为 


S; 
Sts 1V0 =% 


其 中 5, = grad S. 为 了 方便 地 解 这 个 方程 , 重要 的 是 过 渡 到 极 坐 标 . 这 就 给 出 了 


2 
Bet (s | x) 2 2g. (1.353) 
2 


雅 可 比 的 解法 ”我 们 寻求 (1.353) 的 双 参 数 解 族 S= S(r.o,t, Qi. Q2), Qu, Q2 为 
参数 . 令 
S=-Qit+ Q2p + s(r), 


这 就 产生 了 常 微分 方程 


因而 得 到 
s(7)= | rer. 


根据 (1.345), 从 方程 —So, = P; (P; 是 常数 ) 得 到 轨道 的 方程 . 这 给 出 了 


EN modr T Qedr 
P-t | 1 P = e* som 


为 简单 起 见 , Qi = 已 和 Q= N. 积分 第 二 个 方程 , 可 以 得 到 


N mas 
y = arccos —L——JÀ— — + AK 
- m2o? 
m2 十 N 
不 妨 设 常数 =0. 这 样 就 推导 出 轨道 的 方程 为 
VF (1.354) 


^ 1+ecosy’ 
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其 中 p := N?/maa, e := 1+ 2EN2/moa. 这 个 运动 的 能 量 和 角 动 量 的 计算 蕴涵 
着 常数 E 是 能 量 , 常数 N 是 角 动 量 向 量 N 的 绝对 值 |N]. 
轨道 (1.354) 是 圆锥 截 线 , 当 0 < s < 1 时 它 是 椭圆 . 从 这 些 解 可 以 推 得 关于 
行星 轨道 的 开 普 勒 定律 . 
1.13.1.6 典范 雅 可 比 变换 
典范 变换 “一 个 微分 同 胚 
Q = Q(q,p,t), P= P(q,p,t), T=t 


称 为 典范 方程 


la =Hp, p=- (1.355) 
的 一 个 典范 变换 , 如 果 这 个 变换 把 这 个 典范 方程 变 为 一 个 新 的 典范 方程 


Q'—'Mp, P'— -7ta. (1.356) 


这 里 的 思想 是 ， 通 过 适当 地 选取 典范 变换 ，(1.355) 的 解 可 以 归 为 较 简单 的 问题 
(1.356) 的 解 . 这 是 解 天 体力 学 中 复杂 问题 的 最 重要 的 方法 . 
雅 可 比 生成 函数 ”给 定 一 个 函数 S = S(q, Q, t). 利用 关系 式 


dS = pdq — PAQ + (H — H)dt, (1.357) 
B 
P--So(qQ.t), p= Sa(g,Q®,t) (1.358) 
和 
H => St + H, 


就 生成 了 一 个 典范 变换 . 这 里 假设 , A BEE, 方程 p = S,(¢,Q,t) 可 以 对 Q 
解 出 . 
雅 可 比 的 方法 ”如 果 选 取 S 为 哈密 顿 - 雅 可 比 微分 方程 S+ H = 0 的 一 个 解 , 那么 
H 三 0. 变换 后 的 典范 方程 (1.356) 是 平凡 的 , AME Q = 常数 和 P= 常数 . 
因而 , (1.358) 就 是 在 (1.345) 中 所 给 出 的 雅 可 比方 法 . 
FRR 现在 假设 变换 Q = Qla p), 已 = P(gq,p) 是 辛 变换 , BI, 它 满足 条 件 
d(PdQ) = d(pdq). 
那么 这 个 变换 就 是 典范 的 , 满足 H = H. 
证 明 : 从 关系 式 d(pdg — PAQ) = 0, 并 由 1.9.11 知道 方程 
dS = pdq — PdQ 
局 部 地 有 解 S, 根据 (1.357), 它 生成 一 个 典范 变换 . 
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1.13.1.7 哈密 顿 力学 和 辛 几何 的 流体 动力 学 解释 


在 数学 和 物理 学 之 间 的 交互 作用 总 是 起 着 一 个 明显 的 作 

用 . 对 数学 只 有 初步 了 解 的 物理 学 家 处 于 一 种 极其 不 利 的 位 

E. 而 对 物理 应 用 不 感 兴趣 的 数学 家 ， 也 失去 了 获得 动机 和 
深刻 洞察 力 的 机 会 . 

mA LAS 售 希 特 尔 (Martin Schechter) 


通过 利用 (gq,p) 相 空间 中 流体 动力 学 图 像 , 并 应 用 微分 形式 的 语言 , 可 以 对 哈 
密 顿 力学 得 到 的 一 种 特别 直观 和 简洁 的 解释 . 在 这 个 架构 中 , 哈密 顿 函数 和 3 个 微 
分 形式 


[o :二 pdg, w:=do, o— Hdt | 
起 着 关键 的 作用 . 由 于 辛 几何 的 功能 , 辛 形式 w 担负 着 给 出 一 个 紧密 的 数学 描述 的 
责任 . 
下 面 假设 所 出 现 的 所 有 函数 和 曲线 都 是 光滑 的 . 并 且 只 考虑 具有 光滑 边界 的 有 
界 域 . 病态 曲线 和 区 域 将 不 予 考虑 . 
R? 中 的 经 典 流 
积分 曲线 ” 设 给 出 速度 场 v = vlz, t) 满足 微分 方程 


区 = v(z(t),t), æ(0) = £o | 


的 曲线 被 称 为 该 速度 向 量 场 的 积分 曲线 , 或 流 线 . 这 些 曲线 描述 了 流体 粒子 流 (图 
1.153(a)). 令 

F,(xo) :— x(t), 
BI, 对 于 流体 的 每 个 点 PP, Fi 与 在 时 刻 t= 0 时 出 发 的 粒子 在 时 刻 t 时 所 在 位 置 处 
的 点 P, 相 联系 . 称 Fi 为 在 时 刻 t RARP. 1) 


(a) 积分 曲线 (b) 涡 线 
图 1.153 R? 中 的 流 


1) 在 [212] 中 讨论 流 形 上 流 的 一 般 理 论 . 在 S. 李 的 李 群 和 代数 学 理论 中 , 他 以 一 种 本 质 
的 方式 使 用 了 流 的 记号 ( 单 参数 子 群 ). 为 了 记号 的 方便 , 把 向 量 a 等 同 于 其 在 P 处 的 端点 . 
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流 定理 
h(z,t)dz = | on + (divh)v) (x, t)dx. (1.359) 


pi: 如 果 h= p 是 物质 密度 , 那么 质量 守恒 意味 着 在 (1.359) 的 左 端的 积分 为 零 . 
如 果 把 区 域 2 收缩 为 一 个 点 , 那么 从 右 端的 积分 为 零 产 生 了 所 谓 的 连续 性 方 各 


pt + div(pv) = 0. 


涡 线 WE 
a(t) = 5 (curlo)(a(t) t) 


的 曲线 z = z(t) MAR. 沿 着 一 条 闭 曲线 C 的 周 线 积分 


| vdr 

C 

称 为 速度 场 沿 着 C 的 环流 量 . WRA v 是 无 涡 的 , BI, curlv = 0, 那么 沿 着 每 条 
闭 曲线 环流 量 为 零 . 因而 从 斯 托 克 斯 (G. G. Stokes, 1819—1903) 定理 即 得 


| vdz = | (curl v)ndF = 0, 
oF F 


E C 是 一 个 曲面 F 的 边界 OF. 一 般 地 , 环流 量 是 不 为 零 的 , 并 且 产生 流体 中 涡 旋 
强度 的 一 个 度量 . 对 于 沿 着 曲线 的 环流 量 , 有 两 个 重要 的 守恒 律 . 

ZE% (H. L. F. Helmholtz, 1821—1894) 涡 旋 定理 ”如果 曲线 C. 是 C 
沿 着 涡 线 平移 而 得 到 的 (图 1.153(b)), 那么 有 关系 式 


| vdz =| vdz. 
C Cs 


开尔文 (L. Kelvin, 1824—1907) 涡 旋 定理 ”在 理想 流体 中 有 关系 式 


| vdz = | vdz. 
c F:(C) 


这 里 F(C) 由 时 刻 t 时 的 那些 粒子 组 成 , 它们 在 时 刻 t = 0 时 属于 闭 曲 线 C. 因而 ， 
沿 着 由 理想 流体 粒子 组 成 的 闭 曲 线 的 环流 量 对 于 时 间 而 言 保持 为 常数 . 

理想 流体 “与 亥 姆 霍 效 涡 旋 定理 不 同 , 开尔文 定理 中 的 速度 场 v 必定 是 某 个 理想 流 
体 的 欧 拉 运 动 方程 的 解 . 这 些 方程 是 


pv: + p(ugrad)v = —pgradU 一 gradp (运动 方程 )， 


pt 十 div(pv) = 0 (质量 守恒 )， (1.360) 
p(a,t) = f(p(x,t)) (压力 -密度 定律 p = f(p)). 
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这 里 p 表示 密度 , p 表示 压力 , f = —gradU 表示 力 密度 . 


体积 守恒 ”在 不 可 压缩 流体 的 情形 , 流 是 保 体 积 的 , BU, 在 时 刻 t= 0 时 位 于 区 域 8 
中 的 流体 粒子 在 时 刻 t 时 在 区 域 及 (2) 中 , 这 两 个 区 域 有 相同 的 体积 (图 1.154). 


解析 地 , 这 意味 着 

| dz = m da. 
证 明 : XX KB h=1 M dive —0 的 流 方程 (1.359) 即 得 . 口 
哈密 顿 流 


相 空间 $ q= (q, ,qn), P = (Pi, ,pn), 所 以 (q, p) € R”. XS (q, p) 空 
间 表 示 为 相 空 间 . 此 外 , & g = q(t) M p = p(t) 是 典范 方程 


q'(t) = Hp(q(t), p(t)), X p'(t) = -Ha(g(t),p(t)), 
q(0) = qo, p(0) = po 


的 解 . 
令 
Fi (40; po) := (q(t), p(t)). 
以 这 种 方式 可 以 得 到 按 定义 被 称 为 哈密 顿 流 的 东西 (图 1.155). 


图 1.154 体积 守恒 图 1.155 哈密 顿 流 


， 能 量 守恒 “ 沿 着 哈密 顿 流 的 积分 曲线 哈密 顿 函数 是 常数 . 
刘 维 尔 (J. Liouville, 1809—1882) 定理 ”哈密 顿 流 是 保 积 的 . 
+ ”这 个 定理 陈述 了 
| dqdp = | dqdp. (1.361) 
Q Fi (2) 
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微分 形式 0 := dq ^ dq2 A--- ^ dqn ^ dpi A+++ ^ dpn 是 相 空 间 的 体积 形式 . 对 辛 
形式 w 而 言 重要 的 关系 式 在 公式 


0 — anuo ^w ^-:-^w 


中 得 到 , 其 中 有 n 个 因子 和 一 个 常数 on. 此 时 关系 式 (1.361) 相应 于 公式 


| 0-— | 9. 
2 F.(9) 


MABE AEE MARIAH (D. Hilbert, 1862—1943) 不 变 积 分 C 
AlC. 是 两 条 闭 曲 线 , 它们 的 点 由 哈密 顿 流 的 积分 曲线 所 连接 . 那么 有 


Pa pdq — Hdt 4 pdq — Hdt. 
C [o^ 


| pdq=| pdq. 
c Fr(C) 


这 个 积分 被 称 为 庞 加 莱 的 相对 积分 不 变量 . 


曲线 的 平行 移动 和 由 哈密 顿 流 导出 的 切 向 量 (图 1.156) 
在 相 空间 中 给 定 曲线 


C: q=q(a), p=Pp(a), 
它 通 过 参数 值 a = 0 时 的 点 P. 哈密 顿 流 把 点 P 带 到 点 
B = F,(P), 


JF HdE HA C 移动 为 Ce 此 外 , 曲线 C 上 P 点 处 的 切 向 量 v 被 传送 为 曲线 C, 
上 点 P. 处 的 切 向 量 vu. 如 果 两 条 曲线 CAC 在 点 P 处 有 相同 的 切 向 量 v, 那 
么 像 曲线 C. 和 Ct 在 点 P. 处 有 相同 的 切 向 量 v. 用 这 种 方式 可 以 得 到 一 个 变换 
VP Ut. 写 为 


=F{(P)v, 对 所 有 的 v eR?” 
im P apii (M. R. Meu 18781973) ot. | 
1) 这 是 一 类 微 商 因为 有 


v= (S, D) 和 u= ERa] 
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由 哈密 顿 流 诱导 的 微分 形式 的 自然 变换 4 /是 一 个 1 形式 . 利用 自然 的 关系 
(Ffu)e(v):— ue, (vi), 对 所 有 的 we R?" 


来 定义 1 形式 Fiu. 称 Fiu 为 微分 形式 nu (关于 给 定 的 流 ) 的 拉 回 . 事实 上 , Ffu 
在 点 P 处 的 值 只 依赖 于 在 点 P 处 的 形式 六 (图 1.156). 

用 同样 的 方法 可 以 对 任意 的 微分 形式 定义 拉 回 . 例如 , 下 述 对 于 一 个 2 形式 定 
义 了 拉 回 : 


(Ffw)p(v,w) := wp (vi w), 对 所 有 的 ww € R^". 


类 似 地 , 当 用 微分 同 胚 代替 Fi 时 , 也 可 以 引进 拉 回 . 
用 一 种 非常 简洁 的 方式 , 拉 回 被 用 于 验证 微分 形式 关于 流 的 不 变性 质 . 
拉 回 关于 外 积 的 相 容 性 ”对 于 任意 的 微分 形式 p, v, a? 


Fr(uAv)= Fee Fev (1.362) 


和 
| = | H. (1.363) 
Q Fi (2) 
当 用 一 个 任意 的 微分 同 胚 代替 Fi 时 , 这 个 陈述 仍然 正确 . 
辛 变换 $ 下:QCR2 一 F(Q) 是 相 空间 R” 的 一 个 域 2 的 一 个 微分 同 胚 , 假 
设 它 具有 形式 
F:P=P(q,p), Q-Q(qap). 


我 们 称 是 一 个 辛 变换 , 如 果 辛 形式 o 在 F 下 保持 不 变 , BD, 如 果 
F*w =w. 


用 分 量 形式 表示 , 这 个 方程 变 为 


D dQ; A dP; = Y dqi ^ dpi. 
i—1 i-r 


定理 wR FF 是 一 个 辛 变换 , 那么 有 
(i) F*6 — 6. 
(ii) | = | 0 (F 是 保 积 的 ). 
Q F(Q) 
(iii) 对 于 典范 形式 c, 局 部 地 存在 一 个 函数 S, 满足 
F*o — o = dS. (1.364) 
1) 关于 拉 回 与 外 微分 形式 的 一 般 规则 可 在 [212] 中 找到 . 
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(iv) 对 于 闭 曲线 C, 有 


| o=| g. 
C F(C) 


可 以 容易 地 和 简洁 地 从 嘉 当 (外 ) 微分 学 得 到 这 些 陈述 . 
证 明 : (i) 从 (1.362) 有 
FO=F(WA ^w) = F*wn NF w=wA...Aw=0. 
(ii) 关系 式 (1.363) 导致 


| 0=| r=] 0. 
Q Q F(Q) 


(ii) 有 d(F*e — o) = F*do — do = —F*w +w = 0. 因而 , 根据 庞 加 莱 引 理 ， 
方程 (1.364) 局 部 地 有 一 个 唯一 解 S (参阅 1.9.11). 


(iv) 有 | dS = 0. 这 样 , 关系 式 (1.363) 就 导致 
C 


| F*o = | c. 
c F(C) 


因而 , 从 (iii) ED (iv). 
哈密 顿 力 学 的 主要 定理 
| 对 于 每 个 时 刻 t, 由 哈密 顿 流 生成 的 映射 F 是 辛 映射 . | 
因而 , 在 上 述 定理 中 , 各 处 的 F 都 可 由 F, RE. 
典范 方程 ”哈密 顿 流 的 速度 场 w 满足 方程 :3) 


(La6 


这 是 哈密 顿 典范 方程 的 最 简洁 的 叙述 . 在 这 些 方程 中 辛 形式 w 的 出 现 对 于 在 经 典 
力学 中 辛 几何 的 应 用 是 关键 的 . 

典范 方程 的 辛 不 变量 典范 方程 (1.365) 在 辛 变换 下 是 不 变 的 , 即 , 在 一 个 辛 变换 
下 , 典范 方程 


q —Hp, p —-—Hmq 
变 为 新 的 典范 方程 
Q'2Hp, P'=-Hg. 
(1.365) 的 证 明 $ q= q(t), p = p(t) 是 哈密 顿 流 的 积分 曲线 . 那么 对 于 在 时 刻 t 
的 速度 向 量 v, 我 们 有 关系 式 
1) 符号 viw 表示 v 与 w 的 所 谓 内 积 . 这 是 一 个 由 关系 式 
(viw)(w) = w(v,w), 对 所 有 的 w eR?” 
定义 的 线性 泛 函 . 我 们 有 时 也 把 viw 写成 iv(w). 
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v = (q(t), p (t). 
此 外 , 如 果 我 们 令 w = (a,b), 其 中 a,b € R^, 那么 方程 (1.365) 说 明 
w(v,w) =dH(w), 对 所 有 的 wem. 
从 w= >》 dai ^ dpi 和 


(dai ^ dpi)(v, w) = dq;(v)dp;(w) — dqi(w)dpi(v) = a;(t)a; — p;(t)bi, 


可 以 得 到 , 对 所 有 aub; CR A * 
> dita — pi(t)bi = 》 Hp, ai + Hobi. 
ici ici 


通过 比较 系数 就 产生 了 


这 些 就 是 典范 方程 . 口 
拉 格 朗 日 流 形 $ DER" 中 的 一 个 开 集 . 一 个 在 其 每 点 处 都 有 切 平面 2) 的 n 维 
曲面 


F:q=q(C), p=p(C), CED 


切 向 量 v 和 ww 有 2 — 
wp(v,w)=0, PEF. (1.366) 
在 几何 上 , 这 意味 着 F 的 每 个 切 空间 关于 由 其 上 的 w 所 诱导 的 辛 形式 是 迷 向 的 (2 
go 日 流 形 被 变 为 拉 格 朗 日 流 形 . 
1.13.1.8 泊 松 括号 和 可 积 系统 
对 于 q.p E R”, 考虑 运动 = q(t), p = p(t) 的 典范 方程 


p'—-—Hq(q,p) q = Hp(q.p). (1.367) 


* 原文 把 下 式 中 的 Hy, 与 Hy, 互 换 位 置 . 一 一 译 者 
1) 这 意味 着 在 D 上 (q/(C), p(C) =n. 
2) 如 果 我 们 用 在 1.13.1.3 中 引进 的 拉 格 朗 日 括号 , 那么 (1.366) 等 价 于 方程 


[Cj, Ck](P) = 0 ”对 所 有 的 PEF 和 所 有 的 j,k. 
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我 们 的 目的 是 找到 系统 (1.367) 有 解 的 条 件 , 在 经 过 一 个 适当 的 坐标 变换 后 它们 具 
有 形式 


lelt) = wwit 十 常数 ， J= lye gih (1.368) 
这 里 诸 o; 是 以 2x 为 周期 的 角 坐 标 , 即 ，(Pl,… ,pn) 与 (Pi +20,- gs + 27) 
描述 了 系统 的 相同 状态 . 
拟 周期 运动 ”在 (1.368) F, 每 个 坐标 相应 于 具有 角 频 率 o; 的 一 个 周期 运动 . 因为 
这 些 频 率 很 可 能 是 不 同 的 , 因此 该 运动 作为 整体 而 言 被 称 为 拟 周期 的 . 集合 


T:={peER"|0< o; < 2a, j=1,---,n} 


称 为 一 个 n 维 环 面 . 

例 1: 对 于 n= 2, 图 1157 画 出 了 系统 的 状况 . 这 里 以 一 种 自然 的 方式 把 位 于 拢 
形 对 边 上 的 点 等 同 起 来 . 如 果 把 T 的 这 些 点 粘 起 来 , 则 得 到 在 图 1.157(b) F EH 
的 几何 环 面 T. 


(a) (b) (c) 
图 1.157 在 如 (1.368) 的 坐标 系 中 的 拟 周期 运动 


(i) WR w/w 是 有 理 数 , 那么 轨道 pl = wi 十 常数 , pz = wz 十 常数 由 有 
限 段 组 成 , 然后 回 到 初始 位 置 . 在 TO 上 的 相应 曲线 是 一 条 闭 曲线 , 在 封闭 之 前 它 围 
5 ASB. 

(ii) WR w/w 是 无 理 数 , 那么 轨道 稠密 地 覆盖 TAT, 但 不 回 到 它 的 出 发 点 
(图 1.157(c)). 

泊 松 括号 两 个 光滑 函数 f= f(q,p) 和 9 = g(q,p) 的 泊 松 括号 由 公式 


yo 9f 0g _ af Og 
UE » pj ðq; 0g; OD; 


所 定义 . 


1) 平行 于 哈密 顿 力 学 , 我 们 可 以 用 泊 松 括号 (参阅 5.1.3) 构造 一 个 泊 松 力学 . 泊 松 力学 基 
于 这 样 的 事实 : 流 形 上 的 向 量 场 形 成 一 个 李 代数 , 而 哈密 顿 力学 则 利用 下 述 事实 : 流 形 的 余 切 从 
有 一 个 自然 的 辛 结构 (参阅 [212]). 在 由 海 森 伯 (W. K. Heisenberg, 1901—1976) 所 实现 的 经 
典 力学 的 量子 化 ( 即 量子 力学 的 诞生 ) F, 泊 松 括号 起 着 关键 的 作用 . 
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刘 维 尔 定理 ”给 出 典范 方程 (1.367) 的 n 个 光滑 守恒 量 FL FCR RK 
中 F = H, 这 些 守 恒 量 是 对 合 的 , 即 , 它们 满足 


{F;, Fk} = 0, 9, k = sgn 
此 外 假设 , 对 于 固定 的 a cR”, 满足 
F;(q,p) = Qj, j=l pn 


的 所 有 点 (qp) € R” 的 集合 Ma 形成 一 个 n 维 连 通 紧 流 形 , 即 , — Br ii SEO PE 
(Ox Fj) YE Ma 的 每 一 点 处 的 秩 为 n. 

KE, Ma 微分 同 胚 于 一 个 n 维 环 面 T, 其 中 作为 典范 方程 (1.367) 解 的 轨道 
q =q(t) p = p(t) 表示 Ma 上 的 拟 周期 运动 (1.368). 
不 变 环 面 叶 状 结构 ”假设 存在 a 的 一 个 开 邻 域 U, 使 得 Ma ÆR” 中 的 一 个 邻 域 


微分 同 胚 于 积 
这 里 , 当 TE U 时 集合 x (I) 微分 同 胚 于 My. 特别 地 , 参数 了 = o 属于 Ma. 
通过 这 个 微分 同 胚 

e-—w(qp, I-lI(qp) (1.369) 
原来 的 典范 方程 (1.367) 变 为 新 的 典范 方程 


(1.370) 


它 产生 的 解 为 
万 三 常数 ， oj = wjit 十 常数 ， 了 = 1 ,元 (1.371) 


这 里 wj := OH(I)/0I;. 诸 变量 万 被 称 为 作用 变量 ; 与 诸 角 变 量 v, 一 起 , 它们 形 
成 可 积 哈密 顿 系统 的 作用 -- 角 变量 集合 . 

曲线 (1.371) 相应 于 Mz 上 的 一 个 运动 . 这 里 Mr 是 相 空间 中 满足 

Fi(q,p)=1;, j=1, n 

的 点 (q,p)c R” 的 集合 . 

MT BAKERS. WR I 在 a 的 一 个 充分 小 的 邻 域 中 , 那么 从 Ma 通过 一 
个 小 形变 就 得 到 Mr. 
例 2: 在 n== 1 时 ,情形 正如 图 1.158 所 示 . 这 里 我 位 有 了 := (p € R:0& p «€ 2x], 
其 中 点 2=0 和 wp = 2n 是 等 同 的 . (q,p) 相 空间 中 的 闭 曲线 族 映 为 半径 为 Te U 
的 圆 族 

x = I cosy, y= Ising. 

这 样 ，Mr 相应 于 半径 为 了 (作用 变量 ) 的 圆 万 . 
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图 1.158 不 变 环 面 和 作用 - 角 变 量 


1.13.1.9 可 积 系统 的 扰动 (KAM 理论 ) 


这 里 决定 性 的 问题 是 : 在 小 扰动 下 一 个 可 积 系统 会 如 何 动作 ? 自然 的 回答 是 ， 
系统 只 有 小 的 形变 ; 然而 不 幸 的 是 , 这 是 错 的 ， 其 理由 是 , 在 角 频 率 wi,… ,wn 之 
间 共 振 可 能 发 生 . 代 之 以 可 积 系统 (1.370), 考虑 扰动 系统 


I'=—H,(1,9,€), e' = H(I, e.t), (1.372) 


其 中 HH) 十 eH,(1, o) 为 扰动 哈密 顿 函 数 ,es ADSM. 科 尔 莫 戈 罗 夫 - 阿 诺 
尔 德 - 莫 泽 理论 (KAM 理论 , A. N. Kolmogorov, 1903-—1987; V. I. Arnol’d, 1937— 
2010; J. K. Moser, 1928—) 涉及 扰动 系统 (1.372) 的 性 态 ; KAM 理论 最 初 是 由 科 
尔 莫 戈 罗 夫 于 1953 年 创立 , 在 其 后 的 一 些 年 里 由 阿 诺 尔 德 和 莫 泽 极 大 地 发 展 的 . 
定义 在 其 上 有 一 组 解 (1.371) 的 一 个 不 变 环 面 x (1) 被 称 为 共振 环 面 , 当 且 仅 
当 存 在 不 全 为 零 的 有 理 数 ri, ,rn, 使 得 


Tiwi 十:… 十 Tnwn = 0. 


下 述 结果 对 于 非 退 化 系统 成 立 , 即 , det(d?H(Io)/OL0k) #0, 这 里 出 现 的 是 未 扰 
动 的 哈密 顿 函数 的 二 阶 偏 导数 的 行列 式 . 
定理 ”如 果 扰 动 参数 < 充分 地 小 , 那么 非 扰动 系统 的 大 多 数 非 共 振 环 面 只 有 微小 
变形 , 并 且 在 这 些 环 面 上 的 轨道 的 定性 性 质 不 受 扰动 的 影响 . 

情况 的 错综复杂 在 于 下 述 事实 : 在 扰动 下 某 些 非 共振 环 面 可 以 被 破坏 . 并 且 , 在 
非 扰动 系统 的 情况 下 , 非 共振 环 面 和 共振 环 面 并 非 泾 渭 分 明 , BN, 在 非 共振 环 面 的 一 
个 任意 小 的 邻 域 里 可 能 有 共振 环 面 . 


在 可 能 的 最 小 扰动 下 , 在 不 变 环 面 上 轨道 的 定性 性 质 可 能 发 生 引 人 
注目 的 改变 . 继而 甚至 可 能 在 可 积 运动 相反 的 意义 下 发 生 混 沌 运动 . 


对 太阳 系统 稳定 性 的 应 用 “如果 在 一 级 近似 中 忽略 行星 之 间 的 引力 , 也 忽略 各 行星 
对 于 太阳 的 引力 , 那么 每 个 行星 以 不 同 的 周期 (频率 ) 围绕 太阳 在 一 个 周期 轨道 上 
运动 (一 个 椭圆 , 太阳 在 其 一 个 焦点 上 , 参阅 1.12.5.2 的 开 普 勒 第 一 定律 ). 这 种 情 
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形 相应 于 一 个 拟 周期 运动 . 一 旦 在 模型 中 考虑 了 行星 的 相互 作用 , 我 们 就 得 到 了 这 
个 拟 周期 运动 的 一 个 扰动 . 根据 KAM 理论 , 原则 上 不 可 能 证 明太 阳 系 在 所 有 时 刻 
的 稳定 性 , 因为 这 个 性 质 决定 性 地 依赖 于 初始 值 , 而 只 可 能 以 某 种 精确 度 知道 它 . 

经 典 和 现代 的 天 体力 学 的 许多 方面 都 可 以 在 百科 全 书 [121] 中 , 也 可 以 在 [122] 
中 找到 . 


1.13.1.10 ”热力 学 中 的 吉 布 斯 方程 


E'(t) = Q'(t) + A'(t). (1.373) 


热力 学 第 二 定律 


Q’(t) < T(t)S'(t). (1.374) 


这 些 方程 描述 了 一 般 的 热力 学 系统 的 温度 变化 规律 . 这 些 是 由 巨大 数目 粒子 
(如 分 子 或 光子 ) 组 成 的 系统 . 出 现在 这 些 方 程 中 的 诸 量 是 : 
Q(t) 热能 , 在 时 间 区 间 (0, ¢] 中 施加 于 系统 上 ; 
A(t) 在 时 间 区 间 (0, t) 中 系统 所 做 的 功 ; 
E(t), S(t),T(t) ”分 别 为 系统 在 时 刻 t 时 的 内 能 量 , HEE. 
如 果 对 所 有 时 刻 t, Q'(t) = THS t), 那么 过 程 称 为 可 送 的 否则, 过程 称 
为 不 可 逆 的 . 
如 果 系统 是 封闭 的 , 那么 这 特别 意味 着 从 外 界 没 有 热能 被 加 于 该 系统 , BI, Q(t) = 
0. 在 此 情形 , 由 第 二 定律 (1.374) 即 得 


S'(t) > 0. 


因而 有 


在 一 个 封闭 热力 学 系统 中 , MEIR. 


在 一 个 封闭 系统 中 , 一 个 过 程 是 可 逆 的 , 当 且 仅 当 S'(t) = 0, BI, HEH dc 
下 述 方程 刻画 了 一 类 重要 的 热力 学 系统 . 


吉 布 斯 定律 
dE = TdS — pdV 十》 ujdN;. (1.375) 
j=l 


这 个 方程 对 于 其 状态 可 由 下 述 参数 所 刻画 的 热力 学 系统 成 立 : 
T: 绝对 温度 ，V: 体积 ，Ni: 第 j 种 物质 的 粒子 数 . 
其 他 一 些 量 是 这 些 参数 的 函数 : 
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E=E(T,V,N) (内 能 量 )， 

S=S(T,V,N) (QR), 

p = p(T, V, N) (压力 )， 

Hj = m (T, V, N) (第 7 种 物质 的 化 学 位 势 ). 
其 中 N =(M,---,N,). 方程 (1.375) 等 价 于 一 阶 偏 微分 方程 组 : 


Ep =TSr, Ey 2 TSy — p, En, = TSN; + uj; FS ly ur. 


在 这 个 情形 中 的 热力 学 过 程 由 方程 
T=T(t),V=V(t),N=N(t), to<t<tr (1.376) 
所 描述 . 这 包括 了 函数 
E(t) := E(P(t)), S(t) := S(P(), (1.377) 
HP P := (T(t), V(t), N(t)). 此 外 , 通过 当 Q(to) = Alto) = 0 时 积分 方程 组 


Q'(t) = T()S'(0, 
A'(t) = -PPV E) + > m (PENG), 


j=l 


(1.378) 


得 到 @ = Q(t) fll A= A(t). 

定理 1 如 果 知 道 基本 的 吉 布 斯 方程 (1.375) 的 一 个 解 , 那么 热力 学 过 程 (1.376)- 
(1.378) 满足 热力 学 第 一 和 第 二 定律 . 这 个 过 程 是 可 逆 的 . 

气体 和 液体 的 特殊 情形 ”考虑 由 某 种 粒子 N 个 分 子 组 成 的 系统 , 分 子 的 质量 为 m. 
这 样 系统 的 总 质量 为 M = Nm. 在 此 情形 吉 布 斯 方程 为 


dE — TdS — pdV + udN. (1.379) 


引进 下 面 一 些 量 : T 
py (质量 密度 ) 
ed (ERAH), 

E 


e,s,p Wl p ÆT Al p 的 函数 . 此 外 , 由 关系 式 c(T, p) := er(T. p) 定义 比 热 . 
定理 2 对 于 人 >0 和 p>0, 假设 给 出 两 个 光滑 函数 


p=p(T,p) 和 c=c(T,p), 
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其 中 , 限制 条 件 co = —prrT/p) 满足 . 还 假设 给 出 了 两 个 值 e(To, po) 和 s(To, po). 
那么 吉 布 斯 方程 (1.379) 的 唯一 确定 的 解 为 


(T,p) 
e(T.p) = «(To po) | ^ caT p p pr Tap, 
(To.po) 
Ti 


(T,p) , 
s(T,p)=s(To,po)+ |" Tea + p*prdp, 
(To,po) 


u(T, p) = e(T, p) — Ts(T, p) + ane. 


所 有 这 些 曲线 积分 都 与 积分 路 径 无 关 . 

注 状态 条 件 p = p(T,p) 和 比热容 c(T, p) 不 得 不 由 实验 来 确定 . 然后 , 所 有 其 他 
的 热力 学 量 e,s 和 j 由 此 随 之 而 确定 . 

例 1: 对 于 在 房间 温度 为 T 的 一 理想 气体 , 有 


p=rpT (状态 方程 )， c= (比热容 ). 


这 里 > 称 为 气体 常数 , 而 a 相应 于 激发 自由 度 (通常 有 a = 3,5,6, 分 别 相应 于 由 
1 个 , 2 个 , n (n>3) 原子 组 成 的 气体 ). 由 此 得 到 关系 式 


e=cT+#H, s=cln(Tp' 7) 十 常数 ， 
m e- Ts f (化 学 位 势 )， 


其 中 > := 工 +r/c. 
勒 让 德 变换 和 热力 学 位 势 ” 在 热力 学 中 经 常 需 要 变量 变换 . 这 可 以 借助 于 吉 布 斯 定 
律 简洁 地 完成 . 
例 2: 吉 布 斯 方程 
dE = TdS — pdV + udN 


说 明了 S,V ALN 是 内 能 量 的 自然 变量 . Bi E = E(S,V, N) 即 得 
T=Es, p--Ev, u= En. 


由 于 Esv = Evs 及 一 些 类 似 的 等 式 , 由 此 得 到 可 积 性 条 件 


Tv(P) = -ps(P)，pw(P) = -uv(P), TN(P) = us(P), 
其 中 已 经 令 P := (5, V,N). 
例 3: BM F :=E -TS 称 为 自由 能 . 由 于 关系 式 dF = dE — TdS — SaT, 有 
dF = —SdT — pdV + udN. 
因而 T,V AN 是 F 的 最 自然 的 变量 . 这 样 , M F = F(T,V, N) 可 以 得 到 
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S = —Fr, p=—-Fy, p= FN. 


另外 的 热力 学 位 势 被 列 出 在 表 1.7 P. 
表 1.7 重要 的 热力 学 位 势 


位 势 全 微分 自然 变量 导数 的 解释 
内 能 E dE = TdS — pdV +pdN E(S,V,N) Es =T, Ey =—p, Ey = n 
自由 能 dF = —SdT — pdV + pdN  F(T,V, N) Fr = —5, Fy = —p, 
F=E-TS Fy =p 
W S TdS —dE--pdV —udN S(E,V,N) TSg = 1, TSy =p, 
TSN = -p 
K dH =TdS—Vdp+pdN H(S,p,N) Hg = T, Hp = —V, 
H=E+pv Hn =p 
Bae dG = —SdT — Vdp+ undN G(T,p, N) Gr = —8,G,— —V, 
G=F+pV Gn=p 
统计 势 dQ = —SdT — pdV — Ndu  Q(T,V, p) fp = —8, Ny = —p, 
Q-—F-—yuN 已 一 一 页 


1.13.1.11 李 的 切 触 变换 


KLE (J. Plücker, 1801—1868) 关于 改变 空间 元 
素 的 思想 , 我 在 1868 年 得 到 了 切 触 变换 的 一 般 概念 . 
S. 李 


在 数学 中 经 常 可 以 通过 实现 一 个 适当 的 变换 来 简化 问题 . 对 于 微分 方程 而 言 ， 
切 触 变换 就 是 实现 这 一 点 的 恰当 的 一 类 变换 . 它们 是 勒 让 德 变 换 的 推广 , 其 几何 解 
PEE 1.12.1.14 中 讨论 . 下 述 是 重要 的 : 

| 在 切 触 变换 下 , 微分 方程 的 解 被 保留 为 变换 后 的 微分 方程 的 解 . | 
除了 传统 的 应 变量 和 自 变 量 的 变换 外 , 在 切 触 变换 中 变量 的 导数 可 以 被 用 作 自 变量 . 
定义 $ x= (t1, ,zn) M p = (p, ,pn)， FFAS X = (Xy Xn) 和 
P =(P, , Pa) 一 个 切 触 变换 


X=X(z,u,p), P=P(z,u,p), U-U(zwp) (1.380) 


是 从 ROH 的 一 个 开 集 G BROH 的 一 个 开 集 MOOI, 使 得 在 G 中 
关系 式 


dU — y PjdX; = p(x, u, p) (au ^ Ey a) (1.381) 


j=l j=l 
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被 满足 , 其 中 光滑 函数 p 在 G 中 不 为 零 . 
定理 WẸ w= u(x) 是 微分 方程 


f(z,u,u)-0 (1.382) 
的 一 个 解 , 其 中 u = (us, Urn), BA U = U(X) 是 微分 方程 
F(X,U,U’) =0 
的 一 个 解 , 这 个 方程 是 借助 于 切 触 变换 (1.380) 从 (1.382) 得 到 的 , 在 (1.380) 中 令 
rage j=l 
此 时 还 得 到 P; = OU/Oxr;, j =1,--+ ,n. 


一 般 勒 让 德 变换 


(1.383) 


k 
U= 》 pizj - u, X; = P, zs, j21,--,k, 
j-i 


RnS tp Pop PT=k+1,---,n, 


其 中 有 可 以 取 1 < kk < n 中 的 任意 值 . 4S k= n 时 , (1.383) 中 的 最 后 一 行 是 空 的 . 
从 积 规则 d(pjzj) = p;dz; + z;dp;, 即 得 p= —1 的 (1.381). 这 样 , (1.383) 就 是 一 
个 切 触 变换 . 

例 1: 从 上 =1 时 的 (1.383) 得 到 热力 学 的 勒 让 德 变换 . 例如 , 在 这 个 情形 有 E =u 
(内 能 ) I F = —U (自由 能 )( 参 阅 1.13.1.10). 

例 2: 力学 的 勒 让 德 变换 是 拉 格 朗 日 函数 L =u 和 哈密 顿 函 数 H =U (参阅 5.1.3) 
的 (1.383). 在 这 个 情形 有 zi = q; (速度 坐标 ). 


1.13.2 ”二 阶 数学 物理 方程 


热流 方程 , 发 声 体 的 振动 方程 , 以 及 流体 的 方程 , 属于 分 

析 的 范畴 , 近来 已 被 打开 了 , 值得 去 研究 其 最 详 . 
J-B-J. WE 
《 热 的 解析 理论 》, 1822 


1.13.2.1 傅 里 叶 通 用 方法 
傅 里 时 方法 的 基本 思想 是 把 二 阶 偏 微分 方程 的 解 表示 成 形式 
u(x,t) = 》 ax(x)bx(t). (1.384) 


k=0 
在 一 些 重要 的 情形 中 a (z)bx(t) 相应 于 物理 系统 的 一 个 特征 振荡 .隐藏 在 (1.384) 
后 的 是 下 述 一 般 原理 : 
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许多 物理 系统 按时 间 的 发 展 作 为 特征 
状态 (如 特征 振荡 ) HSIN. 


这 个 原理 于 1730 年 由 D. 伯 努 利 (Bernoulli, 1700—1782) 首先 用 来 处 理 杆 和 
弦 的 振动 . 每 种 乐器 的 声音 , 以 及 每 种 歌声 , 都 由 (1.384) 形 的 表达 式 所 描述 , 其 中 
ax (z)bx(t) 表示 基 音 和 较 高 的 音 , 它们 的 强度 决定 了 音质 . 有 趣 的 是 , 欧 拉 并 不 相信 
D. 伯 努 利 所 作出 的 论断 , BD, 借助 于 (1.384) 人 们 可 以 得 到 随时 间 的 发 展 . 我 们 必 
须 记 住 , 在 那个 时 代 , 还 没有 大 家 认可 的 函数 的 一 般 概 念 , 和 无 穷 级 数 收敛 的 概念 . 

在 傅 里 时 于 1822 年 出 版 的 著作 《 热 的 解析 理论 》 中 , 他 的 方法 (1.384) 被 发 展 
为 数学 物理 中 的 一 个 重要 的 工具 ,然而 , 直到 20 世纪 初 通过 泛 函 分 析 方 法 的 应 用 
人 们 才 对 这 个 方法 有 了 比较 深刻 的 理解 . 在 [212] 中 将 更 详细 地 讨论 这 些 . 


1.13.2.2 BAT RRA 


Apt — tse =0, 0<z<L,t>0 (微分 方程 )， 
u(0,t) =u(L,t)=0, t20 (边界 值 )， (1.385) 
u(x,0) = uo(a), 0cz«L (初始 位 置 )， 
ui(z,0) = ur(z), ETET (初始 速度 ). 


这 个 问题 描述 了 两 端 固定 、 长 为 L 的 弦 的 运动 . 函数 uu u=u(2,t) 
有 下 述 解释 : u(x,t) = KRENZ) t 在 点 x 处 的 位 移 (图 | 一 之 
1.159). 数 c 相应 于 弦 波 的 传播 速度 . 

为 了 简化 记号 , + Lan Al c=1. 
存在 性 和 唯 一 性 结果 $ uo 和 是 给 定 的 周期 为 2n 的 光滑 奇 函 数 . 那么 问题 
(1.385) 有 唯一 解 


x 


图 1.159 


ulm t) = X (ar sin kt + by cos kt) sin kz, (1.386) 
k=1 
其 中 的 记号 使 得 
uo(z) = 5y bksin kz, ui(x) = xs ka, sin kz, (1.387) 
k=1 k=1 


BU, 诸 系 数 bi (相应 地 , kar) 是 wo (相应 地 , ur) 的 傅 里 叶 系数 . 确切 地 , 这 意味 着 


bk = = | uo(r)sinkrdz, ak = = | u1 (x) sin krdz. 
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物理 解释 解 (1.386) 相应 于 具有 和 角 频 率 w= k 的 弦 的 特征 振动 
u(x,t) = sinktsinkz 和 u(x,t) =cosktsinkz 
的 又 加 . 


下 述 一 些 考虑 是 傅 里 时 方法 具有 代表 性 的 应 用 . 
导出 给 定 解 的 想法 (i) 首先 寻找 原始 问题 (1.385) 的 乘积 形式 


u(x,t) = o(x)v(t) 
的 特 解 . 
(ii) + 
初始 条 件 u(0,t) = u(n, t) = 0 即 被 满足 . 
(iii) 和 技巧 : 从 微分 方程 wu 一 ure = 0 可 以 得 到 
y(x)b"(t) = p(x) v(t). 


oe w(t) e) 
v(t) X oz) 
这 个 方程 可 以 满足 , 其 中 A 为 未 知 实数 . 用 这 种 方法 可 以 得 到 两 个 方程 
2"(@) = Xe(s), pO) = ea) =0 (1.388) 
和 


v" (t) = Aut). (1.389) 


(iv) (1.388) 的 非 平凡 解 是 


g(x) =sinkz, A— —k?, k=1,2,--- 
如 果 在 (1.389) PS A= —k?, 则 得 到 解 
w(t) =sinkt, cos kt. 


(v) 这 些 特 解 的 在 加 产生 了 


u(z,t)— 3- tas sin kt + b; cos kt) sin kz, 
k=1 
其 中 诸 an, be 是 未 知 系数 . 关于 t 求 导数 产生 了 
ut(z,t) = Y (ns cos kt — kb, sin kt) sin kz. 
k=1 
(vi) 这 样 , 从 初始 条 件 w(z,0) = uo(z) 和 wi(zx,0) = ui(z) 即 得 确定 诸 ak 和 
bi 的 方程 (1.387). 


1.3 MASATE 


1.13.2.3 应 用 于 杆 传 热 


Ti — oT, = 0, O<a<L,t>0 (微分 方程 )， 
T(0,t)=T(L,t)=0, t20 (边界 温度 )， 
T(x,0) = To(z), 0<z<L (初始 温度 ). 
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(1.390) 


这 个 问题 描述 了 一 个 长 为 L 的 杆 中 的 温度 分 布 . 函数 了 有 下 述 解释 : T(x, t) = 杆 


在 时 刻 t. 在 点 z 处 的 温度 . 正 数 a 是 一 个 物质 常数 . 
为 了 演算 的 简单 起 见 , 令 工 =xn 和 a=1. 


存在 性 和 唯一 性 结果 $ T 是 给 定 的 周期 为 2n 的 光滑 奇 函 数 . 那么 问题 (1.390) 


有 唯一 解 
T(z,t) = y T ®t sin ka. 
k=1 
这 里 有 


To(x) = y by sin kx, 
k=1 
BU, 诸 系数 bx 是 的 傅 里 叶 系 数 , 确切 地 , 这 意味 着 
bk = z | To(x) sin krdz. 
这 个 结果 与 1.13.2.2 的 结果 类 似 . 
1.13.24. ERAZ 


suT;—kAT —0, x€0,t»0 (微分 方程 )， 
T(z,t)- To((r, -€80.t20 (边界 温度 )， 
T(z,0)= T(z), «cE (初始 温度 ). 


(1.391) 


这 个 问题 描述 了 在 R? 中 一 个 具有 光滑 边界 00 的 有 界 域 2 中 的 温度 分 布 . 函数 
T 有 下 述 含义 : T(x, t) = 在 时 刻 t 在 点 z = (zi,za,zs) 处 的 温度 . 常数 s, u M k 


的 物理 意义 可 以 在 (1.170) 中 找到 . BT 


称 为 拉 普 拉 斯 算 子 


(1.392) 


存在 性 和 唯一 性 定理 ”给 定 两 个 光滑 函数 To 和 T. 那么 问题 (1.391) 有 一 个 唯一 


解 . 这 个 解 是 光滑 的 . 
热源 一 个 类 似 的 结果 成 立 , 如 果 用 


sul; = RT =f, BE 2, t>0 


(1.393) 
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代替 (1.391) 中 的 微分 方程 , 这 里 的 f= f(z,t) 是 一 个 光滑 函数 . 函数 f 描述 热源 
(参阅 1.170). 
全 空间 的 初 值 问题 

TaAT=0， zeER3,t>0 (微分 方程 )， 


(1.394) 


T(x,0)=Th(x), æ eR? (初始 温度 ). 
存在 性 和 唯一 性 结果 ”给 定 一 个 连续 有 界 函 数 To. 那么 对 于 所 有 c c 及 ”和 所 有 


t > 0 问题 (1.394) "rni fg? 


T(z,t) = Gap 


[ew (E mna - 


此 外 , 还 有 
lim Tt) = To(@), 对 所 有 z eR’. 


ik (1.395) 中 的 解 T 对 所 有 时 刻 t > 0 是 光滑 的 , 即使 在 时 刻 t = 0 时 初始 温度 
To 只 是 连续 的 . 对 于 所 有 流 过 程 (如 热传导 和 热 扩 散 ), 这 种 磨 光 的 效果 是 有 代表 性 
的 . 


113.25 ”瞬时 扩散 方程 
方程 (1.391) 也 描述 扩散 过 程 . 在 那个 情形 中 , T 是 粒子 数 的 密度 (单位 体积 中 
的 粒子 数 ). 类 似 地 , (1.394) 和 (1.395) 描述 R? 中 的 扩散 过 程 . 
例 : (1.394) 中 粒子 的 初始 密度 集中 于 原点 周围 , 即 有 
3N 
_—) 4ne?" 
To(x) = = 否则 . 
这 个 密度 相应 于 在 原点 的 附近 恰 有 NN 个 粒子 . 此 时 从 (1.395) 过 渡 到 极限 s 一 0 
即 得 解 为 


|z| S€, 


2 N —|ax|? 3 
T(z, t) = Unat) exp -— at, t»50, cR, (1.396) 


其 中 了 表示 粒子 数 的 密度 . 最 初 集中 于 原点 附近 的 粒子 , 扩散 到 整个 空间 .从 微观 
的 观点 来 看 , 这 是 粒子 的 布朗 运动 的 一 个 随机 过 程 (参阅 6.4.4). 


1) 为 了 保证 解 的 唯一 性 , 还 必须 要 求 对 所 有 7 > 0 有 


sup |T (v, t)| < oo, 
TER3, 0<t<r 


BN, 在 时 间 区 间 [0,7] 中 温度 必须 保持 有 界 . 
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1.13.26 平稳 热 方程 
如 果 温 度 T 不 依赖 于 时 间 t, 那么 从 瞬时 热 方程 (1.393) 就 得 到 平稳 热 方程 


—KAT=f, wen, (1.397) 


它 也 称 为 泊 松 方程 . 热流 密度 向 量 由 
J = —& grad T 


给 出 . 这 里 O 是 R? 中 具有 光滑 边界 00. 的 一 个 有 界 域 . 除了 微分 方程 (1.397) 外 ， 
还 可 以 考虑 3 个 不 同类 型 的 边界 条 件 . 


(i) 第 一 边界 条 件 : 
T=Tb， 在 62 E. 
JIn=g9, Æ ORE. 


这 里 n 表示 沿 着 边界 ON 的 外 法 向 量 . 


(iii) 第 三 边界 条 件 : 
In=hT +g, E ôN E. 


(ii) 第 二 边界 条 件 : 


这 里 假设 在 边界 AQ 上 h > 0. 此 外 有 a 
Inc- Hook al 
On 
物理 解释 “在 第 一 边界 条 件 中 ,边界 温度 是 已 知 的 ， 而 在 
后 两 个 边界 条 件 中 , 热 导 密度 向 量 在 边界 上 的 外 法 分 量 是 图 1.160 


已 知 的 (图 1.160). 
存在 性 和 唯一 性 结果 $ fog 和 h 是 给 定 的 光滑 函数 . 
(i) 泊 松 方程 (1.397) 的 第 一 和 第 三 边 值 问题 是 唯一 可 解 的 . 
(ii) 泊 松 方程 (1.397) 的 第 二 边 值 问题 是 唯一 可 解 的 , 当 且 仅 当 
| fav =| gd F. 
Q 82 


此 时 解 是 唯一 的 , 可 以 相差 一 个 加 法 常数 . 
变 分 原理 (i) 极 小 问题 


| (Serad77 一 fT) dz- min, T=T, Œ ðN (1.398) 
Q 


的 每 个 光滑 解 是 泊 松 方程 (1.397) 的 第 一 边 值 问题 的 一 个 解 . 
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(ii) 极 小 问题 
K 1 MN 
| (5 (graary? = fT) dz + | (Jar + i) dF = min. 
的 每 个 光滑 解 是 泊 松 方程 (1.397) 的 第 三 边 值 问 题 的 一 个 解 . 在 h = 0 的 情形 , 第 
二 边 值 问题 也 有 解 . 
对 于 半径 为 R 的 一 个 球 Bg 的 第 一 边 值 问题 


AT =0, Æ Bg E, T-—To, 在 8Br 上 . (1.399) 


4 Br Æ R? 中 半径 为 R, 中 心 在 原点 的 一 个 开 球 . 如 果 To 在 边界 OBR 上 是 连续 
的 , 那么 问题 (1.399) 有 一 个 唯一 解 


If Rhee 
T(x) = TR jus io oP To(y)dFy, 对 所 有 的 ze Pn | 


函数 了 在 闭 球 Bg 上 是 连续 的 . 
注 即使 边界 的 温度 只 是 连续 的 , 在 球 内 部 的 温度 却 有 任意 阶 导数 . 这 种 强 磨 光 效 
果 对 于 平稳 过 程 是 有 代表 性 的 . 


1.13.2.7 WA HRY ER 
SOR? 中 的 一 个 域 . 
定义 ”一 个 函数 了 : 8 一 R 称 为 是 调和 的 , MR OQ 上 AT = 0. 这 里 A 是 拉 普 
拉 斯 算 子 ( 见 1.392). 
可 以 把 T REA OQ 中 的 温度 分 布 (无 热源 ). 
光滑 性 ”每 个 调和 函数 T: 2 一 R 是 光滑 的 . 
MRI wRRAT,: OR 是 调和 的 , 并 且 如 果 


lim | T, ds = | Tedz, 对 所 有 的 p ECR), (1.400) 
nm— co 2 Q 


Hopp T: 0 一 R 是 连续 的 , MAT 调和 的 . 
特别 地 , 如 果 序 列 (Tp) 在 Q 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 T, 那么 条 件 (1.400) 
成 立 . 
HAHAE -DEFRA T: 2 一 R 是 调和 的 , 如 果 对 位 于 2 中 的 半径 为 RR 的 所 
有 的 球 , 对 于 所 有 的 R, 有 
M S 
Ax R? 


最 大 值 原理 ”一 个 非常 数 的 调和 函数 T: 0 一 R 在 2 中 既 不 取 其 最 大 值 , 也 不 取 
其 最 小 值 . 


T (a) | T(y)dF. 
|z—-y|-R 
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推论 1 令 T: 0 一 民 是 一 个 非常 数 的 连续 函数 . 如 果 工 在 中 是 调和 的 , 那么 
T 在 边界 ON 上 达到 其 最 大 值 和 最 小 值 . 

物理 的 动机 ”如果 在 O 中 有 一 个 最 大 温度 , 那么 这 将 导致 一 个 瞬时 热流 , 这 与 此 状 
态 的 平稳 性 矛盾 . 

推论 2 令 2 是 一 个 有 界 域 , 其 外 部 域 为 Q =R- NR. HT: 2,  R EQ 上 
是 连续 且 调 和 的 , 并 且 Qm. T(x) = 0, 那么 有 


[T(z)| < max |T(y) 对 所 有 的 e E. 


险 纳 克 (C. G. A. Harnack, 1851—1888) TER ”如 果 在 一 个 球 Br := (x € 
R°: |z| < 上 了 是 调和 且 非 负 的 , 那么 我 们 有 不 等 式 


R(R — ||) R(R + |z|) f ; 
RT O < T(z) < (R— je? 7 (0): 对 所 有 的 £ € Br. 
1.13.28 RAF 
一 维 波 方程 


1 


Gut — Uzz —0, x,tE R. (1.401) 


我 们 把 u = u(x,t) 解释 为 无 限 长 的 振动 着 的 弦 在 时 刻 t 时 、 在 点 z 处 的 位 移 . 这 
个 方程 称 为 一 维 波 方程 . 
定理 — (1.401) 的 光滑 通 解 有 形式 


u(x,t) = f(x — ct) 4- glx + ct), 


其 中 fg: ROR 是 任意 光滑 函数 . 

物理 解释 : SÉ u(x,t) = f(z — ct) 相应 于 一 个 从 左 向 右 以 速度 c 传播 的 波 , 并 且 在 
时 刻 t — 0 时 f(z) 即 为 解 u TE x 处 的 初 值 : u(z,0) = f(x) (图 1.161(a)). 类 似 
Hh, u(x,t) = g(x + ct) 相应 于 一 个 从 右 向 左 以 速度 c 传播 的 波 . 


(a, t) 
z— cli e. x 


E 1.161 — à 


初 值 问题 的 存在 性 和 唯一 性 结果 $ uo ui: RR Af: RP — R SRR 
那么 问题 
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1 
Gua — Uzz = f(z,t), 2,tER, 


u(z,0) = uo(z), ue(z,0) 2 uw(z) z€R 
有 唯一 解 


u(x,t) = (uo(z — ct) + uo(z + ct)) + z L ui(£)d£ + > | f dxdt. 


这 里 .4:= [r—ct,z- ct], 而 DD 是 图 1.161(b) 中 画 出 的 三 角形 . 线 z = 士 ct 十 常数 
称 为 特征 . D 的 以 (x,t) 为 端点 的 边 在 这 些 特征 之 中 . 

依赖 域 令 f =0. 那么 在 时 刻 t 时 解 u 在 点 x 处 的 值 只 依赖 于 初 值 uo 和 wi 在 
A 上 的 值 . 因而 把 ARAA (x,t) 的 依赖 域 (图 1.161(b)). 

注 与 扩散 过 程 和 平稳 过 程 不 同 , 对 于 波 过 程 , 其 初 值 对 其 解 不 发 生 磨 光 现象 是 有 
代表 性 的 . 

二 维 波 方程 

存在 性 和 唯一 性 结果 S uou: RP 一 及 是 光滑 函数 . 那么 初 值 问题 


1 
Et Au — 0, xz éER’,t>0, 


1.402 
u(a,0) = uo(z), u(x,0) = ui(z), x eR? ( ) 


有 唯一 解 


1 u(y) ə fı | uo(y) 
t SP Pa Tq ——. X4 Poi PN Taa 6e zBu24 
uenit) s lg (Ply spy 9t nc Jaa) (P? -ly- P)? 


这 里 Bala) 表示 中 心 在 m 处 、 半径 为 ct 的 一 个 球 . 

三 维 波 方 程 

存在 性 和 唯一 性 结果 $ uou: R? ORAS: R* — R GAM MAM El 
题 


1 = 3 
ca tt 一 Au = f(z,t), 2 ER',t>d0, (1.403) 
u(x, 0) = uo(z), u(z,0) = u(x), 2 eR? 


有 唯一 解 


a 1 f ( oi 2, ) 
u(z,t) = tM(u) + ai Mer (uo)) t Tr le — Hes  (* 


这 里 ME (u) 表示 中 值 
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在 上 述 公式 中 , OB, (x) 表示 中 心 在 x 处、 半径 为 了 的 球 B (x£) 的 边界 (这 是 半径 
为 r 的 一 个 球面 ). 

依赖 域 令 f —0. 那么 在 时 刻 上 时 解 _ 在 点 m 处 的 值 仅 依赖 于 wo 和 wi 以 及 uo 
的 一 阶 导数 在 集合 4 := 9Ba(z) 上 的 值 , 因而 A 被 称 为 (x,t) 的 依赖 域 . 
信号 的 清晰 传输 和 R? 中 惠 更 斯 (C. Huygens, 1629—1695) 原理 ”明确 地 , A 
由 所 有 满足 


ly — «| = ct 


的 点 y 组 成 . 这 相应 于 信号 以 速度 c 的 清晰 传输 . 代 之 以 信号 的 清晰 传输 , 也 可 以 
说 R? 中 惠 更 斯 原理 的 有 效 性 . WE wo 和 wi 在 时 刻 t= 0 时 集中 于 原点 z= 二 0 
的 一 个 小 邻 域 中 , 那么 这 些 函数 所 表达 的 扰动 以 速度 c 传播 , 因而 在 时 刻 t 也 集中 
在 球 的 表面 9Bc(0) 的 一 个 小 邻 域 里 (图 1.162(a)). 


: 


t=0 t>0 Li 
(a) R? "te ) R 


E 1162 R? 和 Ro 中 的 惠 更 斯 原理 


R? 中 惠 更 斯 原理 的 非 有 效 性 ”在 二 维 的 情形 , 解 在 时 刻 t 时 在 点 xz 处 的 依赖 域 由 
A — Ba(z) 给 出 . 因而 不 存在 信号 的 清晰 传输 . 集中 在 时 刻 t = 0, 点 m = 0 周转 
的 小 扰动 传播 到 整个 圆 盘 Bal0) (图 1.162(b)). 为 了 对 这 个 情形 获得 一 个 直觉 的 
感受 , 想象 生活 在 平面 上 . 在 这 个 二 维 世 界 中 的 惠 更 斯 原理 的 非 有 效 性 使 得 听 收 音 
机 、 看 电视 成 为 不 可 能 的 : 在 不 同时 刻 发 出 的 信号 通过 又 加 (外 差 ), 所 有 的 信号 都 
被 完全 和 焉 曲 地 到 达 你 的 天 线 . 


1.13.29 ”电动 力学 的 麦克 斯 韦 方程 


麦克 斯 韦 方程 的 初 值 问 题 在 于 在 时 刻 t= 0 时 描述 电场 和 磁场 . 此 外 , 还 有 
对 所 有 时 刻 以 及 全 空间 定义 的 电荷 密度 ” 和 电流 密度 向 量 7, 它们 必定 满足 连续 性 
方程 


pi ^ div j =0. 


如 果 这 些 量 是 光滑 的 ， 那么 它们 对 所 有 了 时刻 以 及 全 空间 确定 了 唯一 的 电场 和 磁场 . 
麦克 斯 韦 方程 的 显 式 解 以 及 更 详细 的 研究 在 [212] 中 被 给 出 . 
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1.13.2.10 静电 学 和 格林 函数 


静电 学 的 基本 方程 
=p, 在 OE, (1.404) 
U= Uo, 在 ONE. 


令 8 是 R? 中 具有 光滑 边界 的 一 个 有 界 域 . 在 给 定 了 边界 值 Uo 和 外 部 ( 疑 有 误 , 应 
A WEB BER) 电荷 密度 p 之 后 , 要 确定 电磁 位 势 U. 在 Uo = 0 的 特殊 情形 ， 
边界 00 由 导电 物质 组 成 (so 为 真空 的 绝缘 常数 ). 

定理 1 如 果 函 数 p: 0 RA Us: 00 — R 是 光滑 的 , 那么 问题 (1.404) 有 一 个 
唯一 解 . 相应 的 电场 是 E = —gradU. 

格林 函数 


—epAG(az,y)=0, HOE, «Fy, 
G(x, y) = 0, m NE, (1.405) 


Aw = dneo z -u t 


固定 点 y ER 假设 函数 V 在 上 是 光滑 的 . 

定理 2 (i) 对 每 个 固定 点 y € 2, 问题 (1.405) 有 一 个 唯一 解 G. 
(ii) 对 所 有 x,y € 2, 有 G(z,y) = G(yz), Bl, G 是 一 个 对 称 函 数 . 
(iii) (1.404) 的 唯一 解 由 公式 


i G(x, y)p(y)dy 一 | 


给 出 . 这 里 O/Ony 表示 关于 y 的 外 法 导数 . 
物理 解释 ”格林 函数 z Gl, y) 相应 于 在 点 y 处 具有 强度 Q = 1 的 点 电荷 的 静 
电位 势 , 这 里 y 在 由 一 个 电导 体 所 围 的 区 域 2 中 . 用 广义 函数 的 语言 , 有 


—epAG(x,y) = by, 在 QE, 
G(z,y)=0, 在 680 上 , 


这 里 6, 表示 狄 拉 克 广 义 函 数 (参阅 [212]). (1.406) 的 第 一 行 等 价 于 关系 式 


ELT )dFy 


(1.406) 


一 E0 | G(z,y)Ay(z)dz = ply), XAA y EC). 


f| 1: 对 于 球 Br := {x € R? : |z| < R} 的 格林 函数 是 
1 R 


， 对 所 有 x,y € Br. 
dneolz — y|  4ncolyll@ — ¥,| SER 


G(x, y) = 


A y. = ay 从 点 y 通过 对 球面 9BA 的 反 演 而 得 到 


ly 
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4| 2: 对 于 半 平 面 及; := {x € R? : 23 > 0) 的 格林 函数 有 形式 


1 1 
4nco|r —y| 4reolz —y,|’ 


点 y, 从 点 y 通过 对 平面 zs = 0 的 反射 而 得 到 . 
1.13.2.11 BFA Fw RH ER BR FT 


经 典 运动 ”对 于 位 于 具有 位 势 U WTA F = -grad U 中 的 一 个 质量 为 m 的 
粒子 , 其 牛顿 运动 方程 为 


G(z,y) = 对 所 有 my € H4. 


mz" =F. 
系统 的 能 量 由 
E= P^ age (1.407) 
^ 2m : 


给 出 , 其 中 p = ma’ 表示 动能 . 
量子 化 运动 ”在 量子 力学 中 , 粒子 的 运动 由 茶 定 请 (E. Schrödinger, 1887—1961) 


(1.408) 


h 
ihv, = ———Av+ UY 
2m 


给 出 (h 是 普 朗 克 (M. K. E. Planck, 1858—1947) 常量 , 而 A= h/2x). 粒子 的 复 
值 波 函 数 Y = ylz, t) 满足 规范 化 条 件 : 


| u(x,t) da = 1. 
R3 


数 
| lu(a. tf da 


等 于 在 时 刻 t 粒子 被 包含 在 区 域 O 中 的 概率 . 
量子 化 规则 BREF 1926 HHESWNRES AE (1.408) 从 关于 能 量 的 经 典 公 
式 (1.407) 作 变 换 


..0 h 
Ec ih, p> grad 


也 可 得 到 . 这 样 , p? 就 变 为 —h grad? = hA. 
严格 能 级 态 MADAT 


Heu ap 
2m 


函数 , BD, 如 果 
Hp = Ey, 
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那么 函数 

(x,t) = e P^" (a) 
gLEBOEISUTEE (1.408) 的 一 个 解 . 由 定义 , o 相应 于 具有 能 量 E 的 粒子 态 
SAT 质量 为 m、 所 带电 荷 e < 0 的 一 个 电子 围绕 所 带电 荷 为 [e| 的 氧 原子 核 的 
运动 相应 于 位 势 


2 
€ 
Hir] e — Ameo 


(其 中 so 是 真空 的 绝缘 常数 ). ARER E Zr PETER A i PE 


i 1 42 2r 
p =e IPAE DT AC JYr (e; 0), 1.409 
poe rV arent | Ga E (1.409) 


HH n = 1,2,--- M1=0,1,2,---,n-1 以 及 m=1,1 一 1,… ,一 1 称 为 量子 数 . 
(1.409) 中 的 函数 y 相应 于 能 级 为 


了 


n? 


En = 


WETS. XE, Æ y 由 y := esm/8ebh? 给 出 . 此 外 , ro := 4neoh?/me? = 
5-10 !K 是 原子 的 玻 尔 (N. H. D. Bohr, 1885—1962) 半径 .(1.409) 中 出 现 的 特 
殊 函 数 的 定义 将 在 1.13.2.13 中 予以 说 明 . 

正 交 性 (1.409) 形式 的 属于 不 同 的 量子 数 的 两 个 函数 w 和 y 是 正 交 的 , 即 有 


| v(z,t)w.(r,t)de = 0， 对 所 有 的 te RR. 
R3 


E y — v. 的 情形 , 积分 等 于 单位 (= 1). 
氨 原 子 的 谱 “如 果 位 于 具有 能 量 已 。 的 能 壳 中 的 一 个 电子 跳跃 到 具有 较 低能 量 E, 
的 能 壳 , 那么 能 量 为 AR = En — Ex 的 一 个 光子 以 频率 v 被 放射 出 来 , 它们 满足 下 


述 公式 : 

只 有 在 泛 函 分 析 的 框架 中 才 有 可 能 更 深刻 地 理解 量子 力学 . 这 些 在 [212] 中 被 讨论 
1.13.2.12 ”量子 力学 中 的 谐振 子 和 普 朗 克 辐 射 定 律 

经 典 运动 ”方程 


H 2 
mI 一 一 TD T 


相应 于 z 轴 上 质量 为 m 具有 能 量 
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以 及 动量 p = mea! 的 一 个 点 的 振动 . 
量子 化 运动 ”在 量子 力学 中 , 一 个 粒子 的 运动 由 薛 定 刘 方 程 


ify = zs. FA "y (1.410) 
以 及 规范 化 条 件 
| hir, B dares 1 
R 
所 确定 . 数 


| ' Iz, t)[?de 
等 于 粒子 可 以 在 区 间 [4,4 中 被 发 现 的 概率 . BEEBE (1.410) AAR 


oem Lg (Z), nb, 


TQ zo 
其 中 zo := Vh/mw (参阅 1.13.2.13). 它们 具有 能 态 


En = (n+ 5). (1.411) 


对 于 AE := Enyi 一 En, 可 以 得 到 
AE = hw. (1.412) 


力学 的 出 发 点 , 与 利用 经 典 力学 不 成 功 的 尝试 不 同 , 它 给 出 了 正确 的 辐射 定律 . 根据 
普 朗 克 定 律 , 一 个 温度 为 T 的 、 具 有 表面 积 F 的 星体 在 时 间 区 间 At 中 发 出 的 能 
量 等 于 


" 5 eo dA 
E = 2nhc FAL AB(ehe/KTA — 1) 


其 中 入 是 光 的 波长 , h 是 普 朗 克 常 量 ，c 是 光速 , k RRAS (L. Boltzmann, 
1844—1906) 常量 . 

海 森 伯 (W. K. Heisenberg, 1901—1976) 的 零点 能 ”公式 (1.411) 是 于 1924 
年 由 海 森 伯 在 他 的 矩阵 力学 框架 中 得 到 的 . 以 这 种 方式 海 森 伯 创立 了 量子 力学 . 
(1411) 的 最 有 意义 之 处 在 于 其 最 低 态 n = 0 仍 有 非 零 的 能 量 Eo = hw/2 这 一 
事实 . 这 导致 下 述 事实 : 具有 无 穷 多 自由 度 的 量子 场 的 最 低 态 有 “无 穷 大 的 ”能 量 . 
这 就 是 从 数学 上 建立 严格 的 量子 场 论 有 不 可 克服 的 困难 的 原因 之 一 . 


1.13.2.13 ”量子 力学 的 特殊 函数 
规范 正 交 系 ” 令 X 是 具有 标量 积 (w,v) 的 一 个 希 尔 伯 特 空间 . 那么 元 素 uou, 
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(tiu tii)! = Og, 对 所 有 的 k,m = 0,1, 2,--- 


并 且 每 个 元 素 ue X 可 以 写成 形式 
u= Y (ur, u)us. 
k=0 
这 意味 着 
Jim | u-— Y uk, ujuk =0, 
k=0 


其 中 llull := (v,v)!?. 在 下 文中 , 4 ceR. 下 面 要 讨论 的 大 多 数 函数 已 经 在 0.7.2 
中 介绍 过 了 . 
埃 尔 米 特 (C. Hermite, 1822—1901) 函数 (JL 123 页 ) 
(-1)* QU S voe 
V 2^nl/nx dz” l 
XF n —0,1,2,--., 这 些 函数 满足 微分 方程 


Ham) := 


—y" +z°y = (2n + 1)y, 
并 且 在 具有 标量 各 - 
(u,v) = | u(x)v(x)dx 


的 希 尔 伯 特 空间 Le (—00, 00) 中 形成 一 个 完备 规范 正 交 系 .) 
规范 化 的 勒 让 德 多 项 式 


Qn+1 d"(1-z?)" 
22n+1(n!)?2 dx” 


Paz) = 


对 于 n=0,1,2,---, 这 些 函数 满足 微分 方程 
-(( — z?)y)' = n(n + 1)y, 
并 且 在 具有 标量 积 i 
(u,v) := | u(r)v(z) dz 
at 


的 希 尔 伯 特 空间 Lo (—1,1) 中 形成 一 个 完备 规范 正 交 系 . 
广义 勒 让 德 多 项 式 


1) 一 个 函数 u: R 一 及 属于 L2( 一 00, oo0)， 当 且 仅 当 (u,u) < oo, 其 中 的 积分 是 在 
勒 贝 格 意义 下 被 理解 的 (参阅 [212])， 特 别 地 , 连续 或 几乎 处 处 连续 的 函数 u: R 一 R 属于 
La2(—oo, oc), SAMS (u, u) < oo. 类 似 地 , 诸如 L2( 一 1, 1) 之 类 的 空间 也 可 被 定义 . 
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WF k=0,1,2,--- Ml=k,k+1,k4+2,---, 这 些 函数 满足 微分 方程 
-((— 2?)y)' + (1 — 2?) ty = IL Dy, 

并 且 在 希 尔 伯 特 空间 Lo(—-1,1) 中 形成 一 个 完备 规范 正 交 系 . 

规范 化 的 拉 盖 尔 (E. N. Laguerre, 1834—1886) 多 项 式 


a T - d" 一 全 
Ce(z) := cte"? EU gre. 


对 于 一 个 固定 的 a> -1 和 n= 0,1,.…, 这 些 函数 满足 微分 方程 
—4(zy') + (s + $) = 2(2n +1 4- o)y, 


并 且 在 具有 标量 积 
(u, v) =| u(z)v(z) dx 
0 
的 希 尔 伯 特 空间 Zaz(0, co) 中 形成 一 个 完备 规范 正 交 系 . 正 数 ch 可 以 被 选择 得 使 
(LaLa) =1. 
球面 函数 A 
V” (o, 0) := Jagr” ine) go, 
这 里 rp 和 0 是 球面 坐标 ( 见 1.7.9.3). 对 于 1 = 0,1 RHim-ll— 1, ,-1, 
这 些 函 数 在 由 单位 球面 S? := {x € R3 : |z| = 1} 上 复 值 函数 组 成 的 、 具 有 标量 积 


(u,v) := | u(z)v(z)dF 
S2 
的 希 尔 伯 特 空间 Lo(S?)c 中 形成 一 个 完备 规范 正 交 系 . 
1.13.2.14 自然 科学 中 的 非 线性 偏 微分 方程 


限制 是 知识 所 在 . 
P. 田立 克 * 


自然 界 中 最 重要 的 过 程 由 复杂 的 非 线性 偏 微分 方程 所 描述 .其 中 有 流体 动力 
学 、 气 体 动 力学 、 弹 性 理论 、 化 学 过 程 、 广 义 相 对 论 (宇宙 学 )、 量 子 电动 力学 、 
规范 场 论 (在 基本 粒子 理论 中 的 标准 模型 等 方面 的 方程 . 非 线性 项 的 出 现 相应 
于 相互 作用 . 

* 保罗 。 田 立 克 (Paul Tillich，1886 一 1965)， 德 裔 美国 神学 家 和 基督 教 存在 主义 哲学 
译 者 


X. 
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在 这 些 问题 中 , 经 典 力学 的 方法 失效 了 ， 在 处 理 它们 时 我 们 需要 现代 的 泛 函 分 
析 . 其 中 最 主要 的 工具 是 索 伯 列 夫 空间 理论 . 索 伯 列 夫 空间 是 一 些 函 数组 成 的 空间 ， 
这 些 函 数 (可 以 — 译 者 ) 不 是 光滑 的 , (可 以 — 译 者 ) 只 具有 广义 导数 (在 广义 
函数 的 意义 下 ). 这 些 索 伯 列 夫 空间 也 是 研究 现代 数值 过 程 收敛 性 的 适当 工具 . 

这 些 问题 的 细节 在 文献 [212] 中 被 处 理 . 


1.13.3 ”特征 的 作用 


涉及 波 的 物理 过 程 的 重要 信息 从 相应 的 微分 方程 (不 需要 实际 地 解 它们 ) 可 以 
收集 到 . 在 弱 间 断 性 (高 阶 导 数 的 跳跃 ) 与 强 间 断 性 (函数 本 身 的 跳跃 ) 之 间 有 一 个 
差别 . 弱 间 断 性 与 特征 有 关 , 并 导致 (例如 ) 下 述 重要 的 物理 命题 : 

(i) 电磁 波 是 横 波 ; 

(ii) 声波 是 纵波 ; 

(iii) 弹性 波 可 以 是 横 波 , 也 可 以 是 纵波 . 

强 间断 性 相应 于 气体 动力 学 中 的 激 波 和 相应 的 兰 金 (W. J. M. Rankine, 1820— 
1872)- 于 戈 尼 奥 (P. H. Hugoniot, 1851—1887) 条 件 . 
跳跃 的 性 态 Æ RNG) 中 给 定 曲面 


F: U(x) = 0, 
其 中 z = (z1, ,ZN). 在 点 m 处 的 法 向 量 n 由 


_ Vz) 
Iy (æ)| 


Zu. D 
用 关系 式 


元 网 (的 = us(x) — u- (z) 


来 定义 跳跃 的 大 小 , 其 中 us (x) = jim u(z d hn) (图 


—40 


图 1.163 


1) 确切 地 ， 有 W = (9 ,ONV) 和 m = (ni,… ,nN)， 其 中 mk = 
Onv(z) 


N 1/9 
(Xov) 
j= 
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为 了 对 高 阶 偏 导数 有 一 个 方便 的 记号 , 引进 多 指标 a = (m. ,aN) 作为 诸 
自然 数 a1,… ,ax 的 一 个 元 素 组 , 并 且 记 为 


其 中 lel 03er ay. 类 似 地 ， 令 
he 二 APR Ag, HH Aen". 
特别 地 , Æ a = (0,… ,0), 可 以 得 到 eu = v 和 Xe = 1. 


1.13.3.1 特征 和 间断 性 的 传播 

拟 线性 组 ”考虑 初 值 问 题 

y aa(x, 0u)O? w = b(x, ðu), 

lel£m (1.413) 
apu = ce， 在 曲面 直上 ， 对 所 有 满足 5| < m 一 1 的 8, 


其 中 诸 系数 函数 a。,b 和 ce 是 光滑 的 . 每 个 符号 aa 表示 一 个 二 次 的 NN x N 矩阵 . 
在 (1.413) 中 求 和 号 是 对 于 u 的 所 有 直到 m 阶 的 导数 而 取 的 , 其 中 零 阶 导数 被 理 
解 为 函数 u 本 身 . 诸 系 数 aa Mb 被 假设 为 只 包含 u 的 直到 m — 1 阶 的 导数 . 一 
个 这 种 类 型 的 方程 组 被 称 为 m. 阶 拟 线性 方程 组 . 如 果 所 有 的 系数 函数 aa 和 b 与 


u 无 关 , 那么 事实 上 这 是 一 个 线性 组 . 
令 曲 面 F 由 方程 


v(x) =0 (1.414) 
所 定义 , 其 中 , 对 于 F 的 所 有 点 , 有 y (e) z 0. 
象征 ”对 于 微分 方程 (1.413), 将 它 与 它 的 象征 


S(x, u(x), A) := act ( Y E AER” 


lo] 2m 


联系 在 一 起 . WRA (1.413) 是 线性 的 , 那么 象征 Slx, A) 不 依赖 于 u. 
象征 S 包含 了 有 关 (1.413) 的 解 组 的 基本 信息 . 
特征 ”曲面 F: (zr) = 0 称 为 一 个 特征 , 当 且 仅 当 函数 v 满足 微分 方程 


S(z, u(x), V (z)) =0. 
一 条 曲线 z = z(c) 称 为 特征 y 的 次 特征 , WIRY 
z'(o)= &x(z (e), u(z(o)), v (2(0))). | 


1) 明确 地 , 有 zk(c) = 8X. 
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物理 解释 ”对 于 麦克 斯 韦 方程 , 次 特征 相应 于 光波 , 并 且 特 征 是 这 些 光 波 的 波 前 ( 参 
ba 1.13.3.3). 

微分 方程 S(x,u(x),v'(xz)) = 0 对 v 是 一 阶 的 ， 根据 柯 西 的 一 个 一 般 结 果 ， 
可 以 在 函数 o 相应 于 次 特征 的 情形 用 曲线 构成 一 阶 偏 微分 方程 的 解 曲面 (参阅 
1.13.5.2). 
间断 性 定理 $ u= u(x) 是 拟 线性 组 (1.413) 的 一 个 解 , wu 及 其 直到 (m — 1)** 阶 
导数 在 F 的 一 个 邻 域 中 是 连续 的 . u 在 zx 处 可 能 的 跳跃 服从 下 述 条 件 . 

(i) 运动 学 相 容 性 条 件 : 

Y. aa(x, du(x))[0%u] (x) = 0. 


lal=m 

(ii) 动力 学 相 容 性 条 件 : 

[60%uj(z) = v'(z)"p, HAARE |a| =m ffl o. 

这 里 p 是 RM 中 的 一 个 固定 的 向 量 .，p 关 0, WH (w,w) 是 在 x 处 的 特征 ， 即 
S(z,u(z), V (2)) =0.7 
初 值 问 题 的 弱 适 定性 ”对 于 光滑 函数 uy, 下 述 命题 是 等 价 的 : 

(i) u Æ x 处 的 直到 m 阶 的 导数 由 微分 方程 和 (1.413) 的 初 值 唯一 地 确定 . 

(ii) (Y, u) 不 是 在 x 处 的 特征 , BI S(x, u(x), v'(z)) £0. 
1.13.3.2 应 用 于 微分 方程 的 分 类 

S u 是 拟 线 性 组 (1.413) 的 一 个 光滑 解 ， 下 述 分 类 一 般 地 依赖 于 u. 然而 , 对 
于 线性 组 而 言 , 所 描述 的 分 类 与 u 无 关 . 

固定 点 m, 并 考虑 入 多 项 式 

P(A) := S(x, u(x), AA), AER, 

其 中 A 是 一 个 固定 的 可 逆 实 N x N 和 矩阵 , A 是 一 个 列 向 量 . 对 于 A 的 一 个 固定 
的 选择 (如 AA = A), 必须 满足 下 述 条 件 . 
EM (i) 拟 线性 组 (1.413) 称 为 在 点 z 处 是 椭圆 的 , 如 果 入 = 0 EP 的 唯一 堆 

(ii) (1.413) 称 为 在 点 z 处 是 抛物 的 , MRS P 是 退化 的 , 即 , 它 依赖 的 变 
量 数 少 于 N. 

(iii) (1.413) 称 为 在 点 c 处 是 严格 双 曲 的 , 如 果 方程 

P(A) =0, AER“ 


对 于 每 个 非 零 数组 (和 1,… ,和 N-1) € RN) BA MN 个 不 同 的 实 解 An. 
定性 性 态 ”粗略 地 说 , 有 下 述 事实 : 


D) 令 Ww =, Any) 和 yw (z)* = O7! v(z)02? y(z) --- ON" v(z). 
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(i) 椭圆 问题 相应 于 自然 界 中 的 平稳 过 程 . 这 种 情形 不 存在 特征 . 解 没 有 间断 . 

(i) 抛物 问题 相应 于 流 过 程 (如 热 导 和 热 扩 散 ). 这 些 过 程 对 于 时 间 而 言 具 有 磨 
HAR. 

(iii) 双 曲 问题 属于 波 过 程 . 这 里 间断 沿 着 波 前 的 传播 对 于 自然 界 中 输 运 物理 效 
果 是 一 种 重要 的 机 理 . 
二 阶 方程 的 分 类 ”考虑 方程 


= QjkOjOkU + Y aj;0ju+ au = f, (1.415) 
j k-1 g=1 
其 中 8; := 0/0z;, 而 A = (ajr) EAER ER. BRINN ELE I3 — 1 7I 
程 的 解 的 实 函数 u = u(x). BAM ajk a; 和 a 被 假设 为 是 实数 . 相应 的 象征 由 


S(A) = = ajrAjAk 


jk=1 
给 出 , 即 S(A) = ATAA. 特征 的 方程 是 (x) = 0. 函数 v 满足 方程 S(%'(z)) = 0, 
即 n 
5 Gk 0j Ok) e). 
Er 
次 特征 z —c(c) 的 方程 是 i 
z'(c) = 2Av'(a(o)). 

EE (1) 方程 (1.415) 是 椭圆 的 , 当 且 仅 当 A 的 本 征 值 都 是 正 的 (或 都 是 负 的 ). 

(ii) 方程 (1.415) 是 抛物 的 , 当 且 仅 当 至 少 A 有 一 个 本 征 值 为 零 . 

(iii) 方程 (1.415) 是 严格 双 曲 的 , 35 ELDUM A 的 一 个 本 征 值 是 正 的 , 而 所 有 其 
他 本 征 值 是 负 的 (或 者 一 个 为 负 的 , 其 他 为 正 的 ). 


例 1: 拉 普 拉 斯 方程 


可 以 写 为 形式 Otu 4- 02u = 0. 因而 其 象征 为 
S(A) := 和 1 十 X2， Ou)eR. 
从 S(A) = 0 即 得 A — 0. 因而 拉 普 拉 斯 方程 是 椭圆 的 . 


例 2: 热 导 方程 
有 象征 S(A) = 一, 因而 是 退化 的 , 因为 它 不 依赖 于 2. 因而 热 导 方程 是 抛物 的 . 
特征 的 方程 (a, t) = 0 由 v2 = 0 的 解 所 确定 . 其 解 族 水 = 上 十 常数 相应 于 


直线 族 
t= 常数 
作为 特征 (图 1.164(a)). 
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(a) t= 常数 (b) z= 土 ct 十 常数 


E1164 热 导 方程 和 弦 振 动 方程 的 特征 


1 
-g Utt — Ure = 0 
C 


有 象征 SQ) := SAL - M. 对 于 每 个 实数 Xi 4 0, WHE SO) = 0 APAR Aa. 
因而 弦 振动 方程 是 严格 双 曲 的 . 
特征 的 方程 是 (x,t) = 0. 函数 v 作为 方程 
1 
ait — v2 =0 
的 解 而 得 到 . 解 族 y = ct 一 z 十 常数 相应 于 特征 (图 1.164(b)): 


ZX 二 土 ct 十 常数 . 


注 ” 当 传播 速度 c 增加 时 , 这 些 特征 接近 热 方 程 的 特征 t= 常数 . 事实 上 , 热 导 方 
程 的 初始 扰动 以 任意 快 的 速度 被 传播 . 这 个 事实 与 爱 因 斯 坦 (A. Einstein, 1879 一 
1955) 原理 相 矛 盾 , 根据 这 个 原理 , 物理 效应 至 多 以 光速 传播 . 因而 必须 以 狭义 相对 
论 来 修正 热 方程 . 

例 4: 令 Au := Use + Uyy + Uzz. 


例 3: 弦 振 动 方程 


(i) 泊 松 方程 
Au=f 
是 椭圆 的 . 
(ii) 热 导 方程 
u: -aAu=f 
是 抛物 的 . 
(iii) 波动 方程 
LIT — Au = f 


是 严格 双 曲 的 . 波动 方程 的 相应 于 活动 波 前 的 特征 (m, y, z, t) = 0 是 程 函 方程 


1 
Ut - (grad)? = 0 
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的 解 . 特别 地 , 对 于 形 如 y = ct — g(a, y, z) 的 特征 , 可 以 从 微分 方程 
a’ (t) = grad v(a(t)) 
得 到 次 特征 Zz = c(t). 这 些 是 垂直 于 波 曲面 p(x, y,z) = 常数 的 曲线 .在 p(x,y, z) = 
az 十 By 十 yz 十 6 的 特殊 情形 , 特征 
az 十 By 十 7Yz 十 0 一 好 
相应 于 在 法 线 方向 以 速度 c 传播 的 平面 . 次 特征 是 直线 , 它们 垂直 于 这 些 平 面 . 


1.13.3.3 应 用 于 电磁 波 
考虑 麦克 斯 韦 方 程 的 初 值 问题 
curlE=—B,, curl B = zB. 
E= Eo, B=Bo, 在 时 刻 上 += 0， 


其 中 友和 B 分 别 为 没有 电荷 和 电流 时 真空 中 的 电场 向 量 和 磁场 向 量 , c 表示 光 在 
真空 中 的 速度 . 假设 divEo = 0 和 divBo = 0. 对 于 (1.416) 的 解 , 这 意味 着 对 所 
有 时刻 t 自动 地 有 divE = divB = 0. 

THEE (1.416) 的 特征 的 方程 是 v =0. 函数 是 方程 


(34 - (grad wy? ut =0 
的 解 . 考虑 其 中 y 满足 (grado)? =1 的 形 如 ylz) = ylz) - ct 的 解 . 那么 


n 


(1.416) 


F: p(x) —ct =0 
相应 于 波 前 沿 着 单位 法 向 量 
n = grad y(x) 
方向 以 速度 c 的 传播 (图 1.165). 我 们 有 £ = mii 图 1.165 
Z27 + 23k Al n= nii 十 n2j +ngk. 
跳跃 条 件 WREE, B 沿 着 波 前 T 是 连续 的 , 那么 EM BE mz 处 的 一 阶 
导数 的 可 能 的 跳跃 满足 关系 式 ? 
[D4E] - an, [BkB] =c bne, k=1,2,3. 
这 里 a Alb EWE a? +b? 40, 
a=bxn 和 b=nxa 
的 向 量 . 由 于 a Alb 垂直 于 波 前 传播 方向 n, 所 以 说 它们 是 横 波 . 
例 : 如 果 一 个 无 线 电 台 于 时 刻 t = 0 时 开始 一 天 的 节目 , 那么 就 以 下 述 方式 产生 了 
电磁 波 前 : E 和 B 在 波 前 为 零 , 而 在 其 后 不 为 零 . 
1) [f] :9 f+ — f-. RF fa(m.t):— Gm, Shee boni, t). 


T, n 
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1.13.3.4 应 用 于 弹性 波 


考虑 弹性 体 的 小 形变 , 即 , 具有 位 置 向 量 m 的 一 个 点 在 这 个 形变 中 在 时 刻 t 变 


为 具有 位 置 向 量 
y =x +u(z,t) 


的 点 . 主导 线性 弹性 理论 的 方程 是 1) 
pur = ku + (A+ «)grad div u. 


这 里 p 是 弹性 体 的 常数 密度 , < 和 入 表示 拉 梅 (G. Lamé, 1795—1870) 物质 常量 . 
特征 方程 


(au — (grad) 了 (s il (gad vy) =0 (1.417) 
的 解 uo 导致 了 特征 F: yle, t) 20, 其 中 


"LE EAE, 
Ctr :一 


Bik > o 是 一 个 满足 (grado)? =1 的 函数 . 函数 

V := cut 一 2(Z) 
是 (1.417) 的 一 个 解 ， 这 里 大 相应 于 一 个 曲面 ， 它 沿 着 自身 的 法 向 量 n := 
grady(z) 方向 以 速度 ce: 移动 (图 1.165)， 在 波 前 的 点 z 处 、 在 时 刻 t B u 的 
二 阶 导 数 的 间断 性 条 件 为 


[8; Ou] = anjnk, 


向 量 a 0 垂直 于 n. 所 以 说 这 是 一 个 模 波 
纵波 ”如果 用 a 代替 cur, 那么 得 到 相同 的 结果 , 但 现在 向 量 a 平行 于 n, 即 有 一 
个 纵波 


1.13.3.5 应 用 Tus x 


jk =1,2,3. 


pv: + p(v grad)v = f — gradp (运动 方程 )， 


pr-div(pv) - 0 (质量 守恒 )， 
p=p(p) (状态 绝热 方程 ).”) 


这 里 的 记号 如 下 : vw(z, 是 流体 粒子 在 时 刻 t. 在 点 m 处 的 速度 , p, t) 是 流体 在 
时 刻 t. 在 点 m 处 的 密度 , f 是 外 力 的 密度 , p 是 压力 . 


4 如 (z) « 0. 方程 
F: u(x,t) =0 
1) 非 线性 弹性 理论 的 一 般 方程 可 在 [212] 中 找到 . 
2) 如 果 我 们 引进 密度 p MEMBR s, 那么 从 满足 s= 常数 (绝热 过 程 ) 的 p = p(p, s) 
得 到 狄 拉 克 密 度 关 系 式 p = p(p). 这 些 考虑 对 于 气体 仍然 成 立 (参阅 1.13.3.6). 
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描述 了 R^ 中 一 曲面 在 时 刻 t. 在 点 m 处 沿 自身 的 单位 法 向 量 n 的 方向 速度 为 c 
的 运动 . 我 们 有 
_ ¥(z,t) e grad v 

Igrad y|’ Igrad v| 
在 曲面 的 点 m 处 的 流体 粒子 在 时 刻 t 有 速度 向 量 v, 它 的 法 分 量 为 vn. 对 于 在 波 
前 与 粒子 间 的 相对 速度 c — un, 我 们 得 到 


c— vn = ——— — Diy, 
其 中 Diy := Y + v grad v. gredi s 
特征 方程 
(Doi ( (Dv)? ~ (grad oy) — o (1.418) 
其 中 已 经 令 
cs := y p'(p). 


声波 WR y 是 方程 1 
z DW) - (grad y)? = 0 
S 
的 解 , ABZ (1.418) 被 满足 . 对 于 相对 速度 , 可 以 得 到 
C — vm = Cs. 
S cs 被 称 为 声速 . v 和 p 在 时 刻 t、 在 点 m 处 一 阶 导数 的 间断 性 条 件 为 
[Bv] = an; [8P] = n;.] 
其 中 a= beson, Ha? +0? z 0. 由 于 跳跃 向 量 a 平行 于 曲面 法 向 量 n, 所 以 有 
一 个 纵波 . 
1.13.8.6 ”气体 动力 学 中 的 激 波 
气体 (无 摩擦 、 无 热 导 ) 的 运动 方程 是 
(pv): + div(pv @v+pl)=f (动量 守恒 ),? 
pt + div (pv) =0 (质量 守恒 )， (1.419) 


€t + div (ev + pv) = fv (能 量 守 恒 )， 
(ps): + div (psv) > 0 (W7). 


1) 这 里 的 张 量 积 被 认同 于 一 个 线性 算 子 ， 它 由 关系 式 
(a@b)c:= a(bc), 对 所 有 的 向 量 c 
所 定义 . 在 老 文献 中 人 们 用 记号 (ao b)c = a(bc), 并 称 其 为 二 元 积 . div(a@b) 的 含义 由 高 斯 
积分 公式 


| div(a ® b)dz = | (a @ b)ndS 

G ðG 

给 出 , 其 中 n 是 外 法 向 量 . 在 具有 基 向 量 €1,€2, €3 的 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ， 有 下 述 用 分 量 的 表示 : 
div(a & b) = x div(a;b)e; = x, Ok (aj bp Je 


由 于 质量 守恒 pt + div(pv) = 0, 动量 守恒 (1.419) 即 等 价 于 运动 方程 
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除 此 以 外 还 有 热力 学 关系 式 
p= p(p,T), e e(p, T), a= s(p, T 
déc: Tas +p ( 吉 布 斯 方程 ). 


与 液体 的 情形 不 一 样 , 在 处 理气 体 时 必须 考虑 热力 学 的 影响 . 
记号 如 下 : v 是 速度 向 量 , p 是 压力 , T 是 绝对 温度 , p EER, f 是 外 力 密度 ， 
e 是 比 内 能 密度 (单位 质量 的 内 能 ), s 是 比 炉 密度 . 此 外 ， 


l 2 
€ 一 20" + pe 


是 总 能 量 密度 . 
例 : 在 理想 气体 的 特殊 情形 , 在 温度 不 是 太 低 的 条 件 下 , 有 


p=rpT, e—cT, s=cln(Tp' 7), y=1+47r/c, (1.420) 


其 中 7 是 气体 常数 , c 是 比热容 . 
兰 金 - 于 戈 尼 奥 间断 性 条 件 ”给 定 一 个 活动 曲面 
F: p(w) —t =0, (1.421) 
它 不 必 是 一 特征 . 对 于 物理 量 在 曲面 上 的 点 m 处 在 时 刻 t 的 可 能 的 跳跃 , A) 
—[pv] + [ov & v + pI]e' (a) = 0, 


—[p] + [pv]e' (x) = 0, (1.422) 


-[d + [ev + pv]e'(z) = 0, 
—[ps] + [psv] (a) > 0. 


如 果 这 种 类 型 的 间断 性 出 现 , 那么 用 大 表示 一 个 激 波 . 例如 , 超 音速 飞机 产生 激 波 . 
气体 动力 学 中 方程 的 理论 的 和 数值 的 处 理 经 常 由 于 激 波 的 出 现 而 变 得 复杂 . 这 些 数 
学 问题 在 设计 具有 最 小 燃料 消耗 的 现代 飞机 结构 中 极为 重要 . 


对 于 守恒 律 的 激 波 ”考虑 方程 
m 


如 果 这 个 方程 的 解 人 4 和 了 在 (1.421) 中 曲面 F 上 的 一 点 z 处 有 跳跃 , 则 有 
1) 4 v' = grad y 和 


[]-f.-f-, 其 中 fess „im f(e hn). 


这 里 n:= q'(z)/|e' (x) 是 曲面 F 在 点 o 处 的 单位 法 向 量 (参阅 图 1.165). 此 外 , 有 


[pv & v + ply" (x) = [pv(vy' ())] + [ple (2). 
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-四 十 De (æ) = 0. (1.424) 
在 (1.424) 的 推导 中 假设 了 方程 (1.423) 在 广义 函数 的 意义 下 被 满足 (参阅 [212]). 
因为 气体 动力 学 大 基本 方程 (1.419) 具有 守恒 律 的 形式 , 所 以 关于 跳跃 的 诸 关 
系 式 (1.422) 从 (1.424) 即 得 . 
气体 中 的 声波 ”声音 的 传播 是 一 个 进行 得 如 此 快 的 过 程 ,以致 其 中 的 体积 单元 不 能 
与 男 一 个 交换 任何 热量 . 因而 比 炉 密 度 s 保持 为 常数 . 从 s 为 常数 的 (1.420) 可 以 
得 到 关系 式 


p= BR - o. 
类 似 于 1.13.3.5 中 那样 , 从 关系 式 cs = Vp'(p) 得 到 声速 cs, 因而 
cs = VTP/p. 


对 于 构成 我 们 的 大 气 的 混合 气体 , 实验 产生 了 值 y ~ 1.4. 
1.13.4 “关于 唯一 性 的 一 般 原理 
1.13.4.1 能 量 方法 


这 个 方法 适用 于 能 量 守恒 的 问题 . 为 了 解释 这 个 方法 的 一 般 思想 , 考虑 弦 振 动 
方程 


1 
putt — Use = f(z,t), 0<a< L,t>0, 


u(0,t) = a(t), u(L,t) = b(t), t20 (边界 条 件 )， (1.425) 
u(z,0) = uo(z), w(rz,0) = u(x) O<a<L (初始 条 件 )， 


这 里 u(x,t) 表示 弦 在 时 刻 t、 在 点 x 处 的 位 移 . 
唯一 性 结果 ”问题 (1.425) 至 多 有 一 个 光滑 解 . 
证 明 : 为 简单 起 见 , + c= 1. WR v Mw 是 (1.425) 的 两 个 解 , WS 


u := v — W. 
必须 证 明 w= 0. AM u 满足 适合 
f=0, a=0, bz0, w=0, w=0 (1.426) 
的 方程 (1.425). 考虑 函数 
E 
E= | 5 (uel, * + us (z, t)?)da. 


这 相应 于 弦 在 时 刻 t 的 能 量 . 
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(i) 对 所 有 时 刻 t, 有 E'(t) = 0. 事实 上 , 由 于 (1.425) 和 (1.426), 分 部 积分 导 
E 


L 
E'(t) = | (urun + UrUrr dx = | 
0 


0 


k |? 
Ut (Utt — uzz)dz + uz(r.t)uc(z, t) A = 


(ii) E(0) = 0. 这 从 (1.425) 和 (1.426) 即 得 . 
(iii) 从 (i) 和 (i) 即 得 对 所 有 十 这 0 有 E(t) = 0. 这 又 蕴涵 着 
u(x,t) = uz(z,t) = 0， 对 所 有 的 ze (0, LM t > 0, 


因而 u= 常数 . 由 初始 条 件 u(x,0) = 0, 即 得 所 希望 的 结果 u =0. 
基本 物理 思想 ”上述 证 明 方法 利用 了 能 量 守恒 以 及 初始 能 量 为 零 的 事实 . 由 此 即 得 
对 所 有 时 刻 能 量 为 零 , 因而 系统 即 是 静止 的 . 

相同 的 论证 可 能 被 应 用 于 耗 散 过 程 , 这 种 过 程 中 能 量 是 时 间 的 非 增 函数 . 


1.13.4.3. 最 大 值 原 理 
最 大 值 原理 的 基本 物理 思想 是 一 物体 中 的 温度 差 产 生 一 个 向 低温 处 方向 的 热 


非 平稳 热 方程 
Ti —aAT = f(z,t), z€0,t»0, 
T(z,t) 2 r(z), r€e0Q0,tz0 (边界 值 )， (1.427) 
T(z,0) = To(z), ren (初始 值 ). 


用 2 表示 RN 中 具有 光滑 边界 的 一 个 有 界 域 , 这 里 N > 2. 假设 物质 常数 a 是 正 
的 . 对 于 一 个 固定 的 时 刻 to > 0, + D := 2 x [0,tol. 
最 大 值 原理 ”如 果 T 是 具有 在 D 上 满足 f < 0 的 (1.427) 的 一 个 光滑 解 , 并 且 如 
RER T E D 的 一 个 内 点 处 达到 它 的 最 大 值 , WA TED 上 是 常数 . 
不 等 式 关系 ”对 于 (1.427) 的 一 个 光滑 解 了 , 有 
(i) MED E f0, #402 上 r>0 和 在 RR 上 7T>0 即 得 在 D 上 T>0. 
(ii) Mf =0,r=0 M To =0 NBT =0. 
唯一 性 结果 “问题 (1.427) 至 多 有 一 个 光滑 解 T. 
证 明 : WR 和 w 是 两 个 解 , 那么 差 了 := 一 满足 具有 7r = 三 0 和 7 三 0 的 方 
程 (1.427). 那么 从 (ii) BI T = 0, Ait v = w. 口 
平稳 热 方 程 


—aAT = f(x), rE, 

T(z) = r(x); Zz E90 (边界 值 ). 
最 大 值 原理 ”如 果 T 是 具有 在 O 上 满足 f < 0 的 (1.428) 的 一 个 光滑 解 , 并 且 如 
果 温 度 工 在 2 的 一 个 点 处 达到 它 在 2 上 的 最 大 值 , WA TEN LEM. 


(1.428) 
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不 等 式 关 系 ” 对 于 (1.428) 的 一 个 光滑 解 T, 我 们 有 
(i) MEQ Ef SOME OR Ero REEN ETO. 
(让 从 f=0 和 r=0 即 得 T=0. 

唯一 性 结果 “问题 (1.428) 至 多 有 一 个 光滑 解 T. 


1.13.5 ”一 般 的 存在 性 结果 


本 节 考 虑 偏 微分 方程 解 的 存在 性 的 重要 的 经 典 结果 . 现代 的 存在 性 结果 可 以 在 
[212] 中 被 找到 . 


1.13.5.1 45-A LS) AD FE EE 


ur(z,t) = f(z,t,u), 
u(z,to) = p(x) (初始 值 ). 


这 里 用 了 记号 了 = (x1, 8n), u = (Wi,… Um) 和子 = (及,… ,fm). 所 有 的 量 
tz; 和 fe 都 被 假定 为 是 复 的 . 解 是 复 值 函数 ur 称 一 个 函数 为 解析 函数 , 如 果 它 
可 以 被 展开 为 其 所 有 变量 的 一 个 绝对 收敛 的 寡 级 数 . 

假设 f 在 (xo, to, uo) 的 一 个 邻 域 中 是 解析 的 . 此 外 假设 o 在 满足 pleo) = uo 
的 点 mo 的 一 个 邻 域 中 是 解析 的 . 
柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 ” 初 值 问 题 (1.429) 在 点 (xo,to) 的 一 个 邻 域 中 有 一 个 
唯一 的 解 , 并 且 这 个 解 是 解析 的 . 可 以 利用 比较 系数 来 求 得 解 的 宫 级 数 展开 . 
例 : 


(1.429) 


uu, u(z,0)-r. 
我 们 令 P := (0,0. 从 初始 条 件 即 得 u(P) = 0, us (P) = 1, us; (P) = 0 等 . 微分 
方程 产生 了 w(P)-u(P) = 0, u(P) = (P) = 0, utz( 忆 ) = u,(P) = 1. 以 这 
种 方式 在 点 P 的 邻 域 中 得 到 下 述 解 : 
u(æ,t) = u(P) us (P)z + w(P)t + 5(ueo(P)2? + Quea(P)at + te( PY) + 
e Ob WE ee, 


1.13.5.2 关于 一 阶 偏 微分 方程 的 柯 西 定理 


Fir S, Se) =0, 
S(zo(c)) = Solo), FEU 上 (对 5 的 初始 条 件 )， (1.430) 
Sz(Z0(o)) = polo), FEU E (对 S. 的 初始 条 件 ). 


此 方程 要 求 的 解 是 实 变量 r = (zx1,… ,zn) 的 实 函 数 S = Slx). 此 外 , p = 
(pipa). Æ F = F(z, S, p) 看 作 变量 m, S,p 的 函数 . $ o = (01, ,on-1) 
是 n 一 1 个 实 参 数 的 数组 , CE R 原点 的 一 个 邻 域 中 变动 . 
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例 1: 哈密 顿 - 雅 可 比 微分 方程 
St + H(q, Sa) =0 
是 (1.430) 的 一 个 特殊 情形 , 其 中 zi = 9,22 t. 


假设 ”给 定 光 滑 函 数 
T= zo(c), p= po(c), S= So(o), 在 vL, 
其 中 假设 下 述 相 容 性 条 件 成 立 ) 
| Si(c) = po(o)mb(o), ÆU E, (1.431) 
并 且 正 则 性 条 件 


det (z0(0), Fp(P)) #0 


也 成 立 , 其 中 P := (zo(0), So(0), po(0)). 
几何 解释 fen =2 的 情形 , 要 找 通过 曲线 


8 C:z-z(c) S=So(c) 
的 曲面 S= S(x) (图 1.166). 然而 , 对 于 解 的 构造 而 


2 言 , 引进 一 个 附加 的 量 p = Se 是 方便 的 ， 此 时 链 规 
则 导致 
图 1.166 Sola) = Sz (zo(c))zo(o) = Po(7)@0(o). 


这 就 是 相 容 性 条 件 (1.431). 
HAER EA zo(0) 的 一 个 充分 小 的 邻 域 里 初 值 问题 (1.430) 有 一 个 唯一 解 5 = 
S(x). 这 个 解 是 光滑 的 . 
解 的 构造 ” 解 曲面 S = S(x) 作为 具有 参数 t 和 附加 参数 o 的 曲线 的 并 
z=2x(t;c), p=p(t;o), S-S(to) 


1) 由 于 有 太 多 的 指标 , 这 个 主题 的 经 典 文献 充满 了 又 长 又 复杂 的 公式 . 现代 分 析 较 喜欢 采 
用 弗 雷 歇 导 数 的 记号 ,因而 叙述 得 既 简 单 又 漂亮 . 到 分 量 的 过 渡 由 


Os OF 
ze) = (37). = (55): ae ta 
J 


给 出 . 此 时 相 容 性 条 件 显 式 地 为 


正则 性 条 件 中 的 行列 式 在 第 j 列 中 包含 am JB. Fy 作为 其 最 后 一 列 . 
3 
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而 被 构造 (图 1.166). 这 些 曲 线 满足 下 述 常 微分 方程 组 1 


z' =Fp, S'—-pF p'=—-F.-pFs, 


(1.432) 
z(0) = zo(c), S(0)— So(c), p(0) = po(v). 


我 们 把 它 称 为 属于 偏 微分 方程 (1.430) 的 特征 组 . 正则 性 条 件 等 价 于 我 们 可 以 在 点 
t=0, o= 0 的 一 个 (t,o) 邻 域 中 解 方程 


xz =a(t;o), 


这 就 产生 了 关系 式 


由 此 得 到 所 求 的 解 : 
S(x) := S(t(z), o(z)). 
例 2: 对 于 哈密 顿 - 雅 可 比 微分 方程 
S, + H(q,t, Sq) = 0, 
因为 g = q(t), p = p(t), 其 特征 组 即 为 
q = Hp(q,p,t), p' = —Ha(q.p.t) 
这 些 是 典范 哈密 上 顿 方程 . 此 外 , 方程 
S'=pq' +P, P’'=—H:(g,p,t) 
WF S= S(t), P= P(t), q= q(t) 和 p= p(t) 属于 特征 组 . 


1.13.5.3 9 Y NÆR RB e v RUPEE 


Ou 
Be; = Ue), dal, 
uus B (初始 值 ) 


其 中 给 定点 a € RN, 实数 b UREA (a,b) 在 RN+! 中 的 一 个 邻 域 中 的 光滑 函数 
Kj, j = 1,… ,和 N. 所 求 的 解 是 实 值 函 数 w = u(x). 问题 (1.433) 等 价 于 方程 


du = K, 


(1.433) 


N 
HH k= 5 Kj(z, u)dz;.” 


j=l 


1) 为 了 简化 记号 , 在 这 里 写成 zz = x(t), p= p(t) fl S= S(t) WRF z = z(t;o), p= 
p(t;c) 和 S = S(z,t). 


* 原文 将 求 和 号 误 为 》、. 一 一 译 者 
j=l 
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弗 罗 贝 尼 乌 斯 (F. G. Frobenius, 1849—1917) 定理 ” 初 值 问题 (1.433) 在 点 
a 的 一 个 充分 小 的 邻 域 中 有 一 个 唯一 解 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 j,m = 1,… ,NN 在 


OKj(P) | OKi(P) Ou(z) _ AKm(P) , OKm(P) dula) 


Ozm Ou Orm Oz; Ou Ox; 


(1.434) 


满足 , 其 中 P := (x,u). 
+ ”从 关系 式 
Oru _ ^u 
Or;0rs  OLmOX; 

和 (1.433) 即 得 可 积 性 条 件 (1.434). 对 于 u = (wi,… uw) 时 的 (1.433), 一 个 类 
似 的 结果 成 立 . 
应 用 ” 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 在 构造 曲面 (R, 更 一 般 地 , 流 形 ) 时 是 一 个 重要 的 工具 . 

(i) 在 3.6.3.3 中 曲面 论 主 要 定理 的 证 明 中 以 一 种 本 质 的 方式 利用 了 弗 罗 贝 尼 乌 
斯 定理 . 例如 , 可 积 性 条 件 蕴 涵 了 著名 的 高 斯 绝妙 定理 . 

(i) 从 其 李 代数 构造 李 群 基于 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 . 

(iii) WR N = 3, 并 且 诸 函数 K; 与 u EX, 则 (1.433) 相应 于 向 量 方程 


gradu=F, u(a)-— b. 
这 里 我 们 要 确定 给 定 力 场 F 的 位 势 —u. 在 此 情形 可 积 性 条 件 是 
curl F = 0. 
(iv) 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 用 流 形 上 微分 形式 语言 的 一 般 性 叙述 可 在 [212] 中 找到 . 


1.13.54 嘉 当 - 凯 勒 定 理 


基本 思想 一 个 任意 的 偏 微分 方程 组 可 以 被 描述 为 一 个 微分 形式 的 方程 组 . 嘉 当 - 
凯 勒 的 基本 定理 保证 了 对 这 种 类 型 组 的 正则 初 值 问题 的 唯一 解 . 为 此 需要 假设 出 现 
在 表述 中 的 诸 函数 是 解析 的 .这 是 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 的 一 个 推广 .事实 上 ， 
嘉 当 - 凯 勒 定理 是 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 的 一 个 推论 . 证 明 后 者 的 思想 是 , 引进 
适当 的 局 部 坐标 , 并 解 出 一 阶 偏 导数 , 这 导致 一 个 一 阶 组 , 而 对 此 一 阶 组 , 可 以 应 用 
P-A BLP FEE FE. 

4| 1: 考虑 一 阶 偏 微分 方程 


F (L,Y; U; Ux, Uy) = 0. (1.435) 


如 果 令 p := us q:— uy, 那么 我 们 得 到 等 价 的 方程 组 


F(z,y,u, p,q) = 0, 


(1.436) 
du — pdx — gdy = 0. 
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这 是 一 个 微分 形式 的 方程 组 ,其 中 把 函数 看 作 零 阶 的 微分 形式 . 
例 2: 通过 代 换 p := wo qim ty, a := tsa, b := tey 和 := ww 二 阶 偏 微分 方程 


F(2,y,U, Uz, Uy, Uzz, Ua Uyy) = 0 
变 为 等 价 组 
F(x,y,u, p,q,a, b,c) = 0, 
du — pdx — qdy = 0, 
dp — adz — bdy = 0, 
dq — bdz — cdy = 0. 
用 类 似 的 方法 可 以 处 理 任意 的 偏 微分 方程 组 . 


转换 到 微分 形式 极 大 地 简化 了 处 理 , 因为 

此 时 人 们 可 以 应 用 嘉 当 简洁 的 微分 运算 . 
其 原始 的 理论 源 自 19 AREH (Charles Riquier, 1853—1929; 法 国 数学 家 ) 
的 工作 , 此 原始 理论 用 到 了 微分 方程 , 非常 复杂 , 难以 理解 . 在 1904 年 和 1908 年 
之 间 , É. 嘉 当 发 现 微分 形式 运算 对 应 用 于 这 类 问题 非常 有 用 . 最 后 , 在 1934 年 由 
E. 凯 勒 提供 了 非常 简洁 的 叙述 形式 ， 
闭 包 的 形成 过 程 ” 给 定 一 个 微分 形式 组 

wi =0, j=1,--,J, 


那么 通过 附加 上 嘉 当 导 数 
dw; — 0, j-leaJ 


就 形成 了 闭 包 . 用 这 种 方式 , 就 处 理 了 在 系数 函数 的 偏 导数 之 间 的 所 有 相关 性 (可 
积 性 条 件 ). 由 于 ddw = 0 ( 庞 加 莱 引 理 ), 因而 再 一 次 施 以 嘉 当 导数 不 能 得 到 任何 新 
信息 . 这 样 , 形成 完备 化 的 过 程 在 一 步 之 后 即 完成 了 . 
例 3: 方程 
a(x, y)dz + b(z, y)dy 
的 闭 包 导 致 关系 式 da 人 dx 十 db 入 dy = 0, 因而 
adz + bdy = 0, 
(ay — bz)dy ^ dz = 0. 
积分 流 形 微分 形式 组 的 解 被 称 为 积分 流 形 . 可 以 通过 尝试 法 , 应 用 适当 的 代 换 来 
得 到 解 . 
例 4: 考虑 闭 形式 组 
y+ f(x) =0, 
dy + f'(z)dx = 0, (1.437) 


dz ^ dy = 0. 
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零 维 积分 流 形 “一 个 点 (x0, yo) Æ (1.437) 的 解 , 当 且 仅 当 yo + f(xo) = 0. 
一 维 积分 流 形 ”曲线 z = z(t), y= y(t) Æ (1437) 的 解 , 如 果 
y(t) + f(z(t)) = 0, 
{y'(t) + f'(z(t))z'(t))at = 0, (1.438) 
z' (t)y'(t)dt ^ dt = 0. 
在 (1.437) FERH dz = z'(t)dt, dy = y'(t)dt 就 得 到 了 (1.438). 组 (1.438) 等 价 


于 组 
y(t) + f(x(t)) = 0, 


y (t) + f'(e@)e"(t) — 0. 
(1.438) 中 第 3 个 方程 自动 地 被 满足 , 因为 dt A dt = 0. 一 般 地 , 有 
| 为 了 寻找 r 维 积分 流 形 , 考虑 所 有 直到 阶 的 微分 形式 就 足够 了 . | 
二 维 积分 流 形 ”曲面 


r=x(t,s), y=y(t,s) 
是 (1.437) 的 一 个 解 , 如 果 
y(P) + f(z(P)) = 0, 
yi (P)dt + ys(P)ds + f'(z(P))(zi(P)dt + z;(P)ds) = 0, (1.439) 
{x:(P)ys(P) — 2s(P)y:(P)}dt ^ ds = 0. 
这 里 已 经 令 P := (t,s). TETET ARR dz = redt + zsds, dy = yidt + ysds 后 从 
(1.437) BU (1.439). 组 (1.439) 等 价 于 下 述 组 : 
二 维 积分 流 形 ”曲面 
T=Zz(t,s), y=y(t,s) 
是 (1.437) 的 一 个 解 , 如 果 
y(P)+ f(z(P))=0, 
y(P)+ f’(a(P))ae(P) = 0, 
ys (P) + f'(x(P))xs(P) = 0, 
z(P)ys(P) — z;(P)u(P) = 0. 


这 里 (1.439) 中 dt, ds 和 dt A ds 的 系数 被 置 为 零 . 
微分 形式 w 的 拉 回 g*w 为 了 方便 地 叙述 上 面积 分 流 形 的 概念 , 引进 符号 gw. > 
y = (y Yn), t= (ti, ,tm), 并 且 令 开 集 U CR”. 方程 


y= g(t), tEU 
描述 了 一 个 由 


给 出 的 积分 流 形 , SAMS 


g'w(t) 20, teU. | (1.440) 
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这 里 , 利用 代 换 y = g(t) 把 y 坐标 变 成 t 之 后 , 从 w 就 得 到 了 其 拉 回 g*w. 如 果 用 
ei := (1,0,--- 0),  e2:=(0,1,0,---,0), =, em:=(0,0,---,1) 
来 表示 及 ”的 典范 基 , 那么 我 们 有 dt;(ex) = 6;k, FADE (1.440) 等 价 于 关系 式 
g’w(t)(€1,:++,€m) =0, teU. (1.441) 
例 5: SHE w = 0 由 形式 
dyi A dy» =0 (1.442) 
给 出 . 此 外 , & 
yj = gi(h.t2. j=1,2. (1.443) 
4 0; := 0/0t5. HF dy; = O1gjdti + 02gjdt», IX (1.440) 即 相 应 于 关系 式 


(01910292 — 02g101g2)dti ^ dtz = 0. 


如 果 考 虑 到 (dti ^ dta)(e1,e2) = dti(ex)dt2(e2) — dti(e2)dte(e1) = 1, 那么 (1.441) 
就 等 价 于 
01g9102g2 — 05g101g2 = 0. (1.444) 


因而 , 函数 (1.443) Æ (1.442) 的 解 , 当 且 仅 当 方程 (1.444) For. 这 相应 于 在 例 4 
中 所 应 用 的 相同 方法 . 

我 们 的 目的 是 形成 整体 的 存在 性 和 唯一 性 结果 . 首先 考虑 一 个 局 部 的 结果 . 
嘉 当 - 凯 勒 的 局 部 存在 性 和 了 崔 一 性 定理 ”研究 初 值 问题 


=§ dele 
se (1.445) 


g(ti,--- ,tp,0) =a(ti,---,tp), 在 Wo 上 (初始 值 ). 


函数 a 被 给 定 . 要 确定 的 对 象 是 一 个 积分 流 形 
y = g(ti,… ;如 +1)， EW E, 


其 中 坐标 ti ,tp+1 在 RPH 的 一 个 开 邻 域 W 中 变动 . 用 Wo 表示 W 的 满足 
tp+1 — 0 的 所 有 点 的 集合 . 固定 的 整数 p 被 假设 满足 不 等 式 1 <p<n. 
注 考虑 关于 一 个 固定 的 y 坐标 系 的 微分 形式 w, 其 中 y = (yi,:… ,yn),y ER". 
变换 

y=(t), teU 
引进 了 新 的 t 坐标 , 其 中 t= (6, tn), te R^, 其 中 U 是 原点 的 一 个 开 邻 域 , 以 
Ryp: U>V EMU 到 点 yo 在 R” 中 一 个 开 令 域 V 上 的 一 个 微分 同 胚 . 假设 y 
是 解析 的 , BE, yp 的 分 量 可 以 被 展开 为 (AO MRR. 用 el,… ,en Rat 
坐标 中 的 典范 基 , 即 , ex = (1,0,--- ,0) 等 . 假设 在 Wo E, 
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a(ti,+-- stp) = vt ,tp, 0,*…- , 0). 
对 偶 极 空间 选取 一 个 固定 点 te U, 并 以 P(t) 表示 极 空间 , 它 是 满足 


wy(t)(€1,°°:,@p,v)=0, k=1,---,K 
的 所 有 向 量 v e R" 的 集合 . 这 里 w(t) 表示 变换 到 上 坐标 后 的 微分 形式 w, B, 


wk := Y" Wr. 


(a) 存在 一 个 固定 的 数 r, 使 得 所 有 r 个 向 量 en_w41,:… ,en 与 el … ,ep 一 
E, 对 每 个 在 t = 0 的 一 个 充分 小 的 邻 域 里 的 点 t 6 R”, 形成 极 空间 P(t) 的 一 个 
dk 这 里 需要 1<r<n-p. 

(b) 其 元 为 一 阶 偏 导数 


E ERS) k=l K; j=l 3p 
Bt; 


的 矩阵 在 点 (t1,--- ,tp) = 0 YE RP 的 一 个 邻 域 中 有 常数 秩 n-p. 

这 里 a*wx(t) 是 wi 在 应 用 从 y = alti, tp) 到 坐标 ti, ut 的 变换 后 的 
拉 回 . 
注 条 件 (b) 保证 了 组 (1.445) 沿 着 p 维 初始 曲面 


Ip: y = altı itp) 


是 正则 的 . 

如 果 条 件 (b) 不 被 满足 , 那么 存在 某 种 奇异 性 状 , 通常 , 这 中 奇异 性 是 与 D, K 
示 一 个 特征 这 一 事实 相关 .1) 在 这 种 情形 , 通过 D, 可 以 存在 无 穷 多 个 解 曲面 . 原始 
组 (1.445) 的 所 求 的 p+ 1 维 解 曲面 由 

Ip+1: y = afti,- ,tp+1) 
dem. 对 于 唯一 性 的 陈述 , 需要 n — r 维 曲面 
Fs y = p(t , tp, tp4i,--- ,tn—r,0,--- , 0), 
其 中 ti, ,tn 在 原点 在 及 "中 的 一 个 邻 域 里 变动 . 为 了 从 这 些 考虑 过 渡 到 下 
一 节 中 整体 的 陈述 , 还 引进 原点 的 n 维 开 邻 域 
M: y= plti,- ,tn), 

其 中 t 在 原点 在 及 ”中 的 一 个 邻 域 里 变动 . 现在 的 情形 被 包含 在 下 述 包含 关系 中 : 


Pm (1.446) 


1) 可 以 通过 分 析 非 正则 初 值 问 题 来 研究 偏 微分 方程 特征 的 结构 . 特别 地 , 用 这 种 方式 , 可 
以 得 到 一 阶 偏 微分 方程 的 柯 西 特征 组 (参阅 1.13.5.2)， 以 及 它 对 于 高 阶 偏 微分 方程 ,甚而 任意 
的 高 阶 偏 微分 方程 组 的 推广 有 关 此 的 细节 , 如 可 在 文献 [141] 中 找到 . 
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局 部 存在 性 和 唯一 性 结果 “ 作 下 述 假设 . 

(i) 闭 性 ”初始 组 (1.445) 是 闭 的 , 即 , 对 于 (1.445) 中 的 每 个 微分 形式 wi, 其 
嘉 当 导数 du, 也 属于 (1.445). 

(ii) 解析 性 组 (1.445) 是 解析 的 , BI, 微分 形式 的 诸 系数 和 初 值 函数 a(.) 都 可 
以 被 展开 为 具有 实 系数 的 寡 级 数 . 1) 

(iii) 正则 性 ” 初 值 问题 是 正则 的 . 

那么 , 初 值 问 题 (1.445) 在 原点 在 R 中 的 一 个 充分 小 的 邻 域 里 有 一 个 解析 解 . 
嘉 当 - 凯 勒 的 整体 存在 性 和 唯一 性 定理 ”考虑 一 个 在 n(> 1) BRB M 上 任意 阶 
(> 0) 的 解析 微分 形式 组 


l (1.447) 
现在 的 情形 被 包含 在 下 述 包含 关系 中 : 
m 


整体 存在 性 和 唯一 性 结果 ” 作 下 述 假设 : 

(i) 给 定 一 个 p 维 子 流 形 五 C M, 其 中 1l<p<n. 

(ii) Zp 是 初始 组 (1.447) 的 一 个 正则 积分 流 形 . 

(iii) Zp 的 极 空间 在 Tp 的 每 个 点 处 有 维 数 7 十 p, 这 里 1 <r<n-p. 

(iv) 在 M 中 存在 一 个 n 一 7 维 的 子 空间 F, 满足 五 CF, 并 且 F 的 切 空间 
在 五 的 每 个 点 处 横 截 于 极 空 间 . 

此 时 , 组 (1.447) AM 的 一 个 p 十 1 维 子 空间 Ip 是 积分 流 形 , 且 满足 性 
质 (1.448). 
对 读者 有 用 的 注 ”整体 的 结构 经 常 在 现代 数学 中 以 简洁 的 流 形 语 言 叙 述 , 其 细节 在 
[212] 中 被 提出 . Ait, 上述 定理 的 内 容 可 以 被 每 一 位 读者 所 理解 ， 即使 他 不 懂 流 形 
的 语言 . 只 需 想 象 , EM 的 每 个 点 处 , 可 以 引进 局 部 t 坐标 , 这 样 , 对 问题 (1.445) 
有 局 部 存在 性 和 唯一 性 定理 . 由 于 命题 (1.446), (1.448) 就 被 局 部 地 实现 了 . 
证 明 概 略 ”为 了 得 到 整体 定理 , 首先 借助 于 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 证 明 局 部 命 
题 , 然后 借助 于 解析 延 拓 把 这 个 局 部 解 延 拓 为 一 个 整体 解 . 这 就 是 解析 性 假设 的 由 
来 . 
应 用 “” 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 在 微分 几何 中 (具有 给 定性 质 流 形 的 构造 ) 和 数学 
物理 中 有 众多 的 应 用 . 有 关于 此 的 细节 , 我 们 推荐 专著 [129]. ATAKS E 
乌 斯 定理 是 嘉 当 - 凯 勒 定理 的 一 个 特殊 情形 ， 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 在 热力 学 中 的 应 用 
在 文献 [212] 中 被 讨论 . 
微分 理想 ”到 目前 为 止 , 我 们 考虑 了 微分 形式 的 有 限 组 


we, k=1,...,K. (1.449) 


1) 解析 性 假设 可 以 减弱 为 C 光滑 性 . 
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诸 形式 wk 的 不 同 选取 可 以 导致 等 价 组 . 为 了 消除 不 确定 性 , 考虑 形式 组 
w=0, wcJ (1.450) 


这 里 J 是 所 谓 的 微分 理想 , WA 

(i) J 是 微分 形式 的 一 个 实 线性 空间 . 

(ii) A w € J 即 得 对 每 个 微分 形式 六 有 wAp=0. 

(ii) 从 we 了 了 即 得 do = 0. 

每 个 这 种 类 型 的 理想 都 具有 一 个 有 限 基 w, ,wr. 

因而 (1.450) 等 价 于 (1.449), 这 里 与 基 的 具体 选取 无 关 . 

此 过 程 相应 于 现代 代数 几何 的 一 般 方 法 , 即 用 对 象 组 代替 方程 组 , 这 些 对 象 可 
由 一 个 理想 零 化 . 
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复 量 进入 数学 起 源 于 变量 理论 , 并 且 首先 应 用 在 变量 理 
论 , 度量 之 间 通 过 简单 的 运算 而 相互 依赖 . 事实 上 , 如 果 人 允许 
变量 为 复数 , 在 这 种 推广 的 意义 下 应 用 这 些 相 关 性 ， 那么 隐 
藏 的 和 谐 与 结构 就 变 得 显而易见 了 . 


B. & € (Bernhard Riemann, 1851) 


% € (Riemann, 1826—1866) 具有 强烈 的 直觉 ， 由 于 他 
的 统 观 全 局 的 天 赋 , 使 他 远 远 超出 了 同 代 人 . 凡是 激 起 他 兴 
趣 的 领域 , 他 都 从 零 开始 发 展 理论 , 而 从 不 担心 传统 或 现存 
体系 的 限制 . BAAR Bp eB (Weierstrass, 1815—1897) 主要 
是 一 个 逻辑 学 家 ; 他 缓慢 地 、 系 统 地 、 一 步 步 地 工作 . 他 从 事 
哪个 领域 , 就 朝 着 理论 的 完成 形式 而 前 进 . 


F. 克 莱 因 (Felix Klein, 1849—1925) 


相 比 起 单 复 变 函数 论 现代 理论 的 优美 , 其 发 展 道路 相当 曲折 . 单 复 变 函数 论 属 
于 数学 所 能 提供 的 最 优美 、 最 赏心悦目 的 理论 . 这 个 理论 进入 到 了 数学 和 物理 的 所 
有 分 支 . 比如 量子 场 论 的 现代 阐述 本 质 上 就 是 以 复数 概念 为 基础 . 

复数 是 在 16 世纪 中 叶 由 意大利 数学 家 邦 贝 利 (Bombelli) 在 解 三 次 方程 时 引入 
AY. 欧 拉 (Euler, 1707—1783) 引入 符号 i 来 代替 数 V-I, 并 发 现 了 著名 的 公式 


etiy — e?” (cos y-Fisiny), z,y € R. 
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它 在 三 角 函 数 与 指数 函数 之 间 建 立 了 令 人 惊奇 的 、 最 重要 的 联系 . 

在 证 明 中 , 他 把 复数 作为 一 个 工具 . 高 斯 消除 了 那 时 人 们 对 形 如 z 十 iy 的 复数 的 神 
秘 色 彩 , 并 指出 , 复数 可 以 解释 成 复 (高 斯 ) 平面 上 (参看 1.1.2) 的 点 (z, y). 有 大 
量 证 据 表明 , 高 斯 在 18 世纪 初期 就 已 经 知道 复 值 函数 的 许多 性 质 , 特别 是 与 椭圆 积 
分 的 关系 . 但 是 , 他 从 未 发 表 这 些 内 容 . 

1821 年 柯 西 在 其 著名 的 《分 析 教 程 》 中 处 理 了 窜 级 数 , 并 指出 复数 框架 中 的 这 
种 级 数 有 一 个 收敛 圆 . 在 1825 年 的 一 个 葛 基 性 工作 中 , 柯 西 考虑 了 围 道 积分 , 发 现 

1851 F, 黎 曼 在 哥 廷 根 作 博士 论文 , 题 为 “ 单 复 变 函 数论 基础 ", 他 在 构造 复 值 
函数 理论 时 迈 出 了 决定 性 的 一 步 , 他 应 用 了 以 其 直观 魅力 及 与 物理 的 密切 关系 而 著 
称 的 共 形 映射 , 为 所 谓 的 几何 函数 论 莫 定 了 基础 . 

与 黎 曼 的 工作 同时 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 为 以 震级 数 为 基础 的 函数 论 建立 了 严格 的 解 
析 基 础 . 黎 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 工作 都 致力 于 寻求 对 代数 函数 的 椭圆 积分 及 更 一 般 
的 阿 贝尔 积分 的 更 深刻 理解 . 在 这 一 点 上 , 全 新 的 思想 归功 于 黎 曼 , 由 此 , 现代 拓扑 
一 一 研究 定性 行为 和 形式 的 数学 一 一 萌芽 了 . 

在 19 世纪 最 后 25 年 里 , F. 克 莱 因 和 H. 庞 加 莱 创 造 了 自 守 函数 论 的 强 有 力 的 
结构 . 这 类 函数 是 周期 函数 及 双 周 期 (椭圆 ) 函数 的 广泛 推广 , 并 与 阿 贝 尔 积分 有 密 
切 联系 . 

1907 年 克 贝 (Koebe) 和 庞 加 莱 分 别 独 立 证 明了 著名 的 单 值 化 定理 , 这 代表 经 典 
函数 论 最 重要 的 内 容 之 一 , 并 且 完 全 澄清 了 黎 曼 面 的 结构 . 多 年 来 被 庞 加 莱 寻 求证 
明 的 单 值 化 定理 可 见 [212]. 

经 典 函 数论 的 第 一 个 现代 而 完整 的 表述 是 由 H. 外 尔 (Hermann Weyl) 在 
《 黎 曼 曲面 的 概念 》 一 书 中 给 出 的 ， 该 书 是 数学 文库 中 的 一 颗 明珠 . 2) 

20 世纪 50 年 代 , 法 国 数学 家 J. 勒 雷 (Jean Leray) 和 H. 嘉 当 (Henri Cartan) 
给 出 了 函数 论 中 新 的 重要 思想 , 他 们 开发 了 层 的 概念 及 层 理 论 , 可 见 [212]. 


1.14.1 基本 思想 


分 析 中 的 局 部 -整体 原理 ? ” 复 变 函数 论 的 优美 是 以 下 面 3 个 基本 事实 为 基础 的 : 
(i) 开 集 上 的 每 个 可 微 复 值 函 数 都 能 局 部 地 展开 成 寡 级 数 , BN, 它 是 解析 的 . 
(ii) 单 连通 区 域 中 的 解析 函数 的 围 道 积分 与 积分 路 径 无 关 . 
(iii) 在 一 个 点 的 某 个 邻 域内 解析 的 局 部 给 定 的 每 个 函数 , 可 以 唯一 扩充 成 整体 


1) 这 本 经 典 著作 带 评论 的 新 版 本 已 经 由 Teubner 出 版 社 于 1996 年 出 版 (参看 [236]). 
2) 数论 中 的 局 部 -整体 原理 可 见 2.7.10.2(p 进 数 ). 
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解析 的 函数 , 如 果 把 黎 曼 面 的 概念 用 作 扩张 的 定义 域 . 因此 有 


一 个 解析 函数 的 局 部 行为 唯一 决定 了 它 的 整体 行为 . (1.451) 


o. 实 信函 数 不 neni et 


1.167). HERR Re PERREAN 


(2) 25, zec. (1.452) 


图 1.167 TA 


例 2: 图 1.167(b), (c) 中 描述 的 可 微 函数 不 能 延 拓 成 复数 域 上 的 解析 函数 . 这 是 因 
为 它们 局 部 地 与 函数 (1.452) 一 样 , 但 是 整体 上 不 一 样 . 

原理 (1.451) 在 物理 中 十 分 重要 . 如 果 知 道 一 个 物理 量 是 解析 的 , 那么 只 需要 知 
道 它 在 一 个 小 的 开 集 中 的 表现 , 就 能 理解 (或 至 少 确定 ) 它 的 整体 行为 . 例如 , S Hi 
阵 的 元 素 就 是 这 种 情形 ,8 和 矩阵 描述 了 现代 粒子 加 速 器 中 基本 粒子 的 散射 由 此 事 
实 就 得 到 了 所 谓 的 色散 关系 . 


1.14.2 复数 列 
每 个 复数 z 可 以 写成 


其 中 zx, y 为 实数 . 另外 , 我 们 知道 
jp = 一 1. 


记 Rez := 2(z 的 实 部 )， Imz := y(z 的 虚 部 ). 复数 集 用 C Rm, 复数 的 运算 规则 
KL 1.1.2. 


复 平面 CHES WR z 和 ww 是 两 个 复数 , 则 用 公式 


|z- w| w 
à wr d(z,w) :— |z — w| 
^ 定义 它们 的 距离 , 这 是 平面 中 两 点 间距 离 的 经 典 定义 (图 


图 1.168 1.168). 它 赋予 C 以 度量 空间 的 结构 , 并 且 度 量 空间 的 所 
有 一 般 结 果 (参看 1.3.2) 都 适用 于 C. 
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复数 列 的 收敛 性 。” 当 上 且 仅 当 复 数列 (zr) 满足 关系 式 : 


lim |zn — z| = 0, 
n— Co 


lim zn = z: 
n—oo 


我 们 说 (2n) Ke, 表示 为 


这 等 价 于 
lim Rez, = Rez 和 lim Imz, = Imz. 


4| 3: 由 于 当 n oo 时 , 1/n 一 0, n/(n 4-1) ^ 1, AWA 


ha [54-0 tua 
noo \ n n+1 T 


复数 项 级 数 的 收敛 性 ”这 种 收敛 性 用 关系 式 : 


来 定义 . 1.10 中 已 经 讨论 过 这 种 类 型 的 级 数 . 
复 函 数 的 收敛 性 ”极限 
lim f(z) =b 


Za 


表示 , 对 所 有 n 满足 za, 并 且 满 足 Jim zn=a 的 复数 列 (zn) 有 Jim f(z5) - b. 
1.14.3 ”微分 


基本 的 柯 西 - 黎 曼 微分 方程 给 出 了 复 微 分 与 偏 微分 方程 理论 之 间 的 联系 . 
定义 ”给 定 函数 f :UV CC C, 它 定义 在 点 zo 的 一 个 邻 域 UV 中 . 如 果 极 限 


h 


F (z0) := lim 


存在 , 则 称 f 在 zo 点 处 是 复 可 微 的 . 复数 f'(zo) 称 为 EA zo 处 的 (E) 导数 . 
令 


例 1: 对 f(2):5 z, A f'(z) = 1. 
4 z=r+iy, 其 中 zx,y ER, 并 令 


f(z) = u(x, y) Ea iv(z, y); 


BI wu(z,y)( 相 应 地 , v(z,y)) 是 f(z) 的 实 部 (相应 地 , 虚 部 ). 
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柯 西 (1814) 和 黎 曼 (1851) 的 主 定理 ” 复 值 函数 fj:U CC 一 C 在 zoEC 处 复 
可 微 , SARS u 与 v 在 点 (zo, yo) 处 弗 雷 歇 可 微 , 并 且 柯 西 - 黎 曼 微分 方程 : 


We =Vy, Uy = = (1.453) 
在 点 (xo, yo) 处 成 立 . 这 时 有 
f (20) = uz (zo, yo) + ivz (zo, yo). 


全 纯 函 数 。” 设 开 集 U CC. 函数 f :U CC 一 C 被 称 为 在 U 上 是 全 纯 的 , WR f 
TE U 的 每 个 点 z 处 都 是 复 可 微 的 . 
微分 法 则 与 实 值 可 微 函 数 的 法 则 一 样 , 求 和 、 求 积 、 求 商 的 法 则 及 链 式 法 则 对 复 
导数 都 成 立 (参看 0.8.2)， 反 函数 的 求 导数 法 则 在 后 面 的 1.14.10 中 讨论 
BRA 。 函数 

f(z)=a0+ai(z—a)+a(z—a) + as(z — a)? +. 


在 收敛 域内 部 的 每 个 点 处 都 可 微 (参看 1.10.3). 可 以 通过 对 寡 级 数 逐 项 求 导 得 到 函 
数 的 导数 , 即 

f'(z) = a1 + 2a2(z — a) + 3as(z — a)? +---. 
例 2: 4 f(z) := 7. 由 关系 式 


22 z3 


和 = 


即 得 A 
Pasit Ft =e, 对 所 有 z EC. 


导数 表 ”对 所 有 可 以 展 成 守 级 数 的 函数 , 实 导数 与 复 导 数 一 致 . 重要 的 初等 函数 的 
导数 表 可 见 0.8.1. 
庞 加 莱 微 分 算 子 9z Moz 如果 令 


1/8 .9 4 1fd .0 
drm 5(Z-ig) a a= ieu). 


那么 柯 西 - 黎 曼 微分 方程 (1.453) 可 以 写成 如 下 优美 的 形式 : 
Ozf(zo) = 0. 
S f: U CC 一 C 是 任 一 复 值 函数 , $ :-rciyz-r-iyXk 


dz := dz +idy, dz := dz — idy. 
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如 果 把 f(z) WA f(x,y), 那么 有 


df = uzdz + uydy + i(vedx + vydy). 


df = Ozfdz+ 0zfdz. 


WA f FER zo 处 复 可 微 , 那么 有 
df = Ozfdz. 


由 此 即 得 


1.14.4 1$ 


路 径 无 关 ( 柯 西 积分 定理 ). 
复 平 面 C 中 的 曲线 —C 中 的 曲线 C 由 函数 


z=2(t), axt&b (1.454) 


给 出 (图 1.169(a)). 这 里 -co < a « b < oo. $ z := 十 iy, 因此 这 对 应 着 平面 
R? 中 的 一 条 实 曲线 : 


zc-thy-udh ats 

如 果 函 数 z = x(t), y = y(t) 在 [a,b] LB C! 型 的 , 那么 就 说 曲线 C 是 C7 
型 的 . 
若 尔 当 曲线 WREE [a0] 上 映射 A : t z(t) 是 一 个 同 胚 ， 那 么 称 曲线 C 
是 车 尔 当 曲线 

(1.454) 中 的 曲线 C 是 闭 曲 线 , 如 果 z(a) = z(b). 车 尔 当 闭 曲 线 是 复 平面 C 中 
圆周 {z EC:|z| = 1} HAR. 

若 尔 当 曲线 形态 规则 , B, 没有 像 图 1.169(c) 中 那样 的 自 相交 .* 
曲线 积分 的 定义 ”如 果 函 数 f :UC C 一 C 在 开 集 U 上 连续 , HC:z-—z(ta« 
tb 是 C' 类 曲线 , 则 我 们 用 公式 


NEZ  f(s (0) (Wt 


a 


定义 曲线 积分 . 这 个 定义 与 定向 曲线 C 的 参数 化 无 关 . ? WR HA C 是 闭 的 , 则 
称 为 周 线 积分 


1) 这 意味 着 4 是 一 一 的 , 而 且 A 与 A-! 都 是 连续 的 . 由 于 [a,b] 的 紧 性 , 只 需 4 是 一 
一 的 而 且 连 续 的 即 可 . 

x 图 1.169(c) 所 示 曲 线 应 该 是 一 条 若 尔 当 闭 曲线 . 校 者 

2) 这 里 允许 参数 的 C1 变换 t= t(7), 其 中 a <r « B, MAAN c @ t(7) > O, B, 
t=t(r) 严格 递增 . 
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MEU á i "| 
oc a ee 
(a) (b) (c) 
图 1.169 复 平 面 中 的 曲线 


E 


方向 的 变化 ”如 果 用 -C 表示 由 c 所 得 到 的 与 C 方向 相反 的 曲线 , WA (图 
1.169(b)) 


三 角 不 等 式 


< (C 的 长 度 ) sup |f(z)|. 
zEC 


ia fdz= -| fdz. 


HA (1825) 和 莫 雷 拉 (1886) 的 主 定理 单 连 通 域 U 上 的 连续 函数 : U C 
Coc 是 全 纯 的 , 当 且 仅 当 积分 | fdz 与 U 中 的 积分 路 径 无 关 . D 
G 


例 1: 在 图 1.170(a) 中 , 我 们 有 : | fdz =| fdz. 单 连通 域 的 基本 概念 在 1.3.2.4 
C [014 
引入 . 从 直观 上 说 , 单 连通 域 没 有 洞 
推论 ”在 单 连通 区 域 [ 上 , 连续 函数 fU CCo C 是 全 纯 的 , 如 果 对 U 中 的 所 
有 c 型 若 尔 当 闭 曲线 C 有 
| fdz = 0. (1.455) 
e 


例 2: WRC 是 包围 原点 的 CY 型 若 尔 当 闭 曲线 (如 圆周 ), 而 且 在 数学 意义 上 有 
正定 向 (BN, 逆 时 针 ), 那么 


0, k=0,1,2---, 
| z'dz={ oni, k=-1, (1.456) 
Cc 

0, ko-2,—3,-. 


Bu k =0,1,2,---, 那么 函数 f(z) := z^ YE C 中 是 全 纯 的 . 这 时 , 由 (1.455) 即 得 
(1.456). $F k = —1, 函数 f(z) := z^! 在 非 单 连通 区 域 C — (0) 中 是 全 纯 的 , 但 
是 在 C 中 却 不 是 全 纯 的 . 因而 来 自 于 (1.456) 的 关系 式 


| — = 2ni 
c 4 


1) 路 径 是 C1 曲线 , 或 者 是 由 有 限 条 这 样 的 曲线 连接 而 成 的 曲线 (图 1.170(b)). 例如 , 这 
还 包括 像 多 边 形 的 边界 . 
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y 
i 
5g» 
U 
(a) (b) (c) 


图 1170 ARROW ER 


表明 , 不 能 减弱 (1.455) AF U 为 单 连通 域 这 一 假设 (图 1.170(c)). 

FH, @ C 表示 U 中 起 点 为 zo, BAA z 的 CO! 型 曲线 . 
微 积分 基本 定理 ”给 定 区 域 Z 上 的 一 个 连续 函数 / :SCC 一 C, 并 令 尺 是 7 
在 U 上 的 一 个 原 函 数 , BU, ÆU E F' — f, Wu) 


| fdz = F(z) — F(z). 
e 


JEU 上 的 两 个 原 函 数 相差 一 个 常数 . 
例 3: | ezdz = e* — e”. 
€ 
推论 ”如 果 函 数 f :U CC 一 C 是 在 单 连通 域 UV 中 全 纯 的 , 则 函数 


Æ f EU 上 的 一 个 原 函数 . S 

全 纯 函 数 的 积分 的 基本 (拓扑 ) 性 质 是 , 变 成 C1 同 伦 路 径 或 CI 同调 路 径 后 积 
分 不 变 . 
C' 同 伦 路 径 ”给 定 复 平面 C 中 的 区 域 U. BAC HAC MC 称 为 是 C1 
同 伦 曲 线 , 如 果 满 足下 面 两 个 条 件 : 

(i) C Al C' 有 相同 的 起 点 和 终点 . 

(ii) C 可 以 可 微 地 形变 为 C' (Al 1.170(a)). ? 
定理 1 如 果 f :UCC 一 C 在 区 域 UV 上 是 全 纯 的 , 并 且 如 果 曲 线 C I C' 是 
C1 同 伦 的 , WA 


i faz = . fdz. (1.457) 


1) [ fdc 表示 ie fdc. 因为 积分 与 积分 路 径 无 关 , 所 以 可 以 选择 U 中 连接 zo 和 > 的 
任意 曲线 为 C. 

2) 这 表示 , 存在 从 [a,b] x [0,1] 到 U 中 的 C1 函数 z = z(t,7), 使 得 7 — 0 时 的 象 是 
C,T 二 1 时 的 象 是 O. 
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C! 同调 路 径 ”区 域 0 中 两 条 C5 曲线 C 和 C' 称 为 C1 同调 曲线 , 如果 它 们 
的 边界 不 同 , 即 , 存在 区 域 0, 其 闭 包 包含 在 U 中 , 使 得 


C=C'+02. 


边界 曲线 OO 用 这 样 的 方式 来 定向 , 使 得 区 域 O 在 边界 曲线 的 左边 (图 1.171 (a)). 
在 这 个 情形 我 们 记 作 C ~ C'. 
例 4: 图 1.171 PER 2 的 边界 曲线 OO 由 两 条 曲线 C 和 —C' Am, RAZ, 
an=C-C’, Ail C=C’ 00. 

用 类 似 的 方法 即 得 图 1.172 ONC’. 


OQ 
C ZG m C 
(a) ? (b) (a) (b) 


E117 同调 路 径 图 1.172 同调 路 径 


定理 2 ”方程 (1.457) 对 C ”同调 路 径 C AC’ 也 成 立 . 

柯 西 积分 公式 (1831) $ U 是 复 平面 中 的 区 域 , CHARM 2 := {z eC: 
lz 一 al <r} 及 其 (数学 上 正定 向 ) 边界 曲线 C. MRAM F: UC 是 全 纯 的 , 则 
对 所 有 zE, 有 


"5 以 及 


图 1.173 1 
(p _ f(&) 
Pug 2ni i 


如 果 O 的 边界 曲线 C 是 (数学 上 正定 向 )C! 若 尔 当 闭 曲线 , 那么 上 述 结果 仍然 成 
XZ. 此 外 , EK O 和 CC 都 在 U 中 (参看 图 1.173). 


单 变 量 复 值 函数 论 包含 了 代数 拓扑 的 同 伦理 论 及 同调 理论 的 萌芽 ， 
(关于 这 一 点 ) 它 是 由 庞 加 莱 于 19 世纪 末 创 建 的 . 

有 关 代数 拓扑 更 详细 的 内 容 在 [212]. 

1.14.5 ”微分 式 的 语言 


因而 , 那 就 是 秘密 ! 
浮 士 德 (Faust) 


114 复 变 函数 539 


如 果 使 用 微分 式 的 语言 , 那么 就 可 能 对 前 一 节 的 柯 西 - 黎 曼 定 理 和 柯 西 - 莫 雷 拉 
(Morera) 定理 有 更 深刻 的 理解 . 我 们 考虑 的 出 发 点 是 一 次 微分 式 
w = f(z)dz. 
我 们 使 用 复数 z 的 分 解 式 z = riy, 和 函数 Sf 的 分 解 式 f(z) = u(x, y) +iv(z, y), 
分 别 把 z 和 函数 f 分 解 为 它们 的 实 部 和 虚 部 . 7) 
像 黎 曼 - 罗 赫 定理 这 样 比较 深刻 的 函数 论 结果 需要 黎 曼 面 的 概念 关于 这 一 点 ， 
微分 式 是 基本 对 象 , 它 既 自然 又 不 可 或 缺 (参看 [212]). 


定理 1 | H= . B 


这 个 结果 表明 , 1.144 中 积分 | fdz 的 定义 与 从 微分 式 框架 中 得 到 的 积分 有 
c 
完全 相同 的 意义 . 
证 明 : 
b b 
| E | (ut folida tidy) = | (u + iv) (a(t) + iy'(t))dt 2 f()2 (at. à 
Cc © a a 


定理 2 HERE U 上 的 两 个 C1 型 函数 u,v: U 一 及 ( 复 值 函数 f 的 实 部 和 虚 
部 ). 那么 下 列 陈述 是 等 价 的 : 

(i) ÆU £ dw — 0. 

(i) f YE U 上 是 全 纯 的 . 
这 实际 上 是 用 微分 式 的 语言 叙述 的 1.14.3 中 的 柯 西 - 黎 曼 定理 . 
证 明 : 由 关系 式 du = uzdz + uydy, dv = vzdz + vydy 就 得 到 

dw = (du + idv)(dz + idy) = {(uy + ve) + i(vy — uz) }dy ^ dz. 
因而 dw = 0 等 价 于 柯 西 - 黎 曼 微分 方程 
Uy + üz =0, vy—us-—0. 

定理 3 ” 设 在 单 连通 域 U0 上 有 两 个 O 型 函数 u, v. 那么 下 列 陈 述 等 价 : 

(i) Æ U E dw =0. 

(i) | 与 本 中 的 积分 路 径 C 无 关 


这 就 是 1.14.4 的 柯 西 - 莫 雷 拉 定 理 (至 多 相差 一 个 附加 的 , 正则 性 假设 ). 
证 明 概 述 (>ii). 我们 考虑 图 1.174 中 描绘 的 情况 . RAE 00-C-C'.tn 
REU 上 dw = 0, 那么 由 斯 托 克 斯 定理 得 到 


o=| w=] v=] 2-| w. 
R an c ou 


1) WRH f(x,y) RE f(z), 那么 上 述 关 系 式 可 写成 
w = f(x, y)(dx + idy). 
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=| 即 , U 中 的 积分 与 积分 路 径 无 关 
" 


U 
Ss 
C' 


(a) (b) 
E1174 定理 3 的 证 明 


(ii)>(). RZ, WR U 中 w 的 积分 与 积分 路 径 无 关 , 那么 对 U 中 其 边界 00 
为 封闭 的 C! 类 若 尔 当 曲线 的 所 有 区 域 2 有 


| w= 0. 
aan 


由 此 以 及 德 拉 姆 定理 (参看 [212]) 即 得 , 在 U 上 有 dw = 0. 
定理 4” 如果 f :UCC 一 C 在 区 域 UV 上 是 全 纯 的 , 则 对 U 中 的 C1 同调 路 径 
C fm cu 
[o=] " 
c Cc 
证 明 : AAE U E dw =0, H C=C’ +00, MUA 


E «| u=] w. 
[o] c’ an c' 


因为 从 斯 托 克 斯 定理 即 得 | o=| do=0 D 
on 2 


前 面 的 考虑 构成 了 德 拉 姆 上 同调 论 的 基础 ， 它 位 于 现代 微分 几何 的 中 心地 位 ， 
并 且 在 现代 物理 的 基本 粒子 理论 中 有 重要 应 用 . 
复 平面 C 的 辛 几 何 ”空间 R 具有 自然 的 辛 结构 , 它 由 体积 形式 


L = dz A dy 


所 给 出 . 通过 映射 (x,y) > z iy, 可 以 把 R? 等 同 于 C. 这 样 , C 也 是 辛 空间 . A 
A dz Adz = (da + idy) ^ (dz — idy) = —2ida A dy, 所 以 


复 平面 C 上 的 黎 曼 度量 R? 上 的 经 典 欧 几 里 得 度量 由 


g := dz Q dz + dy @ dy 


给 出 . 如 果 u = (u, u) 是 R? 中 的 点 , 那么 有 dz(w) = wi, dy(u) = uz. 由 此 得 到 
表达 式 


g(u,v) = uv +uzv2 对 所 有 ,uv E R?. 
这 就 是 R? 里 的 标准 标量 积 . 
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如 果 把 复 平面 C 看 成 及 >, 那么 C 也 变 成 了 黎 曼 流 形 . H z= z+iy 和 z= riy 
即 得 
goes (dz & dz + dz & dz). 


作为 凯 勒 流 形 的 复 平面 C 空间 R? RAK RH, 这 由 下 述 线性 算 子 J: R? 一 R? 
给 出 : 

J(z,y):-(—-y,z) 对 所 有 (zx,y) € R°. 
WEHE (z,y) SAF z= x+ iy, 那么 J 对 应 于 映射 > iz( 乘 以 复数 i). 度量 g 
SARA J 是 相 容 的 , BU 

g(Ju, Jv) = g(u,v) 对 所 有 u,v € R7. 


此 外 , 我 们 用 

(u,v) := glu, Jv) 对 所 有 u,v €R. 
表示 2 微分 式 ， 它 称 为 9 的 基本 形 . 对 任意 的 u,v E R?, A (u,v) = u2U1 一 U1V2, 
即 


$= dy ^ dz. 
由 此 即 得 do = 0. 这 样 R? 变 成 了 凯 勒 流 形 . 2 
如 果 把 C 看 作 R?, 那么 同样 复 平 面 C 也 变 成 了 凯 勒 流 形 . 这 种 流 形 像 弦 的 构 
形 空间 一 样 , 在 现代 弦 理 论 (又 称 弦 论 ) 中 起 着 决定 性 的 作用 . 这 个 理论 所 宣称 的 目 
标 是 用 统一 的 理论 (万 物 之 理论 ) 来 解释 所 有 的 四 种 基本 力 . 
关于 凯 勒 流 形 的 一 个 重要 定理 是 著名 的 丘成桐 定理 , 他 因此 (及 其 他 一 些 重要 
结果 ) 于 1982 年 获得 了 菲 尔 将 奖 (参看 [212]). 


1.14.6 ”函数 的 表示 


1.14.6.1 FARK 


0.7.2 的 诸 表 中 包含 了 重要 知 级 数 的 详尽 的 列表 . 1.10.3 BHT RAM. 
EX PRU 上 的 函数 :UC C 一 C 称 为 解析 函数 , 当 且 仅 当 , 对 U 的 每 个 点 
存在 一 个 令 域 , 使 得 在 其 中 f BERIT RM — 1 38208 
柯 西 主 定理 (1831) ”函数 f :UC C 一 C 是 解析 的 , ENA f 是 全 纯 的 . 
推论 U 上 的 全 纯 函 数 有 任意 阶 导 数 . 

全 纯 函 数 的 柯 西 展开 式 WE f 在 点 a eC 的 邻 域 中 是 全 纯 的 , 那么 它 可 以 展开 
RU FEB: 


fæ) = f(a) + F'(a)(z—a) C s — ay +... 


1) [212] 给 出 了 凯 勒 流 形 的 一 般 定义 . 1932 年 凯 勒 (Erich Kahler, 1906—2000) 引进 了 这 
些 流 形 . 
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宕 级 数 的 收敛 域 是 使 广 在 其 中 为 全 纯 函数 的 以 a 为 圆心 的 最 大 开 圆 盘 . 
$1: 考虑 f(z) := .使 /在 其 中 为 全 纯 函 数 的 以 原点 为 圆心 的 最 大 开 加 和 


是 半径 为 1 的 圆 . 因此 几何 级 数 : 


— hg A 
上 一 多 


的 收敛 半径 > = 1. 
解析 面 ”每 个 复 值 函数 w = f(z) 都 与 复 平面 之 上 的 一 个 解析 面相 关联 : ER BG FIL 
ABER R(x, y, C), 并 取 值 5 := |f(z)| 作为 解析 面 在 点 z 处 的 高 . 
例 2: 函数 f(z) := z^ 的 解析 面 是 抛物 面 5 = z^--y* (E 

e 1.175). 

alz 最 大 值 原理 如 果 一 个 非常 数 函 数 f: UCE 一 C 在 开 
集 上 是 全 纯 的 , 那么 函数 5 := |f(z)| EU 上 没有 最 大 
值 . 
id 如 果 在 U ERM C= |f(z)| 在 点 a c U 处 有 绝对 极 


小 值 , 那么 f(a) = 0. 
从 直观 上 说 , 这 表示 在 U 之 上 f 的 解析 面 没 有 最 高 点 . 如 果 存 在 一 个 最 低 点 ， 
那么 在 该 处 高 度 是 0. 
全 纯 函 数列 ”假设 我 们 有 函数 fn: U C C C, 它们 在 开 集 上 是 全 纯 的 . 如 果 
函数 列 在 U 上 一 致 收敛: 


Jim fa(z) = f(z) 对 所 有 ze U, 
那么 极限 函数 f 在 U 上 也 是 全 纯 的 . 此 外 , 对 任意 上 = 1,2,…, 有 
Jim. fa (z) = SP) 对 所 有 ze U. 


1.14.6.2 洛 朗 级 数 与 奇 点 


AE r, pM R, EOST < p< Rg oo. 考虑 圆 环 Q := {z € Clr < |z| < R}. 
洛 朗 展开 定理 (1843) Sf: 0 5 C 为 全 纯 函数 . 那么 对 所 有 z e 2, 有 绝对 收 
敛 级 数 展开 式 : 


f(z) = ao -- a(z — a) + aa(z — a? +- 
a-i a—2 a-a 
a a. 


(1.458) 


1) 这 表示 lim sup |fa(z) — f(2)| = 0. 


noc zcU 
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其 中 系数 由 公式 


a ui]. FOC- ad, k-0, £142, 


给 出 . C 表示 圆心 为 a, 半径 为 p 的 圆周 . 所 谓 的 洛 朗 级 数 (1.458) 在 2 中 可 以 
MUHA ”点 a 称 为 函数 f 的 孤立 奇 点 ,如 果 存 在 a HARR U, 使 得 f 在 
U — {a} 上 是 全 纯 的 . 在 这 个 情形 , (1.458) 对 于 > = 0 和 足够 小 的 数 R 成 立 . 

(i) 如果 (1.458) 成 立 , 其 中 a-m 40, HWRE k > m, a-k =0, 那么 a RA 
f 的 m 阶 极点 . 

(ii) 如 果 (1.458) Jar, 其 中 对 所 有 上 大 > 1, a-r = 0, 那么 a 称 为 f 的 可 去 奇 点 . 
在 这 个 情形 , $ f(a) := ao, f 就 变 成 了 U 上 的 全 纯 函 数 ， 

(iii) 如 果 情 况 (i) 和 (ii) 都 不 成 立 , 即 洛 朗 级 数 包含 无 穷 多 个 负 指 数 项 , 那么 a 

(1.458) 中 的 系数 a, WA f 在 点 a 处 的 留 数 , 记 作 


例 1: 函数 


f): iA E 
在 点 z =1 处 有 一 个 2 阶 极点 , 函数 在 这 一 点 的 留 数 是 a =a. 
例 2: 函数 
dcs. dir 
2 2 Size bis 
在 点 z = 0 处 有 一 个 本 质 奇 点 , 它 在 该 处 的 留 数 是 a = 1. 
AFAR ”函数 f :UC C 一 C 称 为 有 界 的 , 如 果 存 在 一 个 数 S 使 得 对 所 有 的 
zEU 有 |f(z)| < 5. 
定理 ”假设 函数 f 在 点 a 处 有 一 个 奇 点 . 
(i) 如 果 函 数 f 在 a 的 一 个 邻 域内 有 界 , 那么 f 在 点 a 处 的 奇 点 是 可 去 奇 点 . 
(ii) 如果 z 一 a 时 , |f(z)1 一 oo, 那么 函数 f 在 点 a 处 有 一 个 极点 . 
皮卡 定理 (1879) ”如 果 函 数 f 在 点 a 处 有 一 个 本 质 奇 点 , 那么 除了 至 多 有 限 个 例 
Sh, f 在 a 的 每 个 邻 域内 可 以 取 所 有 复数 为 其 值 . 
这 表示 , 在 任 一 本 性 奇 点 附近 , 函数 是 相当 病态 的 . 
例 3: 函数 w = el^ 在 点 z= 0 处 有 一 个 本 质 奇 点 , HART w= 0 外 , 此 函数 
在 原点 的 邻 域内 可 以 取 每 个 复数 为 其 值 . 


544 第 1 章 分 析 学 


1.14.6.3. 整 函 数 及 其 乘积 展开 式 


整 函 数 是 多 项 式 的 推广 . 
定义 ”在 整个 复 平面 上 都 是 全 纯 的 函数 , 并 且 仅 仅 是 这 些 函 数 , 称 为 整 函数 ， 
例 1: 函数 内 = e^, sin z, cos z, sinh z, cosh z 及 每 个 多 项 式 都 是 整 函数 . 
刘 维 尔 定理 (1847) “有 界 整 函数 是 常数 . 

从 直观 上 说 , 这 表示 非常 数 的 整 函数 解析 面 的 高 度 无 界 地 增长 . 
皮卡 定理 BARTS, 非常 数 的 整 函数 取 每 个 复数 为 其 值 . 

例 2: Rw=0 外 , 函数 w= e? 取 每 个 复数 为 其 值 . 
整 函数 的 零点 ”对 于 整 函 数 f : C 一 C, 下 列 陈述 成 立 . 

(i) 或 者 f — 0, 或 者 在 复 平面 的 每 个 圆 盘 里 , f 至 多 有 有 限 个 零点 . 

(ii) 函数 f 是 多 项 式 , 当 且 仅 当 它 在 整个 复 平面 上 有 有 限 个 零点 . 
零点 的 重 数 ”如 果 函 数 f 在 点 a 的 一 个 邻 域 内 是 全 纯 的 , 且 f(a) = 0, 按 定义 我 
们 说 f 的 零点 a 是 m 重 的 , WR f 在 点 a 的 邻 域 内 的 知 级 数 展开 有 形式 

FE = aml a)" + amal —ay 4 
其 中 am 4:0. 这 等 价 于 条 件 
f0(a)0 和 f(a) =f" (a) 2. — f(a) =0. 
f(z) =a]](z-z)™ *Brüzec. 
k=1 


这 里 点 如,… ,zn 是 了 的 不 同 的 零点 , maso ,mn 是 它们 的 重 数 ; a 表示 某 个 非 零 
复数 . 

下 面 的 定理 是 对 更 一 般 函 数 的 推广 : 
魏 尔 斯 特 拉 斯 乘积 公式 (1876) +f: C 一 C 表示 非常 数 整 函数 , 它 有 无 穷 多 个 
零点 a, 2 …, 它们 的 相应 重 数 是 m, ma, s. BA, 对 于 f, 有 公式 


f(z) =e I[G-2)"*e*G, 对 所 有 z EC, (1.459) 
k=1 


其 中 , pi, po, … 是 多 项 式 , 9 表示 一 个 整 函数 . Y 
oc 2 
例 3: 对 所 有 z €C, A sinne = nz [| ( z a): 这 个 公式 最 初 是 被 当时 还 十 分 


k=1 


年 轻 的 欧 拉 发 现 的 . 
推论 ”如 果 指 定 至 多 可 数 个 零点 及 其 重 数 , 那么 存在 一 个 整 函数 , 它 有 这 些 零点 及 
重 数 . 

1) 因为 对 所 有 的 w € C, e £0, 所 以 (1.459) 中 的 指数 因子 并 不 为 f 增加 零点 , 但 是 保 
证 乘积 的 收敛 性 . 
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1146.4 亚 纯 函数 与 部 分 分 式 展开 
亚 纯 函数 是 有 理 函 数 (多 项 式 的 商 ) 的 推广 . 
定义 ”函数 f 称 为 是 亚 纯 的 , 如 果 它 在 C LESAN, 且 除 了 一 些 孤立 奇 点 外 , 其 
他 奇 点 都 是 极点 . 
我 们 把 值 ce 与 f 的 极点 联系 起 来 , 并 把 点 oo 添加 到 C E, 考虑 C 的 紧 化 
C := CU{co}( 这 个 空间 可 看 成 二 维 球面 , 参看 下 面 的 1.14.11.4, 它 具 备 自然 的 复 结 
H, 但 是 这 里 只 涉及 C 与 表示 oo 的 点 的 并 和 集 组 成 的 空间 .) 
例 1: 函数 w = tan z, cot z, tanh z, coth z 及 任意 有 理 函 数 , 所 有 整 函数 都 是 亚 
纯 函数 . 
亚 纯 函数 的 极点 ”对 每 个 亚 纯 函数 f : C 一 C, 下 列 陈述 成 立 : 
(i) 函数 f 在 每 个 圆 盘 有 至 多 有 限 个 极点 . 
(i) f 是 有 理 函 数 ， 当 且 仅 当 ， 在 整个 复 平 面 上 它 只 有 有 限 个 极点 和 有 限 个 
(ui) f 是 两 个 整 函数 的 商 (这 是 对 下 面 事实 的 推广 : 有 理 函 数 是 多 项 式 的 商 ). 
(iv) 所 有 亚 纯 函数 构成 的 集合 形成 一 个 域 (2.5.3 意义 下 的 )， 它 是 整 函数 环 
(2.5.2 意义 下 的 ) 的 商 域 . 
有 理 函 数 的 部 分 分 式 分 解 定 理 称 , 每 个 有 理 函 数 f 可 以 写成 多 项 式 及 形式 为 
b 
(z — a)* 
的 表达 式 的 线性 组 合 , 其 中 点 a 是 f 的 极点 ,b 是 某 一 复数 . 
米 塔 - 列 夫 勒 定理 (1877) $ f:C C 是 亚 纯 函数 ， 有 (无 穷 多 个 ) 极点 z, 
,使 得 zal < |z| «c. 则 除了 f 的 极点 外 , 对 其 他 所 有 的 z € C, RER 


2) = Dn (5) -ml (1.460) 


成 立 . 这 里 , gi, g2, 与 pi, pao 是 多 项 式 . 
例 2: 对 不 等 于 函数 w= sin nz 的 极点 k c Z 的 所 有 复数 > 有 


和 1 
aoa (ue tui) 


推论 ”如果 规定 了 极点 及 它们 在 洛 朗 展开 式 中 的 主要 部 分 ( 即 负 寡 次 项 ), 则 存在 一 
个 亚 纯 函 数 具有 给 定 的 这 些 极点 与 主要 部 分 . 


1.14.6.5 ” 犹 利 克 雷 级 数 
狄 利克 雷 级 数 在 解析 数论 中 很 重要 . 
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f(s) := y ana aas (1.461) 


os: Im WAM)! 


六 一 oo N 


这 里 , 量 A(N) 由 下 述 关 系 式 定义 : 


定义 ”无穷 级 数 


N oo 
Ya HY RR, 
n=1 


A(N):= 4 "s = 
>》 Qn, 4 x, an 收敛 时 . 
n=N n=l 


此 外 , 我 们 用 2€ = 262, := (s € C[Res > oo) 表示 C 中 位 于 oo“ 右边 ”的 部 分 . 
例 1: WR An := In n, an := 1, 我 们 得 到 黎 曼 CHK 


oo 


Q3) - Y, 


n=1 


其 中 oo = dim PY = 1. 下面 三 个 陈述 对 狄 利克 雷 级 数 ， 比 如 黎 曼 C 函数 成 立 


定理 (i) 狄 利克 雷 级 数 (1.461) 在 开 的 半空 间 o6 中 收敛 , 在 开 的 半空 间 C — 77 
中 发 散 , Eo 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 . 

(i) 函数 f 在 2€ 上 是 全 纯 的 . BH (1.461) 可 以 逐 项 求 导 任意 次 . 

(ii) 如 果 对 所 有 的 n, 有 an > 0, An = ln n, 那么 f 在 点 s = oo 处 有 一 个 奇 
点 . 
与 素数 理论 的 联系 ” 令 9 : Ny 一 C 为 定义 在 正 自然 数 集合 上 的 函数 ，g 称 
为 乘 性 函数 ， 当 且 仅 当 ， 对 所 有 互 素 自然 数 m, n 有 g(mn) = g(m)g(n)， 如 果 
级 数 


绝对 收敛 , 那么 有 欧 拉 积 
fo) =T] (1+ +s...) 


p? ps 
其 中 , 这 个 积 中 的 p 取 遍 所 有 素数 . 这 个 积 总 是 绝对 收敛 的 . 
例 2: 在 g 三 1 的 特殊 情形 , 有 
¢(s) = Il (1 = x) ， 对 所 有 满足 Res > 1 的 s EC. 


s 
p 
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MRS 5 函数 及 著名 的 黎 曼 假设 (一 个 猜想 ) 的 更 详细 的 讨论 见 2.7.3. 
1.14.7 ” 留 数 计算 与 积分 计算 


数学 是 避免 计算 的 艺术 . 
民间 传说 


下 面 的 定理 意义 重大 . CRH, 为 了 计算 复 积分 , 对 于 计算 整个 积分 而 言 , 只 需 
知道 被 积 函数 在 积分 路 径 内 奇 点 处 的 行为 便 足 够 了 ， 积 分 的 计算 会 十 分 乏味 . 一 定 
是 上 帝 把 留 数 计算 这 一 漂亮 技巧 送 给 柯 西 去 发 现 的 , 在 很 多 情况 下 它 把 计算 量 降 到 
最 低 . 

柯 西 留 数 定理 (1826) Fee f:U CC C 除 有 限 个 极点 x, ---, zn 外 在 开 
RU 上 全 纯 . 那么 有 
| fdz = 2ni Sy Resz, f. (1.462) 


k=1 


RH, C 是 U 中 C” 型 闭 车 尔 当 曲线 , 所 有 点 zn 


z 在 其 内 部 , 而 且 它 是 正定 向 的 (数学 意义 上 的 , 参看 图 GES 
1.176). 


$1 + 
EN 2 图 1.176 
RI m 
因而 Resz=ı f = 1, Ress=_1f = 一 2. 对 围绕 两 个 点 z = X1 的 圆周 C, 有 
| fdz = 2ni(Resz=1f + Resz=-1f) = —2mi. 
e 


计算 法 则 MRAM f 在 点 a 处 有 m 阶 极点 , 那么 

Resa f = lim (z — a) f (z), 对 于 m == 1 (1.463) 
以 及 

Resa f = lim F(™ 1(z),， 对 于 mm > 2, 
其 中 F(z) := (z — a)™ f(2)/( m- i 


例 2: 有 理 函数 a (其 中 g(a) £0) 在 点 a 处 有 一 个 mn 阶 极点 , PS ELDUSSA RE h 
在 点 a 处 有 一 个 m 阶 零点 . 


典型 例子 ”我们 有 


四 ma) dz = m) Resz, 1 (1.464) 
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在 计算 实 积 分 的 时 候 , 假设 g, h 是 多 项 式 , H deg h > deg g -- 2. 分 母 h 应 该 在 实 
轴 上 没有 零点 . 我 们 用 a, …, zn 表示 在 上 半 平 面 中 ( 即 , 复 平 面 中 具有 正 虚 部 的 
复数 的 集合 ) h 的 零点 . 
= oue 

f| 3: n Pagi 

证 明 : 由 于 多 项 式 h(z) := 1 十 z? 可 以 分 解 成 h(z) = 
在 上 半 平 面 中 点 z = i 处 有 一 个 一 阶 零点 . 从 (1.463) 即 得 
(z-i) 


1 
1+2  zA4(z-i(z-i) 2i 


(z—i)(z +i), 所 以 h(z) 


Res i 


因而 由 (1.464) 得 


e da . 1 
M 1333 = 2xiRes; TE = I. E 


Ar + BR 选 得 足够 大 , 使 得 上 半 平 面 中 h 的 所 有 零点 都 
包含 在 半圆 内 部 . 由 (1.462) 得 


(1.464) 的 证 明 概述 $ f = T 图 1.177 中 半圆 的 边界 


fdz+ | fdz= | fdz = 2zi > Res,,]f. 
图 1.477 " Bg AR+BR 2 
(1.465) 


此 外 , 有 
lim | fdes- i f(z)dx 


R—oo 
以 及 
lim | faz =0 (1.466) 
BR 


Roc 
当 RR 一 co 时, 由 (1.465) 即 得 断言 (1.464). 
极限 关系 式 (1.466) 可 以 从 估计 ? 


常数 ”常数 


Ge TT = TEE 


对 所 有 满足 |z| = RIS z 


得 到 , 而 此 估计 从 次 数 关 系 式 deg h > deg g 十 2 即 得 ,从 周 线 积分 的 三 角 不 等 式 
得 到 


| fdz| < (半圆 周 BR 的 长 度 ) sup |f(z)| 
Br z€Bg 
RE : 
«T o0 Roo. 


1) 这 里 的 常数 与 R 无 关 . 
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1.14.8 ”映射 度 

假设 给 定 复 平面 中 一 个 有 界 区 域 0, 它 的 边界 00 由 有 限 个 闭 C! 型 车 尔 当 曲 
线 组 成 ， 曲 线 的 方向 这 样 确 定 : 2 总 位 于 曲线 的 左边 (图 1.178). 记 作 f EL), 
如 果 : 


Q 
(a) (b) 
图 1.178 定义 映射 度 时 有 的 定义 域 
(i) 除 有 限 个 极点 外 , 函数 了 在 2 的 一 个 开 邻 域 中 是 全 纯 的 ， 其 中 极点 都 在 
R 内 . 
(i) 在 边界 ON 上 没有 f MER. 
EM QL 的 映射 度 定义 为 


deg(f, (2) := N — P. 


这 里 N( 相 应 地 , P) 是 f 在 2 中 所 有 零点 (相应 地 , 极点 ) 重 数 之 和 . 
wl: 对 于 f(z) := 2* MBH 0 := {z EC:|z| < R}, A 


deg(f,2)=k, k=0,+1, +2,--- 


EH 8 f,g € (2), 那么 有 


(i) 表示 公式 
1 
deg(f, £2) =} he 


^ 2mi 


a. 
no» 


lg(z)| < max |f(z)] (1.467) 


即 得 deg(f, 2) = deg(f + g, 2). 
儒 吹 零点 原理 (1862) ”假设 函数 f, g EN 的 一 个 开 邻 域 上 是 全 纯 的 , JF B. (1.467) 
成 立 . 那么 , 如 果 f 在 0 上 有 一 个 零点 , 即 得 f 十 g 在 0 上 也 有 一 个 零点 . 
证 明 : 因为 f 有 一 个 零点 , 没有 极点 (f 是 全 纯 的 ), 所 以 有 deg(f, 2) 40. 由 
上 面 的 (iii) 即 得 deg(f +g, 2) A 0, 由 (ii) 得 出 本 结论 . 口 
映射 度 的 一 般 理论 可 见 [212], 它 使 得 能 够 证 明 数 学 中 一 大 类 问题 (方程 组 、 常 
微分 和 偏 微分 方程 组 、 积 分 方程 组 ) 解 的 存在 性 , 而 不 用 具体 构造 出 这 些 解 . 
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1.14.9 ”在 代数 基本 定理 上 的 应 用 


以 现代 观点 来 看 , 我 们 可 以 说 , 1799 年 高 斯 给 出 的 代数 基本 定理 的 

证 明 原 则 上 是 正确 的 , 但 是 不 完善 . 
F. 克 莱 因 (Felix Klein, 1849—1925) 
然而 , 我 们 不 禁 要 问 : 随 着 数学 知识 的 不 断 扩 展 ,单个 的 研究 者 想 
要 了 解 这 些 知识 的 所 有 部 门 岂 不 是 变 得 不 可 能 了 吗 ? 为 了 回答 这 个 问 
题 , 我 想 指出 , 数学 中 每 一 步 真 正 的 进展 都 与 更 有 力 的 工具 和 更 简单 的 
方法 的 发 现 密 切 联 系 着 , 这 些 工 具 和 方法 同时 会 有 助 于 理解 已 有 的 理论 
并 把 陈旧 的 、 复 杂 的 东西 抛 到 一 边 . 数学 科学 发 展 的 这 种 特点 是 根深 蒂 
固 的 . 因此 , 对 于 个 别 的 数学 工作 者 来 说 , 只 要 掌握 了 这 些 有 力 的 工具 
和 简单 的 方法 , 他 就 有 可 能 在 数学 的 各 个 分 支 中 比 其 他 学 科 更 容易 地 找 

到 前 进 的 道路 .“ 

D. 希 尔 伯 特 (David Hilbert) 
巴黎 讲座 , 1900 


代数 基本 定理 每 个 次 数 >n 的 具有 复 系数 a; 的 多 项 式 


—1 


p(z) := z” +an-12" 十 … 十 Q1z 十 ao 


有 一 个 (X) 零点 . 

高 斯 把 p 分 解 成 实 部 和 虚 部 p(z) = u(z,y) + iv(z, y), 并 研究 平面 代数 曲线 
u(z, y) = 0, v(z, y) = 0 的 性 质 . 这 种 类 型 的 证 明 元 长 乏味 , 并 且 需 要 代数 曲线 的 工 
具 才 能 简化 , 这 一 先进 的 工具 在 今天 我 们 已 经 有 了 , 而 在 高 斯 的 时 代 还 没有 出 现 . 

高 斯 直观 上 清晰 的 思想 是 : 考虑 半径 为 R 的 圆 盘 


Dr := {z E C: |z| < R}. 
多 项 式 p 产生 一 个 映射 (也 用 p 表示 ) 
p:Dr-C, 


其 中 , 数学 意义 上 的 正定 向 边界 曲线 ODe 被 映射 到 数学 意义 上 正定 向 绕 原点 n 次 
的 圆周 p(ODr)(n = 2 时 的 情形 参看 图 1.179)， 因 而 一 定 存在 一 个 点 z1 € Dn 被 
映射 到 原点 ,， BN, p(z1) = 0. 为 了 证 明 象 曲线 p(ODm) RRA n 次 , 我 们 考虑 由 
f(z) := z^ 定义 的 多 项 式 w = f(z). 从 关系 式 z = Re? 即 可 得 


w-—R^é"*, 0<ọ< 2n. 


* 此 处 译文 取 自 李 文 林 、 圳 向 东 译 “数学 问题 一 一 在 1900 年 巴黎 国际 数学 家 代表 会 上 的 
讲演 ”, 数学 史 译文 集 ， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 1981, 82. 
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图 1.179 


因而 , 半径 为 R 的 圆周 OD 被 映射 到 半径 为 R 的 圆周 f(ODn), CARA n 次 . 

如 果 RR 足够 大 , 那么 绕 原点 这 一 特性 对 p 也 成 立 , 因为 p 与 f. 只 有 低 阶 项 不 一 样 . 
下 面 的 证 明 是 上 述 思想 的 严格 阐述 . 

代数 基本 定理 的 第 一 个 证 明 (映射 度 ) id 


p(z) := F(z)  9(2), 
其 中 f(z) := 2". 对 所 有 满足 |z| = R H z, 有 
f) - R" 和 |g(2)| < C R. 
如 果 RAE, WA 
lg(z)) < |f(z)|， 对 所 有 满足 |z| = RR 的 z. 


函数 f 显然 有 一 个 零点 . 根据 1.14.8 中 的 侨 软 定理 即 得 函数 f +9 = p 也 有 一 个 
零点 . 

下 面 的 证 明 更 短 一 些 . 
代数 基本 定理 的 第 二 个 证 明 ( 刘 维 尔 定理 ) ”假设 多 项 式 p 没 有 零点 . 则 其 倒数 1/p 


MES Eo 
所 以 它 也 是 有 界 函 数 . 根据 刘 维尔 定理 , 1/p 一 定 是 常数 . 这 (与 p 不 是 常数 ) 是 一 


个 矛盾 , 因此 证 明 p 有 一 个 零点 . 
推论 ”由 于 p(2) = 0, 所 以 p 在 点 zi 处 的 容 级 数 展开 式 为 


p(z1) = a1(z— 21) +a2(z — 21)? +, 


因而 p(z) = (z—z1)q(z). 多 项 式 q ABA z2, 因而 q(z) = (z — z2)r(z). 诸如 此 类 . 
把 这 些 事实 放 在 一 起 就 得 到 一 个 因 式 分 解 


[e = e-a- 22): — 22] 
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1.14.10 “双全 纯 映 射 和 黎 曼 映 射 定理 


双全 纯 映 射 的 重要 性 质 是 , 它 把 全 纯 函 数 变 换 成 全 纯 函数 . 而且 , 双全 纯 映射 
是 保 角 的 ( 共 形 的 ). 
定义 ” 令 U,V 是 复 平面 C PHAR. 函数 f :U 一 V 是 双全 纯 的 , 如 果 它 是 一 
一 映射 , HE f 和 fo * 都 是 全 纯 的 . 
局 部 反 函 数 定理 令 在 点 a 的 某 个 邻 域内 给 定 一 个 全 纯 函数 f :UU CC 一 C, 它 
满足 

f'(a) £0. 

则 f 是 从 点 a 的 一 个 邻 域 到 点 f(a) 的 一 个 邻 域 的 双全 纯 映射. 

NF RAM w= f(z), 和 实 函 数 情 形 一 样 , 有 莱 布 尼 茨 法 则 


A RE JN (1.468) 


整体 反 函 数 定理 ”假设 函数 f :UC C 一 C 在 区 域 VU 上 是 全 纯 的 和 单 射 的 . 那么 
HE f(U) 也 是 一 个 区 域 , B. f 是 从 U 到 f(U) 的 双全 纯 映 射 . 

此 外 , Æ U E f’(z) £0, 并 且 f(U) 上 了 的 反 函 数 的 导数 公式 为 (1.468). 
全 纯 变换 原理 SERE U 上 给 定 一 个 全 纯 函数 


f:UCC-C. 


此 外 , & b:U — V 为 双全 纯 映射 . 则 可 以 自然 地 把 f 变换 到 集合 V.? 对 这 个 变 
换 后 得 到 的 函数 f, 有 

(i) Je: V CC 一 C 是 全 纯 的 . 

(ii) 积分 不 变 , 即 , 对 U 中 所 有 C? 曲线 C 和 C. := b(C), 都 有 


ip f(z)dz = E f«(w)dw, 


注 “这 个 重要 结果 使 得 引进 复 流 形成 为 可 能 . 大 致 地 说 , 有 如 下 陈述 : 

(i) 一 维 复 流 形 M 这 样 构造 : 在 每 个 点 Pe M 周围 , 用 属于 复 平面 C 的 一 个 
FÆ U 的 坐标 z 局 部 描述 M. 

(ii) 从 开 集 U 到 开 集 V 的 双全 纯 函 数 w = b(z) 描述 了 从 局 部 坐标 z 到 局 部 
坐标 w 的 变换 . 

(ui) 仅仅 在 这 种 局 部 坐标 的 变换 下 保持 不 变 的 M 的 那些 性 质 才 被 认为 是 重 
要 的 . 

1) 显然 有 fe := fob 1, Bl fe(w) = f(b} (w)). 
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(iv) 全 纯 变换 原理 表明 , 全 纯 函数 与 积分 的 概念 在 复 流 形 上 是 以 不 变 的 方式 定 
义 的 . 

(v) 一 维 连通 复 流 形 称 为 黎 受 面 . 

这 些 对 象 的 精确 定义 见 [212]. 
黎 曼 主 定理 (1851)( 黎 曼 映 射 定理 ) ” 复 平面 C 中 每 个 不 等 于 C 的 单 连通 区 域 可 
以 被 双全 纯 地 映射 到 单位 圆 的 内 部 . D? 


1.14.11 ” 共 形 映射 的 例子 
为 了 从 几何 上 解释 全 纯 函 数 f :UC C C 的 性 质 , 我 们 把 
w = f(z) 


看 成 是 一 个 映射 , 它 把 z 平面 的 每 个 点 z 与 w 平面 的 点 w 联系 起 来 
共 形 映射 ”由 f 定义 的 映射 称 为 在 点 z= a 处 是 保 角 的 或 共 形 的 , 如 果 在 这 个 映 
射 下 , 过 点 a 的 两 条 C? 曲线 的 夹 角 (包括 方向 ) 保持 不 变 (图 1.180). 


(a) z 平 面 (b) ww 平面 
图 1.180 共 形 映射 


一 个 映射 称 为 是 保 角 的 或 共 形 的 , 如 果 在 定义 域 的 每 个 点 处 它 都 是 如 此 的 . 
定理 ”定义 在 点 a 的 某 个 邻 域 U 上 的 全 纯 函 数 f :UC C 一 C 确定 了 一 个 在 点 
a 处 的 共 形 映射 , SAMS f(a) z 0. 

每 个 双全 纯 映 射 f:U 一 V 是 共 形 的 . 


1.14.11.1 相似 变换 群 
4 a, b 为 固定 复数 , Baz 0. 那么 


[w=az+b 对 所 有 z ec] (1.469) 


确定 了 一 个 从 复 平面 C 映 到 自身 的 双全 纯 (因而 是 共 形 的 ) 映射 w : CC. 
例 1: 对 于 a = 1, 映射 (1.469) 是 平移 变换 . 


1) 每 个 双全 纯 映射 是 保 角 ( 共 形 ) 的 . 

从 1907 年 开始 , 深刻 的 庞 加 莱 和 克 贝 单 值 化 定理 以 如 下 方式 推广 了 黎 曼 映射 定理 : 每 个 
单 连通 黎 曼 面 恰 可 以 被 双全 纯 地 映射 到 下 列 情形 之 一 : 单位 圆 的 内 部 , 复 平面 本 身 , 或 者 是 闭 的 
复 平面 CHRM), 可 见 1.14.11.3. 这 个 推广 的 详细 情况 可 见 [212]. 
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例 2: 4 z-—re*. WE b= 0,a= lajit, WA 


w = |a|reX**9, 


因而 , 映射 w = az 是 角度 旋转 了 a, 同时 长 度 乘 以 |a| 的 一 个 旋转 . 

当 != 0, a > 0 时 , 得 到 正常 相似 变换 (长 度 乘 以 a). 

所 有 变换 (1.469) 构成 的 集合 形成 从 复 平 面 C 映射 到 自身 的 保定 向 的 相似 变 
换 群 . 


1.14.11.2 单位 贺 上 的 反 演 
映射 


w= 对 所 有 满足 z v 0 的 z e C 


是 双全 纯 的 , 因而 是 从 有 和 孔 复 平面 C 一 (0) 到 自身 的 共 形 
映射 . MRS z = rei”?, 则 有 


1 
w= =e 
r 


由 于 jw| = 二, 所 以 通过 点 > 关于 单位 圆周 的 反射 点 , 同 


|z| 


8 LIS 时 关于 实 轴 的 反射 , 就 得 到 了 点 w( 图 1.181). 


114.113 复 平 面 的 闭 包 
4 


Bp, 我 们 把 点 oo 加 到 复 平面 C 上 , 称 C 为 完备 的 复 平 面 ， 对 于 复 流 形 的 构造 ,下 
述 构造 是 有 代表 性 的 . 我 们 的 目的 是 给 出 C 上 的 局 部 坐标 . 
局 部 坐标 的 定义 ” (i) 对 每 个 点 a € C, 我 们 把 邻 域 0 := C 作为 邻 域 , 对 于 2 € C, 
其 坐标 为 := 2. 

(ii) 我 们 把 V := C 一 (0), REA oc 的 邻 域 , 其 局 部 坐标 是 


这 样 , 对 每 个 点 2 € C — {0}, 我 们 有 两 个 不 同 的 局 部 坐标 C = > AC! = 1/z, 这 两 
个 局 部 坐标 满足 关系 式 C= 1/C. 点 0 只 有 局 部 坐标 C= 0, 而 点 oo 的 局 部 坐标 
C' — 0. 这 样 , 我 们 得 到 了 记号 0 = 1/oo 的 一 个 严格 表达 式 . 
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完备 复 平面 的 映射 通过 过 渡 到 局 部 坐标 定义 了 映射 
f:Uccoc 

的 性 质 . 例如 , f 是 全 纯 的 , 当 且 仅 当 , 过 渡 到 局 部 坐标 它 也 是 全 纯 的 . 

例 1: &n=1,2,---. 映射 


| g^. 对 z € C, 


oo, 对 z = oo 
是 一 个 全 纯 映 射 f : CC. 
证 明 : 首先 , /显然 在 开 集 U := C 上 全 纯 . 把 方程 
w = f(z), z €C— {0} 


= Ger 因而 , 在 另 一 个 开 集 V 上 , 有 


w=, (1.470) 


变换 到 局 部 坐标 = 二 ,/ = +, 得 到 


4 
w 


这 是 C 上 的 一 个 全 纯 函 数 . 因而 , 由 定义 , f 在 V =C- {0} 上 是 全 纯 的 . oO 
根据 方程 (1.470), 在 局 部 坐标 里 有 一 个 n BEAR. AA C =0 对 应 着 点 z = oo, 
并 且 f(oo) = oo, 所 以 我 们 说 f 在 oo 处 有 一 个 n 阶 无 穷 (极点 ). 


例 2: BRAY 
2 对 z € C, 

f(z) = | i Pe 
是 一 个 双全 纯 映 射 fF: CoC. 
证 明 : 由 例 1 知 , f 是 全 纯 的 . 此 外 , f : Co C 是 一 一 映射 , 且 f-! = f. 因而 得 
到 , 正如 我 们 所 要 证 明 的 , f^ 1 : C C 是 全 纯 的 ， 
例 3: MR w= p(z) En 次 多 项 式 , 且 如 果 令 p(oo) := oo, 则 p:C 一 EC 是 一 个 
全 纯 函 数 , HEA z= oo 处 有 一 个 n 阶 极点 . 
例 4: 4n=1,2,---. 4 


f(z)=4 ©, 对 z = 0, 
0 


则 f:C— C 是 全 纯 映 射 , 且 在 点 z = 0 处 有 一 个 n 阶 极点 , 在 点 z = oo 处 有 一 
An WER. 
对 于 n= 1,f:C 一 C 是 双全 纯 的 . 
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证 明 : 为 了 在 z = 0 的 某 个 邻 域内 研究 w = f(z), 利用 局 部 坐标 w = 1/u 和 
C = z. 由 此 形成 的 函数 

=Ç" 
E C= 0 的 某 个 邻 域内 是 全 纯 的 , 且 有 一 个 n 阶 零点 . 因而 , f 在 z = 0 处 有 一 个 
n 阶 极点 . 
邻 域 GRE e>. 对 每 个 点 peT, TEX c 邻 域 为 


Ue(p):= {z EC: |z-p|<e}, 当 pe CH, 


并 令 U.(oo) 为 所 有 满足 |z| > e-! 的 复数 z 及 点 oo 构成 的 集合 . 

FR ”完备 复数 球面 C 的 子 集合 U 称 为 开 集 , 如 果 对 此 集合 中 的 每 个 点 , U BD 
包含 那个 点 的 一 个 邻 域 . 

(i) 借助 于 这 些 开 集 , 我 们 可 以 给 完备 复数 球面 C 一 个 拓扑 空间 结构 , 这 样 对 
它 就 可 以 应 用 拓扑 空间 的 所 有 概念 (参看 [212]). 特别 地 , C 为 紧 集 , 连通 集 . 

(ii) 对 于 我 们 已 经 引入 的 局 部 坐标 , 空间 C 变 成 了 一 维 复 流 形 , 因此 对 它 可 以 
应 用 复 流 形 的 所 有 概念 (参看 [212]). 

(ui) 由 定义 , 一 维 复 流 形 是 黎 曼 面 . 因而 C 也 是 一 个 紧 黎 受 面 . 

19 世纪 中 期 , 黎 曼 研 究 黎 曼 面 的 直观 概念 (参看 1.14.11.6). 在 历史 上 , 对 “ 黎 
曼 面 ”的 概念 从 数学 上 进行 严格 化 的 努力 , 为 拓扑 学 和 流 形 理论 的 发 展 作出 了 巨大 
贡献 . 在 这 个 方向 上 作出 的 决定 性 一 步 是 H. 外 尔 (Hermann Weyl) 出 版 于 1913 年 
的 著作 《 黎 曼 面 的 思想 》. 


114.14 黎 曼 球面 
令 (2,y,0) 是 给 定 的 笛 卡 儿 坐 标 系 . 球面 


S? := ((z,y, C) ER 2? +y? + =1} 


称 为 黎 曼 球面 . $ N 表示 北极 , BD, 坐标 为 (0, 0, 1) 的 点 . 
球 极 平 面 投影 


的 定义 是 , 把 5? {N} 的 给 定点 P 映射 为 连接 N 和 P 
的 直线 NP 与 (z,y) 平面 的 交点 z = e(P)(E 1.182 Æ 
图 1.182 ART S? 与 (z,() 平面 的 交点 ). 把 N 映射 到 点 oo, 就 可 
以 把 这 一 映射 扩充 为 p : s? 5 C. 
例 : S? 的 南极 S( 坐 标 是 (0, 0, —1)) 被 o 映射 到 复 平面 C 的 原点 , 而 (S? 的 ) 赤 
道 被 映射 到 单位 圆周 . 
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定理 ”映射 p : 5? — C 是 同 胚 映射 , 即 , 它 把 S? — {N} 共 形 地 映射 到 C. 
推论 ”如 果 我 们 把 局 部 坐标 从 C 变换 到 5?, 那么 黎 曼 球面 S? 成 为 一 维 复 流 形 ， 
且 映 射 y: S? 一 C 是 双全 纯 的 . 更 确切 地 说 , S? 是 紧 的 黎 曼 面 . 


1.14.11.5 默 比 乌 斯 变换 群 
定义 ”所 有 双全 纯 映射 f: C 一 C 的 集合 形成 一 个 群 ， 称 为 C 的 自 同 构 群 
Aut (C).? 
C 上 的 共 形 几何 学 ” 群 Aut (C) 确定 了 完备 平面 C 上 的 共 形 对 称 的 概念 . 如 果 某 
个 性 质 在 群 Aut (C) 的 所 有 变换 下 保持 不 变 , 那么 由 定义 , 这 个 性 质 属于 C 的 共 形 
几何 学 . 
例 1: C 上 的 一 个 广义 圆 是 , C 中 的 一 个 圆 (在 C 中 的 象 ) 或 C 中 一 条 具有 点 oo 
的 直线 . 

Aut (C) 的 元 素 把 广义 圆 映 射 到 广义 圆 . 
默 比 乌 斯 变换 WR a, b, c, d 是 复数 , H ad — bc 0, 那么 变换 


(1.471) 


(i) 对 于 c= 0, $ f(oo) := oo. 
(ii) 对 于 ez 0, > f(co) := a/c, H f(—d/c) := oc. 
默 比 乌 斯 (August Ferdinand Móbius, 1790—1868) 首先 研究 了 这 些 变换 . 
定理 1 5 的 自 同 构 群 Aut (C) 恰 由 默 比 乌 斯 变换 构成 . 
例 2: 把 上 半 平 面 56. := {z € ClImz > 0} 共 形 (RA) 映射 到 自身 的 默 比 乌 斯 变 
PR, 是 形 如 (1.471) 那些 的 变换 , 其 中 a, b, c, d 是 实数 , A ad — bc > 0. 
例 3: 把 上 半 平 面 共 形 映射 到 单位 圆 盘 (单位 圆周 的 内 部 ) 的 默 比 乌 斯 变换 , 是 形 如 
a ZP 
z—p 
那些 的 变换 , 其 中 a, p 为 复数 , H la| = 1, Imp > 0. 
例 4: 把 单位 圆 盘 的 内 部 共 形 映射 到 自身 的 所 有 默 比 乌 斯 变换 , 是 由 
a EL 
pz—1 
给 出 的 所 有 了 映射 , 其 中 a, p 为 复数 , A la| = 1, |p| <1. 
默 比 乌 斯 变换 的 性 质 ”对 于 一 个 默 比 乌 斯 变换 f, 有 
1) 自 同 构 群 的 概念 与 保持 不 变 的 结构 有 关 . 这 里 , 我 们 要 求 保持 作为 复 流 形 的 结构 ， 因 而 
是 双全 纯 映射 . 也 存在 微分 同 胚 群 、 同 胚 群 等 , 每 个 都 不 一 样 . 
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(i) f 可 以 是 由 平移 , 旋转 , 正常 的 相似 变换 及 关于 单位 圆周 的 反 演 复合 而 成 . 
反之 , 每 个 这 样 的 映射 的 复合 是 默 比 乌 斯 变换 . 
(ii) f 是 共 形 的 , 把 广义 圆 映 到 广义 圆 ， 
(iii) f RE C 中 四 个 点 的 交 比 
y= 238 , AA 23 
Z4 — 22 21 — 22 


不 变 . 0 
(iv) 每 个 不 是 恒 等 变 换 的 默 比 乌 斯 变换 至 少 有 一 个 、 至 多 有 两 个 不 动 点 (满足 
f(P)=P WA P). 


4 GL(2,C) 表示 所 有 2x2 阶 复 的 可 道 矩 阵 的 群 . 此 外 , & D 表示 GL(2, C) 中 
所 ATA o Berger» (a, 1 deren - ( | :J) 
定理 2 Eu 

a b az +b 
& d etd 


的 映射 是 从 GL(2,C) 到 Aut (C) 的 群 同 态 ?, HRA D. 因而 有 一 个 群 同 构 (一 
一 群 同 态 ) 


GL(2,C)/D Aut (C), 
BI, Aut (C) 同 构 于 复 射 影 群 PGL(2,C). 
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黎 曼 的 天 才思 想 是 考虑 定义 在 复 平面 C 上 的 多 值 复 函数 (比如 z = Vw), 通过 
把 定义 域 变 成 比 C 更 复杂 的 对 象 D, 从 而 使 函数 成 为 单 值 的 .在 一 些 简单 的 情况 
中 , 沿 某 些 线段 切割 几 个 复 平面 , 然后 沿 这 些 割 线 把 它们 粘 起 来 就 得 到 D. 这 导致 
黎 曼 面 概念 的 产生 . 
映射 由 一 z2 令 z=re2, -n<y<a, WA 


w = rei”, 
映射 w = 2? 把 点 z 到 原点 的 距离 r AR, 并 把 z 的 辐 角 2 加 倍 . 

为 了 更 准确 地 研究 w = z^, 我 们 考虑 z 平面 上 以 原点 为 圆心 、 半 径 为 r HB 
周 c, 其 中 c 的 方向 是 数学 上 的 正定 向 . 如 果 在 z 平面 中 绕 C 一 圈 , 那么 在 w SE 
面 中 的 象 是 绕 原点 两 次 的 r? 为 半径 的 圆周 . 

1) 对 点 oo, 使 用 通常 的 计算 方法 , 即 , 1/oo = 0, 1/0= oo, œ +z = oo, 其 中 z € C. 


2) 群 和 子 群 的 定义 在 下 面 的 2.5.1. 
3) 群 同 态 的 定义 在 下 面 的 2.5.1.2. 
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为 了 便于 研究 逆 映射 z= Vu, 我 们 沿 负 实 轴 切 割 两 个 w 平面 是 有 好 处 的 (图 
1.183). 


(a) z 平 面 (b) 两 个 ww 平面 


图 1.183 z 二 Vw hE 


(i) 在 z 平面 中 如 果 我 们 沿 着 C 从 点 z =r 到 点 z = ir, 那么 象 点 在 第 一 个 山 
平面 上 , 或 者 说 沿 着 黎 曼 面 的 第 一 片 , 从 点 r^ 跑 到 了 点 r’. 

(i) 我 们 继续 沿 着 C 从 点 ir 到 点 —ir. 则 象 点 在 黎 曼 面 的 第 三 片 从 点 -r° 经 
TA r? 到 点 —r?. 

(iii) 最 后 如 果 我 们 沿 C 从 点 —ir 到 点 r, 那么 象 点 沿 着 黎 曼 面 的 第 一 片 从 点 
—r? 到 点 r’. 
逆 映 射 z = Vw ”重要 的 观察 结果 是 


对 两 片 w 平 面 任 一 片上 的 每 个 点 w 六 0, 恰 有 z 平 面 上 的 一 个 点 z 使 得 w = 2. | 


H 


这 个 结果 使 得 两 片 w 平面 的 并 集 上 的 函数 z = Vw 是 唯一 定义 的 (FER). 13 
满足 一 n< y <n HA w= Re’, 显然 有 


VRe'?/?, 当 必 在 第 一 片上 时 ， 
一 VEeiy/2， 当心 在 第 二 片上 时 . 


«i 


这 里 VR» 0. 第 一 片上 的 vas 值 称 为 vo 的 主 值 , 记 作 vo. 

z= Vo 的 直观 黎 曼 面 F 。 如 果 我 们 把 两 片 如 图 1.183(b) 中 所 示 粘 起 来 ( 即 , T 
57,9 与 5), 那么 就 得 到 了 z= Vw 的 直观 黎 曼 面 F. 

BSH 的 拓扑 型 ”如果 用 两 个 黎 曼 球面 代替 两 个 w 平面 , 那么 情况 就 变 得 容 
易 理 解 : 沿 着 从 南极 到 北极 的 一 条 曲线 切割 两 个 黎 曼 球面 , 然后 如 图 1.184 所 示 把 
它们 粘 起 来 .这样 得 到 的 物体 可 以 像 吹 气球 一 样 把 它 鼓 成 一 个 球面 这样, F 
胚 于 一 个 球面 , 因而 也 同 胚 于 黎 曼 球面 . 


二 值 函数 z = V 忆 的 直观 黎 曼 面 .多 同 胚 于 黎 曼 球面 
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可 以 类 似 地 处 理 映 射 w = z”, n = 3,4,…. 这 时 要 求 用 n 个 w 平面 来 得 到 函数 两 
个 z= Ww 的 直观 黎 曼 面 . 


0 
图 1.184 两 “ 片 ” 黎 曼 面 


注 ”对 某 些 简单 的 情况 而 言 , 用 纸 、 剪刀 和 胶水 来 表现 黎 曼 面 具有 启发 意义 , 而 且 
直观 . 然而 , 这 个 方法 对 较 复杂 的 函数 就 受到 了 局 限 . 对 任意 一 个 解析 函数 ,从 数学 
上 构造 一 个 令 人 满意 的 黎 曼 面 可 见 [212]. 


1.14.11.7 对 数 的 黎 曼 面 
方程 
有 一 个 多 值 的 反 函 数 , WE > = Lnw. 为 了 描述 这 个 函数 , 对 每 个 整数 k, 我 们 选取 


一 个 ww 平面 Bi, 然后 沿 着 负 实 轴 切割 平面 . 当 w= Re", -r< y «x, Hw 0 
时 , > 


[In w := hR-iv-2k, ZB. E, k=0+1,+2,---.| 


如 果 我 们 沿 着 如 图 1.185 中 用 S 表示 的 切口 把 Bi 与 Beri 粘 起 来 , 并 令 k BOB 
所 有 整数 , 则 得 到 “无 穷 圈 楼 梯 ? V. 函数 z = Lnw 在 多 上 是 唯一 定义 的 . 我 们 称 
F 为 对 数 的 直观 黎 曼 面 . 


B, Bia 
一 二 = se 


E1185 对 数 Ln WA E 


分 支点 ” 称 w = 0 为 黎 曼 面 多 的 无 穷 阶 分 支点 . 对 于 函数 z= Vw, 点 也 =0 称 
为 二 阶 分 支点 . 
WHEE $ w= Re”, HH -n<v<a, Hw. > 


In w := ln R+ iv, 


并 称 In w 为 w 的 对 数 的 主 值 . 这 个 值 对 应 于 Bo 上 的 Lnw( 这 里 的 要 点 是 假设 


—z « v « n). 
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例 1: 对 所 有 满足 |z| <1 的 zeC, 有 


z5 


3 
bitmesi 


WT w= Ré", Er -a<  « a 4n=2,3,--- Bf, yw 的 主 值 定义 为 VRew/". 
例 2: 对 所 有 满足 |z| <1 的 zeC, 有 


VIi+z=1+az+ (0a/2) 2 + (a/3) +, 
n 次 根 主 值 的 意义 下 a = 1/n. 
1.14.11.8 施 瓦 英 - 克 里 斯 托 费 尔 映射 公式 


i Kc -a UC — aay sod lds, 


这 个 函数 把 上 半 平 面 {z € C | Imz > 0} 双全 纯 (A 

而 是 共 形 ) 地 映射 到 内 角 为 yal =1,---,n) 的 n 边 4» 

形 内 部 (图 1.186 所 示 为 n = 3 的 情况 ). 假设 所 有 的 

zi 为 实数 , 满足 z1 < z2 «oo < zn, 并 对 所 有 的 7 有 ALT Ds 
0 < «jx < 2x, E ynt + ynn = (n — 2)n(n 3I 


形 所 有 角 的 和 ). 点 zi, +++, zn 被 映射 为 n 边 形 的 角 点 
(顶点 ). 
1.14.12 对 调和 函数 的 应 用 
4 AAR 中 的 一 个 区 域 . 我 们 把 > = z 十 这 EC 等 同 于 点 (x,y) € R’, 从 而 
R? 等 同 于 复 平面 C. 
定义 ”函数 vv :2 一 及 称 为 是 调和 的 , 如 果 在 OLA 
Au = 0. 


这 里 , 我 们 令 Au := use 十 uyy. 另外 , 我 们 使 用 复 值 函数 f 分 解 成 它 的 实 部 与 虚 部 
的 分 解 式 
f(z) = u(x, y) + iv(z, y). 
定理 1 (i) 如 果 函 数 f :CC 一 C 在 区 域 2 LEA Wu mI v OQ 上 是 调 
和 的 .0 
1) 这 是 因为 柯 西 - 黎 曼 微分 方程 


Uz — Uy, Uy = —VUz 


成 立 ; 即 得 Ure = vyz 和 Uyy = 一 voy; 所 以 wzz + Uyy = 0. 
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WR f, g: 一 C 是 全 纯 函 数 , A N2 上 有 相同 的 实 部 u, 则 f, 9 的 虚 部 至 多 相 
差 一 个 常数 . 
(ii) 反之 , MRAM u: 8 一 R 在 单 连通 区 域 O 上 是 调和 的 , 则 曲线 积分 


v(z, y) =| uydz + uzdy 十 常数 
20 


与 有 固定 起 点 和 终点 zo € 2 的 积分 路 径 无 关 , ARM f=utiv ÆR 上 全 纯 . 

例 1: 4 Q-—C. WF f(z) = 2, 我 们 从 在 2 上 > = zx 十 iy, 得 到 调和 函数 
u(z,y) = x Ml v(z,y) =y. 

5|2: + 2=C-{0}, Hz-re*, HH -n< y <n 对 于 对 数 的 主 值 , 有 


Inz=Inr+iy. 


因而 
u(r,y):lnr, r= Vr +y?, 

这 是 O 上 的 调和 函数 . 函数 v(m,y):— o 在 2 的 每 个 不 包含 负 实 轴 4 的 子 区 域 
Q 上 是 调和 的 . 另 一 方面 , v 在 2 上 不 连续 , 在 A 上 有 跳跃 . 

这 个 例子 说 明 , 定理 1 中 对 区 域 2 的 单 连通 性 的 假设 不 能 减弱 . 
格林 函数 $ 0 为 复 平面 C 中 的 有 界 区 域 , 且 边 界 光滑 ， 由 定义 , 2 的 格林 函数 
w = G(z, zo) 是 满足 如 下 性 质 的 一 个 函数 : 

(i) 对 每 个 固定 点 zo € 2, 有 


1 
G(z,zo) = zm In |z — zo| + A(z), 


其 中 , 连续 函数 h: ORO 上 是 调和 的 . 
(ii) 对 所 有 z € AQ, G(z, zo) — 0. 
用 分 布 的 语言 表示 为 , 对 每 个 固定 点 zo € 0, 有 


—AG(z,z0) = 64, ÆRE, 
G=0， 在 02 E. 


第 一 个 方程 意味 着 
-| G(z,zo)Ap(z,y)dzdy = e(zo), 对 所 有 ww € C$ (Q). 
R 


定理 2 (1) 存在 唯一 一 个 O 的 格林 函数 G. 
(ii) 对 于 满足 z A zo 的 所 有 z, zo € Q, 格林 函数 有 对 称 性 


G(z, zo) = G(zo, z) 
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和 正 性 G(z, 20) > 0. 
(iii) WR g : 00 一 R 是 给 定 的 连续 函数 , 则 第 一 边 值 问题 


Au = 0720.5, flu 2 gfEOQ E (1.472) 


有 唯一 解 u, CE 2 上 连续 , dE OQ. 上 光滑 . 对 所 有 ze 2, 有 公式 


es dG(z,0) js 
u(z) = MIS Bric is (1.473) 


这 里 , 9/6nc 表示 关于 的 外 法 线 导 数 ，s 是 边界 曲线 00 的 弧 长 , 沿 02 的 正 向 
走 的 话 , O 总 位 于 它 的 左 侧 . 

EER 设 OO 为 复 平面 中 一 个 有 界 的 单 连通 区 域 , 且 边 界 光 滑 . 假设 给 定 一 个 从 
£2 映 到 单位 圆 盘 内 部 的 双全 纯 映 射 (因而 是 共 形 的 ), H f(zo) = 0. 则 公式 


G(2, z0) = -去 fl 
确定 了 R 的 格林 函数 . 
例 3: $ Q:—(zeC:|z| « 1). 默 比 乌 斯 变换 
Z— 20 
f(z) = zzi 


把 单位 圆 盘 映射 到 自身 , 且 f(zo) = 0. 对 于 单位 圆 盘 02, 解 的 公式 (1.473) 显然 是 


u(z) = 1 | glp) —7?) 


~ 2n] , 14r? —2r cos e 


它 就 是 所 谓 的 泊 松 公式 . 其 中 我 们 令 z—reé9, HPO<r <1. 
狄 利克 雷 原理 ” 变 分 问题 


[oe + u2)dzdy = Bh, (1.474) 
u=g, ÆRE 


的 光滑 解 u 是 第 一 边 值 问题 (1.472) 的 唯一 解 . 

这 个 结果 最 初 是 由 高 斯 和 狄 利克 雷 得 到 的 . 
历史 评注 ”前 面 的 考虑 表明 , 在 调和 函数 与 共 形 映射 之 间 存 在 着 十 分 密切 的 联系 . 
这 个 联系 在 1851 年 当 黎 曼 构造 几何 复 分 析 时 起 了 重要 作用 . 在 1.14.10 可 以 找到 
著名 的 黎 曼 映射 定理 . 黎 曼 能 够 把 这 个 定理 的 证 明 归 结 到 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 
问题 (1.472). 为 了 解 这 个 方程 , 他 使 用 了 变 分 问题 (1.474). 他 似乎 认为 (1.474) 解 
的 存在 性 从 物理 学 的 考虑 来 看 是 显然 的 . 
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魏 尔 斯 特 拉 斯 指出 了 黎 曼 证 明 中 的 这 个 漏洞 . 但 是 直到 半 个 世纪 后 , 在 1900 年 
才 由 希 尔 伯 特 在 他 的 一 篇 著名 论文 中 给 出 了 (1.474) 解 的 存在 性 的 严格 证 明 ,从 而 
完成 了 黎 曼 对 映射 定理 的 证 明 . 希 尔 伯 特 的 这 篇 论文 是 变 分 法 的 直接 法 在 泛 函 分 析 
中 取得 重要 进展 的 时 期 的 起 点 . 更 详细 的 讨论 可 见 [212]. 
1.14.13 ”在 流体 动力 学 上 的 应 用 
平面 流 基本 方程 


p(v grad)v = f — grad p, (1475) 


divv 20, curlv —0, ÆRE. 


这 些 方程 描述 了 与 常数 密度 p 的 无 源 理想 2 流体 的 平面 平稳 (与 时 间 无 关 ) Vu. 我 
们 把 点 (z,y) 等 同 于 z = x 十 iy. (1475) 中 的 符号 含义 如 下 . v(z) 是 流体 质点 在 
点 z 处 的 速度 向 量 , p(z) 是 在 点 z 处 的 压力 , f = -graa W 是 具有 位 势 W 的 外 
力 的 密度 . 

环流 与 源 强度 $ C 是 一 条 正定 向 闭 曲线 . X 


Z(C) :— |: vdz 


称 为 C 的 环流 . 另外 , 称 
Q(C) =| vnds 
Cc 
为 包围 C 的 区 域 的 源 强 度 (其 中 n 是 外 法 向 量 , s ANIME). 
积分 曲线 ”流体 质点 沿 积分 曲线 (或 流 线 ) 运动 , BU, 速度 向 量 v 与 积分 曲线 相 切 . 
Fil, 我 们 把 速度 向 量 v= ad + bj 等同 于 复数 a+ ib. 
与 全 纯 函数 的 联系 ”在 复 平面 C 的 区 域 2 上, 每 个 全 纯 函 数 


f(z) = U(z) + iV (2) 


对 应 着 一 个 平面 流 , BD, 以 如 下 方式 , 它 是 基本 方程 (1.475) 的 一 个 解 . 
(i) Bi v = -grad U 得 到 速度 场 v, 因而 


v(z) = -f'(). 
函数 U 称 为 速度 势 ; S 称 为 复 过 度 势 . 此 外 , |u(z)| = LP). 


2 
242 Wok, T3: 
2 p P 


1) 对 于 理想 液体 , 忽略 其 内 部 摩擦. 
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计算 出 压力 p. 方程 中 的 常数 由 描述 某 一 固定 点 处 的 压力 确定 . 

(ii) 曲线 V (x,y) = 常数 是 积分 曲线 ， 

(iv) 曲线 U(z,y) = MF A. 在 使 (5) AO 的 点 z 处 , 积分 曲线 
正 交 于 等 势 曲线 . 


2(C) +iQ(C) = — | Fidia 


借助 于 留 数 定理 可 以 方便 地 计算 出 上 述 积分 . 
纯 平 行 流 (图 1.187(a)) $ c 0. 函数 


f(z) := 一 cz 
(因而 U = —cx 和 VV = —cy) 对 应 着 平行 流 


v=o, 


B, v = ci. 直线 y = 常数 是 积分 曲线 , 直线 z = 常数 是 等 势 曲 线 , 正 交 于 积分 


曲线 . 


(a) 平行 流 (b) 环流 (c) 源流 
图 1.187 流体 动力 流 
纯 环流 (图 1.187(b)) 4 D 为 一 实数 . 令 z = rei?. 对 函数 


fo) := -5 ln z 
A U= =, y= x lnr, Rv= —f'(z). 这 可 导出 速度 场 为 
1 


4 C 是 围绕 原点 的 圆周 . 对 环流 , 由 留 数 定理 得 到 


J” dz 


积分 曲线 V = 常数 是 围绕 原点 的 同心 圆 ， 等 势 曲线 U = 常数 是 以 原点 为 起 点 的 
射线 . 
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纯 源 流 (图 1.187(c))” 令 gq > 0. 函数 
f(z) = = In z 
对 应 着 速度 场 为 


qz 
vin) 2nr? 


的 源流 , 它 的 位 势 是 = = In r, 它 的 源 强度 等 于 


oO = 55 | F = 


^ 2mi z 


积分 曲线 是 以 原点 为 起 点 的 射线 , 等 势 曲线 是 围绕 原点 的 同心 圆 . 
经 圆 盘 形 障碍 物 的 流 ( 图 1.188) 4 c>0M r20. 函数 


f(z) =—-e (: + E 一 nz (1.476) 


描述 了 经 过 半径 为 R 的 圆 盘 的 流 ; 这 个 流 由 速度 为 c 的 平行 流 及 由 本 确定 的 环流 


(a) 无 环流 (b) 大 环流 
图 1188 Zu BER (Bat) 的 流 


共 形 映射 技巧 — 由 于 双全 纯 映 射 把 全 纯 函 数 变换 成 全 纯 函 数 , 所 以 同时 可 得 到 流 的 
映射 , 它 把 积分 曲线 变换 为 积分 曲线 . 我 们 知道 , 双全 纯 映射 总 是 共 形 的 . 

这 说 明了 共 形 映射 对 于 物理 学 和 技术 的 重要 性 . 同样 的 原理 也 适用 于 静电 学 及 
静 磁 学 (参看 1.14.14). 
经 过 障碍 物 区 域 G 的 流 (图 1.189) ”假设 给 定 一 个 有 光滑 边界 的 单 连通 区 域 G. 
S 9 AMG 到 一 个 圆 盘 的 双全 纯 映 射 . 由 黎 曼 映射 定理 可 知 , 这 种 映射 总 是 存在 
的 . 我 们 选取 函数 f 为 (1.476) 中 R=1 的 情况 , 则 复合 函数 


w = f(g(z)) 


是 一 个 围绕 区 域 G 的 流 . 
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UA b) 大 环流 


E 1.189 — —áÁ G 的 流 


1.14.14 ”在 静电 学 和 静 磁 学 上 的 应 用 
平面 静电 学 基本 方程 


divE=0，curlB=0， 在 0 上 . (1.477) 


这 些 方 程 是 在 没有 电荷 、 电 流 以 及 磁场 的 情况 下 , 静电 场 的 麦克 斯 韦 方 程 组 . 
类 比 原理 ”1.14.13 中 的 每 个 流体 对 应 一 个 静电 场 , 如 果 使 用 如 下 词典 来 翻译 两 种 
概念 : 

速度 场 v > 电场 E, 

速度 势 U > 电势 (电压 )U， 

积分 曲线 — E 的 电场 线 

源 强度 Q(C) > C 的 内 部 的 面 电 荷 q, 

环流 Z(C) => 环流 Z(C). 

在 电荷 为 Q 的 点 上 , 电场 力 QE 沿 电力 线 方向 : 电场 向 量 垂直 于 等 势 线 . 电场 
中 的 导体 (比如 金属 ) 对 应 于 常 值 电势 U. 


数学 的 一 个 优点 在 于 同 


点 电荷 ”1.14.13 中 的 纯 源 流 f(z) := 一 二 了 相应 于 具有 电势 U(z) = -二 了 ar 前 
一 个 电场 E. 场 E(z) = (图 1.187(c)). 


半径 为 R 的 金属 圆柱 体 ”一 个 圆柱 体 的 电场 , 相 
应 于 在 垂直 于 圆柱 体 轴 的 每 个 平面 中 具有 静电 势 


U=- Inr(r > R) 的 源流 TE 
2x 
f(z) =- hz. ES 


其 等 势 曲线 是 同心 圆 ， 在 圆柱 体内 部 有 U= 常数 图 1.190 
=U(B)( 图 1.190). 
静 磁 学 ” 如 果 把 (1.477) 中 的 电场 E 蔡 换 为 磁场 B, 就 得 到 静 磁 学 基本 方程 . 
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1.14.15 解析 延 拓 与 恒 等 原 理 

全 纯 函 数 最 出 色 的 一 个 性 质 是 , 可 以 把 方程 或 微分 方程 唯一 解析 延 拓 到 更 大 的 
定义 域 , 而 不 改变 方程 的 形式 . 
EX EKK UMV 上 给 定 两 个 全 纯 函 数 f:UCC—-OCERF:.VCCC, 
其 中 UC V. MRA 

f=F, ut, 

WWF 完全 由 f 确定 , CRA f 的 解析 延 拓 . 
例 1: 对 满足 |z| < 1 的 所 有 ze C, 令 


f(z) := 1 二 +z 十 2 十 …， 


且 对 满足 z 41 的 所 有 z EC, 令 


QF #C-—{1} 上 > 的 解析 延 拓 . 
恒 等 原 理 EKR 2 上 给 定 两 个 全 纯 函 数 f, g: 0 一 C, 并 假设 


对 所 有 n = 1,2,---, 


f (zn) = g(zn), 
其 中 , (zn) 是 一 个 序列 , 当 n — oo 时 , zn 一 a, Mae 2. 另外 还 假设 对 所 有 的 
n,zn 关 a. MAE QE f=g. 
例 2: 假设 对 所 有 z,y c] 一 a, al, 有 加 法 定理 

sin(x + y) = sin z cos y + cos z sin y, (1.478) 
其 中 a >0 为 小 角度 . 既然 w = sinz 和 w= cosz  C 上 的 全 纯 函 数 , 所 以 (AB 
计算 ) 我 们 知道 加 法 定理 对 所 有 复数 z 与 y 都 成 立 . 
例 3: 假设 我 们 已 经 对 所 有 zE] 一 a,al 证 明了 导数 公式 


dsinz 


dz 


那么 即 知 这 个 公式 对 所 有 复数 z 都 成 立 . 
沿 一 条 曲线 的 解析 延 拓 BRAT ERA 


f(z) = ao + ai(z — a) +.a2(z—a)* +---, (1.479) 


= cosi. 


它 的 收敛 域 为 D = {z eC: |z-al <r}. #-t+A b Ee D, HO z—-a- 
(z—b)+b—a. 对 级 数 (1.479) 重新 排序 , (IEEE REOR 


g(z) = bo + bi(z — b) + bo(z — b)? +, 
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其 收敛 域 为 D' = {z €C: |z 一 6| < R} (图 1.191(a)). XE, 在 交集 DOD! 上 有 
f= 9. WR D' 包含 不 在 D 里 的 点 , > 


ft DELbF:-f, dED'EF:-g, 
那么 我 们 就 得 到 了 并 集 DUD 上 f 的 一 个 解析 延 拓 下 可 以 尝试 继续 这 个 过 程 


(图 1.191(b)). 
D dd 
a R 
(a) (b) 
E1191 解析 延 拓 
例 4: 函数 
f(z) = 5 2 


n-l 
在 单位 圆 盘 上 是 全 纯 的 . 然而 它 不 能 被 解析 延 拓 到 一 个 更 大 的 区 域 . ? 
SPEER <0 是 单 连通 区 域 , 函数 f 在 点 a € 2 的 一 个 圆 形 邻 域 内 是 全 纯 
的 , 因而 f 可 以 局 部 地 在 点 a 处 展开 成 暴 级 数 . 

如 果 函 数 7 可 以 沿 2 中 一 条 C' 曲线 解析 延 拓 , 则 可 得 区 域 2 上 一 个 唯一 确 
定 的 全 纯 函 数 F(A 1.191(b)). 
解析 延 拓 与 黎 曼 面 ”如 果 区 域 9 不 是 单 连通 的 , 则 解析 延 拓 可 能 导致 一 个 多 值 函 
数 . 
例 5: 令 C 是 w 平 面 上 的 一 个 正定 向 圆 . 我 们 在 点 w = 1 的 某 个 邻 域内 沿 一 条 曲 
线 对 函数 

z = Vw 
的 主 值 进行 解析 延 拓 ， 在 绕 C 一 周 后 , 沿 曲线 C 的 解析 延 拓 在 w = 1 处 产生 
+Vw( 主 值 的 负 值 ) RAE. 再 一 次 绕 C 一 周 , 我 们 就 又 回 到 了 + V HE 
级 数 展开 . 

如 果 使 用 函数 z = Vw 的 直观 黎 曼 面 (参看 1.14.11.6), 上 述 情况 就 变 得 可 以 
理解 了 . 我 们 从 第 一 片上 的 点 w = 1 开始 , 绕 C 一 周 后 到 第 二 片上 . 第 二 次 绕 C 
一 周 后 , 我 们 再 次 登 上 第 一 片 . 

例 6: 如 果 在 点 w = 1 的 某 邻 域内 , 对 主 值 


z=Inw 


1) 符号 z2” 表 示 22"), 不 应 该 与 (z2)” = 27?" 混淆. 一 般 , a^ ER atò. 
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的 寡 级 数 展 开 进 行 解 析 延 拓 , MA C R w= 1 点 m 周 后 就 得 到 了 


z=Inw+2nmi, m=0,+1,+2,--- 


的 寡 级 数 展开 .这 里 数 m= -1 对 应 着 负 向 , 即 逆向 , £& C 一 周 , 如 此 等 等 这 个 
程序 导出 上 面 讨论 的 多 值 函数 z = Low. 

借助 1.14.11.7 中 z = Low 的 直观 黎 曼 面 , 我 们 可 以 把 上 述 解 析 延 拓 解 释 如 下 . 
我 们 从 第 零 片 上 的 点 w = 1 开始 , 沿 C 绕 第 一 圈 后 登 上 第 一 片 , 绕 完 第 二 圈 后 登 
上 第 二 片 , 如 此 类 推 . 

一 般 地 , 可 以 利用 这 个 程序 把 的 给 定 窜 级 数 展开 延 拓 到 f 的 最 大 解析 延 拓 
WAS HE. [212] 描述 了 这 一 过 程 . 
应 用 施 瓦 茨 反射 原理 的 解析 延 拓 ”假设 给 定 区 域 


Poh UNUS, 


它 由 两 个 区 域 8;, 0. 及 线段 5 组 成 . 这 里 , 0 BO, 关于 线段 S 反射 后 的 象 
(图 1.192). 我 们 作 如 下 假设 : 


5, n m 
PS} wfo X CK 
i $9 = X 
v fey" 
图 1.192 


(i) 函数 了 在 2, 上 是 全 纯 的 , 并 在 并 集 2 US 上 连续 . 

(ii) 线段 S 在 映射 w= f(z) FIR f(S) 是 w 平面 上 的 线段 . 

(iii) 令 对 所 有 的 z € Q, 

f(2*) := fy. 

这 里 符号 中 的 星 号 表示 关于 z 平面 中 线段 S 的 反射 (或 w 平面 上 对 线段 f(5) 的 
反射 ). 

这 一 构造 导出 f 在 整个 区 域 2 上 的 解析 延 拓 . 
RRAK 4 oc C, 则 对 满足 z > 0 所 有 的 z eR, 有 


z? = elz, 


等 号 右边 的 函数 可 以 解析 延 拓 . 此 解析 延 拓 为 函数 w = z^. 

(i) 如 果 Rea 与 Ima 是 整数 , 则 w = z^ 在 C 上 是 唯一 定义 . 

(ii) 如 果 Rea 与 Imo 是 有 理 数 而 不 是 整数 , 则 w = z^ 有 有 限 个 值 ( 有 如 对 辐 
角 有 限 多 个 值 的 那么 多 个 值 ). 
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(iii) MR Re a 与 Ima 是 无 理 数 , 则 w = 2^ 有 无 穷 多 个 值 . 

在 情形 (i), w= z^ 的 直观 黎 曼 面 与 函数 w= Wz 的 一 样 , 其 中 n >2 为 某 一 
自然 数 . 

TETRUE (iii), w = z^ 的 直观 黎 曼 面 与 函数 w= Ln z 的 一 样 . 


1.14.16 ERD es 3S E BS FH 
定义 
Tint = nm n=0,1,2,---. 
ix o AGRA 
T(z 4- 1) 2 zT (z), (1.480) 

其 中 z =1,2,--- 欧 拉 (1707 一 1783) 想 知道 对 z 的 其 他 值 , 能 和 否 合理 定义 nl. 为 了 
解决 这 个 问题 , 他 求 出 了 函数 方程 (1.480) 的 一 个 解 D, 即 为 收敛 积分 

Nay In et ‘dt, 对 满足 zx > 0 的 所 有 z ER. (1.481) 


0 
解析 延 拓 H (1.481) EASE PR T 可 以 唯一 扩展 成 复 平面 C 上 的 一 个 亚 纯 
函数 . 这 个 函数 的 极点 恰 是 点 z = 0, 一 1, 一 2,…; 所 有 这 些 极点 都 是 一 阶 的 . 
对 于 n = 0,1 2,.…，, 该 函数 在 极点 z = 一 n 的 邻 域内 的 洛 朗 级 数 如 下 : 


Tz) = aU + Ce + my 


由 恒 等 定 理 , WANE D 的 极点 的 所 有 复 自 变 量 z, 函数 方程 (1.480) 都 成 立 . 
实 值 x 的 工 函数 图 像 见 图 1193. 


图 1193 mil 函数 
高 斯 乘积 公式 RAT 没有 零点 . 因而 反 函 数 1/T 是 整 函数 . 对 所 有 z 6 C, AR 


— lim : 
T(z)  n—ee nén! 


z(z+1)---(24+n). 
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高 斯 乘法 公式 NW k=1,2,--- 和 不 是 工 的 极点 的 所 有 z, 有 
= (k—1)/2 


特别 地 , Sk = 2 时 , 得 到 拉 格 朗 日 加 倍 公 二 


r(r(i*i)- V (2). 


22-1 


斯 特 林 公式 ”对 每 个 正 实数 x, 存在 一 个 满足 0 < 9(z) < 1 的 数 g(z), 使 得 满足 
如 下 关系 式 : 


T(z 4- 1) = Vom t e e02, 


对 满足 Rez > 0 的 每 个 复数 z, 有 IT (z)| < |I (Re z)|. 特别 地 , 有 


= V2rm (2) geonm, n21,2,... 


MARES ATER (i) 欧 拉 积分 表示 (1.481) 对 满足 Re z > 0 的 所 有 复数 z 
都 成 立 . 


(i) TCD = LT (5) - JETA = Dyn. 
(iii) 对 不 是 整数 的 所 有 复数 > 有 T(z)T (7-2) = 一 


ud 


zsin(xz) 


(v) 对 2+ 5 不 是 整数 的 所 有 复数 > 有 T (了 +z) (3-2) = 5 


cos(zz)' 
维 兰 特 的 唯一 性 结果 (1939) ”假设 给 定 复 平面 C 上 的 区 域 2, 它 包 含 垂直 带 域 
5 := {z E€ C|1 < Rez < 2}. 假设 f: 0 — C 是 满足 如 下 性 质 的 全 纯 函 数 : 
(i) Q 中 的 所 有 复数 z, 车 > 十 工 也 属于 2, 那么 有 f(z 十 1) = zf(2). 
(ii) f 4E S LAR, H f(1) = 
那么 函数 f HST ins we T. 
1.14.17 椭圆 函数 和 椭圆 积 


1.14.17.1 基本 思想 
法 尼 亚 诺 加 法 定理 (1781) AE 
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描述 了 极 坐标 下 的 J. 伯 努 利 (Jakob Bernoulli, 1654—1705) 双 纽 线 , 其 上 到 原点 O 
的 距离 为 r 的 点 与 O 之 间 的 弧 长 为 


_{ _ de 
s(r) = | JE (1.482) 
(图 1.194). 意大利 数学 家 法 尼 亚 诺 (Fagnano，1682 一 
1766) 于 1718 年 发 现 了 加 们 公式 eo 
2s(7) = s(R)， 对 于 R= TU My ; (1.483) 
LT 图 1.194 


这 个 公式 给 出 了 如 何 用 圆规 和 直 尺 使 双 纽 线 加 倍 的 方法 . 
1753 E, 欧 拉 发 现 了 椭圆 积分 的 许多 加 法 公式 , 称 为 加 法 定理 . 
高 斯 的 发 现 1796 F, 只 有 19 岁 的 高 斯 就 研究 了 双 纽 线 . 0 他 要 研究 的 是 , 如 何 
根据 弧 长 s 来 计算 双 纽 线 上 的 点 到 原点 的 距离 r. 换言之 , 他 感 兴趣 的 是 椭圆 积分 
(1.482) MR ar = r(s). 对 (1.482) 求 导 后 , 得 


因而 在 ]—1,1[ EA s'(r) > 0, 因此 函数 s :] — 1,1[5 R 严格 递增 是 有 反 函数 , 高 
斯 把 此 反 函 数 记 为 


r—sls, —w«sc«u, 
AERE RAE uS de. 其 中 , 数 
| -加 
ied 
是 双 纽 线 的 半 弧 的 长 度 (图 1.194). 此 外 , 高 斯 通过 关系 式 
cls := sl(w — s) (1.484) 
BIET x A en di 我 们 有 
sl2s 十 cl2s 十 sl2scl2s = 1, (1.485) 
这 个 关系 式 表 明 , 高 斯 十 分 熟悉 它们 与 三 角 函 数 的 类 似 性 如 果 考 虑 积分 
nf 4s 
s(r):— | foe 


那么 这 种 类 似 性 变 得 更 明显 . 由 s = s(r) 的 反 函 数 得 到 三 角 正 弦 函 数 


T = sins. 


1) 这 项 研究 直到 他 去 世 后 才 发 表 . 
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如 果 选 取 数 


: " Ji- 2’ 
那么 就 得 到 平行 于 (1.484) 的 三 角 余 弦 函 数 


cos s = sin(w — s) 


及 由 (1.485) 得 到 的 熟悉 的 关系 式 


2 


sg 
sin“ s + cos“ s = 1. 


就 像 对 三 角 函 数 有 加 法 定理 
sin(x + y) = sin z cos y + cos z sin y 


一 样 , 对 双 纽 线 正 弦 及 余弦 函数 也 有 代数 加 法 定理 . 借助 这 些 公 式 , 高 斯 对 所 有 实 
自 变量 s 引进 了 函数 r=sl s 及 r—cl s. 高 斯 的 闪光 思想 是 把 这 些 函 数 推广 到 了 复 
自 变量 . 为 此 , 他 首先 利用 了 代 换 t= ip, 并 且 形 式 地 推导 : 


ig dt - [| dp 
o Vl-t* o vyl-p 
因而 s(ir) =is(r). 这 使 他 得 到 定义 
sl(is) :=i(sls), 对 所 有 s ER. 
通过 这 个 关系 式 及 加 法 定理 , 他 对 所 有 复数 s 很 容易 地 定义 了 sls, 并 作为 推论 得 到 
了 两 个 基本 周期 性 关系 式 : 


sl(s + 4v) = sls fil sl(s+4wi)=sls 对 所 有 s EC. 


与 三 角 正 弦 函 数 不 同 的 是 ， 双 纽 线 正弦 函数 不 仅 有 实 周期 4o， 而 且 还 有 第 三 个 ， 

纯 虚 周期 4i. 这 说 明 sl s 是 一 个 有 双 周 期 的 亚 纯 函数 . 这 类 函数 称 为 椭圆 函数 . 
在 1796 年 高 斯 就 已 经 发 现 了 椭圆 函数 的 存在 性 . 

一 般 椭圆 积分 eM 


[ Re, v p(z))dz (1.486) 


的 积分 称 为 有 理 的 , WR p 是 有 两 个 不 同 零点 的 二 次 多 项 式 . 这 类 积分 总 可 以 用 包 
含 三 角 函 数 ( 实 变量 或 复 变量 ) 的 代 换 解 出 . 三 角 函 数 是 周期 函数 . 

WR p 是 三 次 或 四 次 多 项 式 ， 且 有 两 个 不 同 的 零点 ， 那 么 称 (1.486) 为 椭圆 
积分 . 通过 含有 椭圆 函数 一 一 它 是 双 周 期 函数 一 一 的 代 换 , 可 以 求 得 这 类 积分 . 


| 椭圆 积分 与 椭圆 函数 推广 了 有 理 积分 与 三 角 函 数 . | 
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积分 (1.486) 称 为 是 超 椭 圆 的 , 如 果 p 是 有 两 个 不 同 零点 的 五 次 或 六 次 多 项 式 . 
形 如 


| 6: 


1829) 研究 过 这 样 的 积分 . 

椭圆 积分 的 一 般 理论 勒 让 德 (Legendre， 1752—1833) ”和 雅 可 比 (Jacobi, 
1804—1851) 系统 研究 过 椭圆 积分 ， 雅 可 比 使 用 了 快速 的 收敛 0 函数 ， 并 推导 出 
雅 可 比 正弦 函数 w= sn z 和 余弦 函数 w= cn z, 从 而 推广 了 三 角 函 数 . 


这 正 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 于 1862 年 在 柏林 大 学 的 著名 系列 讲座 中 系统 阐述 的 方式 . 他 
的 起 点 是 他 引进 的 P 函数 ， 由 此 可 得 所 有 椭圆 函数 , 并 且 用 有 理 运算 能 得 到 它 的 
导数 . 

一 般 理 论 的 基本 思想 如 下 : 

(i) 借助 通用 代 换 可 以 求 出 椭圆 积分 , 在 此 代 换 中 应 用 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 P 函数 

(ii) 椭圆 积分 有 局 部 反 函 数 . 对 这 些 局 部 反 函 数 作 解 析 延 拓 得 到 复 平面 C 上 的 
椭圆 函数 . 

(iii) 椭圆 积分 的 整体 行为 受 积分 号 下 函数 Vp(z) 的 多 值 性 影响 . 为 了 使 积分 
(1.486) 成 为 唯一 定义 的 曲线 积分 , 必须 利用 位 于 函数 Jp) 的 黎 曼 面 上 的 积分 路 
B. 在 这 个 黎 曼 面 上 , 函数 w = ype) 是 单 值 的 . 这 样 , 积分 号 下 的 函数 也 变 成 音 
值 的 . 


法 尼 亚 诺 发 现 的 加 倍 公式 (1.483), 欧 拉 的 一 般 加 法 定理 , 及 像 高 斯 双 纽 线 正弦 、 
余弦 函数 这 样 的 一 般 椭圆 函数 的 加 法 定理 , 它们 的 基础 是 代数 加 法 定理 . 

T 函数 的 加 法 定理 存在 的 深刻 理由 是 椭圆 曲线 上 的 群 结构 (参看 3.8.1.3). 

(v) ATH P 函数 计算 任意 椭圆 积分 , 必须 解决 P 函数 的 反 演 问题 , 换言之 ， 
根据 P 函数 的 某 些 给 定 不 变量 求 出 周期 格 . 这 就 导致 模 形式 理论 的 诞生 , 我 们 将 在 
1.14.18 中 讨论 . 模 形式 在 数论 及 现代 粒子 物理 学 中 的 弦 理 论 等 多 个 领域 中 起 着 重 
要 作用 (参看 [212]). 

超 椭圆 积分 著名 的 雅 可 比 反 演 问题 ”1832 年 雅 可 比 阑 述 了 如 下 猜想 . + w= p(z) 
是 六 次 多 项 式 , 且 只 有 一 阶 零 点 . 我 们 考虑 两 个 函数 u = ula, b) Mv = vla, b), € 
们 是 如 下 方程 组 的 解 : 

| dz +f dz = 

uo VD(z) vo VP(2) 


1) 这 表示 (多 值 ) 函数 w = w(z) 满足 方程 p(w, z) — 0, 其 中 p 是 任意 次 的 多 项 式 . 
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| zdz +| zdz ES 
u VP(z) Jw vp(z) 
其 中 uj, v; 是 给 定 的 复数 , 7 = 0,1. 那么 , 函数 u +o 与 uv 是 唯一 的 , 且 有 四 个 不 
同 的 周期 . 

黎 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 求解 这 个 问题 进行 了 深入 的 研究 , 在 这 过 程 中 发 展 了 复 
变 函 数论 的 核心 部 分 . 他 们 两 个 人 用 不 同 的 方法 都 发 现 了 这 个 问题 的 一 个 解 , 并 且 
证 明 , 这 只 是 阿 贝尔 积分 的 更 一 般 性 质 的 特殊 情形 . 
自 守 函数 ”代替 椭圆 积分 中 的 椭圆 函数 , 在 超 椭 圆 积 分 中 出 现 了 自 守 函数 . 自 守 函 
数 是 在 某 个 区 域 (例如 上 半 平 面 或 圆 盘 上 ) 上 的 亚 纯 函 数 , 它 在 那个 区 域 的 自 同 构 
的 一 个 离散 群 作用 下 不 变 . 自 守 函数 在 计算 阿 贝尔 积分 中 的 重要 性 基于 如 下 事实 : 
对 每 个 亏 格 g > 2 的 紧 黎 曼 面 n, FEMA B 到 R 的 自 同 构 映射 p: B  R, 
pt BRAR FARE (参看 [212]). 

在 椭圆 积分 的 情形 中 使 用 椭圆 函数 p : C 一 R, 其 中 R 是 亏 格 g = 1 的 黎 曼 
面 , 因此 R 同 胚 于 环 面 .使 周期 格 不 变 的 复 平面 C 的 所 有 平移 组 成 的 集合 构成 履 
一 变换 群 .分析 学 、 代 教学 与 几何 学 的 异 平 寻 常 的 和 谐 的 相互 作用 确定 了 阿 贝尔 积 
分 的 一 般 理 论 . 这 个 理论 包含 的 丰富 思想 在 许多 其 他 领域 也 有 丰硕 成 果 , 并 且 从 本 
质 上 影响 了 20 世纪 数学 的 发 展 . 


1.14.17.2 椭圆 函数 的 性 质 
定义 ”椭圆 函 数 是 双 周 期 的 亚 纯 函数 六 : C o C, BI, 存在 两 个 非 零 复数 w, wo, 


使 得 
| f(z 二 wj) 二 f(z)， 对 所 有 z eC Hj =1,2. (1.487) 
4 q = w/w, 并 从 此 以 后 假设 两 个 周期 按照 Im 7 > 0 排序 . 由 (1.487) 得 到 


f(z 十 nwi 十 mw2z) = f(z), 对 所 有 > eC, 


其 中 n, m 是 任意 整数 . 
周期 格 ”集合 
I := (no + mus|n, mm 是 整数 } 


PRA wi 和 ws 生成 的 周期 格 ; D 是 加 法 群 C 的 子 群 . 集合 
F := {Aw1 + pw2|0 € Aw < 1} 
称 为 基本 域 . 这 是 由 wi Mw 张 成 的 平行 四 边 形 (图 1.195). id 
z; =z mod 卫 ， 


当 且 仅 当 z — 2» € D, 这 时 我 们 说 zi 与 zo 是 等 价 的 . 双 周 期 函数 在 等 价 点 处 的 值 
相同 . 


114 复 变 函数 577 


例 : 在 图 1.195 F, 4 个 开 圆 就 是 4 个 等 价 点 . 
定理 WERTH C 中 的 每 个 点 2, 在 基本 域 F 
中 存在 唯一 一 个 与 a 等 价 的 点 zo. 因此 , 只 需 知 
道 椭圆 函数 在 它 的 基本 域 中 的 值 , 就 知道 了 它 的 所 
有 值 . 
刘 维 尔 定 理 (1847) ”对 一 个 不 是 常数 的 椭圆 函数 图 1.195 周期 格 
f:C 一 C, 有 

(i) f 在 基本 域 多 中 至 少 有 一 个 、 至 多 有 有 限 个 极点 . 

(ii) f EF 中 所 有 极点 处 留 数 的 和 是 零 . 

(iii) f E F 的 所 有 点 上 以 相同 的 重 数 取 每 个 值 weEC 和 w= oo. ? 


1.14.17.3 魏 尔 斯 特 拉 斯 刀 函数 
EM SAE un 和 wz, 它们 张 成 一 个 周期 格 . 对 所 有 > EC D. 


-32 (uma 


ger 


带 撤 号 的 求 和 符号 表明 格 点 g = 0 不 在 求 和 号 中 . 


此 外 , 令 
ui m wi + wo = w2 
a: P(), ei p (RIA Js a= P(2), (1.488) 
g2 := —4(e1e2 + e1e3 + e2€3), g3 := 4e1€2€3. 
我 们 有 


A(z — e1)(z — e2)(z — e3) = 4z? — gaz — ga. 


这 个 多 项 式 的 ( 非 正规 化 ) 判别 式 是 
A := (ga)? — 27(g3)”. 


JR ei, e2, es 两 两 不 同 , 则 A £0. 
定理 1 (i) P 函数 是 椭圆 函数 , 周期 为 w 与 w. 

(ii) P 在 基本 域 多 中 恰 有 一 个 极点 . 它 是 点 z = 0, 且 其 重 数 为 2. 

(iii) 在 多 中 了 函数 两 次 取 每 个 值 w € C, 并 且 它 是 个 偶 函 数 , 即 , 对 所 有 的 
z € C, Æ P(-z) = P(z). 

(iv) 对 所 有 z € C — P, 函数 w = P(z) 满足 微分 方程 


w? = A(w — e)(w — ea)(w — es). (1.489) 


1) f 一 w 在 多 中 所 有 零点 的 重 数 和 等 于 f 在 多 中 所 有 极点 的 重 数 和 . 
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(v) 对 所 有 uveC- D, uz v, 有 加 法 定理 : 


1 / P'(u) - P'(v)V? 
dem) l 


区 +v) =—P(u) —P(v) + 


并 且 , 有 关系 式 


za) 
P'(u)/ ` 

椭圆 函数 域 ”周期 为 w, wz MARA RRMA ET) 0. 这 个 域 是 由 了 
函数 及 其 导数 生成 的 . 显然 , 形 如 


P(2u) = —2P(u) + E ( 


R(P, P") 


的 所 有 函数 构成 A, 其 中 R 是 任意 二 元 有 理 函数 (两 个 二 元 多 项 式 的 商 ). 
AMIE (Eisenstein, 1832—1852) RH ”对 于 n == 3,4,…, 级 数 


收敛 . 这 里 , 带 撤 号 的 求 和 表明 不 包括 格 点 w=0. 
定理 2 RATE go = 60G4, ga = 140G6. Æ z = 0 的 某 个 邻 域内 , 有 洛 朗 展开 式 


2 


E T Qn + Goria”. 


n=1 


L14174 TE Y BH 


EX 


m =1+2 »»O cos2mnz, z€C. 
n=1 


这 里 , g 定义 为 9 := e", EF 7 € C, #H Imr > 0. ? 
定理 ”对 固定 参数 r, 函数 yo 是 整 函数 . 它 的 周期 是 1, 并 且 恰 在 点 


n 
—-Hn-c-mTr, n,mc€Z 


2 
处 有 零点 . 
作为 z 与 的 函数 , yo 满足 复 的 热 方程 
FI  ，.900 
522 一 Or 


1) 域 的 定义 见 2.5.3. 
2) g” eui, 
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co 


Valz; T) := —ig!/4e** 9g (z += nit) = 25.03 q^*i » sin(2n + 1)z, 


oo 
Ü5(z;T):— 0i (: + 5 r) =2 y, qo cos(2n + 1)nz, 


n=0 


2 


1.14.17.5 FE roa E] S X 
定义 S0<k,k' <1, Hk? +k7=1. 4 


93(z;T) := Bo (: = L ) =1+ 25 " cos 2z1nz. 
nzl 


sn(z; k) => ES (正弦 振幅 )， 
0 aK?" 

eine B® (gi?) (余弦 振幅 ) 

MEC d 

(z; k) = Vk 2 (a7) (delta 振幅 ) 
Vo (zr?) 


这 里 用 到 的 量 是 
p 
KW) - | A eae 
和 r:—iK' (k)/ K(k), 其 中 K'(k) := K(k’). 下 面 把 天 固定 , 并 把 sn(z; k), en(z; k), 
以 及 K(k), K'(k) 简 记 为 sn z, cn z, K, K’. 
定理 ”三 个 函数 w=sn z, cn z, dn z 是 具有 表 1.8 中 所 列 性 质 的 椭圆 函数 . 并且 ， 
对 所 有 不 是 极点 的 € C, 有 


sn?z + cn?z = 1 和 (snz)' = cnzdnz. 


函数 sn z 是 奇 函 数 , 而 cn z, dn z 是 偶 函 数 . 
微分 方程 ”微分 方程 
= (1—u?)(1—k?u?), 


v? = (1— v2)(k? +0), 
w? = —(1 w) (K? — w?) 


1) 标准 符号 K" 在 这 里 表示 一 个 实数 , 而 不 是 函数 的 导数 . 
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表 1.8 雅 可 比 椭圆 函数 


周期 零点 极点 留 数 
1 
snz 4K,2K'i 2mK + 2nK'i 2mK + (2n —- 1)K'i =- 
cnz  4K,2(K + Ki'i) (2m + 1)K +2nK'i 2mK + (2n + 1) Ki D “= 
dnz 2K,AK'i (2m--1)K +(2n+1)K'i 2mK+(2n+1)K'i ii 
注 : n Alm 是 整数 


非常 数 的 一 般 解 是 
u=-+sn(z+ BRD), 


v = cen(z + BBO, 
w = +dn(z + $63). 


` [—]J 
加 法 定理 
snu cnv dnv + snv cnu dnu 
sn(u+v) = D 
1 — k?sn?u sn?v 
guit eal = cnu cnv — snu snv dnu dnv 
1 — k?sn?u sn?v 
dnu dnv — k?snu snv cnu cnv 
dn(u + v) = 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 . 


1 — k?sn?u sn?v 


1.14.18 REARS P 函数 的 反 演 问题 

不 同 的 周期 w, we 可 以 导致 相同 的 格 . 
例 : 两 对 周期 (1, i) 与 (1, 1+i) 在 C 中 生成 相同 的 格 (图 1.196), 即 两 个 格 点 的 集 
合 一 样 . 


(b) 
图 1.196 定义 相同 格 的 不 同 周期 

EER (i) 魏 尔 斯 特 拉 斯 P 函数 只 与 周期 格 有 关 , 与 生成 格 的 周期 无 关 . 

(i) 如 果 给 定 三 个 不 同 的 复数 ei, e2, es, 则 存在 一 个 格 , 及 属于 这 些 值 的 一 个 
P 函数 (在 (1.488) 意义 下 ). 
注解 椭圆 积分 的 通用 方法 基于 这 个 结果 , BU, ERR w= P(t), z = P(t) (参看 
1.14.19). 

上 面 的 定理 是 从 下 面 要 介绍 的 模 形 式 理 论 推出 的 . 特别 是 应 用 了 这 一 事实 : 克 
莱 因 模 J] 函 数 取 每 个 复数 作为 它 的 值 . 模 形 式 理论 在 数论 , 代数 几何 (参看 3.8.6.2 中 
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深刻 的 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 ), x 值 的 计算 , 以 及 高 能 物理 中 的 弦 论 中 都 有 重要 应 用 
BH R= {z EC | Im z > 0} 表示 上 半 平面 . 由 定义 , 一 个 模 变 换 由 形 如 


, ar-b 
— cr td 


的 默 比 乌 斯 变换 所 定义 , 其 中 a b, c, d 是 整数 , 并 且 ad - bc = 1. 这 些 变 换 把 o6 
双全 纯 (因而 是 共 形 ) 映射 到 自身 . 

所 有 模 变 换 的 集合 形成 ( 默 比 乌 斯 变换 的 ) 自 同 构 群 ( 见 1.14.11.5) 的 子 群 , 我 
们 称 它 为 模 群 M. 
S r,r € KH. 我 们 记 

T=7'modM, 

“AW, 存在 一 个 从 7 到 r 的 模 变换 . MUN o6. 
表示 一 个 等 价 关系 (运算 从 左 开 始 ). 

模 群 由 变换 r = 7 41 5 r = -1/r 生成 . 
模 群 的 基本 域 + 


F(M) := t RA 


-3 < Rez € la 2 i} 图 1.197 模 群 的 基本 域 


(图 1.197), 则 有 

(i) 上 半 平 面 的 每 个 点 模 M 等 价 于 F(M) 的 点 (这 表示 存在 M 的 一 个 元 素 ， 
把 给 定点 变换 到 基本 域 中 的 一 个 点 ). 

(ii) 多 (A4) 的 任意 两 个 点 模 M 不 等 价 , 当 且 仅 当 它们 在 边界 上 . 
等 价格 ”两 个 格 ST! 称 为 是 等 价 的 , 如 果 存 在 一 个 复数 a AO, 使 得 T= ar. 
定理 1 ”两 对 周期 (wi, w2)(w1, wh) 生成 等 价格 , 当 且 仅 当 商 w/w 与 w/w FE 
M 等 价 . 注意 , 我 们 约定 当 7 := = 时 Im 7 > 0. 


(wr, wa) > wafan 产生 一 个 从 格 的 等 价 类 的 集合 到 模 群 的 基本 域 FM) 的 一 
一 映射 
BER MEX k 的 模 形式 是 一 个 亚 纯 函数 f: H > T, HERRER: 对 所 有 
的 rc 26, 和 所 有 模 变换 有 


(EH ) = r+ fr) 


当 — 0 时 , 我 们 称 之 为 模 函 数 . 在 后 面 我 们 将 使 用 (1.488) 定义 的 量 
g2(w1, w2), 93(wW1, w2) 及 A(wi,we). 


这 里 我 们 标 出 了 这 些 量 与 周期 wi, we AK. 
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定义 令 gj(7) := 95(1,7),9 = 1,2, HY A(r) := A(, 7). R(ARB)I BRAK 
Ax 
_ p(w, we)? 
Iti “Alla, wk 
所 定义 . 函数 J 只 依赖 周期 比 T = w/w. 
定理 2 (i) 函数 w= J(7), A(T), 92(7), ga (7) 在 上 半 平 面 上 是 全 纯 的 . 
(ii) J 是 一 个 模 函 数 , 它 把 模 群 的 基本 域 多 (人 4) 一 一 映射 到 复 平 面 C 上 . 
(iii) 函数 w = A(r) 是 权重 为 12 的 模 形 式 . 
RUB (Dedekind, 1831—1916)n 函数 


= = erir/12 Ic- gren . T€ H. 


这 个 函数 在 数论 及 弦 论 中 很 重要 , 它 在 上 半 平 面 上 是 全 纯 的 , 且 对 所 有 re 和 
所 有 模 变 换 , 它 满足 关系 式 


arb _ 1/2 
n (ZH) = ster nto. 


这 里 , e 24 次 单位 根 , 即 e=. 此 外 , 有 
A(T) = Qx)"?n(7)^*. 


1.14.19 WE 


为 了 更 好 地 掌握 一 般 理论 , 我 们 从 一 个 重要 的 例子 开始 .通过 这 个 例子 , 我 们 
想 阐明 下 面 这 个 基本 原理 : 


| 黎 曼 面 在 计算 多 值 代数 函数 的 积分 (例如 椭圆 积分 ) 时 有 巨大 的 实际 价值 . | 


1.14.19.1 第 一 类 积分 的 勒 让 德 标准 形 及 雅 可 比 正弦 函数 
基本 积分 ”考虑 实 积分 


P dz 
f(z) =| fst ee -l<z<lL 


这 里 , kk! 是 给 定 的 数 , 并 满足 0 < k,k' < LK? 4 k?—1. BS 


dz 
ae (1 — z2)(1 — k?z?) 
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以 及 K' := K(k'). 如 果 利 用 积分 
a 4 dy 

PI: | JE. 
那么 有 
It 
2° 
以 及 K(k) =F (k, =): 椭圆 积分 F(k, p) 表 列 在 0.5.4 rh. 对 所 有 的 z €] — 1,1], 
有 


f(sing) = F(k,p) 对 -F<~< 


4 E 1 
f) = m3 EBSy 
因此 函数 f: 一 1,1[ 一 ] — K, K| 严格 递增 , 因而 有 唯一 反 函 数 , 雅 可 比 把 它 记 作 


z=sn(tik) —K<t<K. (1.490) 


代替 sn(t;k) 和 K(k), 下 面 我 们 把 它们 简 记 作 sn 上 和 K. 因此 有 


-K «t« K. 


(1 —2?)(1 — k?z?) 
振幅 函数 “对 每 个 固定 的 ke- 1, 1. 函数 


t=F(k e) -TF << 
严格 递增 , 因而 有 光滑 的 反 函 数 
p=am(k,t), -K<t<K, 


它 称 为 振幅 函数 . 
定理 1 对 所 有 te] 一 K, Kl, 有 


[sn t=sinamt.cnt=cosamt 和 dnt= V1 — k?sn?t. 


这 就 用 雅 可 比 函数 sn t 与 cn t 解释 了 术语 正弦 振幅 与 余弦 振幅 . 
Mints k=0 WẸ k=0, WE K = 12/2, 以 及 


am t = t,sn t = sin t,cn t = cost,dn t = 1 对 所 有 te |- T. z|. 
解析 延 拓 
定理 ( 雅 可 比 ) ”定义 在 区 间 ] — K, K( 上 的 函数 z= sn t, nt, dnt 可 以 用 唯一 


的 方式 拓展 到 复 平面 C 上 . 它们 拓展 的 结果 都 是 椭圆 函数 . 
在 1.14.17.5 中 可 以 找到 把 这 些 函 数 用 3 函数 表示 的 相应 公式 . 特别 地 , 有 


sn(t -- AK) ^ sn t 以 及 sn(t+2K’i)=snt, 对 所 有 te C, 
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BI. 函数 z =sn t 的 实 周期 是 4K, 纯 虚 周期 是 2C. 
一 般 周 线 积分 “只 有 在 明确 了 如 何 理解 沿 曲线 C 的 多 值 平方 根 (BU, 函数 沿 哪 一 
片 取 值 ? ), 周 线 积分 

dz 


meus | (1 — 33) — R222) 


才 有 意义 . 既然 函数 
w= - z2)- k?z?) 


在 它 的 黎 曼 面 多 上 是 单 值 的 , 那么 自然 认为 积分 T(C) 的 被 积 函数 定义 在 多 E. 


为 了 简化 , 我 们 记 作 
dz 


no=| 名 
其 中 w 满足 代数 方程 
w? = (1 — 22)(1 — k?2”). 
RSH? WAR z 平面 , 把 它们 沿 区 间 
1 l 
EXE 
切割 , 并 把 相应 的 刀口 交叉 粘 起 来 (图 1.198). 我 们 把 这 样 构 造 的 曲面 记 为 多 . 定 
+f — 2) — k222), 当 z 在 第 一 切片 上 时 ， 
(1—2z?)(1—k2?), 当 z 在 第 二 切片 上 时 ， 


i Ar, M E: || 或 zs hi] 时 . 


根据 这 个 定义 , 函数 w = (1 —22)(1—k22?) 在 2 上 是 单 值 的 , 即 , 2 是 这 个 函 
数 的 直观 黎 曼 面 . 


i ee 


Pare. LIL 
RS Vk k Uk 
(a) 第 一 片 (b) 第 二 片 


图 1.198 -^R E wm 
黎 曼 面 上 路 径 的 参数 化 (整体 单 值 化 ) 
定理 2 #88 多 上 每 个 连续 紧 路 径 以 一 对 一 的 方式 对 应 着 复 t- 平面 上 的 一 个 
BRE 

C.tt=ur), TATP Th 


1) 我 们 用 4+- Vu 表示 平方 根 的 主 值 (参看 1.14.11.6). 
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因此 C 有 一 个 参数 化 


z—snt(r)) Tm<T<T1, (1.491) 


其 中 w 的 相应 值 由 w(7) = (sn)'(t(7)) 给 出 . 这 就 澄清 了 sn t(7) 在 黎 曼 面 的 哪 一 
片上 取 值 的 问题 . ? 
积分 计算 ”由 定理 2 可 得 


I(C) = t(ro) — t(71) 
实际 上 , 代 换 (1.491) 导致 
[dz Peor P veas cur) ate 
nos] =| d | l'Gyàr etin) — tin): 


wj. wt») a 


可 更 简单 地 记 为 z =sn t, w = z'(t), 因而 


I(C) =| n | CE) 4 a di = Hn) — (n). 


cw „ w(t) 
共 形 映射 ”为 了 解释 黎 曼 面 上 的 路 径 C 与 复 上 平面 上 对 应 的 路 径 C. 之 间 的 联系 ， 
我 们 来 研究 从 复 t 平面 到 复 z 平面 的 函数 


z=snt. 


再 次 用 26. = {2 © C | Imz > 0} 表示 (2 平面 的 ) 上 半 平 面 . 
定理 3 (i) 函数 


=> 7 — Ç ae 
=| aoa U^ dis 
把 上 半 平 面 26. 双全 纯 (因而 是 共 形 ) 地 映射 到 复 cOEIE LOT Q, 它 有 四 个 
HA K 和 土 K K'i. 

(ii) 此 外 , 闭 的 下 半 平 面 (包括 oo 点 ) 被 同 胚 地 映射 到 闭 矩形 Q, 该 映射 把 点 


"a n 映 为 顶点 -K + Ki -K, K, K + K'i, 并 且 把 这 些 点 之 间 的 边 映射 


k 
1) 映射 
z=snt, w= (sn) (t) (1.493) 
与 方程 
w? = (1 一 z2)(1 — k?z?) 
以 及 微分 方程 


dt 
密切 相关 . 由 一 般 拓 扑 的 观点 , 复 上 平面 是 黎 曼 面 多 HAAR. AVHRR p : C 一 多 
由 (1.493) 给 出 . [212] 讨论 了 流 形 的 覆 登 空间 . 


2 
($ = J = (1 — sn?t)(1 — k?sn?t). 
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到 Q 的 相应 边界 . 
(iii)(1.492) 的 从 Q 到 Æ. 的 逆 映 射 为 z =sn t( 图 1.199). 


Ot. 
Y= iY 


ZZ -I 一 


o2. i 
图 1.199 正弦 振幅 函数 
考虑 周期 矩形 
P:={teC:—-K < Ret <3K,—-K’ <Imt < K'). 
定理 4 AM zs t 把 多 一 一 映射 到 歼 曼 面 2 上 . 
例 1: +t 平面 上 的 路 径 C 被 变换 为 Z 上 的 路 径 C, 在 变换 过 程 中 , 有 一 个 从 第 一 
片 到 第 二 片 渡 过 的 (图 1.200). 


图 1.200 ”函数 sn 是 一 个 单 值 化 


证 明 : 考虑 图 1.199 中 的 点 t. t 关于 实数 轴 的 反射 点 是 点 te 根据 施 瓦 效 反射 原 
H, z —sn t 的 像 点 , 即 通过 实数 轴 反 射 得 到 的 点 z,=sn t, (参看 1.14.15). 
此 外 ， t OFEN UR E KÆ K'i HR RHI ATRAE Tes pes Z44—8nD Tne 


简化 积分 的 形变 技巧 我 们 有 如 下 两 条 由 我 们 支配 的 重要 法 则 ， 
(i) MRC 是 黎 曼 面 多 上 的 一 条 闭路 径 , 它 可 以 
被 连续 形变 为 & 上 的 一 个 点 , 则 有 I(C)-0 


Ci C * ý iA 
Ta 24 (i) WE CO 是 2 上 有 相同 起 点 和 终点 的 两 
j Co ARZ, 则 有 
图 1.201 I(C1) = I(C3), 


如 果 闭 曲线 C = Ci — Co 有 性 质 (i)( 图 1.201). 
例 2: 对 于 图 1.202(a) 中 的 路 径 C = A + Ao, 有 


I(C) =4K. 
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这 是 函数 z —sn t 的 一 个 周期 . 
第 一 片 第 二 片 第 一 片 第 二 片 


(a) C= Ai- A (b) € = A + A 
图 1.202 为 计算 曲线 积分 而 形变 路 径 
证 明 : 上 面 第 二 个 法 则 ( 给 出 I(A;) = (2) = 1,2) (图 1.202(b)). 我 们 令 
g(z) := (1 - 2°)(1 — k?2?), 则 有 
1 —1 1 
=a] —— «| -| ——-ak 
1 + — 4 


-1 +y g(z) g(z) v/a(z) 
黎 曼 面 的 拓扑 结构 口 


HUE AES, 人 们 应 该 通过 思想 而 非 野蛮 计算 来 征服 证 明 . 
D. 希 尔 伯 特 (David Hilbert, 1862—1943) 


$ el := 一 1/k, e2 := 一 1,e3 := 1,e4 := l/k. 我 们 考虑 两 个 黎 曼 球 面 , 而 不 考 
虑 两 个 z 平面 , 从 ex 到 ez( 相 应 地 , 从 es 到 e4) 切割 它们 , 并 对 角 地 把 它们 粘 起 来 . 
如 果 我 们 把 生成 的 曲面 像 吹 气球 一 样 吹 起 来 , 就 得 到 一 个 环 面 (图 1.203). 环 面 Z 
的 基本 拓扑 性 质 是 , 在 这 样 一 个 曲面 上 , 存在 两 类 闭 曲 线 不 能 被 连续 形变 到 一 个 点 . 
例如 , 这 类 闭 曲线 是 经 线 L, 与 任意 纬 线 M* (图 1.203). 由 例 2, 我 们 推断 
I(M) = 4K. 


(b) 
1.203 ” 烙 合 两 个 球面 以 得 到 一 个 环 面 
此 外 , 我 们 有 
I(L) = 2K'i. 
AK 和 2K'i 恰 是 函数 z =sn t 的 两 个 周期 . 如 果 我 们 用 mM 表示 绕 Mm 次 的 一 
条 曲线 , WA 
[TmM) = mI(M) = 4mK， I(mL) = mI(L) = 2mK'i, m= +1,42,-- «| 


* 原文 误 为 “meridian M( 子 午 线 M)" WH "latitude M( 纬 线 M)".—— RE 
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BERARD 1— | SE 有 两 个 可 加 周期 ， 它们 是 反 函 数 = =sn t 的 两 个 周期 这 
€ 
些 考虑 对 更 一 般 的 情形 也 成 立 ; 


椭圆 积分 的 被 积 函 数 的 黎 曼 面 总 具有 环 面 的 拓扑 结构 , 这 就 是 椭圆 


积分 的 反 函 数 是 椭圆 函数 ( 即 , 是 双 周 期 函数 ) 的 原因 . 


这 个 优美 的 拓扑 讨论 使 黎 曼 不 用 任何 计算 就 理解 了 任意 阿 贝尔 积分 的 行为 . 相应 的 
黎 曼 面 同 胚 于 一 个 有 g 个 把 手 的 球面 , 其 中 g MARSH SH. 例如 , 如 图 1.204 
中 有 一 个 把 手 的 球 可 以 变 成 按照 上 述 切割 、 粘 连 手续 得 到 的 一 个 环 面 . 注意 , 环 面 


对 应 着 g = 1 时 的 这 种 构造 . 类 似 地 , 可 以 证 明 下 述 一 般 结 果 : 


omc RU OS o. MPIB [. n) 有 29 个 可 加 用 
人 


借助 这 些 拓扑 思想 , 黎 曼 打 开 了 数学 中 的 全 新 景观 . 在 20 世纪 , 拓扑 学 成 功 地 
迈进 了 数学 的 核心 , 甚至 在 理论 物理 学 中 也 起 了 重要 作用 . 


(a) (b) 


图 1.204 £8 


1.14.19.2 魏 尔 斯 特 拉 斯 代 换 的 一 般 方 法 
对 第 一 类 积分 的 勒 让 德 标准 形 的 考虑 可 以 推广 到 任意 椭圆 积分 


[ac (¢ — a1)(¢ — a2)(¢ — as)(G 一 04))d6. 


这 里 , a1,02,03,04 是 四 个 不 同 的 复数 , u = R(z,w) 表示 复 变 量 z 与 w 的 有 理 函 
数 . 代 换 


i 
G — a4 


把 点 a4 映射 到 点 z = oo, 因而 我 们 得 到 椭圆 积分 


g= 


I(C) = | R(z, VA(z — ei)(z — e2)(z — e3))dz, 
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其 中 为 一 个 新 的 有 理 函 数 , e1, e2,es 是 三 个 不 同 的 复数 . 这 个 积分 可 以 记 为 
1(C) =| Riz, uds, 
Cc 


其 中 w 满足 代数 方程 
w? = 4(z — ex)(z — e2)(z — ea). 


具有 周期 wi 与 wo 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 刀 函数 属于 这 个 方程 , 这 一 事实 是 重要 的 . P 
函数 在 C 上 满足 微分 方程 


P' (t)? = 4(P(t) — e1)(P(t) — ez) (P(t) — e). 
考虑 复 t 平面 上 的 路 径 
Cuodedv. OSTE Ti 


并 利用 代 换 


z=P(t) w= P (8) 
这 个 把 曲线 C. 映射 为 C, 因而 我 们 就 得 到 了 决定 性 的 公式 


I(C) = | R(P(t),P'(t))P'(t)dt. 


这 是 t 平 面 上 周期 为 wi 与 wo 的 唯一 定义 的 椭圆 函数 的 积分 (图 1.205). 


C 
Wy = 
wi 
OF M z 平 面 


图 1.205 一 个 椭圆 积分 的 变换 
RSM ”和 1.14.19.1 一 样 , 曲线 C 实际 上 是 被 积 函 数 的 黎 曼 面 2 上 的 曲线 , 反 
之 , 多 上 的 每 条 曲线 C, 对 应 着 t+ 平面 中 的 一 条 曲线 C.. 当 ea = oo 时 , 如 图 1.206 
所 示 得 到 黎 曼 面 Z. 


U V 
S a m T Ja 


-ŠT ye 4 
€i € 
第 一 片 第 二 片 
E1206 HERSE 多 
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对 黎 曼 球面 的 这 个 构造 对 应 着 两 个 z 平面 的 选择 , 它们 沿 从 ex 到 eo 的 线段 及 
从 es 到 oo 的 射线 切割 . 然后 把 两 个 刀口 分 别 交叉 粘 合 起 来 (图 1.206). 可 以 在 经 
典 专著 [226] 中 找到 计算 椭圆 积分 的 具体 方法 . 
1.14.19.3 应 用 
椭圆 弧 长 ”假设 给 定 一 个 椭圆 
r=acosy, y=bsing, 0< ov < 2n, 


其 中 长 轴 为 a, 短 轴 为 b, 数值 离心 率 为 = y1- (b/a). WA (a,0) 与 (z,y) 之 
间 的 椭圆 弧 长 L 由 椭圆 积分 


Y 
L-«| v1- £? sin? ydy 
0 


给 出 (图 1.207(a))， 这 种 积分 值 在 0.5.4 的 表 中 . 几何 关系 导出 了 更 广 一 类 积分 的 


y 
b £ 
ass. N 
a T 
(a) (b) 


图 1.207 REE 
球面 摆 长 度 为 1 的 球面 摆 在 重力 影响 下 的 运动 o = p(t) 导出 微分 方程 
Q" +w sinp=0, (0) = po,p (0)=0, 


其 中 v? = g/l,g 为 重力 加 速度 (图 1.207(b)). 对 y 解 方程 


sin 5 = ksn(wt, k) 


得 到 上 述 微分 方程 的 解 , 其 中 := sin(yo/2). 摆 的 周期 是 T = 4wK (k). 更 多 细节 
可 见 5.1.2. 


1.14.20 ”奇异 微分 方程 
考虑 微分 方程 


w” + p(z)w' + q(z)w = 0. | (1.494) 
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假设 存在 点 a 的 某 个 邻 域 U, 使 得 p 与 g 在 点 z = a 处 有 一 个 孤立 奇 点 . 点 z= 二 a 
的 邻 域内 的 通 解 可 以 写 为 形式 


w(z) = Ciuwli(z) 十 Cotz(z)，0<|1z 一 ol<m 


其 中 01,0» 为 复 常 数 , r 为 正 实数 . 
情形 1: 函数 wi 与 w2 的 形式 为 


[wil2) = (2-0) (a-a. F=1,2,] (1.495) 


其 中 pi, pz 为 实 系数 . 这 里 , A 表示 wj 在 点 z = a 处 的 洛 朗 级 数 . 
情形 2: 函数 wi 由 (1.495) 给 出 , 对 w RITA: 


Ww2(z) = (z — a)?! (z — a) + wi(z) In(z — a). 


定理 。 下面 两 个 结论 等 价 : 
() 奇 点 z = a 是 正则 奇 点 , MAH D ERAR 
(ii) q 在 点 a 处 有 一 个 至 多 2 阶 的 极点 , p 在 点 a 处 有 一 个 至 多 1 阶 的 极点 
正则 奇 点 情况 下 解 的 构造 ”假设 


w(z) = (z — a)^(ao + ai(z — a) + az(z — a)? +.…), (1.496) 
由 (1.494), 它 导 致 二 次 方程 
P+p(A—1)+B=0, (1.497) 


此 方程 有 两 个 解 pi, pz. 量 A, B 满足 


A= lim p(z)(z—a)?, B= lim q(z)(z — a). 


方程 (1.497) 称 为 微分 方程 (1.494) 的 指数 方程 
情形 1: 差 pi — pa 是 个 小 的 数 . 利用 p= pi, po 时 的 (1.496), 并 比较 系数 , 得 到 
解 ui 与 w2. 
情形 2: 25 pl 一 po 是 整数 . 则 与 情形 1 一 样 , 我 们 得 到 w, 另 一 方面 , 应 用 公式 


TOOR] 


并 通过 积分 得 到 第 二 个 解 wz. 


在 oo 处 的 情况 ”由 代 换 z = 点 z= oo 的 某 个 邻 域内 的 原始 微分 方程 (1.494) 


变 成 点 5 = 0 的 某 个 邻 域内 的 微分 方程 , 可 以 用 以 前 的 方法 研究 它 . 
PH, 我 们 将 要 考虑 一 些 重要 的 例子 . 可 以 在 [212] 中 找到 更 多 基于 奇异 微分 
方程 的 特殊 函数 的 详细 研究 . 
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1.14.21 ”在 高 斯 超 几 何 微分 方程 上 的 应 用 
z(z — 1)w" + ((a+8+1)z—-y)u’+aBw — 0 (1.498) 
恰 有 三 个 正则 奇 点 , 位 于 点 z = 0, 1, co 处 . 
考虑 点 z = 0, 并 假设 y 不 是 整数 . 那么 指数 方程 是 
P(e + y — 1) = 90, 
因而 它 有 两 个 解 p1 = 0 与 pz = 1— y. 对 于 pi = 0, 由 方程 (1.496) 及 比较 系数 得 


对 所 有 满足 |z| < 1 的 复数 > € C, 这 个 级 数 收敛 ， 这 里 , 我 们 令 (o). := ala + 
1)… (a 十 一 1). 对 于 pp = 1-7, 在 点 z — 0 的 某 个 邻 域 内 , 除了 有 wi(z) = 
F(z;a, 8,7), 我 们 还 得 到 (1.498) 的 第 二 个 线性 无 关 解 


| wz) —z 7F(z;a—y+1,6-7y4+1,2— 7). 


0.7.2 给 出 了 函数 w(z) = F(z;o,0,y) 的 重要 的 特殊 情形 . 
1.14.22 在 贝 塞 尔 微分 方程 上 的 应 用 


zw" + zw! + (2? — o?)w «0 | (1.499) 


在 点 z = 0 处 有 一 个 正则 奇 点 , 在 点 z = oo 处 有 一 个 非 正则 奇 点 . 考虑 点 z = 0. 
指数 方程 


p. —~a’=0 
有 两 个 解 pl = a 和 po = —a. (1.499) 的 通 解 是 
w = Cw; 十 C2w3. 


情形 1: WR a 不 是 整数 ， 则 得 到 两 个 线性 无 关 解 wi = Ja 和 we = J-a, 其 
PRE BRI. 由 上 式 


2X9 -4p)* z 
区 


定义 . 对 所 有 复数 > € C, 这 个 寡 级 数 收敛 (图 1.208(a)). 
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0 2 4 6 8 10 12 14 
(a) n=0,1,2,3 ETH N ERR Jn (b) 诺 伊 曼 函 数 M 和 N 


图 1.208 贝 塞 尔 微分 方程 的 解 
情形 2: WR a= n, 其 中 n= 0,1,2,…, 则 有 Jn(z) = (-1)J4(). 因此 函数 


Meld + (228 ( pare?) 


T ða Ja " 
更 确切 地 说 , 由 它 可 推出 公式 : 
: ein k-th fay? 
Nala) =z (C + Inz — n2) Jn (2) 3a : ) (2) 
ly. (=1)* z\nt2k (H = 
和 (5) nk + Hy), 


k 
其 中 欧 拉 常数 C = 0.5772- , Hx = >， =， AL Ho:-0(F8 1.208(b))， 对 所 有 复数 
r=1 


z € C, BRAM 

对 于 汉 克 尔 函 数 , 虚 变量 的 贝 塞 尔 函 数 及 麦克 唐 纳 (MacDonald) 函数 的 更 多 公 
式 可 见 0.7.2. 
应 用 到 一 个 特征 值 问题 S DD := ((z,y) e R^|a? +y? <1} 是 开 单位 圆 盘 . 特征 
值 问题 


一 wor 一 三 2 TED E, 


1.500 
v=0, 在 OD 上 ( ) 


有 特征 解 

; "e ike = 

Uim (T; y) = Vali em)| Jk (Akmr)e 4 A= Ads 
HF k =0,1,---,m=1,2,---, Ha=rcosy,y=rsiny. 我 们 把 贝 塞 尔 函 数 J, 
的 零点 记 作 0 < Any < Ako € cos 函数 {vpm} 在 希 尔 伯 特 空间 Lo(D) 形成 一 个 完 


备 规范 正 交 系 , 标量 积 为 


(u,v) :— | u(x, y)u(x, y)dady 
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(BF 1.13.2.13). 
在 生成 薄膜 的 振动 上 的 应 用 4 ulz, y t) 是 在 时 刻 t 时 薄膜 在 点 (m, y) 处 的 位 移 . 
振动 问题 是 


1 


ci utt — Uae — Uyy = 0, (x,y) € D,t > 0, 
u=0,# 0D E, (边界 值 )， (1.501) 
u(x, y, 0) = uo(z, y), wu (v, y, 0) = wu (x,y), (初始 值 ). 

我 们 令 c= 1. 


定理 ”如果 指定 的 连续 函数 uo, ui: D 一 R 是 光滑 的 , 则 边界 - 初 值 问题 (1.501) 
有 唯一 解 


oo 


u(r,y)— 5 (akm COS(Akmt) + bem sin(Agmt))Ukm(T, y), 


k,m=0 


其 中 


Akm = (uo, Ukm), Akmbkm = (U1, Vkm). 


这 个 解 是 通过 考虑 (1.500), 利用 传 里 叶 方 法 得 到 的 . 


1.14.23 ”多 复 变 函数 

多 复 变 函数 论 在 基本 方面 类 似 于 一 元 函数 的 相应 理论 . 然而 更 复杂 的 问题 则 完 
全 不 同 , 比如 依赖 于 全 线 域 的 存在 性 的 那些 问题 . 在 现代 理论 中 处 于 支配 地 位 的 是 
抽象 层 论 . [212] 中 讨论 了 这 一 类 问题 . 
作为 度量 空间 的 空间 C^ — XE C" 表示 所 有 n 元 数组 (z1,:…… zn) 构成 的 集合 , 其 
中 z, ,zn 为 复数 . > 


Iz] := Jal? +--+ len[?. 
复数 z, w 间 的 距离 定义 为 
d(z,w):-|z— w|, 对 所 有 z,w €C”, 


WEE C 得 到 了 度量 空间 的 结构 . 因此， 关于 度量 空间 的 所 有 一 般 概 念 (参看 
1.3.2) 都 可 以 应 用 到 C^. 

关于 多 变 元 函数 的 全 纯 性 概念 , 可 以 通过 下 面 的 定义 归结 为 单 复 变量 函数 的 全 
SHER SUAC 的 开 子 集 . 称 函 数 


w= f(z1,.… , Zu) 
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在 U 上 是 全 纯 的 , 如 果 它 对 所 有 的 变量 z; 都 是 全 纯 的 . D 

例 1: HE went? 在 C? 上 是 全 纯 的 . 实际 上 , 如 果 我 们 令 (相应 地 , z2) 不 
变 , 则 在 C 上 得 到 关于 zo( 相 应 地 , 21) 的 一 个 全 纯 函 数 . 

BBN Q ob akm 表示 复数 . 由 定义 , 级 数 


Y akm(21 — a)" (z2 — b)” (1.502) 


k,m=0 


在 点 z= (21, 22) 处 收敛 , 如 果 绝 对 值 级 数 


YS larm(z1 — a)" (z2 — b)™| 

k,m=0 
(在 点 (21,22) Xb) WSK. (1.502) 中 各 项 的 顺序 是 无 关 紧 要 的 . 

类 似 地 , 可 以 定义 n 元 21,--- ,zn ERR. 

解析 性 ”根据 定义 , BA S: UCO 一 C 在 开 集 U 上 是 解析 的 , 当 且 仅 当 , MU 
中 的 每 个 点 , 存在 一 个 邻 域 , 使 得 函数 /在 此 邻 域 中 可 以 用 一 个 收敛 的 寡 级 数 表示 . 
定理 ”函数 f :U CC" 一 C ERR U 上 是 全 纯 函 数 , 当 且 仅 当 它 在 U 上 解析 . 
魏 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 。 这 个 基本 结果 使 得 理想 论 的 代数 方法 可 以 应 用 到 多 复 变 
理论 . 理想 论 可 见 3.8.7. 
全 纯 域 C 中 的 区 域 D 称 为 全 纯 域 , 如 果 存 在 一 个 (!) 全 纯 函 数 f: D 一 C, 它 
不 能 被 拓 广 为 在 任 一 较 大 区 域 中 的 全 纯 函 数 . 
例 2: C" 显然 是 全 纯 域 , 因为 在 C^ 上 存在 全 纯 函 数 (例如 f(z) := zi +--+: zi). 
对 这 个 函数 不 存在 开拓 问题 . 
例 3: 函数 


fej = 5 2” 


n=1 
以 复 平 面 上 的 单位 圆 盘 内 部 作为 全 纯 域 . 
EE (i) 对 于 n= 1, 复 平面 C 中 的 每 个 区 域 都 是 全 纯 域 . 
(ii) 对 于 n >2, C” 中 不 是 每 个 区 域 都 是 全 纯 域 . 
(iii) C^ 上 的 凸 域 是 全 纯 域 . 
例 4: 考虑 圆 环 
A:= t Ec’ 


gei. 


1) $ p Æ U 的 任意 一 点 . 考虑 函数 
g(z) := f (2, P2," Pn); 
并 要 求 g 在 z = pi 的 一 个 邻 域内 是 全 纯 的 . 类 似 地 , 可 定义 关于 其 他 变量 zj 的 全 纯 性 . 
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则 每 个 全 纯 函 数 f: 4 C 可 以 扩张 为 {z € C : |z| < 1) 上 的 全 纯 函 数 . 这 说 明 
A 不 是 全 纯 域 . 
HEAR DEC 中 的 一 个 区 域 , 它 至 少 有 一 个 边界 点 . + 


d(z, 0D) := 点 x 到 边界 OD 的 距离 . 
根据 定义 , 区 域 D AGH, 如 果 函 数 


g(z) := — lnd(z,0D) 


i ie 
a2) < x | ole reae 
2x Jo 


对 所 有 半径 r 都 成 立 , HH O< rro ” 
由 定义 , 我 们 也 认为 C^ 是 伪 凸 域 . 
冈 洁 (Oka) 主 定理 (1942) Sn>2. C" 中 的 区 域 是 全 纯 域 , 当 且 仅 当 , CRA 
凸 域 . 
例 5: Bl 4 中 的 圆 环 不 是 全 纯 域 , 因此 也 不 是 伪 凸 域 . 


1) (aa 十 rei?，.… ,zn 十 Tei?) 记 作 z+ rel. 
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代数 学 研究 加 、 减 、 乘 、 除 四 种 基本 算术 运算 , 并 解 由 这 
种 研究 产生 的 方程 . 这 种 理论 是 合理 的 , 因为 这 些 运 算 实施 
的 对 象 在 很 大 程度 上 都 是 不 定 的 . 

在 早期 的 代数 学 中 , 用 来 代替 具体 的 数 的 符号 仅 被 看 成 
不 确定 的 数 . 即 , 每 个 符号 所 表示 的 数量 是 不 定 的 , 而 在 代数 
演算 中 它 所 表示 的 对 象 的 属性 是 固定 的 . 

在 20 世纪 发 展 起 来 的 近世 代数 中 , 特别 是 在 现今 所 称 
的 “抽象 代数 ”中 ,甚至 所 使 用 的 符号 所 表示 的 属性 往往 也 
是 不 确定 的 , 由 此 产生 了 名 副 其 实 的 运算 理论 . 

E. 凯 勒 (1906—2000) 


代数 学 思想 发 展 的 一 个 重要 前 提 条 件 是 由 对 于 数 的 运算 过 渡 到 使 用 表示 不 定 
量 的 字母 ， 数学 中 的 这 个 革命 是 法 国 数学 家 F. 韦 达 (Viete) 于 16 世纪 后 半 叶 完 
成 的 . 

代数 学 的 现代 结构 理论 起 源 于 20 世纪 20 年 代 E. 诺 特 (Noether, 1882—1953) 
在 哥 廷 根 以 及 E. 阿 廷 (Artin, 1898 一 1962) 在 汉堡 讲授 的 课程 ，1930 年 出 版 了 B. 
L. 范 德 瓦 尔 登 (van der Waerden) 的 书 Modern Algebra (《 近 世代 数 》)”, 这 个 理论 
第 一 次 以 专著 的 形式 呈现 于 世人 .事实 上 , 该 书 出 版 了 多 种 版 本 , 并 且 至 今 仍 然 是 
近世 代数 的 标准 参考 读物 . 

然而 ,这 个 工作 的 基础 是 在 19 世纪 葛 定 的 .高 斯 (分 圆 域 )、 阿 贝尔 (代数 函 
数 )、 件 罗 瓦 ( 群 论 和 代数 方程 )、 黎 曼 ( 代 数 函数 的 亏 格 和 除 子 )、 库 默 尔 和 戴 德 金 ( 理 
想 论 )、 克 罗 内 克 ( 数 域 )、 若 尔 当 ( 群 论 ) 及 希 尔 伯 特 ( 数 域 和 不 变量 理论 ) 对 此 起 了 重 
要 的 推动 作用 . 


2.1 初等 代数 
2.1.1 ”组 合 学 
组 合 学 研究 有 多 少 种 方法 可 将 若干 个 元 素 配 合 起 来 . 在 此 使 用 符号 
nl;1-2.3..-—.m, 0l:=1, n=1,2,---, 


* 中 译本 : © 范 德 瓦尔 登 B 工 . 代数 学 .I. 丁 石 孙 等 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 2009; @ 范 德 瓦 
尔 登 B L. 代数 学 .II. 曹 锡 华 等 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 2009.—— TEE 
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并 读 作 ^n. 的 阶乘 ", 这 如 同 二 项 式 系数 1 那样 : 


n\ _ n(n—1)---(n—k+1) n|.1 
kl” i pe k à Oh" id 


5|1:31—1-.2.3—6, 4!=1-2-3-4=24, 


4 oi _ 4| 43 
2] ^ q«9 3] I 


二 项 式 系数 与 二 项 式 公 式 EB4 0.1.03. 
阶乘 与 TBR SF 1.14.6. 
组 合 学 的 基本 问题 2) 
(i) 排列 . 
(ii) 有 重 排 列 (也 称 书籍 问题 ). 
(ui) 无 重组 合 
(a) 不 考虑 顺序 (彩票 问题 )， 
(b) 考虑 顺序 (变形 彩票 问题 ). 
(iv) 有 重组 合 
(a) 不 考虑 顺序 (变形 字 问 题 )， 
(b) 考虑 顺序 ( 字 问 题 ). 
排列 “恰好 有 


(2.1) 
种 不 同 的 可 能 性 将 ”个 不 同 元 素 配合 起 来 . 元 素 的 每 一 个 这 种 配合 称 为 一 个 排列 . 
例 2: 对 于 数 1 和 2 有 2!=2.1 种 可 能 的 配合 , 即 


12,21. 
对 于 三 个 数 1,23, 有 3! 21.2.3 种 可 能 的 配合 , 即 


123, 213, 312, 


(2.2) 
132, 231, 321. 


书籍 问题 ” 设 给 定 n 本 书 , 它们 不 必 互 不 相同 ， 且 其 中 分 别 有 m1,… ,ms 本 重复 
( 即 有 s 种 不 同 的 书 ). 那么 有 


n! 
m3'm3! os ms! 


1) 这 个 定义 对 实数 或 复数 n 以 及 上 = 0,1, 有 效 . 
2) 考虑 元 素 顺序 的 配合 也 称 为 变 分 . 
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种 不 同 的 可 能 性 将 这 些 书 排 成 一 列 , 其 中 重复 的 书 互相 不 加 区 分 . 
例 3: 对 于 3 本 书 其 中 有 2 本 相同 , 共有 


3l 1， 
a1 1-2 — 


种 可 能 的 方法 将 它们 排 成 一 列 . 在 (2.2) 中 用 1 REA 2 并 删 去 相同 的 配合 只 保留 
其 中 一 个 , 就 可 得 到 这 些 不 同 的 顺序 . 这 给 出 三 种 可 能 情形 


118,311,131. 
字 问 题 “从 个 字母 着 手 , 恰好 可 以 形成 


个 不 同 的 长 为 n 的 字 . 
如 果 当 两 个 字 的 差别 仅 在 于 字母 的 排列 就 称 它 们 是 等 价 的 , 那么 等 价 字 的 频数 


等 于 
n+k-1 
n 
(变形 字 问 题 ). 


例 4: 由 两 个 符号 0 和 1 可 以 形成 2 = 4 个 长 度 为 2 WS, 亦 即 


00, 01, 10, 11. 


等 价 字 的 频数 4 是 pe, HA n= k = 2, JRB A= (3) -1579 这 
些 数 的 代表 是 

00, 01, 11. 
此 外 , 有 23 = 8 个 长 度 为 3 WS: 


000, 001, 010, 011, 
100, 101, 110, 111. 


等 价 字 的 频数 是 4 = ("aeria ma - B z 
4. 作为 这 些 数 的 代数 , 可 取 


4-3-2 

1-2-3 
000, 001, 011, 111. 

彩票 问题 不 考虑 所 选 数 的 顺序 , 有 
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种 可 能 的 方法 从 n 个 数 中 选取 个 数 . 
如 果 考 虑 顺序 , 那么 有 


(tios ne erem 


种 可 能 . 
例 5: 在 德国 人 的 游戏 “49 中 取 6”( 即 从 49 个 数 中 选取 6 个 数 ) 中 , 我 们 恰好 要 抽 
满 


= == Í 1 
6 1-2-3-4-5-6 3393810 


(5) _ 49-48-47 - 46-45-44 


张 彩票 , 以 保证 胜算 . 
例 6: 从 集合 {1, 2, 3} 中 选取 2 个 数 , 若 不 考虑 两 个 被 选取 的 数 的 顺序 就 有 B = 


种 可 能 , 它们 是 
12, 13, 23. 


车 考虑 顺序 , WE H .21 = 6 种 可 能 : 
12, 21, 13, 31, 23, 32. 


排列 的 符号 ” 设 给 定 n 个 数 1, 2,…… ,n， 自然 顺序 12.….n fog X, 是 一 个 偶 排列 . 
n 个 数 的 排列 称 为 偶 排列 (或 奇 排列 ), 如果 它 是 由 自然 顺序 通过 偶数 次 (或 奇数 次 ) 
将 两 个 元 素 置换 1) 而 得 到 . 按 定义 , 排列 o 的 符号 ( 记 作 sgno) 是 +1, 若 排 列 是 偶 
的 ; 或 —1, 若 排 列 是 奇 的 . 
例 7: 数 12 的 排列 12 是 偶 的 , 而 21 是 奇 的 . 

对 于 三 个 数 1,2,3 的 排列 : 

(i) 偶 排 列 是 排列 123,312,231; 

(ii) 奇 排列 是 排列 213,132,321. 
狄 利克 雷 抽 居 原理 ”将 多 于 n 个 的 物体 放 入 n Mi, 至 少 有 一 个 抽 屠 中 所 装 物 
体 的 个 数 大 于 1. 

P. G. L. 狄 利克 雷 (1805 一 1859) 发 现 的 这 个 简单 的 原理 被 成 功 地 应 用 于 数论 . 


2.1.2 ”行列 式 
基本 思想 ”二 阶 行列 式 用 公式 


a 


c 


j | := ad 一 pc. (2.3) 


1) 置换 是 一 个 排列 , 其 中 恰好 两 个 元 素 交 换 位 置 而 其 余 元 素 不 变 . 奇偶 性 定义 与 为 从 自然 
顺序 获得 所 给 定 的 排列 所 选取 的 置换 无 关 . 
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三 阶 行列 式 的 计算 按照 概念 清晰 的 展开 法 则 进行 . 按 第 一 行 展开 行列 式 得 到 


de 


s ad (2.4) 


© A 8 
ro > 


Cc 
f |:=a 
k 


这 归结 为 二 阶 行列 式 的 计算 . 这 个 法 则 是 由 删除 三 阶 行列 式 的 某 个 行 和 茶 个 列 而 得 
到 : 例如 , 公式 中 紧 跟着 a 的 行列 式 是 由 删 去 a 所 在 的 行 和 列 而 得 到 . 类似 地 , 按照 
行列 式 展开 的 一 般 法 则 , 较 高 阶 的 行列 式 的 计算 归结 为 阶 数 小 1 的 行列 式 的 计算 . 
一 般 法 则 通过 行列 式 展开 的 拉 普 拉 斯 法 则 给 出 , 参看 (2.6). 

例 1: 


TEE E 
1 4 


+3- 


wo 

= NN 

e 0 w 
Il 
= 


3 
=J 
4 


2 
1 


=1-5—2-(-4)+3-(-6) 25--8— 18— —5. 
定义 ”行列 式 


Q11 Q12 «13 Ain 
021 Q22 Q23 Q2n 

; (2.5) 
Ani Qn2  Qn3 Ann 


D := X SEN T Oü1m,02mg''' Qnmn.- 


T 


其 中 对 数 1,2,--- ,n 的 所 有 排列 mi, m2,… ,mn KA, ssar 表示 对 应 的 排列 的 符 
号 . 所 有 的 aj, 是 实数 或 复数 . 
例 2: 当 n= 2 时 , 我 们 有 偶 排 列 12 和 奇 排列 21, 因而 有 
D = alla22 — 12021. 

这 与 公式 (2.3) 相符 . 
行列 式 的 性 质 

(i) 一 行 与 一 列 互 换 , 行列 式 不 变 . 

(ii) 两 行 (或 两 列 ) 互 换 , 行列 式 变 号 . 

(ui) 车 有 两 行 (或 两 列 ) 相等 , 则 行列 式 为 零 . 

(iv) 将 一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 , 行列 式 不 变 . 
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(v) 将 一 列 的 倍数 加 到 另 一 列 , 行列 式 不 变 . 
(vi) 将 行列 式 的 一 个 固定 的 行 (或 列 ) 乘 以 一 个 数 , 则 行列 式 也 乘 以 这 个 数 . 
例 3: 


a b a c . 
(a) er ad ou (FH (i); 
a b & d 7 a bj iiy: 
(b) nA et (由 (i); "a =0 (Hi (iii); 
a a b "E 
laal ari de CEE 
aa ab _ a b 


B. xil. (由 (vi). 


三 角形 形式 ”如 果 在 (2.5) 中 主 对 角 线 (从 左上 方 到 右 下 方 ) 之 下 (或 之 上 ) 的 元 素 
BA, 那么 


D = a11822 Qnr. 


例 4: 
aa f a 0 0 
0 b y |=abc, a b 0 |=abe. 
0 0 c B y € 
计算 大 行列 式 的 一 个 重要 技巧 是 应 用 运算 (ii) (ui) 使 行列 式 变 成 三 角形 形 


A, 然后 应 用 上 述 公式 . 这 总 是 可 以 做 到 的 . 
例 5: 对 于 入 = -2, 有 


2 3 2 3 


= = = —10. 
4 1 4 十 2 入 143A 0 一 5 
行列 式 展 开 的 拉 普 拉 斯 法 则 对 于 (2.5) 中 的 行列 式 , 有 
D = akiÁki 十 ak24k2 十 … 十 Qkn4kn， (2.6) 


其 中 记号 意义 如 下 : k 是 某 个 固定 的 行 数 ，Aj 表示 所 谓 元 素 aj 的 伴随 行列 式 ， 
亦 即 在 (2.5) 中 去 掉 第 行 和 第 7 列 所 得 到 的 行列 式 并 乘 以 (—1)7**. 

例 6: 公式 (2.4) 是 这 个 公式 的 特殊 情形 . 

两 个 行列 式 的 乘法 “如果 4 = (ajr) 和 B= (bjr) 是 两 个 有 行 和 n 列 的 方 阵 
( 见 2.1.3), 那么 我 们 有 


det A det B = det(AB).| 


1) 用 列 代替 行 , 类 似 的 陈述 也 成 立 . 
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其 中 detA 表示 A 的 行列 式 ( 亦 即 detA = (2.5) 中 的 D), 而 AB 表示 两 个 矩阵 


的 积 ( 见 2.1.3). 另外 , 还 有 


其 中 AT 表示 A 的 转 置 (其 定义 仍 见 2.1.3). 

行列 式 的 微分 法 ”如 果 行 列 式 的 元 素 依赖 于 变量 t, 那么 对 每 行 关于 t 微分 得 到 t 
个 新 行列 式 并 将 它们 相 加 , 就 得 到 行列 式 D(t) 的 导数 D (t). 

例 7: 对 于 


的 导数 , 我 们 得 到 


函数 行列 式 的 乘法 法 则 ”我们 有 


O(fu fu) Aftts fn)  9Q Va) 
Ilu, un) Olo, Un) Olu, pun) 


此 处 2o D). 表示 一 阶 偏 导数 Of; /Oun 的 行列 式 (参看 1.53). 


(ur, e , un) 
范 德 蒙 德行 列 式 
1 a? 
1 b P | -(b-a)c-a)(c- b). 
le cd 
更 一 般 地 , 行列 式 
l ej e? a qt 
1 a» a2 oj a? 
1 a, a2 ad an 
等 于 差 积 


(az 一 ai) (as 一 ai) (a4 一 ai)…(an 一 Qi)X 


(as — a2) (a4 —a2)--+ (an 一 Q2)X 


(an = Gynt) 
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2.1.3 K 
EX (m,n) 型 的 矩阵 4 是 一 个 有 m TA n 列 的 长 方形 的 数 表 
a1i 012 a13 Qin 
021 a22 a23 2n 
A = " E 
Ami  Qm2  Qm3 Amn 


其 中 元 素 aj; 可 以 是 实数 或 复数 0). m = n 的 矩阵 A 称 为 方 阵 . 所 有 (m,n) 型 的 
矩阵 的 集合 记 作 Mat(m, n). 

目标 ”我们 将 要 对 和 矩 阵 定义 代数 运算 如 加 法 和 乘法 . 这 些 运算 将 不 再 具有 我 们 在 实 
数 或 复数 情形 所 熟悉 的 那些 所 有 的 性 质 . 例如 , 对 于 和 矩阵 乘法 , 法 则 AB = BA 一 
般 是 不 成 立 的 , 这 与 实数 或 复数 的 乘法 交换 律 不 一 样 ， 从 代数 角度 看 , 我 们 在 此 所 
看 到 的 事实 是 矩阵 的 集合 形成 一 个 ( 非 交 换 ) 环 , 而 不 是 域 . 这 些 代 数 概念 将 在 后 文 
2.5 定义 . 

两 个 矩阵 的 加 法 ”如果 4 Al B 均 属 于 Mat(m,n), 那么 我 们 把 A 的 元 素 与 B 的 元 
素 的 和 作为 元 素 所 形成 的 矩阵 定义 为 和 矩阵 4 + B. 这 个 矩阵 仍然 属于 Mat(m. n). 


例 1: 

«bs [9 F^ | [9*9 5-8 ctv 

d ez ô e Ç BT. e+e z+C 人 

(a,b) + (a, 8) = (a+a,b+ 8), (1,2) + (3, 1) = (4,3). 

数 与 矩阵 的 乘法 (标量 乘法 ) 设 A es Mat(m,n), o 是 一 个 ( 实 或 复 ) 数 . 我 们 把 
用 数 a REE 4 的 每 个 元 素 所 得 到 的 矩阵 定义 为 标量 a 与 矩阵 4 KIRA. 这 
个 矩阵 仍 属于 Mat(m, n). 
例 2: 


aE O taf 555 @ 28 SS AER ONE 
d e z ad ae az)’ 1 2 1 4 8 4 人 


零 矩 阵 ” 所 有 元 素 均 为 0 的 m x n 和 矩阵 


O 
il 


1) 车 所 有 的 aik 是 实数 , 则 称 矩 阵 A 是 实 的 . (m,n) 型 的 矩阵 A 的 另 一 个 记号 是 mxn 
JERE. 
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称 为 零 矩 阵 . 
运算 法 则 对 于 A,B,C e Mat(m,n) k acc, 有 


A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+C), A+O=A, 


a(A+B)=aA+aB. 


更 精确 地 说 , 集合 Mat(m,n) 形成 一 个 复数 域 上 的 线性 空间 (参看 2.3.2). 
两 个 矩阵 的 乘法 ”矩阵 乘法 的 基本 思想 包含 在 下 列 公 式 中 : 


(a, b) D :二 aa + bB. (2.7) 


4] 3: 我 们 有 ax —1.243-4-2-4-12— 14. 


ASK (2.7) 的 自然 推广 是 


(al,a2…… ,Qn) . = a101 + 202 十 :…… 十 anQn， 
On 


矩阵 A € Mat(m,n) 与 矩阵 B c Mat(n,l) 的 乘积 是 一 个 矩阵 C= AB c 
Mat(m,l), 它 的 元 素 cj 由 下 列 法 则 定义 : 


[sx = A 的 第 j 行 乘 以 B 的 第 k 列 .| (2.8) 


如 果 将 AUR B) 的 元 素 记 作 a. (X b..), 那么 这 个 公式 就 是 


例 4: 设 
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那么 我 们 有 


cu =A 的 第 1 行 乘 以 B 的 第 1 n-aaQ 


cc ARR LAU B ER o - Gn) cena 


cc ABB RU B RI (0.0(1) = 14+4-1= 
于 是 合 起 来 有 
ap=o=( 2 E 
22 7 

我 们 还 得 到 

12 1 (184 

0 1 B Y L4 ke das 
这 是 因为 


oa 人 =1-1+2-0=1, oo 人 二 0.1 十 1.0 = 0, 等 等 . 


矩阵 乘积 4B 存在 , MANYAS BURG, 亦 即 A 的 列 数 等 于 妃 的 行 数 . | 
单位 矩阵 3 x 3 方 阵 


1 0 0 
E:=| 0 1 0 

0 0 1 
称 为 3 x 3 单位 矩阵 0), 类 似 地 , n x n 单位 矩阵 定义 为 主 对 角 线 元 素 为 1 其 余 元 素 
为 0 的 nxn 方 阵 . 
HEZA it A,B,C c Mat(n,n), H E m nx n 单位 矩阵 , 用 O 表示 nxn 


零 矩阵 , 那么 有 
A(BC)-(AB)C, A(B+C)=AB+AC, 
AE=EA=A,  A0-OA-O,  A-«O-A. 
更 精确 地 说 , 集合 Mat(n, n) 形成 复数 域 上 的 ( 非 交 换 ) 环 并 且 是 复数 域 上 的 代数 


(参看 2.4.1 和 2.5.2). 
1) 这 个 名 称 来 自 该 矩阵 是 矩阵 环 中 的 单位 元 的 事实 . 
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和 矩阵 之 积 的 非 交换 性 对 于 A,B c Mat(n,n) Hn 2 2, 一 般 地 AB = BA 不 成 
立 (这 就 是 所 说 的 非 交 换 性 ). 
例 5: 我 们 有 


0 1 igi fa 0 "TER. oi) fot 
0 0 ows tour’ Ata 9 BD/ Loop 
矩阵 之 积 的 零 因 子 “ 如 果 对 于 两 个 矩阵 AM BA AB = O, HAR—-EAM 


A=0Ħ B =0. 8 A,B € Mat(n,n). WRIT A + OM BAO AB=O, 
那么 我 们 称 A 和 BAH Mat(n,n) 中 的 零 因 子 . 


例 6: 对 于 
"n 0 1 i 
0 0 

fi AZ O fB AA — OO. 实际 上 ,我 们 有 

0 1 0 1\ (0 0 

0 0 00) ko oy 
HEE 设 A € Mat(n,n). AERE A 的 逆 矩 阵 定义 为 矩阵 B € Mat(n. n), € 
满足 


AB = BA — E, 


E OE fen xn 单位 矩阵 . 这 种 矩阵 B 存在 , 当 且 仅 当 detA z 0, 亦 即 A 的 行 
列 式 非 零 . 此 时 B 唯一 确定 并 记 作 AC. 因此 , 当 detA #0 Ff, 有 


AA'1=A'A=E. 


(t1) 


的 道 矩阵 AW! 存在 , 当 且 仅 当 detA A 0, ZRBI ad — be #0. 此 时 逆 矩 阵 由 


例 7: 矩阵 


给 出 . 实际 上 , 计算 表明 


AA'=A-'A= i 0 
0 1 


定理 ”对 于 任意 detA Z0 BJ nx n JEFE A, 有 


(A7); = (det) Anz, | 
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其 中 (A7); 表示 AC! 的 第 j 行 及 第 大 列 上 的 元 素 . 此 外 , Au; 是 4 的 行列 式 中 
any 的 伴随 行列 式 (参看 2.1.2). 
BÉ GL(n,C) 矩阵 A € Mat(n,n) 称 作 正 则 和 矩阵 (或 可 逆 矩 阵 ), 如 果 detA £ 0, 
因而 逆 和 矩阵 A 存在 . 所 有 正则 nox n 和 矩阵 的 集合 记 作 GL(n, C). 

更 精确 地 说 , 集合 GL(n,C) 形成 一 个 群 (参看 2.5.1), 我 们 将 它 称 作 ( 复 ) 一 般 
线性 群 (因而 采用 上 述 记号 ) 1. 
对 方程 组 的 应 用 ”参看 2.1.4. 
转 置 矩 阵 与 伴随 矩阵 ” 设 给 定 实 或 复 mxn 和 矩阵 A = (au). A 的 转 置 矩阵 AT 
是 将 4 的 各 行 和 各 列 互 换 所 得 的 矩阵 .如 果 还 取 各 元 素 的 复数 共 斩 , 那么 就 得 到 
A 的 伴随 矩阵 4*. 

如 果 用 aT, (SJ a7,) 表示 AT (X 4*) 的 元 素 , 那么 有 


akj = ai Og = Te, R= Ae yn, FH dyes ym. 
因此 AT 和 A* 是 n x m 矩阵 . 
例 8: 
T 2 3i ; h 
a=] at A^ 2 , A=] 2 5 
4 5 6 
3i —3i 6 


对 于 所 有 的 实数 或 复数 a 和 6, 有 


(A*) =A, 
(aA + 8B)? =aA™+6B", (aA+B)* =aA* +B", 
(CD) = DTCT, (CD) = D*0*, 
(Q*)* = (Q7) *, (Q^)* = (8Q") 
此 处 我 们 假设 矩阵 A 和 B 有 相同 的 行 数 和 列 数 , 并 设 和 矩阵 乘积 CD 存在 ( 记 住 这 
要 求 C 和 妃 相配 ). 此 外 , 我 们 还 假设 Q REE QU 存在 ( 记 住 这 要 求 detQ 0); 
此 时 Q* 和 QT 的 逆 矩 阵 也 存在 . 

矩阵 (QHT BRA Q Hwa ER. 
矩阵 的 迹 nxn ERE A = (ajr) 的 迹 , 记 作 trA, 是 A 的 对 角 元 素 之 和 , 亦 即 


trA := a11 十 a22 十 … - Gan. 


9 
tr = =a +b. 
3 b 


1) 类 似 地 , 全 体 实 正 则 nxn 矩阵 的 集合 GL(n, R) 形成 所 谓 实 一 般 线性 群 ，GL(n,C) 和 
GL(n,R) 是 李 群 的 非常 重要 的 例子 , 我 们 将 在 [212] 中 结合 它 对 基本 粒子 物理 的 应 用 更 加 详细 
地 研究 . 


例 9: 
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对 于 所 有 的 复数 a,6 及 所 有 的 nx n HEE A, B, 有 


tr(a4 + BB) = otrA + BtrB, tr(AB) = tr(BA), 
trAT =trA, trA* =trA. 


例 10: WR nx n 矩阵 C Wt, 那么 有 关系 式 t(C AC) = tr(ACC~') = trA. 


2.1.4 ”线性 方程 组 


基本 思想 线性 方程 组 可 能 是 可 解 的 或 不 可 解 的 .在 它们 是 可 解 的 情形 , 解 是 唯一 
的 , 或 者 存在 一 个 依赖 于 无 穷 多 个 参数 的 全 部 解 的 族 . 
例 1 (依赖 于 参数 的 解 ): 为 了 在 实数 范围 内 解 线性 方程 组 


321 + 322 + 323 = 6, 
221 + 422 + 4z3 = 8, 


(2.9) 


我 们 用 —2/3 去 乘 第 一 行 . 这 将 第 一 行 变形 为 
一 271 = 222 T3 273 = —4, 
将 此 式 与 (2.9) 中 的 第 二 行 相 加 , 于 是 从 (2.9) 得 到 新 的 方程 组 


| 321 十 372 十 373 = 6, 


(2.10) 
2ro 十 2z3 = 4. 


由 (2.10) 中 第 二 个 方程 得 到 zs = 2 一 z3. 如 果 我 们 将 这 个 式 子 代入 (2.10) 中 第 一 
个 方程 , 那么 我 们 可 得 zi = 2 一 xz2 一 x3 = 0. 于 是 在 实数 范围 内 (2.9) 的 一 般 解 有 
ERY 
zı =0, r2=2-p, T3 =P. (2.11) 
此 处 p 是 一 个 实数 . 
如 果 取 p 为 任意 复数 , 那么 (2.11) 是 (2.9) 在 复数 范围 内 的 一 般 解 . 
例 2 (唯一 解 ): 如 果 将 例 1 中 使 用 的 方法 应 用 于 方程 组 


321 + 322 = 6, 

22, + 4T2 = 8, 
那么 我 们 得 到 

3z1 十 3z2 = 6, 

272 = 4, 
故 得 唯一 解 zz = 2, zi = 0. 
1) 这 些 考 查 确立 了 (2.9) 的 任何 解 必 然 有 (2.11) 的 形式 . 反之 , 可 以 看 到 (2.11) ARE 

(2.9) 的 解 . 
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例 3 (无 解 ): 设 方程 组 
| 31 + 3r2 +323 = 6, is: 
221 4-22 4-223 = 8 
ARF zl, 2, za, 应 用 例 1 中 的 方法 将 导致 矛盾 
321 + 322 + 3x3 = 6, 
0 — 4. 
因此 , (2.12) 确实 没有 解 . 
用 Mathematica 求 线性 方程 组 的 解 ” 这 个 软件 包 能 够 求 出 任何 线性 方程 组 的 一 
Bug D. 


2.1.4.1 线性 方程 组 的 一 般 解 
实 线性 方程 组 有 形式 


01121 十 al272 +--+ + Gintn = bi, 


ii n in = b " 
Q2121 + à2212 + + dant 2 (2.13) 


amidi + Qm222 十 …… d Gmnn = bm. 


设 实数 ajk, bj 给 定 . 我 们 要 求 出 实数 z1,… ,zn 满足 (2.13). 这 对 应 于 矩阵 方程 


Az=b (2.14) 

的 解 . 更 详细 地 说 , 这 个 方程 是 

aii Qiz == Qin Tı by 

21 Q22 ``  Q2n T2 bo 

Ami  Qm2 7: Amn Tn bin 
定义 “方程 组 (2.3) 称 为 齐 次 方程 组 ,如果 右边 的 所 有 系数 b; 为 零 ; 否则 (2.13) 
称 为 非 齐 次 方程 组 . 齐 次 方程 组 总 是 至 少 有 平凡 解 r = zz =--- — rs = 0. 
又 加 原理 ”如 果 已 知 非 齐 次 组 (2.14) 的 一 个 特 解 ma, 那么 令 


即 得 (2.14) 的 全 部 解 集 , 其 中 y 是 齐 次 组 Ay = 0 的 任意 解 . 总 结 上 述 : 


非 齐 次 组 的 一 般 解 = 非 齐 次 组 的 特 解 + 齐 次 组 的 一 般 解 . 
这 个 原理 对 数学 中 的 所 有 线性 问题 都 有 效 (例如 , 对 于 线性 微分 或 积分 方程 ). 
1) 线性 方程 组 的 一 般 解 将 在 下 一 节 中 论述 . 
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2.1.4.2 高 斯 算法 


高 斯 算法 是 求 (2.13) 的 一 般 解 或 确定 (2.13) 的 不 可 解 性 的 通用 方法 . 它 恰好 
是 (2.9)~(2.12) 中 所 用 方法 的 自然 推广 . 
三 角形 形式 ”高 斯 算法 的 思想 是 将 初始 方程 组 (2.13) 化 作 下 列 等 价 形式 : 
allyl + Q12y2 +... + QinYn = fi, 
a22y2 +--+ + Q2nyn = p2, 
OrrYr +++ Oran = Br, (2.15) 
0 = B41, 
0 — Bm, 
其 中 yk = zk( 对 所 有 k), R yi, ,yn 可 以 通过 重新 编号 (下 标 置 换 ) 由 x1,… , zn 
得 到 , 此 外 还 有 
01140, a2 #0, 1, Orr £0. 
方程 组 (2.15) 可 用 下 列 方法 得 到 : 
(i) Kaj, 中 至 少 有 一 个 不 为 零 . 置换 行 或 列 后 可 设 ai F 0. 
(ii) 用 -akiy/ail R (2.13) 的 第 一 行 并 将 它 与 第 k 行 (k= 2,.… ,mm) 相 加 . 我 
们 得 到 一 个 方程 组 , 其 第 一 行 和 第 二 行 如 (2.15) PARE an z 0. 
(ii) 将 相同 的 操作 应 用 于 新 方程 组 的 第 2~ 第 m íT (迭代 前 两 步骤 ), 等 等 . 
解 的 计算 ”容易 写 出 (2.15) 的 解 . 这 也 产生 初始 方程 组 (2.13) 的 一 组 解 . 
情形 1: RITA n < m, 并且 Br-+1, Br+2,… ,Bm 不 全 为 零 . 那么 方程 组 (2.15) 
而 方程 组 (2.13) 无 解 . 
情形 2: RIA r =m. 由 ar #0 我 们 可 解 (215) 中 的 第 r 个 方程 得 出 y;， 
其 中 将 yr+1,… ,yn 看 作 参 数 . 然后 应 用 第 > 一 1 个 方程 解 出 yi 类 似 地 解 出 
Yr—2,°** , Y1- 
这 表明 (2.15) 及 (2.13) 的 一 般 解 依赖 于 n 一 7 个 实 参数 . 
情形 3: 我 们 有 r < m, 并 且 Ba = … = Bm = 0, 此 时 我 们 如 情形 2 那样 操作 并 
得 到 (2.15) 和 (2.13) 的 一 般 解 , 它 依赖 于 n 一 7 个 实 参数 . 
Hr 等 于 矩阵 A 的 秩 (参看 2.1.4.5). 


2.1.4.3 st 4 EK i WU] 
定理 Win m H detA z 0. 那么 线性 方程 组 (2.13) 有 唯一 解 
a2=A'b. 


这 可 明显 地 表示 为 


(2.16) 


612 第 2 章 KR OX 学 


其 中 (det A); EH] b RE A 的 第 7 列 所 得 到 的 矩阵 的 行列 式 . 称 这 个 公式 为 克拉 
默 法 则 . 
例 : 线性 方程 组 
Q1121 十 à1222 = bi, 
| a2121 十 02272 = be 


当 011025 一 araz 4 0 时 有 下 列 唯一 解 : 


bi a 

b2 az b1a22 — a12b2 
Ire ~ tmt 

da di 11422 — 012021 

a21 22 

ài by 

azı be Qa11b2 — bia21 
qu m SS uL 

ail 212 011822 — 012821 

a21 22 


2144 弗 雷 德 霍 姆 择 一 定理 
定理 ”线性 方程 组 Ar = 有 解 r, 当 且 仅 当 对 于 齐 次 对 偶 方 程 ATy = 0 的 所 有 
A yd 
bTy — 0. 
2.1.4.5 秩 判 别 法 
线性 无 关 的 行 矩阵 ” 设 给 定 m MIM) A, LASS 它们 的 长 度 为 n, 并 有 实 
元 素 . 如 果 方 程 
aiAit:::+AQmAm=0 (o; 为 实数 ) 
仅 当 o; = az =… = am = 0 时 才 成 立 , 则 称 A1,… , Am 线性 无 关 . 否则 称 它们 
线性 相关 . 
类 似 的 定义 对 列 矩 阵 (BI. (n x 1) 矩阵 ) 也 成 立 . 


由 
QlA1+a2A2=0 
推出 (01,02) = (0,0), 因此 a1 = a2 = 0. 这 意味 着 4; 和 A2 线性 无 关 . 


2A; — Ao = (2,2) — (2,2) = 0, 


1) Bl 1 x n 矩阵 
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亦 即 A; 和 Ao 线性 相关 . 
定义 FEM A 的 秩 等 于 其 线性 无 关 的 列 ( 亦 即 A 的 列 构成 的 列 矩阵 ) 的 最 大 个 数 . 

MIA A 的 若干 个 行 和 列 所 得 到 的 行列 式 称 为 A 的 (或 A 的 行列 式 的 ) TT 
列 式 . 
定理 (i) 矩阵 的 秩 等 于 其 线性 无 关 的 行 的 最 大 个 数 ， 换 言 之 ,我们 有 rank(A) = 
rank(A™). 

(ii) 矩阵 的 秩 等 于 其 不 为 零 的 子 行列 式 的 最 大 阶 . 
秩 定理 ”线性 方程 组 Ac = b AR, 当 且 仅 当 系数 矩阵 A RST AREE (A, b) 
(这 是 一 个 m x (n + 1) RE) 的 秩 . 此 时 , 一 般 解 依赖 于 n —r 个 实 参数 , 其 中 n 
是 不 定 元 的 个 数 , r 表示 和 矩阵 A 的 秩 . 
例 2: 考虑 方程 组 

| UER DEA (2.17) 


22, +272 = 4. 


a=; | an- (1 à i 
2 2 2 2 4 


(i) 行 的 线性 相关 性 . A 的 第 二 行 等 于 第 一 行 的 两 倍 , 即 
2(1, 1) — (2,2) = 0. 
因此 A 的 第 一 行 和 第 二 行 线性 相关 , 从 而 r = rank(A) = 1. 类似 地 我 们 求 得 
rank(A,b) 21, A-AM n-r=2-1=1. 
因此 方程 组 (2.17) 有 解 , 它 依赖 于 一 个 实 参数 . 
这 个 结果 也 容易 直接 验证 . 因为 (2.17) 中 第 二 个 方程 恰好 是 第 一 个 方程 的 两 
倍 , 因此 可 以 省 略 第 二 个 方程 . (2.17) 中 第 一 个 方程 有 一 般 解 


那么 有 


Z1 王 2 一 2， T2 = p, 


其 中 p 为 实 参数 . 
(ii) 行列 式 判别 法 . 因为 
1 1 1 2 
= = 0, 
2 2 2 4 


所 以 4 及 (A,b) 的 二 阶 子 行列 式 为 零 . 但 存在 不 为 零 的 1 阶 子 行列 式 ， 因 此 
rank(A) = rank(A, b) = 1. 
确定 秩 的 算法 ”考虑 矩阵 


Ami  Qm2 *** Amn 
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如 果 aj EHF, 那么 我 们 有 rank(A) = 0. 
在 其 他 情形 , 我 们 可 以 通过 行 和 (BK) 列 的 置换 , 以 及 将 某 些 行 的 倍数 与 其 他 行 
相 加 得 到 三 角形 形式 


aii 12 ain 

0 a22 Q2n 

We. m dC eee a cm Ne 

0 0 0 0 

Boc o Bo à 
其 中 aj; 全 不 为 零 . 于 是 有 rank(A) =r. 


例 3: WA EEE 
a= 3 1 d 
2 4 2 


由 第 二 行 减 去 第 一 行 的 2 倍 , 我 们 得 到 

1 3 1 

0 2 6} 
亦 即 rank(A) = 2. 


复方 程 组 ”如 果 线 性 方程 组 (2.13) 的 系数 aj 及 b; 是 复数 , 那么 求 复 数 r1, , En 
为 其 解 . 上 面 对 线性 方程 组 所 作 的 所 有 论述 此 时 仍然 成 立 . 但 在 线性 无 关 性 的 定义 
中 oa,… ,Qk 也 必须 是 复数 . 
2.1.5 多项式 的 计算 

n 次 实 系数 (或 复 系数 ) 多 项 式 是 一 个 表达 式 


ao + a12 + a2z? +--+ ana”, (2.18) 


其 中 a0,.… ,an 是 实 (MB) 数 , H an £0". 
相等 ” 按 定义 


ao +aıT +--+ ant” = bo t bir br, 
当 且 仅 当 = m, 并 且 a; = b;( 对 所 有 j)( 亦 即 两 个 多 项 式 有 相同 的 次 数 和 相同 的 
系数 ). 


1) 用 严格 形式 化 的 数学 表达 ，(2.18) 是 一 个 抽象 表达 式 ， 如 果 我 们 用 固定 的 复数 代入 
a0,::: Gn, z, 那么 它 将 与 复数 相 联系 . 此 时 我 们 也 说 ao,- Las m 取 复 数值 . 
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加 法 和 乘法 ”通过 合并 次 数 相 同 的 项 , 应 用 自然 法 则 (1.1.4) 进行 这 些 运算 . 
例 1: (x? + 1) + (2x? + 42? + 3x + 2) = 2x? + 5a? + 3x + 3, 
(x +1)(2? — 2r +2) = r? — 2r? + 2r +r? — 2r -2 = T? — 2742. 
除法 代 普 7 二 2 =3 余 1, 我 们 也 可 以 写作 7= 2.3+1 或 了 = 3+ 了. 在 多 项 式 
情形 也 可 以 这 样 做 . 
te N(x) 和 D(z) 是 两 个 多 项 式 , 并 设 D(x) 的 次 数 至 少 是 1. 那么 存在 唯一 确 
定 的 多 项 式 Q(x) 和 R(x) 使 得 


N(x) = D(z)Q(z) + R(x), (2.19) 


其 中 余 项 多 项 式 R(x) 的 次 数 严格 小 于 分 母 D(z) 的 次 数 , 代替 (2.19) 我 们 也 可 写 
成 


R(x) 
D(z) 


N(2) _ 
Dey = Qo) + 


我 们 称 N(x) BAF, Q(z) 是 两 个 多 项 式 的 商 . 
例 2( 无 余 项 除法 ): 对 于 N(x) := xz? -1 K D(z) :=z 一 1, 取 Q(z)=x+1 及 
R(x) = 0, (2.19) 即 被 满足 . 实际 上 , r? -1 = (x 一 1)(z 十 1). 这 意味 着 

z?-—1 


r—1 


(2.20) 


ml. 


例 3( 带 余 项 除法 ): 我 们 有 


3z4 一 10z3 十 22z2 — 24x + 10 —2z 一 5 
zx? —2r+3 = SEE eee 
为 了 得 到 相应 的 分 解 式 


3a* 一 10z + 22a? — 24x + 10 = (x? — 2x + 3)(3x? — 4z + 5) + (—2x 一 5) 
以 及 余 项 多 项 式 R(x) = —2r — 5, 应 用 下 列 算 式 : 
3a* — 102? +222? — 240 +10 (除法: 3z4 + 2? = [32?]) 


3z4 — 62? + 92? (乘法 : (x? — 2r + 3) 3a? ) 
-4z +132? — 24r +10 (减法 + 除法 : — 40° + a? =[—40}) 
—4z? + 8a? — 12x (乘法 : (x? — 2r + 3) (—4x) |) 


5a? — 12r +10 (减法 + 除法 : 52? 二 x? =[5) 
5r? — 10r 15 (乘法 : (z? — 2x  3]|5]) 
—2r —5 (减法 ). 


这 个 方法 概括 地 表述 如 下 : 除 以 最 高 项 , 与 除 式 相 乘 , 作 减 法 , 除 以 所 得 到 的 最 
高 项 , 等 等 . 当 所 得 最 高 项 不 能 再 相 除 时 , 计算 结束 . 
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例 4: 分 解 式 
x? —1 = (x — 1)(£? +z +1), 
可 由 下 列 算式 得 到 : 
Paj 
r-r? 
r? —1 
z? -r 


r—1 
两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 子 (gcd) ( 欧 几 里 得 算法 ) 设 N(x) 和 D(x) 是 两 个 次 数 至 
DA 1 的 多 项 式 . 类 似 于 (2.19) 我 们 得 到 带 余 项 的 除法 链 . 
N(x) = D(x)Q(x) + Ri(z), 
D(x) = Fa(z)Qi(z) + Ra(z), 
Ri(x) = R2(7)Q2(7) + Ra(z), 等 等 . 
由 关系 式 deg(Rji1) < deg(R;), 我 们 得 知 经 有 限 步 后 , 将 在 某 一 步 余 项 多 项 式 为 
零 , 亦 即 
Rm(x) = Rm+1(T)Qm+1(7). 
于 是 Rn+i(z) 是 N(x) 和 D(x) 的 最 大 公 因 子 . 
4] 5: 对 于 N(x) := a3? — 1 Al D(a) := a? —1 我 们 得 到 
g? —1=(22-l)e+e-1, 
x —1= (#—1)(2+1). 
Alke—-1 Ær -1 Mel 的 最 大 公 因 子 . 


2.1.6 ”代数 学 基本 定理 (根据 高 斯 的 观点 ) 
基本 定理 ”每 个 复 系数 n 次 多 项 式 p(z) := aod aiz 十 … 十 Qanz”(an 关 0) 有 乘积 
表达 式 


p(z) = an(z — zi)(z — z2)--- (£ — Tn), (2.21) 
其 中 复数 z1,:… ,zn 除 顺序 外 是 唯一 确定 的 . 
高 斯 的 这 个 著名 的 定理 是 在 他 1799 年 的 学 位 论文 中 证 明 的 . 但 这 个 证 明 仍 有 
一 些 缺 陷 . 一 个 非常 机 巧 的 函数 论证 明 已 在 1.14.9 中 给 出 . 
零点 方程 


p(x) =0 
恰好 有 解 x = z1,… ,zn. 数 zj WE p(z) 的 零点 . 如 果 数 zj 在 分 解 式 (2.21) 中 
恰好 出 现 m 次 , 那么 将 m 称 为 零点 zj HBR. 
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EH WR pl) 的 系数 是 实 的 , 那么 对 每 个 复 零 点 zj, HOUR RUN 7; 也 是 一 个 零 
点 , 并 且 两 个 零点 的 重 数 相同 . 
例 1: (i) 对 于 p(x) = 2? — 1 我 们 有 分 解 式 p(z) = (z — 1)(z +1). 因此 p(z) 有 单 
零点 z=1 及 xz= 一 1. 

(ii) 对 于 plz) := 2? +1 我 们 有 分 解 式 p(x) = (x 一 i)(z +i). 因此 p(z) 有 单 
Bea r-iRr--iitEvlJEJRERB. 

(iii) 多 项 式 p(z) := (x — 1)?(z + 1)*(x — 2) 有 一 个 三 重 零点 ( 即 重 数 为 3 的 
Fae =1, 一 个 四 重 零 点 c= -1 及 一 个 单 零点 c= 2. 
用 除法 算法 计算 零点 ”如 果 已 知 多 项 式 p(z) 的 一 个 零点 ci, 那么 可 以 用 因子 (z — 
zi) 除 p(x) 而 余 项 为 零 , 亦 即 我 们 有 

p(x) = (x — 21)q(z). 
于 是 p(z) 的 其 他 零点 等 于 g(z) HEA. 这 样 , 我 们 可 将 确定 一 个 多 项 式 的 零点 的 
问题 归结 为 较 低 次 数 多 项 式 的 问题 . 
例 2: 设 p(x) := r? — 4r? +50 — 2, 显然 zl := 1 p(x) 的 一 个 零点 . 按照 (2.19) 
实施 除法 可 得 
pe) =(e-1Ngle) B g) = 23042. 
二 次 方程 q(x) = 0 的 零点 可 以 借助 2.1.6.1 求 得 . 但 在 此 我 们 容易 看 出 zz = 1 仍 
是 g(x) 的 一 个 零点 , 因此 再 次 实施 除法 , 我 们 得 到 
q(x) = (x — 1)(x — 2). 

于 是 有 p(x) = (x — 1)? (x — 2), 亦 即 p(x) 有 二 重 零点 x = 1 ROSA z = 2. 
应 用 Mathematica 的 零点 数值 计算 ”这 个 软件 包 可 以 用 来 计算 给 定 的 次 多 项 
式 的 零点 到 任意 精确 度 . 
解 的 显 式 公 式 HF n 次 方程 , 当 n = 2,3,4 时 , 我 们 知道 从 16 世纪 起 就 有 计算 
零点 的 公式 即 求 根 公式 ( 见 2.1.6.1 起 ). 4n > 5 时 , 这 种 公式 不 再 存在 ( 阿 贝 尔 定 
理 , 1825). 研究 代数 方程 的 可 解 性 的 一 般 性 工具 是 伽 罗 瓦 理论 (参看 2.6). 


2.1.6.1 二 次 方程 
具有 复 系数 p 和 q 的 方程 


(229 


Zdis--—pEr VD, 
其 中 D:=p?—q 是 所 谓 判 别 式 . 另外 , 我 们 用 VD 表示 一 个 固定 的 方 根 , 亦 即 方 
f J^ = D 的 一 个 固定 的 解 . 我 们 总 有 关系 式 


-2p=ait+a2, g=21%2, 4D = (zi— 12)? ( 韦 达 定理 ). 


有 两 个 解 
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这 些 关 系 式 可 以 由 (z — zi)(m 一 12) = a? + 2px + q 推出 . 韦 达 定理 可 以 用 来 检验 
预定 的 零点 . 
实 系 数 方程 (2.22) 的 根 的 性 质 列 在 表 2.1 中 . 


#21 实 系 数 二 次 方程 


D>0 两 个 实 零点 
D=0 一 个 二 重 实 零 点 
D«0 PRAE SU S SE n 


wl: 方程 x? —22 — 3 = 0 有 判别 式 D — 4 及 两 个 解 012 — 142, 亦 即 x1 —3 K 


r2 = —l. 
216.2 三 次 方程 
正规 形式 ”具有 复 系数 a,b,c 的 一 般 三 次 方程 
r? +a? +br+c=0 (2.23) 
可 以 借助 代 换 y = xz + 3 变换 为 正规 形式 


y? + 3py + 2q = 0, (2.24) 


其 中 


& D:= p +g? 称 作 (2.24) 的 判别 式 . 表 2.2 刻画 了 (2.24) 的 解 (因而 也 是 (2.23) 
的 解 ) 的 性 质 , 其 中 系数 是 实 的 . 


表 2.2” 实 系数 三 次 方程 


D>0 一 个 实 的 和 两 个 共 罗 复 零点 

D«0 三 个 不 同 的 实 零点 
D=0,q#0 两 个 实 零点 , 其 中 一 个 是 二 重 的 
D=0,q=0 一 个 三 重 实 零点 


卡尔 达 诺 求 解 公 式 (2.24) 的 解 是 
[n = u+ +u, yo=pruytp-u, ys = p-u. t peu-. (2.25) 
其 中 
dip. i= V —q + VD, pa = TE + iV3). 


对 于 实 判别 式 D > 0, 两 个 根 w+ 是 唯一 确定 的 . 在 一 般 情 形 要 确定 两 个 复 三 次 根 


Ut 使 U4+U— = —p. 
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例 1: 对 于 三 次 方程 
y^ 4- 9y — 26 = 0, 


BATA p =3,q = -13,D = p? + g? = 196. 依照 (2.25) 有 
u+ = W134 14, uy =3, u [==]. 


由 此 可 确定 零点 是 y= wj 十 u_ = 2, gaa — 1c 21/3. 
例 2: 方程 a? — 62? + Qe — 52 = 0 通过 代 换 r= y +2 可 变形 为 例 1 中 的 方程 . 
因而 此 方程 的 零点 是 zj = y; +2, 亦 即 zl = 4, x23 — 1 2iV3. 
不 可 约 情形 在 数学 史 中 的 重要 性 y 的 公式 (2.25) 是 意大利 数学 家 G. 卡尔 达 诺 
(Cardano) 在 他 1545 年 出 版 的 书 Ars Magna (《 大 法 》) 中 证 明 的 D, fpi 
Geometry ( (JL) ) 中 R. 邦 别 里 (Bombelli) 引进 了 符号 /—1, 以 便 处 理 所 谓 “ 不 
WARE”. 这 对 应 于 实 系数 p,g HD < 0 的 情形 . 虽然 此 时 所 有 的 根 yi, yz ys 都 
是 实 的 , 但 它们 是 由 复数 u, 和 u- 组 成 的 . 这 个 令 人 吃惊 的 结果 的 转化 是 16 世纪 
引进 复数 的 一 个 重要 事实 . 

这 种 通过 复数 的 迁 回 现象 可 以 借助 于 应 用 表 2.3 的 三 角 公 式 来 避免 . 
FAEH: 对 于 (2.24) 中 的 解 yi, yo 和 ys, A: 


ytyety3=0, yiyet+yiys  yoys = 3p, 


yyy =—2q, (yı — ya) (yx — vs) (ya — ys)” = —108D. 
三 角 公式 求解 : 在 实 系数 的 情形 下 , 可 借 由 表 2.3 所 列 的 关系 得 到 (2.24) 的 解 . 


表 2.3 DRAB (p,q 为 实数 , q £0, P := (sen a) pl) 


p<0,D<0 p<0,D>0 p>0 


1 q 
:二 —arsinh 一 一 
B 3 


P3 
—2PsinhZ 


E q mM g 
B= 3 arccos ps Ba Bub P3 


—2Pcos8 —2Pcosh8 


2.1.6.3 ”四 次 方程 


四 次 方程 的 解 可 归结 为 三 次 方程 的 解 , 这 可 在 卡尔 达 诺 的 书 《 大 法 》 中 找到 . 
正规 形式 ”有 复 系数 a,b,c,d 的 一 般 四 次 方程 


rt +ar? +br’ +cr+d=0 
1) 这 个 公式 不 是 他 而 是 布雷 西亚 的 N. 塔 尔 塔 利 亚 (Nicol Tartaglia) 发 现 的 ， 此 人 因 舌 
头 受伤 被 人 称 为 Tartaglia( 即 “结巴 ”). 卡尔 达 诺 曾 发 誓 为 他 保守 公式 的 秘密 , 但 后 来 还 是 将 它 
RET. 


2P cos (6 + 3 P(sinhG + iV3cosh{) 
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可 以 通过 代 换 y = z + F 化 作 正规 形式 
aam 
(2.26) 的 解 的 性 质 依赖 于 所 谓 三 次 预 解 方 程 
z? + 2pz? + (p? — 4r)z — q? — 0. 
的 解 的 性 质 . WR a, 6 和 7 表示 这 个 三 次 方程 的 解 , 那么 可 由 下 列 公 式 得 到 (2.26) 
的 零点 yis ya: 
[2n =utvtw, %w=u-vtw, %w=-utvtw, 2g -—-u-v-u, 


其 中 wu,uw 是 方程 =a, v = 8, w = y 的 解 , 并 且 要 求 uvw =q. 
X 2.4 示 出 了 实 系 数 方程 (2.26) 的 解 的 情形 . 


R24 ， 实 系 数 四 次 方程 的 解 


三 次 预 解 方程 四 次 方程 
a, B,y >0 四 个 实 零 点 
a>0,67<0 PANGS ra 


o Sc, 8 和 y ARH 两 个 实 零 点 , SSS xx 


例 : 设 给 定 四 次 方程 

y^ — 25y? + 60y — 36 = 0. 
对 应 的 三 次 预 解 式 是 2? — 502? + 7692 — 3600, CASA a = 9,8 = 16, = 25. 由 
此 推出 w= 3,u0=4 Rw=5. 因此 我 们 求 得 零点 


1 
y= 3(utv-w)-1 y2—2, y=3, y= —6. 


2.16.4 代数 方程 的 一 般 性 质 
考虑 方程 
p(z) := ao +a +--+- + an2"! +" 20, n=1,2,---. (2.27) 


任意 n 次 代数 方程 的 解 的 重要 性 质 可 以 由 上 述 系 数 ao,… ,an_1 观察 出 来 . 首先 
设 系数 全 是 实数 , 那么 我 们 有 

(i) 如 果 x; 是 (2.27) 的 一 个 零点 , MACHR 二 也 是 一 个 零点 . 

(ii) 如 果 次 数 n 是 奇数 , 那么 (2.27) 至 少 有 一 个 实 零点 . 

(iii) 如 果 ”是 偶数 且 ao < 0, 那么 (2.27) 至 少 有 两 个 符号 不 同 的 实 零点 . 

(iv) MR n 是 偶数 且 (2.27) 没有 实 零点 , 那么 对 于 所 有 实数 A p(z) > 0. 
笛 卡 儿 符号 法 则 (i) (2.27) 的 正 零点 的 个 数 考 虑 重 数 等 于 序列 1,an_1,.… ,ao 中 
的 变 号 数 A, 或 比 这 个 数 小 某 个 偶数 ; (ii) 如 果 方 程 (2.27) 仅 有 实 零点 , 那么 4 等 
于 正 零 点 的 个 数 . 
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例 1: 对 于 
p(x) := zf + 22? 一 22 十 57 一 1 
系数 序列 1,2, 51,5, 1 三 次 变 号 , 因此 p(x) 有 1 个 或 3 MESA. 

如 果 用 一 zx 代 r, 那么 我 们 得 到 q(z) := p(—7) = rt — 223 — r? — 5z — 1. 此 
情形 中 系数 序列 1,-2,-1,-5,-1 中 只 有 1 次 变 号 . 因此 g(x) 仅 有 一 个 正 实 零点 ， 
亦 即 p(x) 至 少 有 一 个 负 零 点 . 

WRH x 十 1 代 r, 亦 即 我 们 考虑 r(x) := p(x 十 1) = x 十 6z3 十 11z? 十 13zx 十 6， 
那么 依据 符号 法 则 , r(x) 没有 正 零点 , 亦 即 p(x) 没有 零点 > 1. 
牛顿 法 则 实数 S 是 (2.27) 的 实 零点 的 一 个 上 界 , 如 果 下 列 关 系 式 成 立 : 

p(S)>0, p(S)>0, p(5)>0, =, p™(S)>0. (2.28) 
4| 2: Wt plz) := z^ — 5a? 十 8z 一 8. 那么 我 们 有 
p(z)-—4z?—10rz--8, p'(r)—122? —10, p(x) = 24r. 
H p(2) > 0, p'(2) > 0, p"(2) > 0, p"(2) > 0 可 知 S = 2 可 作为 p(x) 的 实 零点 
集合 的 一 个 上 界 

将 此 论证 应 用 于 q(x) = pla), 则 可 知 gle) 的 所 有 实 零点 小 于 或 等 于 3 
因此 p(x) 的 所 有 实 零点 在 区 间 [—3, 2] 中 . 

施 图 姆 定理 设 pla) 40, p(b) 40 Ha<d. 我们 将 欧 几 里 得 算法 (参看 2.1.5) 略 
加 变形 应 用 于 多 项 式 p(x) 和 它 的 导数 p(x): 


p=pq-R, 
p = Rig — Ro, 
Ri = Rog — Ra, 


用 W (a) 表示 序列 p(a),p' (a), R1(a),--- , Rm+i(a) 中 的 变 号 数 . 那么 W (a) 2 W (b) 
等 于 多 项 式 p(x) 在 区 间 [a,b], 中 的 不 同 零点 的 个 数 , 但 为 此 每 个 重 零点 只 能 按 1 
个 计数 . 如 果 Rn+i 是 实数 , 那么 p RABE A. 
例 3: 对 于 多 项 式 p(z) := z* 一 5r? + 82 — 8 我 们 可 取 a = —3, b = 2( 参 看 例 2). 
我 们 得 到 

p(x) = 4a? — 10x + 8, 

Hi(z)-—5z? —12z--16, Ra(z) = —3x +284, Ra(z) = 一 1. 
因为 Rs 是 一 个 实数 , 所 以 p(x) 没有 重 零点 . 当 x = -3 时 施 图 姆 序列 p(z), p(x), 
Rai(z) ,Ras(z) Æ 4, -70, 97, 293, —1, È 3 RAS, 因此 W(—3) = 3. 类 似 地 当 
x = 2 我 们 得 序列 4,20,12, 278, —1, 因而 W(2) = 1. 
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因为 W(-3) 一 W(2) 2 2, 所 以 多 项 式 ple) 在 区 间 [-3,2] 中 有 两 个 实 零点 . 
根据 例 2, 所 有 的 实 零点 都 在 这 个 区 间 中 . 

类 似 地 考虑 产生 W(0) = 2. 由 W(-3) -W(0) 21X& w(0 -w(2) 21$ 
们 得 知 多 项 式 p(x) 确实 有 一 个 零点 落 在 每 个 区 间 [一 3,0] 和 (0, 2] F. p(x) 的 其 他 
零点 都 不 是 实 的 , Mee. 
初等 对 称 函 数 ”函数 
ei := Bi + + on, 


ĉa 二 > TjXk = T12 + X233 十 … + Ln-1Tn, 
j<k 


e3 := T LjLkEm = XiX213 d: Xn-2Xm-iTn, 
j«k«m 
En :二 2122*7*X3m 
称 为 变量 t1, ,zn 的 初等 对 称 函数 . 
PAER WR z1,:… ,zw 是 复 系数 多 项 式 p(z) := ao 二 aiz 十 … 二 an_17X" z^ 
的 复 根 , 那么 


TL 
Gn—1 = —€1; Qn-2 = €2, `, G00-— (-1) En. 


这 可 以 由 p(x) = (x — x1) (m — £n) 推出 . 因此 多 项 式 的 系数 可 以 通过 它 的 零点 
表示 出 来 . 

一 个 多 项 式 称 为 对 称 的 ， 如 果 它 在 其 变量 的 任何 置换 下 不 变 . 例如 ， 多 项 式 
e1,… , en 是 对 称 的 . 
对 称 多 项 式 的 主 定理 ”每 个 变量 zl, an 的 复 系数 对 称 多 项 式 可 以 表示 为 初等 
对 称 多 项 式 ex, ,en 的 复 系 数 多 项 式 . 
判别 式 的 应 用 ”对称 多 项 式 

A:= CZ = zx)? 


j«k 


称 为 (规范 化 ) 判别 式 . 
WRH zi,……,zn 表示 多 项 式 p 的 零点 , 那么 A RA p 的 (规范 化 ) 判别 式 . 
这 个 量 总 可 以 通过 p 的 系数 表 出 . 
例 4: 35m — 2 时 ,有 4= (zi — z2)?, 因此 
A = (#1 + z2)? 一 4ziza = e? 一 4e2. 
对 于 p(z):= ao + aiz 4- z?, Ẹ p(x) = (z —ai)(z — 22) = à? — (z1 + £2)£ + 2122. 
因此 得 ai = —(21 + za) = -el 及 ao = zix2 = e2, 亦 即 


A =a? 一 4ao. 
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对 于 2.1.6.1 中 所 用 的 ( 非 规范 化 ) 判别 式 D, 有 D = 4/4. 
两 个 多 项 式 的 结 式 ” 设 给 定 两 个 复 系数 多 项 式 
p(t) := ao +air+---+anz", q(x) := bo + biz t bx, 


其 中 n,m >1 A an £0, bm 0. pH q WAX R(p.q) 定义 为 下 列 行列 式 : 


Qn Gn—1 id ao 
Qn Qn—l yr ao 
an Qn-1 Ed ao 
R(p.q) := 2.29 
( ) Om bm-1 yos bo 
bm baa bo 
bm bai me bo 
行列 式 中 空白 处 全 为 零 . 


公共 零点 的 主 定理 ”两 个 给 定 多 项 式 p 和 q 有 公共 复 零 点 , 当 且 仅 当 下 列 两 个 条 件 
之 一 被 满足 : 
(i) p 和 的 最 大 公 因 子 的 次 数 n > 1. 
(ii) R(p,q) = 0. 
两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 子 容易 借助 欧 几 里 得 算法 (参看 2.1.5) 确定 . 
多 重 零 点 的 主 定理 ”多 项 式 p 有 多 重 零点 , 当 且 仅 当 下 列 三 个 条 件 之 一 被 满足 : 
(i) p 及 其 导数 p^ 的 最 大 公 因子 次 数 n 2 1. 
(ii) p 的 判别 式 AA. 
(iii) R(p, p’) = 0. 
除去 一 个 非 零 常数 因子 , A 与 R(p,p') 相同 . 


2.1.7 ”部 分 分 式 分 解 
部 分 分 式 方法 可 以 通过 多 项 式 及 形 如 


4 
(z —a)* 
的 表达 式 给 出 有 理 函 数 的 加 法 分 解 式 . 
基本 思想 “为 了 分 解 函数 fle) := 一 一 -了 s. 我 们 从 假设 
(z — (s - 2) 
A B C 
f) - 5 1 z-2 (xr-2) 
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HR, 乘 以 分 母 多 项 式 (x 一 1)(x 一 2)? 可 得 


z= A(x —2)? B(z — 1)(s - 2) C(z — 1). | (2.30) 


方法 一 (比较 系数 ): 由 (2.30) 得 到 
a = A(x” — 4r +4) + B(x? — 3a + 2) + C(a — 1). 
比较 zz,z 及 1 的 系数 得 
0=A+B, 1=-4A-—3B4+C, 0-4A-2B —C. 


这 个 线性 方程 组 有 解 A = 1,B= -1,C =2. 
方法 二 (代入 特殊 值 ): BATE (2.30) PH z = 2, 1, 0, 产生 线性 方程 组 


2=0, iad, 0=44+2B-C, 


它 有 解 A=1,C =2,B=-1. 通常 ,方法 二 要 快 一 些 . 
定义 ”最低 项 有 理 函 数 是 指 表达 式 


f(a) DE 
其 中 N 和 DD( 分 别 是 分 子 和 分 母 ) 是 复 系数 多 项 式 , 满足 条 件 0 < deg(N) < 


deg(D). 
设 分 母 D 的 两 两 互 异 的 零点 是 z1,… ,Zr, 其 重 数 分 别 为 o, ar, RED 
表达 式 
D(a) = (r—21)" --- (£ — ay)*". 
定理 设 f 是 一 个 最 低 项 有 理 函 数 . 对 于 所 有 复数 m A zl er 有 分 解 式 


T ej A; 
f) -»' » e 27 , 


j=1 \B=1 


其 中 复数 Ajo 唯一 确定 . 
如 果 N 和 DALAM, 那么 D 的 零点 以 复数 共 轿 的 形式 成 对 出 现 且 重 数 相 
E. 此 时 对 应 的 系数 Aj 也 是 复数 共 轿 的 . 
系数 Aj 总 是 可 以 应 用 上 述 两 种 方法 之 一 计算 . 
一 般 有 理 函 数 ” 如 果 deg(N) > deg(D), 那么 欧 几 里 得 算法 (参看 2.1.5) 产生 分 解 
式 


N(x) |. * R(x 
D) OO + Dey 


其 中 Q(z) 为 多 项 式 , R(x)/ D(z) 为 最 低 项 有 理 函数 . 
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fl: 


er i GNE Y EC 1 
z2--1 z?-4-1 二 (二 -二 
用 Mathematica 求 部 分 分 式 分 解 ” 这 个 软件 包 能 够 确定 任何 有 理 函数 的 部 分 分 
式 分 解 . 
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矩阵 的 基本 运算 已 在 2.1.3 中 论述 . MAXTHER RRRA dir CARET OB PE 
的 谱 . 矩阵 的 谱 理论 在 泛 函 分 析 理 论 中 可 进一步 推广 到 算 子 方程 (如 微分 方程 和 积 
分 方程 ). 详 见 [212]. 
2.2.1 FERRIS 
记号 我 们 用 C3 表示 所 有 具有 复元 素 a1,:… ,an 的 列 矩 阵 


Ql 


Qn 
的 集合 . 另 一 方面 , 符号 C" 总 是 表示 具有 复元 素 的 行 矩阵 (al,…' ,an) 的 集合 . 如 
R oa,… ,an 是 实 的 , 那么 我 们 用 类 似 的 方式 定义 空间 RG 和 R”. 
特征 值 和 特征 向 量 设 4 是 一 个 nxn iM. A 的 特征 值 是 一 个 复数 A, 使 方程 


有 解 ze C? Heo Ke 是 特征 值 为 和 的 特征 向 量 . 
谱 A 的 所 有 特征 值 的 集合 称 为 A 的 谱 o(A). 按 定义 , 不 属于 c(A) 的 复数 的 集 
合 称 为 4 的 预 解 集 p(A). 

A 的 特征 值 的 绝对 值 | 和 | 的 最 大 值 称 为 A 的 谱 半 径 , 记 作 r(A). 


例 1: 由 
a 0 1| | 1 a 0 0 -— 0 
0 »b]N0) “\o}’ ob/\t) M 
可 知 和 矩阵 4 := ( ; 有 特征 值 à = a,b, 且 对 应 的 特征 向 量 是 z = (1,0)T, 


(0,1)T. n x n 单位 矩阵 BWA = 1 为 其 唯一 的 特征 值 . 每 个 长 为 n 的 列 向 量 
e408 E 的 特征 向 量 . 
特征 方程 A 的 特征 值 和 恰好 是 所 谓 特征 方程 


det(A — AE)=0 
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的 解 (或 多 项 式 det(4 — AE) HEA). 零点 和 的 重 数 称 为 特征 值 的 代数 重 数 . 
逆 矩 阵 (A 一 AE)! 存在 , SAMS 入 属于 A BFE (A). 我们 称 和 矩阵 
(A — AE) ! 为 矩阵 A 的 预 解 矩阵 . 对 于 给 定 的 y e C3, 方程 


esn 
有 下 列 性 质 : 


(i) 正则 (ESR) MH: 如 果 复 数 和 不 是 A 的 特征 值 , 亦 即 入 € p(A), 那么 
(2.31) 有 唯一 解 z = (A — AE) !y. 

(ii) 奇异 情形 : 如 果 和 是 y 的 一 个 特征 值 , 亦 即 A € c(4), 那么 (2.31) 或 者 完 
全 无 解 , 或 者 有 解 , 而 解 不 唯一 . 


例 2: 设 A := ( : 1 因为 det(A- AE) =| T i =? —1, 所 以 特征 
方程 是 

X -1=0. 
零点 入 = 土 ] 是 4 的 代数 重 数 为 1 的 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 是 z+ = (1,1)7, 
m.s = (1, 一 1)7. 


特殊 矩阵 设 4 是 一 个 n x n SEXE. 用 4* 表示 其 伴随 矩阵 ( 见 2.1.3). 

(i) A RA BARE, 如 果 A = A*. 

(ii) A MARAE, 如 果 A = —A*. 

(iii) A 称 为 本 矩阵 , 如 果 AA* = A*A = E. 

(iv) A 称 为 正规 矩阵 , 如 果 44* = A*A. 

(i)~ (iii) 中 的 矩阵 都 是 正规 矩阵 . 

矩阵 AA" 总 是 自 伴 的 . 矩阵 A 是 斜 伴 的 , 当 且 仅 当 LA 是 自 伴 的 . 

如 果 A 是 实 的 , 那么 4* = AT. 此 时 , 在 情形 (i), Gi) 及 (iii) P, 我 们 分 别称 
作对 称 和 矩阵 、 反 称 和 矩阵 以 及 正 交 和 矩阵. 
例 3: 我 们 考虑 矩阵 


PNE ài 12 U = cosp Sing 
0231 022 —sinp cosy 


如 果 所 有 aj. 是 实 的 , 那么 4 对 称 , 4AM an = an. 如 果 元 素 ajx 是 复数 , 那 
么 A 是 自 伴 的 , SAMS aj, = axj;( 对 所 有 j,k). 特别 , 这 蕴涵 an 和 a22 必须 是 
实数 . 
对 于 每 个 实数 y, 矩阵 U 是 正 交 的 (RAK). U 的 谱 由 数 eo 组 成 . 
变换 z' = Uz 亦 即 
£1 = ricosy + xesiny, 


Lo = 一 ZlSin + recosy, 
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对 应 于 笛 卡 儿 坐 标 系 中 按 数学 中 的 正 向 旋转 角度 o (BS 3.4.1). 
谱 定理 

(i) 自 伴 矩阵 的 谱 在 实 直 线 上 . 

(ii) 斜 伴 矩 阵 的 谱 在 虚 轴 上 . 

(ui) 酉 矩阵 的 谱 在 单位 圆 上 . 
佩 龙 定理 ”如 果实 二 阶 和 矩阵 A 的 所 有 元 素 都 是 正 的 , 那么 谱 半径 r(A) 是 A 的 代 
数 重 数 为 1 的 特征 值 , 而 且 A 的 所 有 其 他 特征 值 在 半径 为 >(4), 圆心 在 原点 的 圆 
内 . 

对 应 于 特征 值 r(4) 的 特征 向 量 的 所 有 元 素 都 是 正 的 . 
用 Mathematica 计 算 特 征 值 和 特征 向 量 ”这 个 软件 包 也 可 以 计算 任意 阶 的 矩阵 
的 特征 值 和 特征 向 量 . 


2.2.2 ”和 矩阵 的 正规 形式 


基本 思想 KAABEnxn SE, 称 它们 相似 , 如 果 存 在 一 个 nxn RAW 
矩阵 C 使 得 

C !AC =B. 
矩阵 A 称 为 可 对 角 化 的 , URE AEB 与 A 相似 . 此 时 B 的 对 角 元 恰好 
是 A 的 特征 值 (其 出 现 的 次 数 等 于 相应 的 重 数 ). 
定理 nx n 和 矩阵 可 对 角 化 , 当 且 仅 当 它 有 n 个 线性 无 关 的 特征 值 ， 如果 此 条 件 成 
YW, 那么 


(2.32) 
E 和 1,… An 是 A 的 特征 值 . 
应 用 通过 引进 新 坐标 y = C'e, 线性 变换 
at = År 
被 映射 为 
yt = (C AC. (2.33) 


B x—(5,.6)7 R z= (m, mm). 由 于 (2.32), 在 新 坐标 下 变换 取 特 别 简 
单 的 形式 


j= 1 yn. 


np = Nm, 
这 种 考虑 常 被 用 于 几何 学 , 如 简化 旋转 或 投影 映射 . 

每 个 正规 矩阵 都 是 可 对 角 化 的 . 方 阵 正规 形 理论 的 目的 是 通过 应 用 相似 变换 得 
到 特别 简单 的 形式 ( 若 尔 当 正 规 形 式 ). 这 样 人 们 能 够 得 到 几何 陈述 . 
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2.22.1 自 伴 和 矩阵 的 对 角 化 


自 伴 和 矩阵 的 正规 形 理论 中 正 交 化 概念 起 着 决定 性 作用 . 下 述 考虑 可 使 我 们 能 通 
过 选取 新 坐标 用 特别 简单 的 正规 形 给 出 二 次 曲线 和 二 次 曲面 . 这 就 是 以 互相 垂直 的 
主轴 概念 (参看 3.4.2 和 3.4.3) 为 基础 . 

希 尔 伯 特 和 汉 - 诺 依 曼 成 功 地 将 这 些 主轴 变换 推广 到 泛 函 分 析 , 成 为 量子 理论 
的 数学 方法 的 基础 (参看 [212]). 
正 交 性 对 于 z, yec, HX 


(234) 


A |a|| := y (æ]æ). 
WR a Aly EX, 如 果 (zly) = 0. 另外 , 按 定义 , 向 量 z1,… ,zn 形成 一 个 正 
交 系 , 如 果 


(zj|zk) = ĝjk, 


4 jik=1, 7.) H r= n 时 则 称 为 一 个 正 交 基 . 
施 密 特 正 交 化 过 程 WA zi er CS 线性 无 关 , 那么 我 们 可 以 借助 一 个 适当 
的 线性 组 合 得 到 正 交 系 iso ,y,. 明显 地 说 , 选取 21 := zi 并 归纳 地 定义 


最 后 , 令 y; := zj/|lzil.3 =1,--- ,7. 
主 定理 ”对 每 个 nx n AEREE A, 有 

(i) 所 有 特征 值 是 实 的 . 

(ii) 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 正 交 . 

(iii) 对 于 每 个 代数 重 数 为 s 的 特征 值 恰好 存在 s 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

(iv) 如 果 将 施 密 特 正 交 化 过 程 应 用 于 (ii), 那么 可 得 由 对 应 于 特征 值 Xi,…… An 
的 特征 向 量 z1,:… ,zw 组 成 的 正 交 基 . 

(v) MES U := (x1, ,zn), 那么 有 


(2.35) 


1) MR æ= (f1,--- End", Y= (Ni, iMn)" 那么 (zly) = &m ++ En. 


2) 5jk 称 为 克 罗 内 克 符 号 , 定义 为 jr = | is 
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此 处 U 是 本 矩阵 , 亦 即 U ! = U*. 

(vi) 我 们 有 公式 detA = Aio As, trA = Ar tes + An. 

(vii) WR A 是 实 的 , 那么 特征 向 量 t1, ms 也 是 实 的 , ARM U 是正 
交 的 , 亦 即 U 是 实 的 且 U = UT. 


例 1: 对 称 矩 阵 A := ( : i ) 有 特征 值 As = +1 及 特征 向 量 z+ = (1,1), z- = 


(1,-1)7. 因为 zs|| = v2, 所 以 对 应 的 正 交 基 由 zl = mi/ V2, za = rz_/vV5 给 
出 . 矩阵 


U := (si; 22) = E ( i ` ) 
是 正 交 的 , 并 且 有 关系 式 


1 0 
U !AU = . 
D = 


莫 尔 斯 指数 与 符号 差 A 的 负 特征 值 的 个 数 m KA A 的 莫 尔 斯 指数 ， 记 为 
Morse( A)”. 

A 的 非 零 特 征 值 的 个 数 等 于 矩阵 A 的 秩 7, 因此 A 恰好 有 m 个 负 的 及 7 一 m 
个 正 的 特征 值 . 数 对 (r — m, m) 称 为 A 的 符号 差 , WA sig(A). 

RAE n x n 实 对 称 和 矩阵 A := (aj). 4 的 符号 差 可 以 直接 由 矩阵 4 的 元 素 
算出 . 我 们 考虑 A 的 所 谓 s 行 主 子 行列 式 


Dg := det(ajx), j,k =1,---,8. 
必要 时 重新 给 A 的 行 和 列 编号 , uu 
Di #0, D» #0, Uta3 D, #0, Dy =i = Da = 0: 


雅 可 比 符号 差 判别 法 ”4 的 秩 等 于 p, A 的 莫 尔 斯 指数 m 等 于 序列 1, D1,:… , D, 
中 的 变 号 数 . 此 外 , 对 于 A 的 符号 差 有 sig(A) = (p — m,m). 


1 2 


waar ant | ) AD =1B De = = 一 3. 序列 1, Di, D2 


只 有 一 次 变 号 . 于 是 莫 尔 斯 指数 是 Morse (A) = 1, sig (A) = (1,1). 实际 上 4 有 
特征 值 = 3, —1. 


对 二 次 型 的 应 用 ”考虑 实 方程 
x Ax = b, (2.36) 


1) 莫 尔 斯 指数 对 于 突变 理论 及 流 形 上 的 函数 的 极 值 问 题 的 拓扑 理论 的 重要 性 可 在 [212] 中 
找到 . 
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其 中 4 = (ajk) 是 n x n 实 对 称 和 矩阵 , z = (zx1,.… ,zn)， BASIE, if] b 是 实 
数 . (2.36) 可 明显 地 写作 
M opens, =b: (2.37) 


jik=1 
实 系数 aj 满足 对 称 性 条 件 ajk = akji( 当 所 有 j,k). 对 于 n= 2( 或 n= 3) 这 是 一 
个 二 次 曲线 方程 (或 二 次 曲面 方程 )( 见 3.4.2 和 3.4.3). 
通过 变换 z = Uy 并 注意 UC? = UT, 从 (2.36) 得 到 方程 (yTUT)AUy = 
y'U-! AUy = b. 由 (2.35) 推出 下 列 公 式 : 
Ary? +++ + Any? b. 
为 进一步 化 简 这 个 方程 , 令 z := VAjy; 对 于 A; 20 K zj := 一 V 一 和 jy; 对 于 
Aj <0. 如 有 必要 , 适当 对 变量 重新 编号 , 由 (2.37) 最 终 得 到 正规 形式 
ag? sem og), + eh be bee EI (2.38) 
在 此 有 Morse(4) = m, rank(A) = r,sig( A) = (r — m,m). 
正规 形式 的 唯一 性 ( 西 尔 维 斯 特 惯性 律 ) 如 果 通 过 变换 m = Bz 及 nxn Sup 
矩阵 B 得 到 (2.37) 的 正规 形式 
0122 + +++ + anz2 =b, (2.39) 
其 中 a; = +1 Ra; = 0, PA (2.39) 5 (2.38) HAA (可 能 要 适当 重新 对 变量 编 
5). 
附注 通常 这 个 定理 可 以 更 简单 地 叙述 如 下 : 二 次 型 zT4z 的 符号 差 , 亦 即 A 的 
IE. 负 特 征 值 的 个 数 , 与 形成 矩阵 4 的 基 的 选取 无 关 (上 面 的 矩阵 U 表示 基 的 改 
变 ). 
EX (2.36) 中 的 二 次 型 zTAz 称 为 正定 二 次 型 , 如 果 
zT4z > 0， 对 于 所 有 z 40. 
这 等 价 于 满足 下 列 两 个 条 件 之 一 : 
(i) A 的 所 有 特征 值 是 正 的 . 
(ii) A 的 所 有 主子 行列 式 是 正 的 . 


2.2.2.2 ”正规 矩阵 


主 定理 ”每 个 nxn 正规 矩阵 4 有 一 个 由 对 应 于 特征 值 和 1,… ,和 n 的 特征 向 量 组 
成 的 完全 正 交 基 zx1,… ma. 如 果 设 U := (£1, ,zn), 那么 U 是 酉 矩阵, 并 且 
有 


(2.40) 
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每 个 自 伴 、 斜 伴 、 酉 或 实 对 称 、 反 称 或 正 交 甜 阵 都 是 正规 的 . 

对 正 交 和 珑 阵 的 应 用 (旋转 ) ”如 果 一 个 nxn KER 4 是 正 交 的 , 那么 有 (2.40), 其 
中 特征 值 A; 等 于 +1, 或 以 eti?(y 为 实数 ) 形式 成 对 出 现 . 矩阵 U 一 般 不 是 实 的 . 
但 总 存在 实 正 交 和 矩阵 B 使 得 


(2.41) 


矩阵 A; 或 者 是 由 +1 组 成 的 1 x 1 和 矩阵 , 或 者 有 


Bie ( cosp sing (2.42) 


—siny cosy 

形式 , 其 中 o 是 实 的 , 出 现 的 数 土 1 是 4 的 特征 值 . 当 (2.42) 的 情形 出 现时 ，et#i9 
是 A rn Been SRE. 分 块 矩阵 A; 重复 出 现 的 次 数 与 对 应 的 特征 值 的 代 
数 重 数 相同 . 

对 于 任意 正 交 和 矩阵 A 有 detA = +1. 

最 一 般 的 行列 式 为 1 的 (2 x 2) 正 交 和 矩阵 A 有 (2.42) 形式 , 其 中 o 是 任意 实 
数 . 
f): UF n 23 及 detA = 1, 有 正规 形式 


0 0 
BAB = 0 cosy sing |. (2.43) 


0 -—sing cosy 


从 几何 上 看 这 对 应 于 下 列 事实 : 三 维 空间 中 在 任何 一 个 点 的 旋转 是 绕 固定 轴 的 角度 
A p 的 旋转 . 这 个 旋转 轴 是 4 对 应 于 特征 值 和 = 1 的 特征 向 量 ( 欧 拉 - 达 朗 贝尔 
定律 ). 

在 det A = 一 1 的 情形 , 可 在 (2.43) 中 用 一 1 代替 数 1. 这 对 应 于 旋转 平面 ( 即 
经 过 旋转 中 心 且 与 旋转 轴 垂 直 的 平面 ) 上 一 个 附加 的 反射 . 
对 反 称 矩阵 的 应 用 “” 设 4 = (ajx) 是 一 个 nx n LRP), 这 意味 着 ajj = OO 
PRA j) R ajr = -an HME j,k Bj Ak). 那么 (2.40) 成 立 , 其 中 特征 值 入 j 为 
E, 或 成 双 出 现 为 tai. 矩阵 U 一 般 不 是 实 的 . 


0 


1) 最 一 般 的 2 x 2 RAMA Tat | n ) 其 中 a 是 任意 实数 . 
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但 总 存在 实 可 逆 和 矩阵 BEG 


矩阵 A; 或 者 是 元 素 为 0 的 1 x 1 矩阵 , 或 者 有 形式 


0 1 
A;-— s 


这 些 2 x 2 分 块 矩阵 的 总 长 度 等 于 4 的 秩 . 
对 辛 形式 的 应 用 ”考虑 实 方程 


ean 


其 中 A 是 nx n 实 反 称 矩 阵 , z, y 为 实 列 向 量 , b 为 一 个 实数 . 方程 (2.44) 可 显 式 
写作 


实 系数 aj, 满足 条 件 aj; = 0( 对 所 有 j) 及 ajk = 一 akj( 对 所 有 j Ak). 于 是 存在 
SCAM B, 使 得 方程 通过 坐标 变换 = Br, v = By 化 成 下 列 正规 形式 : 


(v2u1 — u2v1) + (vauz — uava) +--+ + (UV2sU2s—1 — U2sV2s—-1) = b, (2.45) 


其 中 2s 是 4 的 秩 . 

hol Ay 是 辛 形式 , 如 果 A 也 是 可 逆 的 . 于 是 ”是 偶 的 , 并 且 有 正规 形 (2.45), 
其 中 2s =n. 

辛 形式 是 辛 几何 ( 见 3.9.8) 的 基础 . 辛 几何 是 经 典 力学 、 几 何 光 学 及 傅 里 叶 积 
分 算 子 理论 的 基本 概念 (参看 (212). 许多 物理 学 理论 可 以 平行 于 经 典 哈密 顿 力学 
通过 哈密 顿 方程 来 叙述 (参看 1.3.1). 所 有 这 些 理论 都 基于 辛 形式 概念 . 
联 立 对 角 化 ” 设 A1,.… , A, Æ nxn RER, 互相 两 两 交换 , 即 A; Ay = Ap Aj (AT 
所 有 j,k). 那么 所 有 这 些 和 矩阵 有 公共 特征 向 量 . 

如 果 这 些 矩 阵 还 是 正规 的 , 那么 它们 实际 上 具有 由 特征 向 量 组 成 的 公共 正 交 基 . 
如 果 我 们 作 和 矩阵 U := (£1, ,zn), BAU RB, 而 且 对 每 个 7 MU ASU 
有 对 角形 式 , 其 中 A; 的 特征 值 就 是 对 角 元 . 
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2.2.2.3 若 尔 当 正规 形式 


若 尔 当 正规 形式 是 复 矩 阵 的 最 一 般 的 正规 形式 . 它 起 源 于 法 国 数学 家 C. 若 尔 
?4(Jordan, 1838 一 1922) 的 工作 . 初等 因子 理论 则 可 追溯 到 1868 年 K. 魏 尔 斯 特 拉 
斯 (Weierstrass, 1815—1897) 的 工作 . 


BRAK ABE 
y 4 入 i 0 
( ) 和 0 A 1 
0 A 
0 0 A 
分 别称 为 2 阶 和 3 阶 若 尔 当 块 . 数 和 FEE REE. 一 般 地 , 称 形 如 
入 1 0 
A 1 
J) = 1 
0 
À 
的 矩阵 为 者 尔 当 块 
主 定理 ”对 于 任意 的 nx n RERE A, 存在 n x n SOE C 使 得 
Jà) …: O 
GAC = : "i : . (2.46) 
O SEEN NON 


对 于 4 的 每 个 特征 值 A; 至 少 存在 一 个 车 尔 当 块 . 

(2.46) 的 右边 的 矩阵 称 为 4 的 若 尔 当 正规 形式 ,除去 若 尔 当 块 的 位 置 间 的 置 
换 , 这 些 矩 阵 是 唯一 确定 的 . 
特征 值 的 几何 重 数 及 代数 重 数 ”定义 特征 值 的 几何 重 数 为 对 应 于 特征 值 和 的 线 
性 无 关 的 特征 向 量 的 个 数 . 入 的 几何 重 数 等 于 (2.46) 中 若 尔 当 块 的 个 数 . 另 一 方面 ， 
和 的 代数 重 数 等 于 对 应 于 这 个 特征 值 的 所 有 若 尔 当 块 的 总 长 度 . 
例 : KERE 


A 1 0 0 
0 A 0 0 
0 0 A 0 
0 0 0 A 
已 经 是 若 尔 当 正规 形式 . 数 Xi, Ao 是 4 的 特征 值 , 这 里 有 可 能 Xi = Ao. 
Xa Za. 那么 Xi 的 代数 重 数 为 3, 几何 重 数 为 2. 对 于 Ao, 其 代数 重 数 和 
几何 重 数 都 为 1. 


A= 
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对 于 许多 研究 代数 重 数 比 几 何 重 数 更 重要 . 

下 面 马上 可 以 看 到 , 若 尔 当 块 的 长 度 可 以 由 A 的 元 素 确定 . 
初等 因子 A 的 特征 矩阵 4 — AE 的 所 有 s 行 子 行列 式 的 最 大 公 因 子 2。(A) 称 
为 A 的 第 s 个 行列 式 因子 10. RIS Zo := 1. 商 4.0) := 4.0)/2.a()(s = 
1,.… ,n) 是 多 项 式 , 并 称 为 4 的 组 合 初等 因子 . 在 因子 分 解 式 


Bald) = A=) =A) 


中 每 个 因子 称 为 A 的 初等 因子 . 3 和 1,… ,和 总 是 A 的 特征 值 . 
主 定 理 的 推论 在 车 尔 当 正 规 形式 (2.46) rh, 对 于 A 的 每 个 初等 因子 (和 — Am)” 
存在 一 个 7 阶 的 若 尔 当 块 . 这 样 我 们 得 到 全 部 若 尔 当 块 . 
可 对 角 化 性 的 判定 方 阵 A 的 车 尔 当 正规 形式 是 对 角形 的 , 当 且 仅 当 满足 下 列 三 
个 条 件 之 一 : 

(i) A 的 所 有 初等 因子 为 1. 

(ii) 对 于 4 的 所 有 特征 值 , 其 代数 重 数 与 几何 重 数 相同 . 

(iii) A 的 线性 无 关 的 特征 值 的 个 数 等 于 4 的 行 数 . 
迹 定理 AM A 的 迹 tr4 等 于 A 的 所 有 特征 值 之 积 , 并 且 要 计 及 其 相应 的 代数 
HR. 

这 可 由 (2.46) 及 关系 式 trA = tr(C AC) 推出 . 
行列 式 定理 WM A 的 行列 式 det A 等 于 所 有 特征 值 之 和 , 并 且 要 计 及 相应 的 代 
数 重 数 . 
相似 性 定理 ”两 个 复方 阵 4 和 B 相似 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 初等 因子 . 
若 尔 当 正规 形式 的 计算 方法 ”这 种 方法 可 在 [256] 中 找到 . 


2.2.3 ”矩阵 函数 
本 节 中 我 们 用 A, B,C 表示 (nx n) RER, r(A) 及 o(A) 分 别 表示 A 的 谱 
半径 和 谱 ( 参 看 2.2.1). 
2.2.3.1 FRR 
定义 ” 设 给 定 宕 级 数 
其 收敛 半径 是 p. 如 果 r(4) < p, 那么 定义 
f(A) := agE +a A - a2A? 4. , (2.47) 


这 个 级 数 对 于 f(A4) 的 每 个 矩阵 元 素 绝对 收敛 . 特别 , 如 果 p = oo( 例 如 , f(z) = e, 
sin z, cos z 或 f(z) = z 的 多 项 式 , 均 满足 此 条 件 ), 那么 (4.27) 对 所 有 方 阵 A 成 立 . 
1) 2, 是 A 的 多 项 式 , KEN, 其 最 高 项 系数 为 1. 
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定理 (i) 当 C^! AEM, C^! f(A)C = f(C^! AC). 

(ii) f(A)" = f(A™), Af(A) = f(A)A. 

(iii) f(A)* = f*(A*), 此 处 f*(z) := F). 

(iv) 如 果 Xi , An 是 4 的 特征 值 , BBA f( 和 1),… , f(An) 是 f(A4) 的 特征 
值 , 且 计 及 相应 的 代数 重 数 . 
可 对 角 化 矩阵 ”由 关系 式 


G46=| i cu 3 (2.48) 
可 推出 


(2.49) 


若 尔 当 正规 形式 ”由 关系 式 


Ji(A1) O 
CAC = : 
O Js(》s) 
可 推出 
J 1 (p11) O 
f(A)=C c 
O J s(us) 
其 中 uj := fO). 


指数 函数 ”对 每 个 方 阵 ARETE tA? 


£ g 
ee a GAP + AP bee, 


指数 函数 有 下 列 性 质 : 
(i) 34 A 和 B 交换 , 亦 即 AB = BA 时 , e^eP = eA4+B( 加 法 定理 ). 
(ii) det e^ = et"4( 行 列 式 公 式 ). 
(iit) (eA) = e74, (e4)7 = eA", (eA4)* = e^". 


marao p #440, Bit A = Bt 


1) 像 et4 这 类 展开 式 对 常 微 分 方程 (及 李 群 和 李 代数 ) 的 重要 应 用 可 在 [212] 中 找到 . 
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对 数 如果 r(B) <1, 那么 级 数 


nl 
2 3 


存在 . 
此 时 方程 


有 唯一 解 C = In(E + B). 


2.2.3.2 ERLE AA 


如 果 4 是 正规 矩阵 , 那么 存在 由 对 应 于 特征 值 和 1,.… An 的 特征 向 量 组 成 的 
完全 正 交 基 zi , zn. 我们 令 C := (zi … , an), WC AFH HE (2.48) 成 立 . 
定义 ”对 于 任意 函数 f : (4) 一 C 我 们 用 关系 式 (2.49) BMY f(A). 

这 个 定义 与 4 的 特征 矢量 组 成 的 完全 正 交 基 的 选取 无 关 . 
定理 (i) 2.2.3.1 中 叙述 的 定理 在 此 继续 成 立 . 

(ii) MR A 是 自 伴 的 , f 对 于 实 自 变量 取 实 值 , 那么 f(A) 也 是 自 伴 的 . 
FAR ”如果 自 伴 矩 阵 A 仅 有 非 负 特征 值 , 那么 平方 根 V4 存在 . 这 个 矩阵 仍然 
是 自 伴 的 . 

极 分 解 式 ” 每 个 n x n 复方 阵 4 可 以 写成 乘积 形式 


其 中 U 是 酉 矩阵 ,8S 是 自 伴 矩阵 , 且 其 所 有 特征 值 非 负 . 
如 果 4 还 是 实 的 , WA U 和 S 也 是 实 的 . 
如 果 A 可 道 , MARDER UA SA S=V/AA* RU=AS!. 


2.3 线性 代数 


2.3.1 基本 思想 
线性 性 思想 ”函数 的 微分 和 积分 是 线性 运算 , 这 意味 着 有 关系 式 
(af + Bg) (z) = af’ (x) + 8g' (a), 
| (af + 8g)dz = af fax 8| gdz, 
a G G 
AF, a 和 6 是 数 . 一 般 地 , 线性 算 子 L 满足 条 件 


L(of + 8g) = aLf + 8Lg, 
1) 另外 , 如 果 是 2.2.3.1 中 的 情形 , 那么 f(A) 的 两 个 定义 是 一 致 的 . 
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其 中 , fog 可 以 是 函数 、 向量 、 和 矩阵 , 等 等 . 

线性 性 的 思想 在 许多 数学 和 物理 问题 中 是 重要 的 . 线性 代数 用 综合 和 统一 的 方 
式 总 结 了 数学 家 和 物理 学 家 应 用 线性 结构 所 积累 的 经 验 . 
又 加 原理 KEX, 在 一 个 物理 系统 中 从 加 原理 成 立 , 如 果 对 于 系统 中 的 两 种 状态 
其 线性 组 合 仍然 是 该 系统 中 的 一 种 状态 . 例如 , 两 个 函数 z = f(t), g(t) 都 是 调和 
振子 的 微分 方程 

z"-w-0 
的 解 , 并 且 线 性 组 合 af + 8g 仍然 是 一 个 解 . 
线性 化 原理 ”数学 中 一 个 重要 的 并 且 经 常 出 现 的 原理 , 它 存在 于 将 问题 线性 化 的 方 
ik". 它 的 一 个 典型 例子 是 函数 导数 的 概念 .与 此 概念 紧密 相关 的 是 曲线 的 切线 ， 
曲面 的 切 平面 , 或 更 一 般 地 , 流 形 的 切 空间 . 线性 化 原理 的 基本 思想 包含 在 泰勒 展 
开 
f(x) = f(z0) + f'(zo)(z — zo) +-+ 

中 , 其 中 右边 是 函数 f 在 点 ro 的 一 个 邻 域 中 的 线性 近似 . 加 上 附加 项 后 ， 


f" (zo) 
2 
意味 着 增加 了 二 次 或 更 高 的 项 . 这 种 多 线性 结构 在 多 线性 代数 理论 (6 2.4) 中 考虑 . 

拓扑 学 这 个 数学 分 支 与 系统 的 定性 性 质 相 关 . 在 其 中 使 用 的 一 个 重要 方法 是 与 
拓扑 空间 相关 联 的 某 个 线性 空间 (例如 , 德 拉 姆 上 同调 群 ) 或 向 量 从 , 并 应 用 线性 代 
数 的 工具 研究 这 些 线性 空间 的 性 质 ( 见 [212]). 

无 穷 维 函 数 空间 和 泛 函 分 析 ”在 经 典 几何 学 中 一 般 涉及 有 限 维 空间 ( 见 第 3 章 ). 借 
助 泛 函 分 析 的 微分 方程 和 积分 方程 的 更 现代 化 的 研究 方法 是 以 无 穷 维 空间 为 基础 
的 , 空间 的 元 素 是 函数 (例如 , 度量 空间 、 巴 拿 赫 空间 、 希 尔 伯 特 空间 、 局 部 凸 空间 ; 
参看 [212]). 

量子 系统 和 希 尔 伯 特 空间 “如果 给 定 一 个 具有 标量 积 的 加 法 结构 的 线性 空间 , 那么 
就 得 到 一 类 空间 , 它们 称 为 希 尔 伯 特 空间 . 这 种 空间 是 量子 系统 的 数学 刻画 的 基础 . 
量子 系统 的 状态 对 应 于 希 尔 伯 特 空间 . 知 的 元 素 , 而 物理 性 质 由 适当 定义 的 6 E 
的 线性 算 子 给 出 , 这 个 算 子 称 为 可 观测 物 (参看 [212]). 

线性 代数 的 起 源 可 以 追溯 到 1827 年 出 版 的 A. F. 默 比 乌 斯 (M5bius，1790 一 
1868) 的 书 Der bargzen trische Kalkül (《 重 心计 算 》) 以 及 1844 年 问世 的 H. 格 
拉 斯 曼 (Grassmann, 1809—1877) 的 书 Die lineare Ausde hnungslehre (《 线 性 扩张 
论 》). 


2.3.2 ”线性 空间 
下 文中 , 符号 区 表示 及 (实数 集 ) 或 C( 复 数 集 ). EK 上 的 线性 空间 X P, 线 


f(x) = f(zo) + f'(zo)(z — xo) + (x — 20) +++: 
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性 组 合 是 指 式 子 


其 中 u,v € X,a,B EK. 


定义 ”集合 X 称 为 K 上 的 线性 空间 (或 向 量 空 间 ), 如 果 对 每 个 有 序 对 (u, v)(u € 
X,v € X), 在 X 中 存在 一 个 唯一 确定 的 元 素 并 记 作 u 十 v, 而 且 对 于 每 个 数 对 
(a,u)(a € K,u e X), Æ X 中 存在 一 个 唯一 确定 的 元 素 , WE ou, 使 得 对 于 所 有 
uv,W EX 及 所 有 a,b € K A PWR: 
(i) u +v = v + u(t). 
(ii) (u+ v) +w = u + (v 十 w)( 结 合 性 ). 
(ui X 中 存在 一 个 唯一 确定 的 元 素 , 将 它 记 作 0, 使 得 
z+0=2 对 所 有 ze X (中 性 元 ). 
(iv) 对 每 个 z € X, 在 X 中 存在 一 个 唯一 确定 的 元 素 , 将 它 记 作 (—2), 使 得 
z+(-z)=0 对 所 有 zE X Qr). 


(v) o(u +v) 2 au + ow, (a + B)u = au + Bu (分 配 性 ). 

(vi) (aB)u = aifi) (SA X 1u — u. 

R (或 C) 上 的 线性 空间 称 为 实 的 (或 复 的 )( 矢 量 ) 空间 . 
线性 无 关 性 K 上 的 线性 空间 中 的 元 素 wi,:… ,wn 称 为 线性 无 关 的 , 当 且 仅 当 关 系 
式 


aiui t: + Onus = 0, 01,:,04 EK 


DAAK ai = … = an = 0. TA ui, +++ ,un 称 为 线性 相关 . 

SEXE ”线性 空间 X 的 线性 无 关 元 素 的 最 大 个 数 称 为 它 的 维 数 , 并 记 作 dim X, 符号 
dim X = co 表示 X 中 存在 任意 多 个 线性 无 关 的 元 素 . 如 果 X 仅 由 中 性 元 素 组 成 
(检验 这 与 定义 相 一 致 ), 那么 dim X = 0. 

Æ 设 dimX «oo. K 上 的 线性 空间 X 中 的 一 组 元 素 b1,… ,bn WA X 的 基 , 如 
果 每 个 元 素 uc X 可 以 唯一 地 写成 


u = QDb1 二 + Qnbn, 01,77: ,Qn € K. 


此 时 称 ui, … ,an 为 u 关于 这 个 基 的 坐标 . 
基 定 理 ” 设 ”是 一 个 正 整数 . 如 果 每 ”个 线性 无 关 的 元 素 都 形成 X 的 基 , 那么 有 
dim X = n. 

1) RË u+ (—v), 我 们 今后 更 简捷 地 写作 w — v. 此 外 , RATE WERE XC "P BO PE PR ZUR 
“Ou = o (35—9] u € XY K “ao = o( 当 一 切 a € KR)”. 因此 , 今后 K 中 的 元 素 “0” 和 X 中 
的 元 素 “o” 总 是 用 符号 “0” 表示 . 由 正文 中 的 法 则 , 这 不 会 产生 矛盾 . 任意 域 K 上 的 线性 空间 
(参看 2.5.3) 可 类 似 地 定义 . 
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施 泰 尼 茨 基 交 换 定理 ”如 果 bis. ,bn 形成 线性 空间 X 的 基 , 并 且 ti,… ,ur 是 
X 中 的 线性 无 关 的 元 素 , 那么 


i dn stie Bekia sbn 


形成 X 的 新 基 (必要 时 重新 编号 ). 
例 1( 线 性 空间 IR"): 用 R^ 表示 所 有 实数 6; 的 n 数组 E En) 的 集合 . 令 


a(i,- $ Ên) + B(m,: ps ,Tn ) (o£ + Bm,- id Qn + Brn) 
对 所 有 a,b ER, 则 R” 成 为 一 个 n 维 实 线性 空间 . 作为 它 的 基 可 以 取 


bı := (1,0,---,0), ba := (0,1,0,---,0), +-+, bn:=(0,0,--- ,0,1), 


于 是 ( En) = &bi +- + énbn. 
如 果 £;, nj, o 和 8 取 复 数 , 那么 我 们 得 到 n 维 复线 性 空间 C". 
例 2: Wn 是 正 整数 . SAE (或 复 ) 系数 ao,:… ,an_1 的 多 项 式 


=1 
ao + aja d casam" 


的 集合 形成 一 个 n 维 实 (或 复 ) 线性 空间 . 它 的 基 可 以 由 (例如 ) 元 素 1, z,z2,…… ， 
grt 给 出 . 

例 3: 所 有 函数 f : R  R 的 集合 关于 通常 的 线性 组 合 of + 8g 形成 一 个 实 线性 
空间 . 这 个 空间 是 无 穷 维 的 , AARAA b; (x) := x’, 7 = 0,1,… ,n 对 于 每 个 n 都 
是 线性 无 关 的 , 亦 即 由 关系 式 


aobo(Z) 十 …: 十 anbn(z) = 0, ao …… ,Qn ER 


可 推出 ao = …:= an =0. 
例 4: 所 有 闭 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 : [a,b] 一 R 形成 一 个 (HAA) 实 线性 空 
间 Cla, b]. 


这 个 结论 是 基于 下 列 事实 : 对 于 任何 两 个 连续 函数 f 和 g, 线性 组 合 af + Bg 
仍 是 连续 的 . 
集合 的 线性 组 合 设 a,8 EK WRU AV 是 上 的 线性 空间 X 中 的 非 空 集 
合 , 那么 令 
aU + BV := (au - Bv:uc€U,v eV). 


子 空间 K 上 的 线性 空间 X 的 一 个 子 集 Y 称 为 子 空间 , 如 果 对 于 所 有 u,v EY 及 


MA abeEK A 
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例 5: 我 们 在 点 P 画 两 个 向 量 a 和 1( 图 2.1). 所 有 线性 组 合 
的 集合 {aa + Bb|la5 € R} 形成 一 个 线性 空间 X, 它 对 应 于 通 
P, b 过 点 P 由 元 素 aM b 张 成 的 平面 . TER Y := {aala < R} 
是 通过 P 点 沿 着 向 量 a 的 方向 的 直线 . 
图 2.1 我 们 有 dim X = 2，dimY = 1. 
BREE WE Y MZ 是 线性 空间 X 的 子 空间 , WA 


dim(Y + Z) 4- dim(Y n Z) = dim Y + dim Z, 


HPA Y +Z 及 交 YnZ 仍然 是 X 的 子 空间 . 
SHER KY Æ X HTS. 除了 维 数 dimY 外 , Y 的 余 维 数 codimY 经 常 是 
重要 的 . 按 定义 ! 有 codimY := dim X/Y. 当 dim X < oo 时 , 有 


codim Y = dim X — dim Y. 


2.3.3 ”线性 算 子 
定义 WE X AMY EK EWR, 那么 线性 算 子 A: X —Y 是 一 个 具有 下 


列 性 质 的 映射 : 
对 所 有 u,v Ee X 及 所 有 a,B €K. 
fag ”两 个 线性 空间 XA Y 被 称 为 同 构 的 , 如 果 存 在 一 个 线性 一 一 映射 4 X 一 
Y. 这 种 映射 称 为 同 构 2) . 

在 同 构 的 线性 空间 中 可 以 用 相同 的 方式 完成 计算 . 因此 , 从 抽象 观点 来 看 , 同 构 
的 线性 空间 之 间 没 有 差别 . 
EH ASK 上 的 有 限 维 线性 空间 同 构 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 维 数 ， 

因此 , 线性 空间 的 维 数 是 有 限 维 线性 空间 仅 有 的 特征 . 

d 5,5. 是 区 上 有 限 维 线性 空间 X 的 基 , 那么 用 


A(aibi + Qnbn) :一 (ai ,Qn) 
定义 的 映射 是 X 到 K” 的 线性 同 构 . 
例 1: 设 [a,b] ZAK, WRS 
Au := i u(z)dz, 
那么 4: Cla,b] ^ R 是 一 个 线性 算 子 . 
例 2: 定义 导数 算 子 为 


1) 商 空间 X/Y 在 2.3.4.2 中 引入 . 
2) 希腊 词汇 “ 同 构 ” 意 即 “有 同样 形状 ”. 
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(Au)(z) := u (x), 对 所 有 z eR. 


那么 4:X 一 Y 是 线性 算 子 , 其 中 X 是 所 有 可 微 函 数 尺 :及 一 玉 的 空间 , Y 是 所 
有 函数 v : ROR 的 空间 . 
例 3: (EEE RS RAAT RIES 


un 


组 成 的 n 维 实 线性 空间 .线性 组 合 aw + Bu 对 应 于 通常 的 矩阵 计算 . 所 有 的 线性 
HT A:R} R? 的 集合 恰好 与 m x n KERE A = (an) 的 集合 相同 . 方程 
Au = v 对 应 于 矩阵 方程 


aii a12 Qin ui V1 
a21 a22 a2n u2 v2 
Qmi Qm2 "'- Amn Un Um 


2.3.3.1 线性 算 子 的 运算 
考虑 线性 算 子 A,B:X >Y 及 C:Y >Z, HP X,Y,Z 是 区 上 的 线性 空 
[8]. 
mei WADE a, 6 EK. 用 公式 
(aA--8BB)u:2 aAu + 8Bu, WHAwEX 
定义 线性 算 子 a4 十 8B:X >Y. 
乘积 “乘积 AC: X 一 2 是 一 个 线性 算 子 , 它 由 合成 定义 , 亦 即 


(AC)u=A(Cu), 对 所 有 ue X. 


单位 算 子 由 Tw := wv 定义 的 算 子 是 一 个 线性 算 子 工 : X 一 X, 称 为 单位 算 子 , 并 
且 也 记 作 idx 或 Ix. 对 于 所 有 线性 算 子 A: X 一 X 我 们 有 关系 式 


AI=IA=A. 


2.3.3.2 ”线性 算 子 方程 
设 给 定 线性 算 子 4 : X 5 Y. 我 们 考虑 方程 
(2.50) 
核 和 象 ” 我 们 用 下 列 方程 定义 核 Ker(4) 和 象 Im(4). 
Ker(A) := {u € X|Au=0}, Im(A) := {Aulu € X). 
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定义 (i) A RAH, 如 果 Im (A) = Y, 亦 即 对 于 每 个 ve Y, 方程 (2.50) 都 有 解 
uc x. 

(ii) A 称 为 单 射 , 如 果 对 每 个 ve Y, 方程 (2.50) 至 多 有 一 个 解 we x. 

(ii) A 称 为 双 射 (一 一 对 应 ), 如 果 A 既是 满 射 , 又 是 单 射 , 亦 即 对 于 每 个 ve Y, 
方程 (2.50) 有 唯一 的 解 u € X. 

此 时 , KAS Aw := 定义 逆 线 性 算 子 4-1 :Y 5 X. 
叠加 原理 WR uo 是 (2.50) 的 一 个 特 解 , 那么 集合 uo +Ker(A) 是 (2.50) 的 全 部 
解 的 集合 . 

特别 , 对 于 v = 0, 子 空间 Ker(A) 是 (2.50) 的 解 空间 . 因此 我 们 有 : WR u 和 
w 是 齐 次 方程 (2.50)( 其 中 v = 0) 的 解 , 那么 每 个 线性 组 合 au + Bv(a, B € K) 也 
是 其 解 . 
满 射 判别 法 ”线性 算 子 A 是 满 射 , 当 且 仅 当 存在 线性 算 子 B :Y — x 具有 下 列 性 


质 : 
单 射 判别 法 ”线性 算 子 4 : X OY 是 单 射 , 当 且 仅 当 满 足下 列 两 个 条 件 之 一 . 
(a) 由 Au = 0 可 推出 w= 0, 亦 即 dim Ker(A) = 0. 
(b) 存在 线性 算 子 B:Y > X ff 
秩 和 指标 ”我 们 有 
rank(A) := dim Im(A), ind(A):= dim Ker(A) — codim Im(A). 
仅 当 dim Ker(A) 和 codim Im(A) 中 有 一 个 有 限时 才能 定义 指标 ind(A). 
例 : 对 于 两 个 有 限 维 线性 空间 X 和 YY 间 的 线性 算 子 A: X —Y, 有 


ind(A) = dimX — dimY, dim Ker(A) = dimX — rank(A). 


(a) 第 二 个 公式 蕴涵 下 列 事实 : (2.50) 的 解 的 线性 空间 0 uo + ker (A) 的 维 数 
等 于 dim X — rank(A). 

(b) 如 果 ind(A) = 0, 那么 由 dim Ker(A) = 0 立即 推出 Im(A) = Y. 因此 A 
是 双 射 , 亦 即 对 每 个 veY 方程 Au = v AEE u = A 1v. 
指标 的 重要 性 ”指标 起 着 基本 作用 . 当 我 们 在 有 限 维 线性 空间 中 研究 微分 方程 和 积 
分 方程 的 解 的 性 质 时 , 这 是 显然 的 . 20 世纪 最 深刻 的 数学 结果 之 一 是 阿 蒂 亚 - 辛 格 
指标 定理 . 这 个 定理 说 , 我 们 仅 需 通 过 紧 流 形 上 的 拓扑 (定性 ) 数据 及 所 谓 算 子 的 符 
号 就 可 计算 该 流 形 上 的 一 类 重要 的 微分 和 积分 算 子 的 指标 . 它 有 一 个 推论 : ERT 
和 流 形 的 相对 强 的 扰动 下 算 子 的 指标 是 相同 的 (参看 [212]). 


1) 这 是 线性 空间 X 的 仿 射 子 空间 的 一 个 例子 , 参看 2.3.4.2. 
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2.3.3.3 正 合 序列 


现代 线性 代数 和 代数 拓扑 常常 通过 正 合 序列 的 语言 来 表述 . 线性 算 子 4 和 B 
的 序列 
wArAsg 
称 为 是 正 合 的 , WE Im(A) = Ker(B). 
更 一 般 地 , 序列 


Ak Ak+i 
0— Xk — Xk > Xk >e 


称 为 是 正 合 的 , 如 果 对 所 有 天 有 Im(Ax) = Ker(4k+1). 
定理 ”对 于 线性 算 子 A, 我 们 有 
(i) A 是 满 射 , 当 且 仅 当 序列 X SY 一 0 是 正 合 的 . 
(ii) A 是 单 射 , 当 且 仅 当 0 一 X AY 是 正 合 的 . 
(ii) A 是 双 射 , 当 且 仅 当 0 一 X SY -0 BEAM. 


2.3.3.4 与 矩阵 计算 的 关系 


与 线性 算 子 4 相伴 的 和 矩阵 ow RA: XY 是 一 个 线性 算 子 , 其 中 设 X 和 了 
EK 上 的 有 限 维 线性 空间 . 

分 别 在 X 中 和 Y 中 选取 固定 的 基 51,… bn 和 ci … ,cm. XP ue X 和 
v EY 我 们 有 唯一 确定 的 分 解 式 


u = urbi +--+ Unbn, V =v 十 :…' 十 Uncm， 


并 且 
Abk = V ages, B= Ls fn. 
j=1 


此 处 bj, ck 和 ajr 是 K 中 的 元 素 , 称 m x n 矩阵 
4f := (ajk), j=l1,---,m; k=1,---,n 


为 与 线性 算 子 4( 关 于 所 选 的 基 ) 相伴 的 矩阵 .另外 , 我 们 还 引进 与 v 和 v 相伴 的 


坐标 列 矩 阵 
4 (ue ,Un)™ 及 水 :=( tay. 


于 是 算 子 方程 
Au=v 
对 应 于 矩阵 方程 


定理 ”线性 算 子 的 和 (或 积 ) 对 应 于 相应 的 矩阵 的 和 (或 积 ). 


1) 我 们 用 0 表示 仅 由 中 性 元 组 成 的 平凡 的 线性 空间 {0}. 另外 , 0 一 X 及 了 一 0 表示 
零 算 子 . 
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线性 算 子 的 秩 与 相应 的 矩阵 的 秩 相 同 (矩阵 秩 与 基 的 选取 无 关 ). 
基 的 变换 “借助 变换 公式 


n m 
be = tali aja SijCi, k=1,---,n; j=1,---,m 


Pine X 的 新 基 bi, oL (RR Y 的 新 基 ch,--- 0). 其 中 要 求 (nx n) 矩阵 
= (trk) Rmx m EE S = (sij) CATV. u 的 新 坐标 uL UR v 的 新 坐标 vi) 
Pinus 


m 


yf Fai! )! 1 L 1 
u = urbi +-+: + ub, w= êl t: UC 


确定 . 由 此 分 别 得 到 u 和 v 的 坐标 变换 公式 


算 子 方程 Au = v 对 应 于 和 矩阵 方程 oY’ = Y", 其 中 
d'= STAI. 

在 特殊 情形 : X — Y 及 b; = cj( 对 于 所 有 j), 我 们 有 F = 7. 因此 我 们 得 到 
矩阵 of 的 相似 变换 o = 7 7. 
迹 和 行列 式 ” 设 dimX < oo. 用 下 列 关系 式 定义 线性 算 子 A: X 一 X 的 迹 和 行 
列 式 : 

trA :— tr(ajx), det A := det(a;x). 

这 些 定义 都 与 为 形成 矩阵 所 使 用 的 基 的 选取 无 关 . 
定理 ”对 于 两 个 线性 算 子 4,B:X 一 X, 有 

(i) det(AB) = (det A)(det B). 

(ii) A 是 双 射 , 4 HO det A z 0. 

(iii) tr(aA + BB) = atrA 十 BtrB( 对 所 有 a, 8 €K). 

(iv) tr(AB) = tr(BA). 

(v) trix = dim X. 


2.3.4 ”线性 空间 的 计算 
由 给 定 的 线性 空间 我 们 可 以 构造 新 的 线性 空间 ， 下 列 结构 给 出 所 有 代数 结构 
(如 群 、 环 和 域 ) 的 模型 . 线性 空间 的 张 量 积 将 在 2.4.3.1 中 研究 . 
2.3.4.1 笛 卡 儿 积 
WRX 和 了 是 开 上 的 线性 空间 , 那么 通过 令 
a(u, v) + B(w, z) := (au + Bw, av + Bz), a, B EK, 


可 使 积 集 X x Y := {(u, v)u € X,v e Y) 成 为 一 个 K 上 的 线性 空间 ,， 它 称 为 X 
ALY 的 笛 卡 儿 积 . 
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WRX 和 了 是 有 限 维 的 , 那么 对 于 笛 卡 儿 积 有 维 数 公 式 
dim(X x Y) = dim X + dim Y. 


WR bis ,bn( 及 ct ,cm) 是 XUOR Y) 的 基 , 那么 所 有 可 能 的 元 素 对 (bj, cx) 

的 集合 形成 Xx Y m. 

H: 对 于 X=Y=R, 有 XxY = R?. 

2.3.4.2 Be lq 

线性 流 形 ( 仿 射 线性 空间 ) KY OK 上 的 线性 空间 X 的 子 空间 . 每 个 集合 
utY:={utvlveY}, uexX 固定 


称 为 (平行 于 Y BU) 线性 流 形 ( 仿 射 子 空间 ). 此 外 , 有 


u+Y=w+yY 
HHX u-weY. 我 们 令 dim(u+ Y) := dimY. 
商 空间 ”我 们 用 X/Y 表示 X 中 所 有 平行 于 Y 的 线性 流 形 的 集合 . 通过 定义 线性 
组 合 
aU+ BV, X U,V €X/Y Ra Bek, 
我 们 可 使 X/Y 成 为 一 个 线性 空间 , 并 称 它 为 X 模 Y 的 商 空间 . 显然 , 我 们 有 


a(utY)+B(v+Y) = (au + Bv) +Y. 
对 于 dim X < oo 我 们 有 


dim X/Y = dim X — dim Y. 


例 : 设 X := OR. WR Y 是 通过 原点 的 直线 , 那么 X/Y 由 所 有 平行 于 Y 的 直线 
组 成 (图 2.2). 


(u+v)+ Y 


v+Y 


图 2.2 商 空间 


替代 定义 Ku,wex. id 
uxw, 4HW4u-—wey. 
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这 是 X 上 的 一 个 等 价 关 系 (参看 4.3.5.1)， 对 应 的 等 价 类 [u] := u +Y 形成 集合 
X/Y. 4 
alu] + 8[2] := [au + 82], 
那么 集合 X/Y 具备 线性 空间 的 结构 , 这 个 定义 与 u 和 z 的 代表 式 的 选取 无 关 . 
映射 u — 四 BRA X 到 X/Y 上 的 典范 映射 . 
结构 定理 WR Y 和 2 是 XX 的 两 个 子 空间 , 那么 有 同 构 


(Y +2)/2 & Y/(Y n Z). 
(EY CZCX 的 情形 , 还 有 


[X/Y = (X/2)/(Z/¥).| 


2.3.4.3 He 
EM WY 和 2 是 线性 空间 X 的 两 个 子 空间 . 记 


当 且 仅 当 每 个 we X 可 以 唯一 地 写成 
u=y+z, ye Y, zeZz. 


空间 X PKA Y 和 2 的 直 和 , 并 说 Z 是 Y 在 XX 中 的 代数 补 集 . 有 


dim(Y @ Z) = dim Y + dim Z. 


定理 (i) HX =Y OZ HEH Z X/Y. 

(ii) dim Z = codim Y. 

直观 地 说 , Y 的 余 维 数 codim Y 等 于 与 整个 空间 X 相 比 , 在 Y 中 缺少 的 维 
数 . 
例 1: 对 于 X = RP, 原点 0, 过 原点 的 直线 及 过 原点 的 平面 分 别 有 维 数 0,1 和 2 及 
余 维 数 3,2,1. 
例 2: 在 图 2.3 中 画 出 了 分 解 式 R =Y e Z. 
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存在 定理 ”对 于 线性 空间 X 的 每 个 子 空间 Y 存在 一 个 代数 补 集 Z, 亦 即 对 它 有 
X=Y@Z. 
线性 包 WR M 是 KK 上 的 线性 空间 X 中 的 一 个 集合 , 那么 我 们 称 集合 

spanM := {aru 十 …: 十 anunl € Mio; E K, j=1,.…… ,nH nz>1} 


为 M 的 线性 包 ( 或 线性 生成 ). 
线性 包 M 是 X 的 含有 M 的 子 空间 中 的 最 小 者 . 
补 空间 的 构造 RY En 维 线性 空间 X 的 mm 维 子 空间 ,0<m<n<oo. 取 X 
的 基 wi1,:… ,un. 那么 我 们 有 
X =Y @span{um+i,°- , Un}. 


任意 多 个 子 空间 的 直 和 设 {Xaj}aea 是 线性 空间 X 的 一 族 子 空间 . 我 们 记 


acA 
当 且 仅 当 每 个 ze X 可 唯一 地 写成 


Bc fas La € Xa, 


acA 


其 中 只 允许 出 现 有 限 多 个 加 项 . 如 果 下 标 集 4 是 有 限 的 , 那么 有 维 数 公式 


dim X = b» dim X,. 
actA 


线性 空间 的 外 直 和 ，” 设 {X。}aea 是 一 族 K 上 的 线性 空间 . 那么 笛 卡 儿 积 TT X。 


acA 
由 所 有 元 素 组 (za) 的 集合 组 成 , 其 中 加 法 按 相应 分 量 相 加 , SK 中 数 的 乘法 定义 
为 与 各 分 量 相 乘 . 线性 空间 Xa 的 外 直 和 


acA 
定义 为 Il X, HTH, 它 由 所 有 仅 对 有 限 多 个 a 值 不 为 零 的 那些 元 素 组 组 成 . 
acA 
我 们 将 Xs 与 所 有 这 种 元 素 组 (za) $A, 其 中 ra 20230 2 8, 于 是 D Xa 
CE 
对 应 于 子 空间 Xo HEA. 
分 次 ”我们 说 空间 BX. 被 子 空间 Xa 分 次 . 
acA 
2.3.4.4 对 线性 算 子 的 应 用 


HER 设 给 定 线性 算 子 4 : X Y. 取 某 个 分 解 式 X = Ker(A) OZ; BA AM 


限制 
A:Z 一 Im(4) 
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是 双 射 . 由 此 推出 


codim Ker(A) = dim Im(A) = rank(A). 
不 变 子 空间 设 给 定 线性 算 子 A: X> xX 其 中 X EK 上 的 线性 空间 X 的 子 空 
[B] Y 称 为 对 于 A AB, WR u € Y Zi Au € Y. 

另外 , Y 称 为 (对 于 A) 不 可 约 , 如 果 除了 平凡 子 空间 O 外 了 没有 真正 的 不 变 
TZN. 
基本 分 解 定理 ”如 果 dim X < oo, 那么 对 于 每 个 4 存在 X 的 一 个 分 角 
X =X 9X29: BX,, 


其 中 Xi,… ,Xx 是 ( 非 平凡 ) 不 可 约 的 不 变 子 空间 , 亦 即 存在 算 子 A; : X; X; 
对 每 个 j. 

WR X 是 复线 性 空间 , 那么 可 在 每 个 子 空间 中 选取 基 , 使 4 限制 在 X; 时 由 
若 尔 当 块 矩 阵 给 出 . 于 是 4 在 X 上 相对 于 这 种 基 的 矩阵 是 若 尔 当 正规 形式 . 

这 些 若 尔 当 块 的 阶 等 于 相应 子 空间 X; 的 维 数 ， 这 些 维 数 可 以 通过 将 2.2.2.3 
中 所 描述 的 初等 因子 方法 应 用 于 矩阵 4( 相 对 于 某 个 基 ) 而 算出 . 


2.3.5 JAIE 
对 偶 性 的 概念 在 许多 数学 领域 中 是 重要 的 〈 如 射影 几何 和 泛 函 分 析 )). 
线性 泛 函 ”我 们 称 线 性 映射 ut: X 一 区 为 上 的 线性 空间 X 上 的 线性 泛 函 ( 线 
性 形式 ). 
例 1: 令 


vta) = | wa) 
它 定义 了 连续 函数 u: [a,b] — R 形成 的 空间 Cloa, 引 上 的 一 个 线性 泛 函 ， 
对 偶 空间 用 X* 表示 所 有 X 上 的 线性 泛 函 的 集合 . 定义 线性 组 合 out + Bu* 为 
(au* + Bv*)(u) := au" (u) + Bv" (u) 
对 所 有 we X, 于 是 空间 X 具备 区 上 的 线性 空间 的 结构 , 将 它 称 为 X 的 对 偶 空 
间 . 
4 Xer = (X*y. 
例 2: Wt X WK Ln 维 线性 空间 ,那么 有 同 构 
但 它 不 是 典范 的 , 甚至 与 X 的 基 b, -bn 的 选取 有 关 , 为 证 明 这 个 结论 , 设 
bs (urbi + +++ + unbn) := uj, j=1, yn 
1) 线性 空间 的 对 偶 性 理论 及 其 应 用 的 更 详细 研究 可 参看 [219]. 
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那么 线性 泛 函 bi bn, 形成 对 偶 空间 X* 的 基 , 它 称 为 对 偶 基 . 
每 个 X 上 的 线性 型 u* 可 写成 


u* = aibi +- + anba, ad ,Qn ER. 


如 果 令 A(u*) := aibi 十 … 十 Qnbn, 那么 4:X* — X 是 一 个 线性 双 射 , 这 产生 同 
构 x*ezex. 
另 一 方面 , 令 u** (u*) := u*(u) 对 所 有 w' € X*, 那么 同 构 


xray 
是 典范 的 , 亦 即 与 基 的 选取 无 关 . 因此 对 每 个 u e X 都 伴随 一 个 v”, 并 且 这 个 X 
到 X** 的 映射 是 线性 的 并 且 是 双 射 . 

对 于 无 穷 维 线性 空间 , X 与 X* 以 及 X” 间 的 关系 不 再 像 有 穷 维 情形 那样 清 
Wr (例如 巴 拿 赫 空间 情形 , 参看 [212]). 
WEAF 设 4:X 一 Y 是 一 个 线性 算 子 , 其 中 XY 2K 上 的 线性 空间 . 用 公 
式 


(A*v*)(u) := v* (Au), MATA ue X 
定义 对 偶 算 子 4*. 这 是 一 个 线性 算 子 A* : Y* 一 XC. 
乘积 法 则 MRA: X GY RB:Y 一 2 是 线性 算 子 , 那么 


(AB)* = B*A*. 
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X X,Y MZ 是 KK 上 的 线性 空间 . 多 线性 代数 研究 值 在 2 中 的 乘积 


亦 即 其 中 wu € X,v EY 而 uv € 2Z. 这 种 乘积 的 一 个 典型 性 质 是 关系 式 


| (au + Bw)v = a(uv) + B(wv), uav + Bz) = a(uv) + B(uz), | 


对 所 有 uw EX, vuz€Y 及 a,B € 区 .这 类 乘积 的 重要 例子 有 张 量 积 u @ wv, 外 
fiu ^v 以 及 内 积 u v v( 克 利 福 德 乘法 ). 
所 有 这 类 乘积 都 可 通过 张 量 积 表示 , 亦 即 总 存在 唯一 确定 的 线性 算 子 L:X@ 
Y >Z, 具有 性 质 
uv = L(u & v) 


(参看 2.4.6, 这 是 张 量 积 的 通用 性 质 ). 例如 , 外 积 可 以 表示 为 uv := u&v—vGu. 


这 产生 反 称 关系 式 
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外 积 与 行列 式 理论 紧密 相关 . 在 量子 理论 中 , KER a @ b 刻画 了 复合 状态 (例如 ， 
a @b@c 对 应 于 质子 是 3 个 夸克 的 复合 , 参看 [212]). 内 积 用 来 刻画 半 整 自 旋 的 粒 
T (UK). 


2.4. KR 
定义 ”KK 上 的 代数 o 是 一 个 线性 空间 , 其 中 定义 了 乘法 分 配 律 和 结合 律 . 

更 明显 地 说 ,这 表明 对 于 每 个 x 中 元 素 a 和 b WAF (a,b), of 中 存在 
唯一 确定 的 与 它们 相关 的 第 三 个 元 素 , 将 它 记 作 ab, 使 得 对 于 所 有 a,b,c E e 及 
a, 8 EK, 有 

(i) (aa + Bb)c = a(ac) + 8(bc), c(aa + Bb) = o(ca) + B(cb). 

(ii) a(bc) = (ab)c. 

同 态 ”由 代数 v 到 代数 多 的 同 态 p: — 多 是 一 个 关于 乘积 的 线性 映射 , 亦 即 
有 


plab) = e(a)e(b), 对 所 有 ab € c. 
同 构 OR a 称 为 与 男 一 个 代数 多 同 构 , 如 果 存 在 双 射 同 态 o: — 多 . 双 射 
同 态 称 为 同 构 . 
对 于 所 有 具体 目的 , 同 构 的 代数 可 以 看 成 是 同一 个 对 象 . 


2.4.2 ”多 线性 型 的 计算 


设 X,Y,Z 及 Xie, Xn, Yu ,Ym 表示 K 上 的 线性 空间 . 
双 线 性 型 ” 双 线 性 型 是 一 个 映射 B : X x Y 一 Z, 它 关 于 每 个 自 变量 分 别 是 线性 
的 , 亦 即 


B(au + Bw, v) = aB(u, v) + BB(w, v), 
B(u, ow + Bz) = oB(u, v) + BB(u,2), 


对 所 有 u,w eX, v,zE€Y Ra, Pek. 
乘积 ”如 果 令 w := Blu, v), 那么 我 们 得 到 线性 空间 X AY 的 元 素 间 的 且 其 值 在 
线性 空间 Z 中 的 乘积 . 
特殊 性 质 WB: XxX — Z 是 特殊 情形 X=Y 时 的 双 线性 型 . 

(i) B 称 为 对 称 的 , 如 果 B(u,v) = B(v,u) 对 所 有 u,v E X. 

(ii) B 称 为 反 称 的 , WR B(u,v) = 一 B(v,w) 对 所 有 u,v e X. 

(iii) B 称 为 非 退化 的 , 如 果 B(u,v) = 0( 或 B(v,u) = 0) 对 所 有 v e X, 蕴涵 
u=0. 


多 线性 型 n 线性 型 是 一 个 映射 


M :Xix.::.x Xn >K, 


24 多 线性 代数 651 


它 对 于 每 个 自 变量 是 线性 的 . 数 n KAM 的 次 数 . 

WRG wiv2…un := M(u, ,un), 那么 我 们 得 到 一 个 ” 重 笛 卡 儿 积 上 的 
乘积 . 
对 称 性 质 一 个 给 定 的 n 线性 型 M : X xx X BOW AE TERM, tn 
M(w1i,… ,un) FEW n 个 自 变量 的 任意 置换 下 不 变 . 

M 称 为 反 称 多 性 线 型 , 如 果 M(u, ,un) 在 其 n 个 自 变量 的 偶 置 换 下 不 变 ， 
在 奇 置换 下 被 乘 以 —1. 
行列 式 BWA: XoX EK Ln 维 线性 空间 上 的 线性 算 子 . 那么 有 


M(Aus,--- , Aun) = (det A)M(ui,--- ,un) | 


对 于 所 有 反 称 n 线性 型 MX x x Xo K RAPA wi,:… ,un EX. 
多 线性 型 的 张 量 积 eM: Xi x… x Xm 一 区 是 一 个 m REM, N: Yx- x 
Yn 一 区 是 一 个 n 线性 型 . 借助 公式 


(M & N)(ui,:-- us, vi, ,Vn) := Mu Un)Noi ,vn) 


对 所 有 uj € X; 及 v € Yk, 我 们 得 到 一 个 (m+ n) 线性 型 
M&gN:Xix--xXaxYix--xY,K, 

ERA M ALN 的 张 量 积 . 
HR ”对 于 任意 多 线性 型 M, N, K 及 任意 数 a,b EK, 有 

(i) (aM -8N)8 K -o(M& K)-B(N& K), K@(aM+ BN) =a(K® 
M) - &(K & N). 

()(M& N)eK-Mq&(N & K). 

自然 , 在 (i) 中 M 和 必须 有 相同 的 次 数 以 使 公式 有 意义 . 
2.4.2.1 反 称 多 线性 型 
外 积 ” 设 XX 是 区 上 的 线性 空间 . H A(X) 表示 所 有 反 称 q 线性 型 

M:Xx-xXoK 


的 集合 . 另外 还 令 w*(X):— K. 空间 A(X) 自然 是 K 上 的 线性 空间 ， 对 于 
M € X) 和 Nez(X) 及 dp>1 定义 


区 AN)(uwa…… ,Ugtp) := >》 (sgnt)M(ux(1); 1 ag) N(Ux(gz1)s 7*7 5 Un(atp)) 


对 所 有 w, ,un € X, 其 中 求 和 展 布 在 所 有 可 能 的 适合 r(1) < (2) < --- < x(q) 
All r(q+1) <---<7(p+q) 的 下 标的 置换 x 上 . 我 们 用 sgnr 表示 置换 x 的 符号 . 
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用 这 种 方式 得 到 的 反 称 (p + q) 线性 型 MAN, RA M 和 的 外 积 . 我 们 有 
MAN € @*4(X). 
WraBEeKM Me W(X) Rq>1, 定义 


a\M=MAa=aM, «^f -af. 
例 1: 4q=p=1h,48 
(M ^ N)(u,v) = M(u)N(v) - M(v)N(u), 对 所 有 ww € X. 
如 果 gq = 1 KR p=2, 那么 我 们 得 到 
(M ^ N)(u,v,w) = M(u)N(v,w) — M(v)N(u, w) + M(w)N(u, v). 


例 2: 设 a,b,c € X*. 那么 我 们 得 到 


b(v) b(w) b(u) b(w) 
a. ^ (b u,v,w) —a(u — aiv 
(aA (b^ c))( ) =a(u) diui. uon a(v) pis) due) 
b(u) b(v) 
Tuin c(u) ew) | 


于 是 行列 式 展开 定理 产生 
a(u) a(v) a(w) 
(aA (bAc))(u,v,w) =| b(u) b(v) b(w) |, 对 所 有 uv,we X. 
c(u) c(v) c(w) 
类 似 地 , 我 们 得 到 ((a ^ b) ^ e)(u, v, w) 的 同样 的 展开 式 . 这 给 出 结合 律 
a^ (bAc)=(aAb)Ac. 


我 们 还 将 此 简写 为 a 入 bAc. 
如 果 我 们 应 用 张 量 积 , 那么 我 们 有 关系 式 


a\b=a®b-b®a 


及 


ahbAc=a@b@c—a®QcGb+b@cBGHa-b@aGc+cGQaGWb—c@Bb@a. 


这 对 应 于 在 cQbeachMABRELRA, 并 且 每 个 置换 带 有 其 符号 . 
性 质 ”对 于 所 有 次 数 > 0 的 反 称 多 线性 型 M,N AK 及 所 有 数 a,b € K, 我 们 有 
(i) (aM -- BN) ^ K 2 o(M ^ K) 4- (N ^ K), 
K ^ (oM 4- BN) 2 o(K ^ M) - B(K AN); 
(ii) (MAN)AK = M(N ^ K); 
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i 
在 (i) 中 要 假设 M 和 N 有 相同 次 数 . 在 (iii) 中 记 g = degM 和 p = degN. 
分 次 乘法 法 则 是 说 乘积 M 和 的 交换 性 或 反 交换 性 取决 于 因子 的 次 数 ， 
4S (X) 外 直 和 
-® arx 


关于 A 乘法 是 一 个 K 上 的 代数 ， 称 为 X 上 反 称 多 线性 型 代数 ， 这 个 代数 由 线性 空 
间 ar (X) 分 次 . A(X) 的 元 素 是 和 | 


Mo+Mi+M2+:::, 


其 中 My € x*(X), 并 且 至 多 有 限 个 M, TES. 这 个 和 及 A 乘积 可 用 通常 的 方式 
形成 , 并 且 要 注意 因子 的 顺序 . 

例 3: (Mo + Mi) ^ (No + Ni) = Mo ^ No + (Mo ^ Ni + Mi A No) + Mi AM, 
因为 Mo, No € K, 所 以 这 个 表达 式 等 于 MoNo + MoNi + NoMi + Mi A Ni. 

有 限 维 空间 设 bi, bn Æ X 的 基 . X* 中 与 它 对 偶 的 基 记 作 b',--- L^, 亦 即 
有 


b (aibi +--+ +anbn)=a;, j=l, n, 
对 所 有 al, … ,an € K. 于 是 有 


b ADE = —b* AD 


例 4: 对 于 n=2 & q—2, a? (X) 中 所 有 元 素 具 有 形式 


M = a(b' Ab?) + B( Ab’) = (a — Pb! Ad’, 
其 中 a,b € K 是 任意 数 . 这 表明 dim of?(X) = 1. 我 们 还 可 将 M 唯一 地 写成 


2 
1 1 ; 
M= gj (026 AB? + azb? ^ b!) = 2! y oy b? ^ b*, 


` j,k=1 
其 中 aj, 关于 下 标 反 称 , 亦 即 有 oj; CK 且 
Qjk — 一 Qkj， 对 所 有 j,k. 


例 5: 当 dim X =n 时 ,形式 

p Aw A bis (2.51) 
关于 所 有 指标 反 称 . 所 有 适合 ji < j2 <… < jo je =1,--- n (WAE k) 的 乘 
FR (2.51) 形成 of (X) 的 基 , 因而 有 


dim o/4(X) = (=, dim g (X) = 2^. 
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每 个 M € (X) 可 唯一 地 写成 


(2.52) 


其 中 o... EK 中 的 元 素 并 且 关 于 所 有 下 标 反 称 . 在 此 应 用 了 爱 因 斯 坦 求 和 约定 , 根 
据 这 个 约定 , 对 于 同时 作为 上 标 和 下 标 出 现 的 指标 求 和 . 

在 基 的 变换 下 M 的 系数 a... 如 同 q 共 变 反 称 张 量 那样 变换 (参看 [212]). 
对 RR" 中 的 微分 形式 的 应 用 WX = R^. 选取 R 的 自然 (典范 ) 基 


bı := (1,0,---,0), ---, bn :=(0,0,--- ,1). 
对 偶 基 记 作 


亦 即 对 于 所 有 airan ERA 


dz? (aibi +--+ obs) = a5, 


在 例 5 的 所 有 公式 中 我 们 用 da? 代替 .那么 我 们 把 (2.52) 中 的 M XE ( 常 系 
30g 次 微分 形式 . 

这 种 微分 形式 在 现代 分 析 和 几何 中 起 着 基本 作用 (参看 [212]). 
例 6: 在 R? 中 典范 基 由 bi := (1,0) 和 bo := (0,1) 组 成 . 对 偶 基 da’, da? 按 下 列 
法 则 确定 : 

dz (abı + Bb2):= o, dz’(abı + Bb2):=8, ^ o,B € R. 
对 于 所 有 u,v eR’, 有 
(da? ^ dr*)(u, v) = dz? (u)dz^(v) — dz? (v)dz^ (u) 
及 (da? & dz*)(u, v) = dz? (u)dz* (v). 这 产生 
da? ^ dz" = da? @ dz" — dr" & da’. 
由 此 推出 
dr’ Ada? =—dz? Adz’, dr’ Adz’ = dz? Adr? = 0. 

所 有 具有 两 个 以 上 因子 的 人 乘积 均 为 零 . 

二 维 空间 A(R) 由 所 有 线性 组 合 

Bdz! + ydz?, B,yem 

组 成 , 而 一 维 空间 of? (R2) 由 表达 式 5(dzl A dx?)(6 € R) 组 成 . 代数 7 (IR?) 由 所 


有 形 如 
a+ bdr’ + ydz? + d(dz' Adz’), a,6,7,6ER 


的 式 子 组 成 . 
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2.4.2.2 共 变 张 量 和 反 变 张 量 
张 量 在 微分 几何 和 数学 物理 中 起 看 基本 作用 (参看 [212]). 
张 量 设 X 是 KK 上 的 有 限 维 线性 空间 . 按 定义 , 集合 ZPX) 由 所 有 多 线性 型 
M:Xx-.xXxX'x.-xX'5K 
组 成 , 其 中 在 笛 卡 儿 积 中 空间 X 出 现 q 次 , 对 偶 空 间 X* 出 现 p 次 . FP(X) 中 的 
元 素 称 为 X 上 的 q 共 变 、p 反 变 张 量 . BS FZ := K. 
KER ”对 于 所 有 Me FP(X) 及 NE T(X) #Hp+qazl,r+s>1, 定义 
自然 乘积 (“自然 ”表明 与 任何 选取 无 关 ) 
(M 8 N)(u1,..: »Ugts; U1; , Upsr) 
= M (u, sre Ug, 01,07 » Up) N(ug+1, sey Ugts, Up 二 1 ,Up+r) 
对 所 有 uj E€ X 及 v, € X*. 这 是 通常 的 张 量 积 , 但 其 中 自 变 量 的 排列 方式 是 在 乘 
积 中 首先 出 现 X 的 元 素 , 然后 出 现 X* 的 元 素 . 此 外 , 还 令 
a®M=Me®a=aM, WMA ocK,M e P(X), 
其 中 p,q > 0. 一 般 地 有 
由 Me SPX) RNE F(X), WH MN e ZEA (X). 
爱 因 斯 坦 求 和 约定 ”下 文中 我 们 总 是 假定 对 相同 的 上 标 和 下 标 求 和 , 且 求 和 将 由 1 
到 n. 
BARR Bbs, ,bn FEREZ X ERK EHE. 每 个 张 量 M € ZP(X)(p+q> 
1) 可 唯一 地 写成 


M =t y" g... Qb @ dj, B® bjp, (2.53) 


iiig 


RRRA E 6 K, 此 处 bt, ,br RERS bi, ,bn XHAMIE. 在 (2.53) 中 我 们 反 
b; 与 线性 型 by(u*) = OORA w < X7) 等 同 


基 的 变换 “对 于 基 变 换 | 


Ak Aj, = dL, Jik = lyan 


有 对 偶 基 的 变换 公式 
其 中 Ar 作为 方程 组 
的 解 唯一 地 确定 . 

定理 ”在 基 变换 下 张 量 坐标 (02 与 


b’ @---@b? Sb, O- Obi, 
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以 相同 的 方式 变换 . 
例 1: 设 M =t8b" eb. 那么 M = tibu Qb”, 其 中 
ta = Ata? t5. 

缩 并 在 (2.53) 的 M P, AE t 中 一 个 上 标 与 一 个 下 标 相等 (例如 7), 然后 将 
基 向 量 b; 和 b? 从 线性 组 合 中 删 去 , 这 样 就 得 到 一 个 新 张 量 , 这 个 运算 与 基 的 选取 
无 关 , 并 被 称 为 M 关于 指标 j 的 缩 并 . 
例 2: 由 M = 40 @b* e b; 得 到 N = ti,b*. 
共 变 张 量 和 反 变 张 量 的 代数 (外 ) 直 和 

Z(X):- @ F(X) 


p,q=0 


关于 运算 + 和 @ 成 为 一 个 代数 . 
例 3: HH M = tib @b; A N = sib* b; 得 到 


M +N = (ti + s) (b &b;) 


及 
M 8N = tis? (b? @ b1 8 bj @ bp). 


2.4.3 ŽE 
243.1 线性 空间 的 张 量 积 
wX MY 是 区 上 的 线性 空间 . HEA u CX, 通过 


(2.54) 


使 它 与 X* 上 的 线性 型 w 相伴 . 类 似 地 定义 Y* 上 的 线性 型 v*. 用 
表示 这 些 线性 型 的 @ 积 , 亦 即 有 关系 式 
(u& v)(u*,v*) =u(u*)u(v"), ATA u* € X*, v €Y*. 
张 量 积 和 @ 每” 所 有 有 限 和 
ui Qvi +++: + Uk @ vk, (2.55) 
其 中 uj € X,v; EY(j,h = 1,.…) 形成 一 个 K 上 的 线性 空间 , RA X 和 了 的 张 


量 积 . 
按 定义 , 两 个 (2.55) 形式 的 和 称 为 恒 等 , 如 果 它 们 作为 双 线性 型 有 相同 的 值 . 这 
可 以 对 完全 不 同 的 线性 组 合 发 生 . 
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基本 定理 WR u, ,wx Æ X 中 线性 无 关 , v1,… ,vm 在 了 中 线性 无 关 , 那么 
所 有 乘积 

Ua ®@ vg, @=1,---,k, Fly 
在 X & Y 中 线性 无 关 . 此 外 , 如 果 w, ,wk 是 X WHE, 而 v1,… ,vm BY 的 
基 , 那么 这 些 乘积 形成 X SY KWH, 
KER X1@X2@---@X, WH X, o, X EK 上 的 线性 空间 ,那么 Xi 
D-9 Xr 表示 所 有 下 列 形式 的 项 的 有 限 和 的 集合 : 


U1 U2 BB ur, 


其 中 uj © X; 对 所 有 j. 这 个 空间 称 为 X; (7 = 1,--- ,7) 的 张 量 积 . 
上 述 对 于 两 个 空间 的 基本 定理 对 于 r 个 空间 也 类 似 地 成 立 , 并 且 有 


dim(X; & X2 8... & Xr) = dim Xi - dim X2 tet dim Xr. 


如 果 右 边 有 一 个 因子 ( 亦 即 某 个 维 数 dim X) AS, 则 定义 右边 的 积 为 零 . 
张 量 积 的 泛 性 质 设 X ,Xn 及 2Z 是 区 上 的 线性 空间 . MRM: Xl x…x 
Xn > Z 是 一 个 n 线性 映射 , 那么 存在 一 个 线性 映射 L: Xi @---@Xn Z 使 得 


M (u1, stn) = Ln @ ++ @ tn) 


对 所 有 u;€ Xjj=1, ,n. 这 样 , 所 有 的 乘积 wiw2… un = M (ur, ,Un) 可 
以 归结 为 张 量 积 ). 
线性 空间 的 复 化 ”如 果 x 是 实 线性 空间 , 那么 我 们 称 张 量 积 X @C (这 是 一 个 复 
线性 空间 ) 为 实 线性 空间 的 复 化 ， 因 为 ug (a + Gi) = (au) @1+ (Bu) & i, 所 以 
XC 由 所 有 形 如 


u@1l+vei, uvEX 


的 表达 式 组 成 . RNA u@1+v@i=u @l1lt+v' @i 当 且 仪 当 w=w 及 v=wv. 
公式 glu) := u01 给 出 一 个 线性 单 射 o: X 一 XQ@C. 因此 wv TUS ugl 等 同 . 
此 外 , 我 们 还 有 dim(X @ C) = dim X( 注 意 左边 是 复 向 量 空间 的 维 数 , 而 右边 是 实 
向 量 空间 的 维 数 ). 
2.4.3.2 ”线性 空间 的 张 量 代数 

设 x 是 K 上 的 线性 空间 .用 @zX 表示 X 与 其 自身 的 p 重 张 量 积 ， 即 
X@---@X. 另外 , 还 令 8X := 区 . HA 


@(X) := Q (eX) 


p=0 


1) 线性 空间 的 张 量 积 可 以 等 价 地 通过 商 空间 来 刻画 (参看 [212]). 
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由 所 有 p 线性 型 M:Xx- x Xo K 的 有 限 和 M+M +- Am, 其 中 @ 乘 
Fi 2.4.2 中 已 定义 . 这 样 , Q(X) 成 为 一 个 K 上 的 代数 , 称 为 线性 空间 X BJ (K 
上 的 ) 张 量 代数 . 

例 : 对 于 wu,v,w ex, 有 


(2+u)@(3+v@w) =64+3u+2v@wt+uQv®vw. 


2.4.3.3 ”线性 空间 的 外 积 (格拉 斯 曼 代 数 ) 
外 积 X ÆR ERREZE. HF uvex, M 


表示 在 (2.54) 中 的 线性 型 的 意义 下 的 A 乘积 , BI 
(u ^ v)(u*,v*) = u(u*)v(v*) — u(v*)v(u") 


对 所 有 u*,v* € X*. REKE u^v—ugv-—vqQu. 
4MBXAX 所 有 有 限 和 
Ui 人 1 十 … 十 Uk 人 Vk， ujv EX (对 所 有 j,k =1,---) 

的 集合 形成 一 个 K 上 的 线性 空间 , RA X 与 其 自身 的 外 积 . 

XAXJE Xo X 的 子 空间 , 它 恰好 由 XOX 中 的 反 称 双 线 性 型 M : XxX 一 区 
组 成 . 
基本 定理 ”如果 u, ,wx Æ X 中 线性 无 关 , 那么 所 有 乘积 

Ui A Uj, (2.56) 


Hp i<j Hij=1, ,k 是 线性 无 关 的 . WR u,- ur 还 形成 X 的 基 , 那么 
(2.56) 中 的 乘积 也 形成 X ^X 的 基 . 
SIAN? X BWp=2,3,---, 所 有 形 如 


Uz, A Uja ^: A Uj, (2.57) 


的 乘积 的 有 限 和 的 集合 形成 一 个 K 上 的 线性 空间 , 称 为 外 积 AP X. 

我 们 还 令 OX := 区 及 人 A!1X =X. 
基本 定理 ”如果 u, ,wx dE X 中 线性 无 关 , 那么 所 有 形 如 (2.57) 并 且 满 足 条 件 
六 < 和 < < jp R jhje =l …, 大 的 乘积 是 线性 无 关 的 . WE u,- ,ak 
形成 X 的 基 , 那么 上 述 乘 积 也 形成 APX 的 基 . 
相关 性 判别 法 ”如 果 wi A---Aun = 0, 那么 X 中 的 元 素 u, ,un 线性 无 关 . 
外 积 的 泛 性 ”如果 X AZ 是 上 的 线性 空间 ,而 M :Xx:…x 久 一 2 ERK 
p 线性 型 , 那么 存在 线性 映射 L:APX 一 2 适合 


M(ui,::-,up) = L(u1 人 … 信 Up)， 对 所 有 u; € X. 
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外 代数 ”外 直 和 
A(X) := G (X) 


p=0 
由 所 有 反 称 p 线性 型 Mp: X x x X — K HARA Mo -- Mi +- 组 成 (其 中 
^ 乘积 在 2.4.2 定义 ). 这 样 , A(X) 成 为 一 个 K 上 的 代数 , 称 为 空间 X 的 外 代数 . 
如 果 X 是 有 限 维 的 , 并 且 dim X =n, MA 


dim A?X = a dim A(X) = 2”. 
例 : 对 于 u,v,w eX, 有 
(2+u)A(+vAw) =64+3u+2vAw+uArvAw. 
2.4.3.4 线性 空间 的 内 代数 (克利 福 德 代数 ) 


设 X EK LW n PRY, B XxX SK EX EOWA. 我 们 的 
目的 是 引进 所 谓 x 上 的 内 乘法 wv w, 它 具 有 性 质 


u V w+ wv u-2B(u,w), (2.58) 
对 所 有 ww € X. 此 外 还 有 


aVu=uVa=au, (2.59) 
对 所 有 acK RueXx. 
为 了 描述 基本 粒子 的 自 旋 ， 克 利 福 德 代数 在 现代 物理 中 起 着 中 心 的 作用 (参看 
3.9.6). 


存在 定理 ”存在 一 个 RK 上 的 代数 EX), 其 乘法 用 V 表示 , 满足 下 列 条 件 : 
(i) 多 (X) Sfi K M X, 并 且 (2.58) 和 (2.59) 成 立 . 
(ii) 如 果 bi,- ,bn 是 基 , 那么 有 序 乘积 


1,b1,--+ ,bn, bi, Vbi, Veee V OG, r—2,-:,mn, (2.60) 


SP i các <ir Hig =1,--- n(A k), ÉR V (X) 的 基 . 
由 (ii) RIAL V (X) 中 的 每 个 元 素 可 写成 (2.60) 中 的 元 素 的 线性 组 合 ， 且 其 系 
数 在 K 中 唯一 确定 . 这 些 元 素 的 个 数 是 2^. 因此 我 们 有 


dim 多 (X) = 2”. 


唯一 性 定理 ” 除 同 构 外 , 代数 多 (X) 由 条 件 (i) 和 (ii) 唯一 确定 . BRO (X) AX m 
关于 双 线 性 型 B(.,.) 的 克利 福 德 代数 . 

克利 福 德 代数 的 泛 性 质 设 gf 和 区 上 的 代数 , 其 乘法 用 v 表示 , 并 且 玫 和 X 含 
在 of rp, 乘法 法 则 (2.58) 和 (2.59) R, 那么 存在 一 个 由 G(X) 到 oz. 的 代数 同 
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例 1 (四 元 数 ): 设 bi, bo Æ R? ME. 那么 克利 福 德 代 数 eR?) 由 所 有 形 如 
a+ Bb, + yb2 + 6b1 V bo, a,b, y, ER 
的 表达 式 组 成 . 乘法 表 由 法 则 
bj V bk + bk Vb; = 2B(b;,bx), j,k =1,2 
给 出 . 和 由 自然 方式 形成 . 
在 特殊 情形 B(b; br) = 一 6;k, 我 们 有 
bj V bk + by V bj = —25jn, j,k = 1,2. 
此 时 , 代数 e (R?) 同 构 于 四 元 数 空间 TL. 按 经 典 方式 , 四 元 数 (R. 哈密 顿 声称 是 他 


的 发 现 ) 由 元 素 
a+ßi+yj+ôk, a,8,7,6€R 


给 出 , 而 且 有 乘法 表 
i? =j}? =k? =-1, 
ij=-ji=k, jk=-kj=i, ki=-ik=j. 
由 映射 bi = i, b2 9 j, bi V ba 5 k 可 得 到 G(R?) 28) H 的 同 构 . 
4| 2( 格 拉 斯 曼 代 数 ): 设 bi bn EK 上 的 线性 空间 X 的 基 . 如 果 我 们 取 B = 
0( 亦 即 B(b;, br) = 0 对 所 有 j,k), 那么 在 克利 福 德 代数 EX) 中 我 们 有 乘法 法 则 
bj Vbk rb. Vb; =0, 对 所 有 j,k=1,:…,n. 

CIX) 同 构 于 格拉 斯 曼 代 数 AX), 因此 干脆 用 A 代替 v 乘积 符号 . 
例 3( 狄 拉克 旋 量 代数 ): 设 bi, oo ,bs 是 复线 性 空间 X 的 基 . 取 闵 可 夫 斯 基 度 量 

1, 4 j=k=1,2,3, 

95k = =l 4j=k=4, 

0  Zjzk, 

FES B(bj, br) := gjk. 那么 在 对 应 的 克利 福 德 代数 O(X) 中 有 乘法 法 则 
b; V bx + b V bj = 2gjk, j k= 1,2,3,4. 

CIX) 同 构 于 4 x 4 复 矩 阵 的 代数 M(4, 4). 这 个 同 构 由 映射 5; y 给 出 , 其 中 v 
乘积 用 和 矩阵 乘积 代替 . 特别 地 , 有 


Vie + ^k; = 29jk, j,k = 1,2,3,4. 


以 及 泡 利和 矩阵 


0 1 0 =i 1 0 1 0 
01i = , Ta = , 03> , O4 = I ES 
l 0 i 0 0 一 1 0 1 
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FLAK RL 5 


3 0 —0j 0 O4 
Tg Ta E j = 1, 2,3, “yi =i x 
É b 0 ) i ] D: d 


这 些 矩 阵 在 相对 论 电 子 学 的 狄 拉 克 方 程 的 论述 中 起 看 基本 作用 . 从 狄 拉 克 方 程 , 作 
为 解 的 性 质 得 到 电子 的 自 旋 (参看 3.9.6). 


2.4.4 BRA 


EX K 上 的 李 代数 是 一 个 KK 上 的 线性 空间 , 对 于 每 个 Z 中 的 元 素 的 有 序 对 
(A, B) 存在 Z 中 的 一 个 元 素 , 将 它 记 作 [4, B], 并 称 为 4 和 B 的 方 括号 , 具有 下 
列 性 质 : 对 所 有 A,B,CEeY Ra BeK# 

(i) [eA + 8B, C] = af A, C] + 8[B, C] (£& ETE), 

(ii) [A, B] = —[B, 4]( 反 称 性 )， 

(iii) [A, [B, C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]] = 0( 雅 可 比 恒等式 ). 

雅 可 比 恒等式 (iii) 是 对 于 李 积 [4, B] 所 缺少 的 结合 律 的 一 个 替代 物 . 
例 1: 如 果 gl(z) 表示 区 上 的 线性 空间 X 上 的 所 有 线性 算 子 A: X 一 X 的 集合 ， 
那么 通过 定义 乘积 为 

[A, B] := AB — BA. (L) 

可 使 gl(X) 成 为 一 个 K 上 的 李 代数 . 
例 2: 所 有 (n x n) 实 矩 阵 的 集合 gl(n, R) 对 于 (L) 是 K 上 的 实 李 代数 . 
维 拉 索 罗 代 数 ” 设 C~(51!) 表示 单位 圆 S := {z eC: |z| = 1} 上 的 所 有 在 原点 
附近 正则 的 函数 fs! — C 的 线性 空间 D , A 


Ln(f) := -an iE, n = 0, +1,42,- . 
如 果 W 表示 所 有 工 。 的 复线 性 包 , 那么 关于 方 括号 
[Ln, Lm] = (n= m) ntm n,m=0,+1,+2,---, 


W 是 一 个 无 穷 维 复 李 代数 . 我 们 有 [Ln, Lm] = LnLm — LmLn, 我 们 取 一 个 1 维 
复线 性 空间 Y := span{Q}. 那么 关于 乘积 


n =n 


[Ln, Lim] = (n = m)Lntm sp 6n,—m 12 


Q, n,m = 0, 1,- 1 (Vir) 


[Ln, Q] =0, 


1) 线性 结构 是 自然 结构 : 两 个 这 种 函数 的 和 是 以 两 者 之 和 为 其 值 的 函数 , 亦 即 ( 十 9)(z) = 
f(z) + glz), 类 似 地 定义 标量 乘法 . 易 验 证 为 使 C""(51) 成 为 线性 空间 所 必需 的 所 有 性 质 . 
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外 直 和 Vir:= W OY 成 为 一 个 无 穷 维 复 李 代 数 , 它 称 为 维 拉 索 罗 代数 ; 这 是 W 的 
一 个 中 心 扩张 1). 

维 拉 索 罗 代 数 在 现代 弦 理论 和 保 形 理论 中 起 着 极其 重要 的 作用 . 
海 森 伯 代 数 ” 设 X 是 一 个 复线 性 空间 , 并 且 是 线性 无 关 元 素 6, 00,041, 4a+2,… 的 
线性 包 . 那么 借助 于 方 括号 . 


län äm] = mS5, 4ao, [b,an] =0, n,m =0,+1,+2,---, 


X 成 为 一 个 无 穷 维 复 李 代数 . 
一 些 重要 的 李 代数 及 其 对 几何 和 现代 高 能 物理 的 应 用 包含 在 [212] F. 


2.4.5 ERÄ 


超 代数 是 一 个 代数 A, 它 有 分 解 式 a. = oh © A, 使 得 oS 中 的 乘积 被 分 次 处 
理 , 亦 即 

(a) 由 u,v € 2% 可 推出 uv € xo. 

(b) 由 u,v € A 可 推出 uv € vA. 

(c) E u € %,v E A RÈ u € A, v € H WHEY uv € MH. 

超 代 数 称 为 超 交 换 的 , 如 果 


m —(-1y*vu, 对 所 有 u € «ve «jk 0,1. 


超 交 换代 数 在 基本 粒子 的 现代 超 对 称 理 论 中 起 着 重要 作用 .2 中 的 交换 元 素 对 应 
于 玻 色 子 ( 具 有 整 自 旋 的 粒子 , 例如 光子 ), 而 A 中 的 反 交换 元 素 对 应 于 费 米子 (A 
有 半 整 自 旋 的 粒子 , 如 电子 ). 


例 : 由 分 次 
A(X) = D^? (x) QB (四 n(x) 
p=0 p=0 
可 使 格拉 斯 曼 代 数 成 为 超 交 换 的 超 代数 . 


2.5 代数 结构 


实数 可 以 相 加 和 相 乘 . 但 这 些 运算 对 于 许多 其 他 数学 对 象 也 是 可 以 进行 的 . 这 
导致 群 、 环 及 域 的 概念 , 它们 产生 于 19 世纪 和 解 代数 方程 及 解决 数论 和 几何 学 问题 
的 过 程 中 . 

1) 这 个 抽象 概念 是 代数 理论 的 一 个 标准 概念 ; 在 本 例 情形 , 它 恰好 是 由 (Vir) 中 包含 8 的 
表达 式 定义 的 . 
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2.5.1 8f 


群 是 一 个 集合 , 在 其 中 可 以 求 出 (集合 中 两 个 元 素 g,h 的 ) 乘积 gh. 人 们 应 用 
群 以 数学 方式 刻画 对 称 性 几何 现象 . 
定义 ” 群 G 是 一 个 集合 , 对 于 G 中 元 素 的 任何 有 序 对 (g,h), 在 其 中 均 存 在 一 个 
乘积 gh( 也 称 为 群 运 算 ) 使 得 下 列 性 质 成 立 : 

(i) g(hk) = (gh)k, 对 所 有 g,h,k e G( 结 合 律 ). 

(ii) 恰好 存在 一 个 元 素 e, 使 对 所 有 g € G 满足 关系 式 eg = ge = g( 中 性 元 素 ). 

(iii) 对 于 每 个 g € G 恰好 存在 一 个 元 素 AE G 适合 gh = hg = e. REAR 
们 将 它 写成 g AR). 

FE G 称 为 交换 群 (或 阿 贝尔 群 ), 如 果 对 所 有 go, h c G 满足 交换 律 gh = hg. 
例 1 ( 数 群 ): 所 有 非 零 实数 的 集合 关于 乘法 形成 一 个 交换 群 , 称 为 实数 乘法 群 . 
例 2 (4& EE): 所 有 行列 式 不 为 零 的 (nxn) SHH A 的 集合 GL(n, 民 ) 以 通常 的 
和 矩阵 乘法 AB 作为 群 运算 , 形成 一 个 群 ; 当 n > 2 时 这 个 群 是 非 交换 的 . 这 个 群 的 
中 性 元 素 是 单位 矩阵 E. 这 个 群 称 为 (R 上 的 ) 一 般 线性 群 , 并 因此 采用 上 述 记号 . 
对 称 性 (旋转 群 ) 三 维 空间 中 所 有 绕 固 定点 O 的 旋转 组 成 的 集合 2 形成 一 个 非 
交换 群 , 它 称 为 三 维 旋转 群 。 群 运算 通过 两 个 旋转 的 合成 给 出 (LX). 中 性 元 素 
是 一 个 变换 , 它 以 显然 的 方式 作用 于 所 有 的 点 . 一 个 旋转 的 道 元 素 是 反 向 旋转 . 

中 心 在 O 的 球 B 的 直观 对 称 群 可 以 以 群 论 的 方式 刻画 为 2 的 将 B 映射 为 自 
身 的 元 素 的 集合 . 
变换 群 如 果 X 是 一 个 非 空 集合 , 那么 所 有 双 射 g : X X 的 集合 形成 一 个 群 
G(X). 群 运算 对 应 于 映射 的 合成 , 亦 即 对 于 g,h e G(X) 及 所 有 cE X, 


(gh)(2):—g(h(z)). 


中 性 元 素 对 应 于 恒 等 映 射 id: X 一 X, 其 中 id(z) = z, 对 所 有 xz € X. 另外 , g 的 
逆 元 素 go ^ ERRI (UL 4.3.3), 因为 g 是 双 射 , 所 以 它 存在 . 

置换 群 WX = {1,--- ,n}. 所 有 双 射 T: 和 一 X 的 集合 称 为 对 称 群 并 记 为 Pn. 
我 们 还 将 Sn WA n 个 字母 的 置换 群 . 每 个 元 素 x € .9 可 用 符号 


i oS e m 
ap xm 
di dB 9 úa 


表示 , 它 告 诉 我 们 在 n 作用 下 元 素 k 被 映射 为 dx, 亦 即 a(k) = i 对 所 有 k. 两 个 
置换 的 乘积 mom 对 应 于 两 个 置换 的 合成 , 亦 即 首先 是 ri 然后 是 rz 应 用 于 X. 中 
性 元 素 e Kr 的 逆 元 素 r AFRA H: 


5 i 2 m Rita dp da aa da 
L 2 =e mJ L 2 - 4 
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S^, 中 的 元 素 个 数 2) 是 nl. 在 n = 3 的 特殊 情形 , 作为 例子 , 对 于 两 个 元 素 
国人 Q-(r28 
Nara x77 a og 1l 
(; 2 $ 
7271 = , 
2 3 1 


这 是 因为 m 将 1 BRA 3, 而 ro 将 3 BRA 2, 亦 即 (0201) (1) = ro(ri(1)) = Ta(3) = 
2.345 n 2 2 时 A, 不 是 交换 群 . 

WHA ”对 换 (km)( 此 处 有 取 m) 是 一 个 置换 , CH k 映射 为 m, 并 将 m 映射 为 人 
而 X 中 其 他 元 素 不 变 . 每 个 置换 x 可 以 (用 多 于 一 种 方法 ! ) 写成 7 个 置换 的 乘积 ， 
EF r 不 是 偶数 就 是 奇数 ( 亦 即 与 乘积 合成 的 特殊 选取 无 关 ). 因此 我 们 可 以 用 法 则 


我 们 得 到 其 乘积 


sgn := (—1)" 
定义 的 符号 . 对 于 mum € .9 我 们 有 
sgn(7172) = SNTI sgn72. (2.61) 


在 2.5.1.2 的 意义 下 , 这 表明 映射 r sgor 是 置换 群 An 到 实数 的 乘法 群 的 一 个 
同 态 . 

若 sgnr = 1( 或 sgnr = —1), 那么 置换 x 是 偶 置 换 (或 奇 置换 ). 每 个 对 换 都 是 
奇 的 . 
循环 Xt (abc) 表示 一 个 置换 ， 它 将 a 映射 为 b,b 映射 为 cc 映射 为 a, X 
中 的 其 余 元 素 不 变 . 我 们 说 这 个 元 素 循环 置换 集合 {a,bc}， 可 类 似 地 定义 循环 
(z122.… zn). 每 个 置换 可 以 唯一 地 (除了 顺序 外 ) 写成 循环 的 乘积 . 例如 , 对 于 A 
的 31 = 6 个 元 素 , 可 以 作为 下 列 循环 而 得 到 : 


(1), (12), (13), (23), (123), (132). 


2.5.1.1 子 群 


EX — 群 G 的 子 集 五 CG 称 为 子 群 , WR HTH G 中 的 乘法 在 H 上 诱导 
而 得 的 乘法 成 为 一 个 群 . 这 等 价 于 条 件 : 对 于 所 有 ghe H A gh-! e HORAK 
闭合 性 ). 

ERTE 群 G 的 正规 子 群 H 是 G 的 具有 下 列 附加 性 质 的 子 群 . 


ghg € HMMA g € H,he H. 


# G 自身 以 及 平凡 子 群 {e} 总 是 正规 子 群 , 它们 称 为 平凡 正规 子 群 . 
1) 对 于 有 限 群 G, 群 中 元 素 个 数 称 为 群 的 阶 且 记 为 ord G. 
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交换 群 的 每 个 群 都 是 正规 的 (因为 ghg — gg h =h € H). 
单 群 HG 称 为 单 群 , 如 果 它 仅 有 平凡 正规 子 群 . 
例 1: 所 有 正 实数 形成 所 有 非 零 实数 的 乘法 群 的 子 群 (实际 是 正规 子 群 ). 
拉 格 朗 日 阶 定理 ”有 限 群 的 每 个 子 群 的 阶 ( 阶 的 定义 见 上 页 的 页 底 注 ) 是 群 的 阶 的 
因子 . 
例 2 (置换 ): ^, 的 偶 置 换 的 集合 形成 一 个 正规 子 群 ,oxi,; 称 为 n 个 字母 的 交错 群 . 
对 于 n>2 有 


! 
ord, = l tds = Eum 


(i) BA 由 元 素 (1), (12) 组 成, 并且 仅 有 平 忆 正规 子 群 A = (1) 及 其 自身 
(ii) A 的 六 个 子 群 是 

Hz : (1), (12), (13), (23), (123), (132); £ : (1); 

chy : (1), (123), (132);.% : (1), (12); 

A: (1), (13); Al : (1), (23). 


其 中 os 是 A 仅 有 的 非 平凡 正规 子 群 . 
Ha : (1), (12)(34), (13)(24), (14)(23) 

作为 其 正规 子 群 . 

(iv) 对 于 n > 5, A 是 ^. 的 仅 有 的 非 平凡 正规 子 群 , 而 群 of, 是 单 群 . 
加 法 群 ” 加 法 群 是 一 个 集合 G, 具有 一 个 运算 使 对 每 个 G 的 元 素 的 有 序 对 (g,h) 
存在 一 个 和 g 十 he G, 满足 下 列 条 件 : 

(1) gt (A+k) 2 (g - h) +h 对 所 有 g,h,k e GAA). 

(ii) 恰好 存在 一 个 元 素 , WE 0 使 对 所 有 gE GA O0+g=94+0=9( FT 
素 ). 

(ii) 对 每 个 9 € G 恰好 存在 一 个 元 素 he GBA h+g=gt+h=0. RA 
将 这 个 元 素 写 为 -g( 递 元 素 ). 

(iv) gth=h+g 对 所 有 g,h e G( 交 换 律 ). 

因此 加 法 群 与 群 运算 写作 +, 而 中 性 元 素 写 成 0 的 交换 群 没 有 任何 差别 . 
例 3: 所 有 实数 的 集合 及 关于 通常 的 加 法 是 一 个 加 法 群 . 整数 集合 也 是 及 的 加 法 
TRE. 
4| 4: 每 个 线性 空间 是 一 个 加 法 群 . 
2.5.1.2 群 同 态 
定义 ”两 个 群 G 和 AMAR 是 一 个 映射 p : GH, 它们 考虑 到 两 个 群 中 
的 群 运算 , 亦 即 

1) 用 范畴 论 (参看 [212]) 的 语言 , 这 是 群 范畴 中 的 态 射 . 
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e(gh) = yp(g)p(h) 对 所 有 gh eG. 
双 射 同 态 称 为 群 同 构 . 
两 个 群 是 同 构 的 , 如 果 存 在 同 构 o: G 一 H. 同 构 的 群 具有 相同 的 结构 , 因而 
可 将 它们 等 同 1). 
满 射 (或 单 射 ) 同 态 也 称 为 满 同 态 (或 单 同 态 ). 
# G 的 自 同 构 是 G 到 自身 的 同 构 . 
例 1: SE G := {1, 一 1} 同 构 于 群 :— (E, —E), 其 中 


(1) 


AW o:G— H H g(t) := +E 给 出 . 

群 对称 性 群 G 的 所 有 自 同 构 关 于 映射 的 合成 形成 一 个 新 群 , 称 为 G 的 自 同 构 群 ， 
WHE Aut(G). 这 个 群 刻画 了 群 G 的 对 称 性 . 

内 自 同 构 ko ER G 的 一 个 固定 元 素 , 我 们 令 


polh) :-=ghg 对 所 有 heG. 


那么 pr : G 一 G 是 G 的 自 同 构 . 所 有 这 种 自 同 构 的 集合 称 为 G 的 内 自 同 构 集 . 
G 的 内 自 同 构 形 成 Aut(G) 的 一 个 子 群 . G 的 子 群 H 是 正规 的 , 当 且 仅 当 它 

是 一 个 把 所 有 内 自 同 构 映 为 自身 的 映射 . 这 正 是 定义 的 一 个 重新 叙述 . 

商 群 te N 是 群 G 的 一 个 正规 子 群 . 对 于 gh eG, 我 们 记 


gwh, 


4AM4 gh € N. 这 是 群 G 上 的 一 个 等 价 关 系 ( 见 4.3.5.1). 等 价 类 记 作 [g], 并 
定义 运算 
lol[f] := [o]; 

这 个 等 价 类 集合 具备 群 的 结构 2)， 称 为 G WEN MERE Ju G/N. EM 
法 群 的 情形 , 我 们 记 9 ~ h, 当 且 仅 当 g-he N. 此 时 在 G/N 上 的 群 运算 由 
[g] + [^] := [g + ^] 28th. 
4| 2: 设 G 是 实数 的 乘法 群 , 并 令 N = (x € Rlz > 0). 那么 我 们 有 g~ h, SAM 
当 9 与 声 有 相同 的 符号 . 因此 G/N 对 于 每 个 符号 有 一 个 元 素 , BI [1] 和 [71]; 乘法 
RE [1][ 一 1] = [-1], 等 等 . 这 表明 G/N 与 群 (1, 一 1} AM. 

如 果 N 是 群 G 的 正规 子 群 , 那么 有 


ord G 
ord N` 


1) 用 范畴 论 的 语言 , 同 构 的 群 是 群 范畴 中 的 等 价 对 象 . 
2) E. [g][f] 的 定义 与 等 价 类 [g] 和 [f£] 的 代表 元 的 选取 无 关 . 


ord(G/N) = 
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商 群 的 重要 性 实际 上 在 于 它 刻 画 了 所 有 满 态 射 象 ) (在 同 构 意 义 下 ), 这 正如 下 
面 结果 中 所 见 到 的 . 
群 同 态 的 结构 定理 (i) WR y: G 一 H 是 群 的 满 态 射 , 那么 它 的 核 (定义 为 
kery := v !(e)) 是 G 的 正规 子 群 , 并 且 有 同 构 


i RZ, WR N 是 G 的 一 个 正规 子 群 , 那么 由 
eg) := [g] 

定义 的 映射 是 一 个 满 态 射 p : G 一 G/N, H kerp = N. 

特别 , G 是 单 群 , 当 且 仅 当 G 的 每 个 满 态 射 象 同 构 于 G 或 (e), RAZ, 亦 即 
G 仅 有 平凡 的 满 态 射 象 . 
例 3: KZ 是 整数 加 法 群 . BA 是 Z 的 一 个 满 态 射 象 ， 当 且 仅 当 这 个 群 是 循环 群 
(BF 2.5.1.3). 
群 的 第 一 同 构 律 KN 是 群 G 的 正规 子 群 , MH 是 G 的 子 群 , BANNHEG 
的 正规 子 群 , 并 且 有 同 构 

HN/N S H/(H n N), 

其 中 我 们 令 HN := {hg|h € H,g € N}. 
群 的 第 二 同 构 律 KN AH EG 的 正规 子 群 且 NCHAHCG. 那 么 H/N 是 
G/N 的 正规 子 群 , 并 且 有 同 构 


[G/H & (G/N) (HIN). | 


2.5.1.3 循环 群 
群 G 称 为 循环 群 , 如 果 每 个 元 素 g € G 可 以 写成 2 


元 素 a RA G 的 生成 元 或 生成 子 . 

(i) 如 果 a” 关 e( 对 所 有 自然 数 n 2 1). 那么 G 含有 无 穷 多 个 元 素 . 

(ii) WR a” = e( 对 某 个 自然 数 n > 1), 那么 G 含有 有 限 个 元 素 . 

对 每 个 自然 数 m > 1, 存在 m 阶 的 循环 群 . 

两 个 循环 群 同 构 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 个 数 (有 限 或 无 限 ) 的 元 素 . 同 构 由 a" 一 
b^ 给 出 , 其 中 Al b 表示 相应 的 生成 元 . 
定理 (a) 每 个 循环 群 都 是 交换 群 . 

(b) 每 个 素数 阶 有 限 群 3 是 循环 群 . 

1) 满 态 射 象 是 G 在 某 个 满 态 射 下 的 象 


2) $ a0 := ea-2 = (a 1?, 等 等 . 
3) 这 意味 群 的 阶 数 是 素数 . 
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(c) 两 个 相同 素数 阶 的 有 限 群 是 循环 群 , 并 且 互 相同 构 . 
例 1: 2 阶 循环 群 由 元 素 e Ma 组 成 , 其 中 


a” =e, 


于 是 有 a-! =a. 3 阶 循环 群 由 元 素 e, a a? 组 成 , 其 中 a? = e. 由 此 推出 a1 = a? 
BRa?=a. 

4| 2: 整数 加 法 群 Z 是 一 个 无 限 加 法 循环 群 , 它 由 元 素 1 生成 . 任何 无 限 循环 群 同 
构 于 Z. 

例 3: Br m 2 2 的 加 法 循环 群 可 用 符号 0,a,2a,… , (m 一 1)a RH; 在 此 群 中 我 们 
一 般 地 用 自然 方式 计算 , 并 要 注意 


ma = 0. 


加 法 群 的 主 定理 KG 是 具有 有 限 多 个 生成 元 a1,:… ,as E€ G 的 加 法 群 , 亦 即 每 
个 元 素 g € G 可 以 写成 有 整 系数 m; 的 线性 组 合 ma 十 … 十 msas. 那么 G 是 
(有 限 个 ) 加 法 循环 群 G; 的 直 和 23) 
|G = Gi © G2 ®--- @ Gr E Gr © Gr41 6: O Grts. 

并 且 我 们 还 有 

(i) G1,… ,G+ 同 构 于 Z. 

(ii) Gea, ,Gr+s ZAR raisons 的 循环 群 , 其 中 ry 整除 rja (对 
所 有 j). 我 们 称 r 为 循环 群 G 的 秩 , 而 741,… Tres 为 G 的 挠 系数 ， 

两 个 加 法 群 同 构 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 秩 和 相同 的 挠 系数 . 

在 经 典 组 合 拓扑 学 中 , 这 种 群 G 作为 贝蒂 群 (同调 群 ) 出 现 . 此 时 秩 7 也 称 G 
的 贝蒂 数 . 


2.5.1.4 可 解 群 
可 解 群 REG 称 为 可 解 群 , 当 且 仅 当 存在 G 的 子 群 Gj;( 其 中 Go = {e}) 的 序列 


GC Eo E Oei = 


并 且 其 中 对 每 个 j, 


Gj 是 Gj+1 的 正规 子 群 , H Gj;+1/G; 是 交换 的 . 


例 1: 每 个 交换 群 是 可 解 群 . 
例 2 (置换 群 ): 
(i) 由 例 1, 交换 群 A 是 可 解 群 . 


1) 这 个 群 同 构 于 高 斯 剩余 类 群 Z/mZ (参看 2.5.2). 
2) 这 表示 每 个 元 素 g € G 有 唯一 的 分 解 式 g = 9 十.… 十 gr+s.gjeG; (MBI j). 
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(ii) SE As 是 可 解 群 . 取 (e) C o C A 作为 子 群 序列 . 

(ui) EA. 是 可 解 群 , 取 (e) C H C 2A C Ss 作为 子 群 序列 . 

JER: ord(24) = 3, ord(.7/2£j) =2  ord(z /和 4) = 3. 这 些 数 是 素数 . 因此 
由 前 节 定 理 可 知 这 些 群 都 是 循环 群 因而 是 交换 群 . 

(iv) à n 2 5 时 , SA, 不 是 可 解 群 . REA A 是 单 群 而 引起 . 

由 伽 罗 瓦 理论 , 这 些 结论 是 次 数 >5 的 代数 方程 不 可 用 根 式 解 出 这 个 事实 的 依 
据 ( 见 2.6.5). 


2.5.2 X^ 


在 环 中 定义 了 两 个 元 素 的 和 a+b 与 积 ab. 环 中 有 整除 性 理论 (I 2.7.11) 
定义 ”集合 R 称 为 环 , WR RR 是 加 法 群 , 并 且 对 于 每 个 有 序 对 (a,5)( 其 中 a,b € R) 
存在 一 个 元 素 ab € R 使 对 于 所 有 a,b,ce RA 

(i) a(bc) = (ab)c?) (结合 律 ). 

(ii) a(b+c) = ab+ ac, (b4- c)a = ba 十 ca( 分 配 律 ). 另外 , 如 果 对 所 有 a,b E€ R 
有 ab — ba, MAK R 是 交换 的 . 

如 果 环 R 中 有 一 个 元 素 e 使 得 ae = ea = a 对 所 有 a € R, 那么 由 这 个 性 质 ， 
TER e 是 唯一 确定 的 , 并 被 称 为 单位 元 , 而 RR 称 为 有 单位 元 的 环 . 

环 R 的 零 因 子 是 一 个 元 素 a z 0, 使 对 某 个 元 素 b 关 0 有 ab = 0. 

整 环 ”有 单位 元 且 没 有 零 因 子 的 交换 环 称 为 整 环 . 

例 1: 所 有 整数 的 集合 Z 是 一 个 整 环 (因而 得 此 命名 ). 

4| 2: 所 有 nx n SÓBEEER— M, 单位 矩阵 E 为 其 单位 元 . 对 于 n > 2 这 个 环 
不 是 交换 的 , 并 且 有 和 零 因子 . 例如 , 对 于 n = 2, 乘积 


0 1 10\ /00 
0 0 oof; X20 ð 
PEST, 虽然 两 个 因子 都 不 为 零 . 
FR 环 RETE URA ROTH, WRU AG (关于 由 R 的 运算 在 其 上 诱导 


而 得 的 运算 ) 是 一 个 环 , 这 就 是 说 要 求 a 一 be U 及 ab € U 对 所 有 a,b € U. 
理想 M RETR J 称 为 理想 , WRI ETH, 并 且 具 有 下 列 附加 性 质 : 


HreRRacJ, 推出 rae J 及 areJ. 
例 3: Z 的 所 有 理想 由 集合 mZ := (mz|z € Z}(m 为 任意 自然 数 ) 给 出 . 
多 项 式 环 P[z] 设 PP 是 一 个 环 . 用 PIz] 表示 所 有 形 如 


2 k 
ao T a1r4-a2z3' 十"… 十 QkT 


1) ERER a(bc) rh, 括号 表示 先 实施 乘法 bc, 然后 将 所 得 结果 左 乘 以 a. 
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的 表达 式 的 集合 , HF k=0,1,---, 而 ak € P. 关于 多 项 式 的 加 法 和 乘法 ，P[z] 是 
一 个 环 , RA ( 单 变量 X 的 ) 多 项 式 环 . 

WR P 是 整 环 , 那么 多 项 式 环 Pir] 也 是 整 环 . 
环 同 态 ”两 个 环 RA SAKEAK y: R> S 是 一 个 映射 , 它 考虑 了 环 的 两 种 运算 ， 
亦 即 

v(ab) = (a)p(b), pla + b) = e(a) + e(b) 对 所 有 a,b € R. 

如 在 群 的 情形 那样 , 双 射 同 态 称 为 同 构 . 

满 射 (或 单 射 ) 同 态 称 为 满 同 态 (或 单 同 态 ). 环 自 同 构 是 环 到 自身 的 同 构 . 
BR WJ 是 环 RR 的 理想 . 对 于 abe Rid 


anc, 


如 果 a—ce J 这 是 环 R 上 的 一 个 等 价 关系 (BS 4.3.5.1). 对 应 的 等 价 类 记 为 [a]， 
所 有 这 些 等 价 类 的 集合 关于 下 列 运 算 形成 一 个 环 : 


(a][b] := [ab], [a] + [b] = [a + b]; 


它 称 为 商 环 并 记 为 R/J.1 商 环 中 的 元 素 [a] 也 称 为 剩余 类 , 在 某 些 情形 中 商 环 本 
身 也 称 为 剩余 类 环 . 

高 斯 剩余 类 环 ”Z/mmZ KZ 是 整数 加 法 环 , 并 取 某 个 m € Z,m > 0. 考虑 理想 mZ. 
那么 我 们 有 


zZ~W 


HRÁ y—w € mZ, 亦 即 y — w 可 被 m 整除 . 按照 高 斯 的 记号 , 将 此 记 为 2 


对 于 剩余 类 我 们 有 [z] = [w] SAMS z — w 被 m BR. 剩余 类 环 Z/mZ 恰好 
由 m 个 类 
0], [1]. - -- ,[m— 1] 
组 成 , 其 中 运算 法 则 定义 为 
[a] + [b] = [a + b), [a][b] = [ab]. 
4| 4: 对 于 m = 2. 环 Z/2Z 由 两 个 剩余 类 [0] 和 [1] 组 成 . 我 们 有 [2] = [w] SA 
M4 y—w 被 2 整除 . 因此 剩余 类 [0]( 或 [1]) 对 应 于 偶 (或 奇 ) 整数 集合 . 所 有 运算 
的 集合 (完全 的 加 法 和 乘法 表 ) 是 
[1] + [1] = [2] = [0], [0] + [0] = [0], [0] + [1] = [2] + (0 = [1], 


1) 通常 , 我 们 必须 验证 [a][b] 和 [a] + [b] 的 定义 与 代表 元 (在 此 是 a 和 b) 的 选取 无 关 . 
2) 这 读 作 “z 模 m ART w”. 
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[ui] = [2], fo = [1o] = fofo = [0]. 


WT m = 3, 环 Z/3Z 由 3 个 剩余 数 [0], [1], [2] 组 成 . 我 们 有 [z] = [w] SAM 
当 差 y — w 被 3 整除 . 例如 我 们 有 


[2)[2] = [4] = [1]. 


WF m= 4, 98 Z/AZ 由 4 个 剩余 类 [0], [1], [2], [3] 组 成 . 由 分 解 式 4= 2.2 可 

推出 [2][2] = [4], 因而 
(2][2] = [0]. 

因此 , Z/AZ ASAT. 

剩余 类 环 Z/mZ(m > 2) KSAT, 当 且 仅 当 m 是 素数 . 此 时 Z/mZ 实际 上 
是 一 个 域 ( 见 下 文 ). 

下 面 的 定理 表明 一 个 环 的 所 有 满 同 态 射 可 以 借助 求 出 环 的 所 有 理想 来 构造 . 
环 同 态 的 结构 定理 (0) WR y: R 一 5 是 环 RR 到 环 S 上 的 满 同 态 射 那么 核 
ker(e:)p !(0) 是 R 的 一 个 理想 . 并 且 S 同 构 于 商 环 R/ker g. 

(ii) RZ, WR J Æ R 的 一 个 理想 , 那么 


定义 一 个 满 同 态 射 o: R 一 R/J, HG ker = J. 


2.5.3 域 


域 是 存在 乘法 逆 元 的 环 , 并 且 我 们 对 于 实数 所 熟悉 的 通常 的 运算 法 则 在 其 中 也 
成 立 . 在 某 种 意义 上 它 是 最 完备 的 代数 结构 . 域 论 的 中 心 主题 是 域 扩张 的 研究 . 伽 
罗 瓦 理论 将 这 个 研究 归结 为 这 些 扩张 的 对 称 群 理论 . 
定义 ”集合 K RAK, 如 果 它 满足 

(i) K 是 有 零 元 素 0 的 加 法 群 . 

(ii) K 一 {0} 是 有 单位 元 e 的 乘法 群 . 

(iii) K 是 一 个 环 . 

一 个 域 是 一 个 体 , 其 中 乘法 是 交换 的 . 
方程 KK 是 一 个 体 . 设 给 定 元 素 a,b,c,dé€E K Hato 那么 方程 


ar =b, ya=b, c+z=d, z+c=d 


在 K 中 都 有 唯一 解 , 且 分 别 由 z = ab, y= ba™ R z=d-c AH. 
Fik 体 天 的 一 个 子 集 URA K 的 子 体 , 如 果 U 自身 关于 诱导 运算 ( 即 它 对 于 
K 中 的 加 法 和 乘法 运算 封闭 ) 是 一 个 体 . 
K 的 子 体 称 为 非 平凡 的 , 如 果 它 不 等 于 (e) 或 天 AS. 
特征 ” 按 定义 , AK ARES, WR 
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ne #0, 对 所 有 n=1,2,---. 
体 K 有 特征 m > 0, fu 
me=0 有 ne#0， 对 n=1,...,m—1. 


此 时 m 一 定 是 素数 . 
例 1: KAR 及 及 有 理 数 集 Q 是 特征 零 的 域 . Q 是 R 的 子 域 . 
例 2: 设 p > 2 是 素数 . 那么 高 斯 剩余 类 环 Z/pZ 是 特征 p 的 域 (参看 2.5.2). 
AS AWA p : K 一 M 是 相应 的 环 的 同 态 . 于 是 对 于 所 有 a,b,c E K, 有 
[g(a +b) = pla) +90), va) = plab), ole) =A] 

其 中 c0. 此 外 还 有 wp(e) =e X y0) = 0. 

与 群 的 情形 一 样 , 双 射 同 态 称 为 同 构 . 

满 射 (或 单 射 ) 同 态 称 为 满 同 态 射 (或 单 同 态 射 ). 域 自 同 构 是 一 个 域 到 自身 的 
同 构 . 
素 域 一 个 体 如 果 不 含 非 平凡 子 体 , 那么 称 它 为 素 域 . 

(i) 每 个 体 中 恰好 存在 一 个 子 体 是 素 域 . 

(ii) 这 个 素 域 或 同 构 于 Q, 或 同 构 于 Z/pZ(p 为 某 个 素数 ). 

(iii) 如 果 上 述 素 域 等 于 QE Z/pZ), 那么 体 的 特征 为 零 (或 p). 
MF Eu 有 限 体 称 为 伽 罗 瓦 域 . 每 个 伽 罗 瓦 域 实际 上 是 一 个 域 . 

对 于 每 个 素数 p Rn=1,2,--- 存在 具有 p^ 个 元 素 的 域 . 这 样 我 们 得 到 所 有 
的 伽 罗 瓦 域 . 

两 个 伽 罗 瓦 域 同 构 , 当 且 仅 当 它们 的 元 素 个 数 相同 . 
复数 ”我 们 依照 哈密 顿 (1805 一 1865) 的 方法 , 表明 可 以 构造 一 个 代数 对 象 , 它 给 出 
复数 理论 的 严格 基础 . 我 们 用 C 表示 所 有 有 序 对 (a, b) P a,b € R) HEA. E 
义 运 算 


(a, b) T (c, d) = (a+c,b+d) 

以 及 

(a, b)(c, d) = (ac — bd, ad + bc), 
则 得 到 C 上 的 一 个 域 结构 . MRS 

i:= (0,1), 
那么 我 们 有 i? = (一 1,0). 对 于 每 个 元 素 (a,b) € C 我 们 有 唯一 的 分 解 式 1) 
(a, b) = (a, 0) + (b, 0)i. 
映射 pla) := (a,0) 是 及 到 C 中 的 一 个 同 态 . 因此 可 将 任何 元 素 a € R 看 成 元 素 
(a,0) € C. 在 这 种 意义 上 可 将 任何 元 素 (a, b) 唯一 地 写成 
1) 这 意味 着 (0, b) = (b, 0)i. 
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i? = 一 1 
于 是 我 们 回 到 了 通常 的 记号 , 并 证 明了 CAA R ATR. 
四 元 数 ”四 元 数 a 十 Bi 十 yj 十 6k(a, B,Y,6 € R) 的 集合 HEM, 它 含 有 复数 
域 C 作为 其 子 域 . 40? + 6247408 40 时 可 由 下 式 得 到 道 元 素 : 


; ; -ı _ Q&— pi -— yj — ôk 
(a + Bi+ 33 + 6k) ~ Q2 + B2 +72 + 62 


(BF 2.4.3.4 的 例 1). 
商 域 PME, 不 是 仅 由 零 元 素 组 成 (参看 2.5.2). 那么 存在 一 个 域 Q( 了 ) 
具有 下 列 性 质 : 

(i) P &1E Q(P) 中 . 

(ii) 如 果 P AER K 中 , 那么 K 的 包含 P 的 最 小 子 域 是 域 Q(P). R OP) 
称 为 P 的 商 域 或 分 式 域 . 

我 们 可 以 通过 下 列 构造 明显 地 得 到 QUP). 考虑 所 有 有 序 对 (a,b) (SEH a, b € P, 
且 5b 关 0) 的 集合 . 记 


其 中 a,b ER. 特别 , 我 们 有 


(a,b) ~ (c,d), 当 且 仅 当 wd = bc. 
这 是 一 个 等 价 关系 (参看 4.3.5.1). 对 应 的 等 价 类 [(a, 0)] 的 集合 关于 下 面 定义 的 运 
算是 一 个 域 : 

[(a, b)][(c, d)] := [(ac, bd)], 

[(a, 5)] + [(c, d)] := [(ad + be, bd)]. 


代替 [(a, b)] 我 们 还 写作 P 那么 Q(P) 由 全 体 符号 


的 集合 组 成 , 其 中 a,b € Pb A0, 并 且 对 于 这 些 符 号 的 计算 按照 通常 分 式 计算 的 方 
式 进 行 , 亦 即 


以 及 


| 
| 
Ie 
十 


bd ^C 
如 果 我 们 在 P 中 取 r(B r #0) 并 令 ola) := 全 ,那么 得 到 同 态 p : P 一 QU; 
这 与 的 选取 无 关 . 在 这 个 意义 上 我 们 可 将 P 的 元 素 a 与 QUP) 的 元 素 Z 等 同 . 
于 是 > 是 Q(P) 的 单位 元 , 并 且 有 


1) 还 要 注意 这 表明 C 是 1 维 R 向 量 空间 R 的 复 化 , 亦 即 C ROC (SF 24.3.1). 
2) 这 个 运算 仍然 与 定义 中 所 选取 的 代表 元 无 关 . 
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ca. 


如 同上 面 复数 情 形 那 样 , 貌似 复杂 的 应 用 剩余 类 [(a,5)] 的 方法 仅仅 是 保证 对 于 分 
BS 的 形式 运算 并 不 导致 任何 矛盾 
4| 3: 整 环 Z 的 商 域 是 有 理 数 域 Q. 
例 4: 设 P[z] 是 整 环 PA (0) 上 的 多 项 式 环 . 那么 对 应 的 商 域 Q(P[z]), 我 们 通常 
WE P(x), 是 系数 在 P. 中 的 有 理 函 数 域 , IE P(z) 中 的 元 素 是 系数 在 P 中 的 多 
项 式 p(x) 和 q(x) (参看 2.5.2) 之 商 

p(x) 

q(x)’ 
此 处 要 求 g 关 0, 亦 即 g(x) 不 是 零 多 项 式 . 


2.6 伽 罗 瓦 理 论 和 代数 方程 


巴黎 数学 界 以 深刻 的 数学 进取 精神 在 1830 年 前 后 孕育 

了 E. dh E R, 一 个 才智 超群 的 天 才 ， HR-RSE, RI UB 
现 就 很 快 消失 1)， 

D. J. 斯 特 罗 伊 克 


2.6.1 三 个 著名 古代 问题 


在 经 典 的 希腊 数学 文化 中 , 有 三 个 著名 问题 , 直到 19 世纪 其 不 可 解 性 都 未 被 证 
8]: 

(i) 化 圆 为 方 ; 

(ii) 倍 立方 体 (第 罗斯 问题 ); 

(iii) 三 等 分 任意 角 . 
在 所 有 这 些 问题 中 只 允许 用 网 规 和 直 尺 作 图 . 在 问题 (1) 中 , 要 求 作 一 个 正方 形 其 
面积 与 某 个 给 定 的 圆 的 面积 相等 . 在 问题 (ii) 中 , 要 由 给 定 的 立方 体 作 出 一 个 新 立 
方 体 的 边 , 使 它 的 体积 是 给 定 立方 体 体积 的 2 8°). 

除了 这 些 问 题 , 用 圆规 和 直 尺 作 正 多 边 形 的 一 般 问 题 在 古代 也 是 一 个 重要 问题 . 

1) MP LE 21 岁 时 死 于 一 场 决 斗 , 在 决斗 前 夕 给 他 朋友 的 一 封 信 中 他 写 出 了 他 的 理论 中 
最 重要 的 结果 . 爱 因 斯 坦 的 学 生 L. Infeld 写 的 书 Wen die Götter Lieben (E i£) )(1954, 


Schónbrunn-Verlag, Vienna) f&Xh SMP RER — E. 
2) 在 爱 琴 海中 的 希腊 的 第 罗斯 岛 上 有 一 座 非常 著名 的 纪念 阿尔 忒 弥 斯 (月 亮 和 狩猎 女神 ) 


及 阿波 罗 ( 太 阳 神 ) 的 古代 神 庙 . 第 罗斯 问题 据 传 起 源 于 要 修建 体积 为 其 二 倍 的 神 庙 . 乔 瓦 尼 。 
卡 萨 诺 瓦 (Giovanni Casanova, 1725—1798) (SSL KIKE (83) Don Giovanni 的 主人 
A) 曾 研究 过 这 个 问题 , 
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所 有 这 些 问题 都 可 归结 为 关于 代数 方程 可 解 性 的 问题 (参看 2.6.6). 代数 方 程 
的 解 的 研究 是 借助 于 法 国 数学 家 E. 伽 罗 瓦 (1811 一 1832) 所 创立 的 一 般 性 理论 完成 
的 . 伽 罗 瓦 理论 开辟 了 现代 代数 思想 的 通途 . 

伽 罗 瓦 理论 包含 下 列 一 些 结果 作为 其 特殊 情形 : C. F. 高 斯 (1777 一 1855) 青 
年 时 期 发 现 的 关于 分 圆 域 的 结果 及 正 多 边 形 的 作 图 ， 以 及 挪威 数学 家 N. H. TUI 
2K (1802—1829) 关于 一 般 5 次 及 高 次 方程 的 根 式 不 可 解 性 定理 (参看 2.6.5 和 
2.6.6). 


2.6.2 ” 俩 罗 瓦 理论 的 主要 定理 
域 扩张 ” 域 扩张 K c E( 也 记 作 (E|K)) 是 一 个 域 E, 它 包 含 给 定 的 域 K 作为 


其 子 域 . E 的 每 个 适合 


的 子 域 2 称 为 扩张 K CE 的 中 间 域 . 域 扩张 链 
KoCKi CGE 


ER E NAP Ki, 它们 具有 所 指出 的 包含 关系 . 
伽 罗 瓦 理论 的 某 本 思想 ” 伽 罗 瓦 理论 考虑 一 类 重要 的 域 扩张 ( 伽 罗 瓦 扩张 ), 并 借助 
于 这 个 域 扩张 的 对 称 群 (DD BR) 的 所 有 子 群 确定 出 全 部 中 间 域 . 

这 样 , 一 个 域 论 问题 (一 般 说 , 它 相当 难 ) 就 被 归结 为 容易 得 多 的 群 论 问题 . 

将 一 个 复杂 结构 的 研究 归结 为 较 简 单 结构 的 研究 , 是 现代 数学 的 一 般 策略 . 例 
如 我 们 可 将 拓扑 问题 归结 为 代数 问题 (它们 要 容易 些 ), 而 连续 李 群 的 研究 归结 为 李 
代数 的 研究 , 后 者 是 线性 代数 的 课题 (参看 [212]). 
域 扩张 的 次 数 ” 如 果 K CE 是 一 个 域 扩张 , 那么 我 们 可 以 将 五 看 作 K 上 的 线性 
空间 . 这 个 空间 的 维 数 ), 称 为 域 扩张 的 次 数 并 记 作 [E : K]. 如 果 这 个 次 数 有 限 , 那 
么 称 为 有 限 域 扩张 . 
例 1: 有 理 数 域 到 实数 域 的 扩张 Q CR 是 无 限 扩张 . 
4| 2: 实数 域 R 到 复数 域 C 的 扩张 RCC 是 有 限 扩张 , 且 次 数 为 2, 因为 在 2.5.3 
中 已 经 证 明 C 可 以 看 作 R 上 的 2 维 向 量 空间 , 其 基 由 1 和 i 组 成 . 

另外 , 扩张 Q C R fE 2.6.3 的 意义 下 是 一 个 超越 扩张 , 而 扩张 R C C 是 单 代数 
扩张 . 
次 数 定理 ”如 果 2 是 有 限 域 扩张 K CEM PAR, BAK CZ 也 是 有 限 域 扩张 ， 
并 且 有 关系 式 

[E: K] = [Z : K][E : Z]. 

如 果 将 方 括号 符号 想象 为 分 数 , 那么 这 个 公式 容易 记 住 . 


1) 这 是 应 用 线性 代数 的 一 般 概念 定义 的 (在 2.3.2 中 用 域 K RER K). 
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BRi KMS AH KK COE 是 域 扩张 . 那么 这 个 扩张 的 伽 罗 瓦 群 , 它 被 记 作 GE 
或 Cal(E|K), EMA E 的 全 部 自 同 构 的 群 , 这 些 自 同 构 平 凡 地 作用 于 KC 的 所 有 
元 素 . 
有 限 域 扩张 K CE RAMP I 3k, WR 
ord GR = [E : K], 


亦 即 存在 个 数 与 域 扩张 次 数 相同 的 E dk K 上 的 对 称 性 . 
伽 罗 瓦 理论 的 主要 定理 KK CE 是 有 限 伽 罗 瓦 域 扩张 . 在 这 个 扩张 的 中 间 域 Z 
及 子 群 Hoc GE 间 存 在 一 一 对 应 ; 它 使 对 应 于 中 间 域 2 的 子 群 H 由 所 有 使 2 的 
全 部 元 素 不 变 的 自 同 构 组 成 . 

这 样 , 我 们 得 到 由 所 有 中 间 域 的 集合 到 伽 罗 瓦 群 的 所 有 子 群 的 集合 间 的 一 个 一 
一 映射 . 注意 , 中 间 域 是 K 上 的 伽 罗 瓦 域 , 当 且 仅 当 对 应 于 它 的 子 群 五 ( 它 同 构 于 
GE) 是 GE 的 正规 子 群 . 
推论 一 个 有 限 伽 罗 瓦 域 扩 张 K C E 没有 中 间 伽 罗 瓦 域 扩张 , SAMS KAM 
罗 瓦 群 是 单 群 (关于 这 个 概念 可 见 2.5.1.1). 
例 3: 我 们 考虑 实数 域 R 到 复数 域 C 的 经 典 域 扩张 


我 们 首先 确定 这 个 扩张 的 伽 罗 瓦 群 Gal(C|R). $ e: C 一 C 是 一 个 自 同 构 , 它 保持 
所 有 实数 不 变 . i i? = —1 得 到 y(i)? = —1. 因此 或 yli) =i, 或 gli) = —i. 这 两 种 


可 能 性 分 别 对 应 于 是 C 上 的 单位 自 同 构 id(a-- bi) := a+ bi EUR C 上 的 自 同 构 
pla + bi) := a — bi 
(变换 为 复数 共 轿 ). 因此 GE = (id, o), B. v? = id. 根据 例 2, 
[C : R] = ordG§ = 2. 
因此 域 扩张 CIR 是 伽 罗 瓦 扩张 . 

伽 罗 瓦 群 是 2 阶 循环 群 . 由 伽 罗 瓦 群 的 单 性 可 推出 域 扩 张 CR 的 单 性 . 注意 
在 这 种 情形 , 由 于 2 阶 循环 群 没 有 任何 子 群 , 因此 RA C 之 间 也 不 存在 中 间 域 扩 
张 . 

例 4: 方程 
在 Q 中 无 解 . 为 构造 一 个 使 这 个 方程 在 其 中 有 解 的 域 , 我 们 令 0 := V2. FH Q(9) 表 
示 C 的 含有 Q 和 4 的 最 小 子 域 . 于 是 我 位 有 3, 一 9 € Q(3), 并 且 


z? —2-— (x — )(zx 4-0), 
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亦 即 Q(9) 是 z^ 一 2 的 分 裂 域 (并 于 这 个 概念 , 参看 2.6.3). 这 个 域 由 所 有 表达 式 


组 成 , EF pA q 是 Q@ 上 的 多 项 式 且 g 关 0. d 0? —2 X (c+dvd)(c—dd) = 2—28. 
可 推出 所 有 这 些 表达 式 都 有 下 列 形式 1 


a+by, a,beQ. 


如 同 例 3 所 证 , 我 们 得 知 域 扩张 Q C Q(0) 是 2 KiMP RH SK, 因而 是 单 扩张 . 对 
应 的 伽 罗 瓦 群 
GE = {vdp} HH "^ =id 


由 z? 一 2 的 零点 3, 一 8 的 置换 生成 . 恒 等 置换 对 应 于 QW) 的 单位 自 同 构 id(a + 
bY) :=a + b0. 而 3 与 一 9 的 对 换 对 应 于 Q(9) 的 上 自 同 构 pla + bd) := a 一 by. 
例 5 (分 圆 方程 ): WR p 是 素数 , 那么 方程 


z? —1=0, reQ 


M x = 1. 为 构造 含有 这 个 方程 的 全 部 解 的 最 小 的 域 E, 我 们 令 9 := erm, B 
用 QO) 表示 C 的 含有 QM 0 的 最 小 子 域 . 由 关系 式 


x? — 1 = (æ — 1)(£ — 9) --- (x — 97?) 


可 知 域 E:— Q(O) 是 多 项 式 zz 一 1 的 分 裂 域 (参看 2.6.3). R QW) 由 所 有 形式 为 


ao --a18 -- a30? ay 10", a; €Q 


的 表达 式 组 成 , 其 中 加 法 和 乘法 由 通常 方式 定义 , 并 注意 P = 1. 因为 元 素 1,9, , 
oP) 在 Q 上 线性 无 关 , 因此 [O(v) : Q] = p. 此 外 , 扩张 Q C Q(9) RMB LP HK. 
对 应 的 伽 罗 瓦 群 G2) = {po,.… ,pp_1} 由 所 有 由 


生成 的 自 同 构 pr : Q(9) 一 Q(0) 组 成 . RITE id = po A yt = o^, k =1,--- ,p-l 
以 及 of = id. 

因此 伽 罗 瓦 群 age 是 素数 阶 p 的 循环 群 , 并 且 是 单 群 , 这 蕴涵 扩张 Q C Q(0) 
的 单 性 . 


4 1—20 14.2% 
14-20 (1+29)(L-209) 7 7 


1) 例如 , 我 们 有 
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2.6.3 ”广义 代数 学 基本 定理 
代数 元 与 超越 元 w EK 是 域 扩张 . 我 们 用 Kl] 表示 所 有 多 项 式 


p(z):— ao aiz +--+ ant” 


组 成 的 环 , 其 中 ak € K 对 所 有 k. 这 些 表达 式 称 为 K 上 的 多 项 式 (或 在 K EE 
义 的 多 项 式 ). 此 外 还 用 K (a) 记 所 有 有 理 函 数 


组 成 的 域 , 其 中 p 和 0 BK 上 的 多 项 式 且 ¢ £0. 

E 的 一 个 元 素 称 为 在 K 上 是 代数 的 , 如 果 9 是 某 个 K 上 多 项 式 的 零点 . 
否则 o 是 超越 的 . 

域 扩张 ELK RAE K 上 是 代数 的 , 如 果 E 的 每 个 元 素 在 K 上 是 代数 的 . 不 
SRE 称 为 在 K 上 是 超越 的 . 

K 上 多 项 式 称 为 不 可 约 多 项 式 , 如 果 它 不 能 表示 为 两 个 K 上 次 数 > 1 的 多 项 
式 之 积 . 代数 学 的 一 个 重要 的 一 般 性 问题 是 求 出 域 K 的 一 个 扩张 E, 使 给 定 的 K 
上 多 项 式 p(z) 可 分 解 为 线性 因子 的 积 


p(x) = An (x ža x1)(x — 22) TF (x = Tr), 


代数 闭 包 K 的 扩 域 如 称 为 代数 闭 的 , 如 果 每 个 K 上 多 项 式 可 分 解 为 E 上 的 线 
性 因子 之 积 ( 亦 即 它 的 所 有 零点 都 在 E 中 ). 

K 的 代数 闭 包 是 K 的 代数 闭 扩 张 E, 它 没有 非 平 凡 ( 即 不 等 于 EAS) 的 子 
域 具有 这 个 性 质 . 
施 泰 尼 茨 广义 代数 学 基本 定理 ”每 个 域 K 都 有 唯一 的 (在 保持 K 的 所 有 元 素 不 变 
的 同 构 意 义 下 ) 代数 闭 包 ; 它 记 作 K. 
多 项 式 的 分 裂 域 ”使 给 定 的 多 项 式 p(z) 可 在 其 中 分 解 为 线性 因子 之 积 的 K 的 最 
小 子 域 称 为 多 项 式 p(x) 的 分 裂 域 . 
4|: 复数 域 C 是 实数 域 R 的 代数 闭 包 . 由 于 关系 式 


2? +1 = (#2—i)(x +i), 


C 同时 是 在 R 上 定义 且 在 R 上 不 可 约 的 多 项 式 m? +1 的 分 裂 域 . 
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2.6.4 域 扩张 的 分 类 


在 2.6.3 和 2.6.2 中 我 们 已 经 给 出 有 限 的 、 单 的 、 代 数 或 超越 域 扩张 的 概念 . 
EX REK 是 域 扩张 . 

(a) K 上 不 可 约 多 项 式 称 为 可 分 多 项 式 , 如 果 它 没有 重 零点 (注意 这 些 零点 是 
K 的 代数 闭 包 K 的 元 素 ). 

(b) EIK 称 为 可 分 扩张 , 如 果 它 是 代数 扩张 , 并 且 E 的 每 个 元 素 都 是 某 个 K 
上 不 可 约 可 分 多 项 式 的 零点 . 

(c) 扩张 ELK 称 为 正规 扩张 , 如 果 它 是 代数 扩张 , 并 且 每 个 K 上 不 可 约 多 项 
式 或 在 E 中 没有 零点 , 或 可 在 E 中 完全 分 解 为 线性 因子 之 积 , 
定理 (1) 每 个 有 限 域 扩张 都 是 代数 扩张 . 

(ii) 每 个 有 限 可 分 扩张 是 单 扩张 . 

(iii) 特征 0 的 域 或 有 限 域 的 每 个 代数 扩张 是 可 分 的 . 
伽 罗 瓦 域 扩张 的 特征 ”对 于 域 扩 张 BE|K, 有 

(i) EIK BMP RS sk, 如 果 这 个 扩张 是 有 限 、 可 分 和 正规 的 . 

(ii) ELK BMP Rsk, 当 且 仅 当 E 是 一 个 定义 在 K 上 的 不 可 约 多 项 式 的 分 
Fash. 

(iii) 如 果 域 K 有 特征 0 或 是 有 限 的 , 那么 EK 是 伽 罗 瓦 扩张 , ABMS ER 
AT OK 上 定义 的 多 项 式 的 分 裂 域 . 

下 列 结果 给 出 所 有 单 域 扩张 的 完全 刻画 . 
单 超越 域 扩张 ” 域 K 的 每 个 单 超越 域 扩张 同 构 于 K 上 有 理 函 数 域 K(x). 
单 代数 域 扩张 ” 设 plr) 是 定义 在 域 K 上 的 不 可 约 多 项 式 . 我 们 考虑 符号 0 及 所 
有 形式 为 


ao d a10 t--:-Faga0"7, ay eK (2.62) 
的 表达 式 , 并 用 通常 方式 定义 加 法 和 乘法 , 并 注意 p(3) = 0( 即 取 9 为 p(z) 的 一 个 
零点 )， 所 有 这 些 表 达 式 的 集合 连同 刚才 引进 的 运算 产生 一 个 域 K), CHK 的 
单 代数 域 扩张 , 并 且 有 一 个 重要 性 质 : 0 是 pl) 的 一 个 零点 . 我 们 还 有 


[E : K] = deg p(z). 


如 果 (p(z)) 表示 所 有 这 种 K 上 多 项 式 的 集合 , 它们 可 以 写成 g(z)p(z)(g(z) 是 一 个 
多 项 式 )( 注 意 这 个 集合 是 环 K[z] 中 由 元 素 p(z) 生成 的 理想 ), 那么 商 环 K[zx]/(p(7x)) 
是 一 个 与 K (0) 同 构 的 域 . 

如 果 取 所 有 定义 在 K 上 的 不 可 约 多 项 式 , 那么 就 得 到 K 的 所 有 单 代数 扩张 
(在 同 构 意义 下 ). 
例 : 设 K =R 是 实数 域 . 我 们 取 p(x) := a? 十 1. 如 果 应 用 所 有 (2.62) 形式 的 表达 
at, 其 中 p(3) = 0, BARWA P = —1. 这 意味 着 0 对 应 于 虚数 单位 i. 

扩 域 K(0) 是 复数 域 C, 因此 C = R(z]/(z? + 1). 


680 Hox 代数 学 


2.6.5 ” 根 式 可 解 方程 的 主 定理 
设 K 是 一 个 给 定 的 域 . 考虑 方程 


p(x) := ao t aiz +aniz" 1 十 2 二 0， (2.63) 


其 中 oj E K 对 所 有 j. 我 们 假定 多 项 式 ple) 在 K 上 不 可 约 . 并 且 可 分 0. M E 
id p(x) 的 分 裂 域 , 亦 即 有 


P(x) = (x — x1)(£ = x2): +: (£ — £n), 


其 中 z,€E 对 所 有 j. 
Bix ”我们 希望 用 尽 可 能 简单 的 方式 通过 K 的 元 素 及 某 些 附加 的 量 v, 0 表 
示 出 方程 (2.63) 的 零点 x1,… ,zn. 二 次 、 三 次 及 四 次 方程 的 经 典 求解 公式 实现 了 
这 个 目标 , 其 中 表达 式 0; 是 系数 ao, ,an 的 方 根 . 在 16 世纪 找到 这 些 公式 后 ， 
人 们 自然 试图 对 更 高 次 数 的 方程 求 出 类 似 的 公式 ， 在 拉 格 朗 日 (1736 一 1813) 和 柯 
西 (1789 一 1857) 的 工作 的 基础 上 , 22 岁 的 挪威 数学 家 阿 贝尔 在 1824 年 首先 证 明了 
对 于 一 般 五 次 方程 2 根本 不 存在 这 样 的 公式 ，1830 年 伽 罗 瓦 独立 地 得 到 同样 的 结 
果 . 
定义 ”方程 (2.63) 称 为 根 式 可 解 的 , 如 果 分 裂 域 E 可 以 通过 将 数 91,.… ,3k 逐次 
添加 到 K 而 得 到 , 而 这 些 数 满足 形 如 

sn 
的 方程 , 其 中 n; 2 2,0; 在 前 面 构造 的 扩 域 中 , 如 果 域 K 的 特征 p 不 为 零 , 我 们 还 
要 假设 p 不 是 n; WAT. 
附注 “代替 (2.64), 我 们 也 可 以 写 

vj = ni/C; . 
这 里 根 式 的 使 用 是 合理 的 . 于 是 上 面 的 定义 对 应 于 域 扩张 链 


|K =: Ki € Ka EC C Kin = E, 


其 中 Kini = Kj(9;),c; € K 对 j=l- ,kk. 因为 (2.63) 的 所 有 零点 £1, ums 
都 在 E 中 , 所 以 得 到 


tj = P;(01,--- , Vx), | 
其 中 万 是 uos ,94 的 系数 在 K 中 的 多 项 式 . 


1) 如 果 域 K 有 特征 0 (例如 K =R R K = Q), 或 是 有 限 域 , 那么 K 上 每 个 不 可 约 多 


项 式 自 然 是 可 分 的 . 
2) 这 意味 着 方程 的 系数 是 一 般 的 ， 亦 即 不 是 特殊 的 , 对 于 特殊 系数 , 可 以 用 简单 公式 非 党 


好 地 给 出 解 . 


2.6 MF RECA CUT e 681 


主 定理 ”代数 方程 (2.63) 根 式 可 解 , 当 且 仅 当 扩张 EK MPR CE 是 可 解 群 . 
定义 n 次 一 般 方程 是 域 K := Z(ao,--- ,an—1) 上 的 方程 (2.63), 其 中 K 由 所 有 
FARM 


p(ao, ::* ,àn-1) 

q(ao,*** ,@n—1) 
组 成 , p 和 q 是 变量 ao,- ,an_1 的 整 系数 多 项 式 , H 4 不 是 零 多 项 式 . 
阿 贝尔 - 件 罗 瓦 定理 ” 当 n > 5 时 次 一 般 方程 不 是 根 式 可 解 的 . 
证 明 概要 将 r, cn 看 作 变 量 , 并 考虑 所 有 整 系数 有 理 函 数 

P(zi,:,24) 

Q(zi,::: ,Ln) 
的 域 E:— Z(z1,… ,zn). 通过 乘法 及 比较 

p(z)- (x — zi)(z— T2): +- (£ — £n) 
= ag +T t+-+++an—12"7* +2” 
中 两 边 的 系数 , 可 以 作为 £1, ,zn 的 初等 对 称 函 数 (参看 2.1.6.4) 得 到 数 ao,---, 
an-1( 除 去 符号 ). 例如 , 我 们 得 到 
—An-1 = 21 +++ Es. 

所 有 具有 已 和 Q 关于 zi,…… ,zn 对 称 这 种 性 质 的 (2.65) 形式 的 表达 式 形成 E 的 
一 个 子 域 , 它 同 构 于 K, 因而 可 与 K 等 同 . 

多 项 式 p(x) 不 可 约 且 在 K 中 可 分 , 并 且 E 是 它 的 分 裂 域 , 域 扩张 EK Æ 
罗 瓦 扩张 . 借助 x1,… ,zn 的 置换 可 得 E 的 一 个 自 同 构 , 它 保持 K 的 所 有 元 素 不 
AE. 两 个 不 同 的 这 种 置换 对 应 于 E 的 不 同 的 自 同 构 . 因此 域 扩张 EK 的 伽 罗 瓦 群 
同 构 于 n 个 字母 的 对 称 群 , 亦 即 


Gal(E|K) & Sn. 
对 于 n = 2,3,4, 群 ^, 是 可 解 群 , 而 当 n 2 5 时 它 不 是 可 解 群 (参看 2.5.1.4). 于 
是 阿 贝尔 - 伽 罗 瓦 定 理 是 上 述 主要 定理 的 一 个 推论 . 


2.6.6 ” 尺 规 作 图 


(2.65) 


每 个 初学 几何 的 人 都 知道 不 同 的 正 多 边 形 , 亦 即 (GE) 三 
角形 、 五 边 形 、 十 五 边 形 ， 以 及 将 它们 边 数 加 倍 得 到 的 多 边 
形 , 都 是 可 以 几何 地 作出 的 . 这 是 欧 儿 里 得 就 已 经 知道 的 事 ， 
并 且 看 来 我 们 确信 从 那 时 起 这 些 情形 表达 了 可 能 性 的 极限 : 
至 少 我 不 知道 任何 扩充 这 些 结果 的 成 功 的 尝试 . 我 更 加 相信 ， 
值得 提 及 下 述 发 现 : 除了 上 面 提 到 的 正 多 边 形 , 在 许多 其 他 
的 多 边 形 中 QE) 十 七 边 形 可 以 几何 作 图 .但 这 个 发 现实 际 
上 是 一 个 尚未 完成 的 范围 广泛 的 理论 的 推论 ， 它 一 旦 完成 就 
将 公布 于 众 . 
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C. F. 高 斯 , 于 不 伦 瑞 克 
当时 他 是 一 名 在 哥 廷 根 攻读 数学 的 学 生 ( 见 Intelli- 


genzblatt der allgemeinen Literatarzeitang, June 1, 1796) 


考虑 平面 上 的 笛 卡 儿 坐 标 系 及 有 限 多 个 点 
Pi =(a1,91), ©, Pn = (Tn, Yn). 
我 们 总 可 以 选取 坐标 系 使 z1 = 1 Ry = 0. 我 们 用 K 表示 实数 域 的 含有 所 有 数 
a; 和 y; 的 最 小 子 域 . 还 用 Q(y) 表示 R 的 含有 所 有 有 理 数 及 数 y 的 最 小 子 域 . 
EEE 点 (zy) 可 以 借助 直 尺 和 圆规 由 点 Pio, Ph 作出 , SERA z 和 y f 
F K 的 次 数 为 
[E: K] =2™ (2.66) 

的 伽 罗 瓦 域 扩张 E, 此 处 m 是 某 个 自然 数 . 

一 条 线段 9 可 以 应 用 直 尺 和 圆规 从 长 为 y 的 线段 及 单位 线段 作出 , 当 且 仅 当 
ORT K :=Q(y) 的 伽 罗 瓦 域 扩张 E, 并 且 对 于 它 (2.66) RZ. 
化 圆 为 方 问题 的 不 可 解 性 ”我 们 要 用 直 尺 和 圆规 作 一 个 正方 形 , 要 求 它 与 单位 圆 有 
相同 的 面积 . 用 o 表示 正方 形 的 边 长 , 我 们 有 


9?—m 


( 见 图 2.4(a)). 1882 年 30 岁 的 F. 林 德 曼 ( 希 尔 伯 特 的 老师 ) 证 明了 数 x 在 有 理 数 
域 Q 上 的 超越 性 . 因此 , x( 因 而 0) 不 可 能 是 Q 的 任何 代数 域 扩张 中 的 元 素 . 


eg OL 


(a) 化 圆 为 方 (b) 倍 立方 体 
COS y cos — n=3 n=4 
(c) 三 等 分 一 个 角 (d) 圆 的 等 分 
图 2.4 


们 立方 体 问题 的 不 可 解 性 ”体积 为 2 的 立方 体 的 边 长 0 是 方程 


x? —-2=0 
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的 解 . 第 罗斯 问题 要 求 只 使 用 直 尺 和 圆规 由 单位 线段 的 长 作出 这 个 数 9( 图 2.4(b)). 
依照 主 定理 , 40 属于 Q 的 次 数 [E : Q] = 27. 的 伽 罗 瓦 扩 域 E, 第 罗斯 问题 可 解 . 
但 因为 多 项 式 a? - 2 在 Q 上 不 可 约 , 我 们 有 域 扩张 链 

Q c Q(?) CE, 
其 中 [Q(3) : Q] = 3. 由 域 扩张 次 数 定理 , 我 们 由 此 得 到 

[E : Q] = [Q(¥) : QJ[E : Q(d)] = 3[E : Q()] 

(BF 2.6.2). 因此 [E : Q 不 可 能 是 2 形式 的 . 
用 直 尺 和 圆规 三 等 分 任意 角 问题 的 不 可 解 性 ”根据 据 图 2.4(c), 这 个 问题 可 归结 为 
由 长 度 为 cos 的 线段 及 单位 线段 作出 长 度 为 9 = cos HRR. 这 意味 着 0 是 方 


E 

en 
的 解 , 对 于 p = 60° 我 人 有 cosy = 5, 因而 (2.67) 左边 的 多 项 式 在 Q 上 不 可 约 
与 上 面 给 出 的 关于 域 扩张 次 数 同样 的 推理 可 以 证 明 o 不 可 能 属于 Q 的 次 数 为 27 
的 域 扩张 E. 因此 三 等 分 60° 的 角 不 可 能 用 直 尺 和 圆规 完成 
用 直 尺 和 圆规 作 正 多 边 形 ”所谓 分 图 方程 


的 复数 解 的 集合 含有 数 1, 并 且 将 单位 圆 n 等 分 上 述 主 定理 及 分 圆 方程 的 性 质 产 
生 下 列 结果 : 
高 斯 定理 E n 边 形 可 用 直 尺 和 圆规 作出 , 当 且 仅 当 


n = 2" pipa .Dr (2.68) 
其 中 m 是 自然 数 , 而 诸 p; 是 两 两 互 异 的 形状 为 
g'.x ka l (2.69) 


的 素数 0). 现在 已 知 当 上 —0,1,2,3,4 时 上 面 的 数 是 素数 2). 因此 对 于 下 面 列 出 的 
EXE 


2, 3, 5, 17, 257, 65537, 

我 们 可 以 作出 正 n 边 形 . 这 样 , 74 n < 20 时 , 下 列 所 有 正 n 边 形 , 其 中 
n = 3,4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 

可 以 仅 用 直 尺 和 圆规 作出 . 


1) 数 22^ 理解 为 2(2*). 
2) 费 马 (1601 一 1665) 曾 猜 测 (2.69) 中 的 数 都 是 素数 . 但 欧 拉 发 现 当 kk = 5 时 (2.69) 中 
的 数 是 一 个 合 数 , 可 以 分 解 为 2 个 素数 之 积 : 641 - 6700417. 
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2.7 数 论 


你 的 Disqusitiones arithmeticae (《 算 术 研 究 》) ERE 
身 于 顶尖 数学 家 的 行列 , 并 且 我 看 到 书 的 最 后 一 节 1) 包含 了 
最 漂亮 的 解析 发 现 , 这 已 被 人 们 研究 了 很 长 时 间 . 


1804 年 , 年 近 70 的 拉 格 朗 日 写 给 青年 高 斯 的 信 
众所周知 , SLETISEXE 


ge ty” = 2" 


除了 显然 的 例外 , 没有 整数 解 x,y,z. 证 明 这 个 不 可 解 性 结 
果 的 问题 给 出 这 样 一 个 极 好 的 例子 : 一 个 特殊 的 表面 看 来 
意义 不 大 的 问题 可 以 如 何 对 科学 研究 产生 意 想 不 到 的 推动 
作用 . 事实 上 , 费 马 的 这 个 猜想 的 挑战 促使 库 默 尔 引进 他 的 
BRA, 并 且 发现 分 圆 域 中 的 数 唯 一 地 分 解 为 理想 素 因子 之 
积 的 定理 .这 个 定理 的 推广 形式 是 戴 德 金 和 克 罗 内 克 的 对 
于 一 般 代数 系 的 一 个 结果 ,在 现代 数论 中 处 于 核心 地 位 ， 并 
且 它 远 远 超出 数论 的 范围 , 在 代数 学 和 函数 论 领域 也 有 其 重 
要 性 .2) 


D. 希 尔 伯 特 (巴黎 , 1900) 


数论 常常 称 为 数学 女王 , 数论 问题 常 可 非常 容易 地 叙述 , 但 仅 当 深思 熟 虑 后 才 
能 解决 为 了 证 明 上 面 所 说 的 费 马 猜想 , 数学 家 奋斗 了 350 fF. 直到 20 世纪 数学 
的 全 面 革新 及 不 可 思议 的 抽象 工具 的 发 展 , A. 怀 尔 斯 (Wiles) 才 最 终于 1994 年 给 
出 这 个 猜想 的 完全 的 证 明 . 

最 著名 的 数学 公开 问题 一 一 黎 曼 猜 想 , 与 素数 分 布 (参看 2.7.3) 紧密 相关 . 各 
个 时 期 最 伟大 的 数学 家 都 前 赴 后 继 地 以 毕生 精力 去 解决 数论 问题 , 并 且 在 这 个 进程 
中 发 展 了 重要 的 数学 工具 , 由 此 导致 数学 的 其 他 领域 的 进步 . 

ANRC IEEE ZEE AN Arithmetica (《 算 术 》); 高 斯 的 Disquistiones 
arithmeticae (《 算 术 研 究 》 ). 它 出 版 于 1801 F, 并 且 莫 定 了 现代 数论 的 基础 ; 以 及 


1) 这 一 节 是 关于 分 圆 域 及 正 多 边 形 的 尺 规 作 图 (参看 2.6.6). 
2) 费 马 (Fermat, 1601—1665), 高 斯 (Gauss, 1777—1855), 库 默 尔 (Kummer, 1810— 


1893), 克 罗 内 克 (Kronecker, 1823—1891), 戴 德 金 (Dedekind, 1831 一 1916), 以 及 希 尔 伯 特 
(Hilbert, 1862—1943). 
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希 尔 伯 特 的 1897 年 出 版 的 Zahlbericht ( (BE) ), 它 论述 了 代数 数 域 . 希 尔 伯 特 在 
1900 年 向 世界 数学 大 会 提出 的 问题 对 20 世纪 的 数论 产生 了 决定 性 的 影响 . 


2.7.1 BABS 


2.7.1.1 数学 思想 的 不 同形 式 


在 数学 中 我 们 要 在 

(i) 连续 思想 (如 实数 和 极限 )， 

(ii) 离散 思想 (如 自然 数 和 数论 ) 

之 间 加 以 区 分 . 经 验 表 明 连 续 性 问题 常常 要 比 离散 性 问题 容易 处 理 . 连续 性 思考 方 
式 的 巨大 成 功 是 基于 极限 的 概念 及 与 此 概念 相关 的 理论 ( 微 积分 、 微 分 方程 、 积 分 
方程 及 变 分 法 ), 以 及 在 物理 学 和 其 他 自然 科学 中 的 各 种 应 用 . 

与 此 相 比 , 数论 则 是 创造 处 理 离 散 性 问题 的 有 效 数学 方法 的 典范 , 这 些 问 题 出 
现在 当今 世界 的 计算 机 科学 , 离散 系统 最 优化 以 及 理论 物理 中 研究 基本 粒子 和 弦 的 
格 模型 中 . 

M. 普 朗 克 1900 年 关于 调和 振动 不 是 连续 的 甚至 是 离散 的 (量子 的 ) 这 个 划 时 
代 的 发 现 , 导致 了 一 个 重要 数学 问题 : 通过 适当 的 非 平 凡 的 量子 化 过 程 由 连续 性 结 
构 生 成 离散 性 结构 


2.7.1.2 ”数论 的 现代 策略 

19 世纪 末 , 希 尔 伯 特 提出 了 一 个 将 当时 已 经 高 度 发 展 了 的 复 分 析 方 法 (代数 函 
数 , RSH) 扩展 到 数论 问题 的 方案 . 这 要 求 我 们 表述 连续 性 数学 中 的 概念 使 之 也 能 
应 用 于 离散 系统 . 20 世纪 数论 已 经 被 这 个 方案 模型 化 ; 这 导致 了 非常 抽象 但 同时 非 
常 有 力 的 方法 . 在 这 个 方向 上 的 重要 推进 归功 于 A. 韦 仇 (Weil,1902 一 1998) 及 A. 
格 罗 腾 迪克 (Grothendieck,1928 一 ), 他 用 他 的 概 型 理论 革新 了 代数 几何 和 数论 . 

20 世纪 数论 的 顶峰 是 : 

(a) 1928 年 E. 阿 廷 证 明了 代数 数 域 的 一 般 互 反 律 

(b) 1973 年 P. 德 利 涅 证 明了 对 于 有 限 域 上 代数 簇 的 黎 曼 猜 想 的 A 韦 伊 类 似 
(1978 FFER)”; 

(c) 1986 年 G. 法 尔 廷 斯 证 明了 丢 番 图 方程 的 莫 德 尔 猜想 (1986 年 菲 尔 效 奖 ); 

(d) 1994 年 A. 怀 尔 斯 证 明了 费 马 大 定理 ( 费 马 猜想 ) 以 及 志 村 -谷山 猜想 的 更 
一 般 的 部 分 . 

1) 菲 尔 兹 奖 每 4 年 在 国际 数学 家 大 会 上 为 新 的 创造 性 数学 成 果 颁 发 ， 这 个 奖项 可 与 诺 由 


尔 奖 相 比 . 但 后 来 规定 授予 菲 尔 兹 奖 的 数学 家 年 龄 不 得 超过 40 岁 . 对 于 杰出 的 终身 成 就 数学 家 
可 以 授予 沃 尔 夫 奖 . 
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2.7.13 数论 的 应 用 


现代 超级 计算 机 被 用 来 检验 数论 猜想 . 从 1978 年 以 来 数论 方法 应 用 于 数据 和 
数字 信息 的 精细 的 编码 (参看 2.7.8.1). 有 理 数列 逼近 无 理 数 的 经 典 结果 在 动力 系 
统 理论 中 混沌 和 非 混 沌 状态 的 研究 中 起 着 重要 作用 (例如 在 天 体力 学 中 ). 过 去 几 年 
中 超 弦 理论 在 数论 与 理论 物理 间架 设 了 一 座 桥梁 , 使 纯粹 数学 与 物理 学 两 个 学 科 的 
思想 富有 成 效 地 互相 交流 . 1 


2.7.1.4 数学 和 物理 中 的 信息 压缩 

为 了 从 哲学 观点 理解 数论 和 物理 学 之 间 的 相互 影响 , 我 们 要 提 到 , 经 过 好 几 个 
世纪 在 漫长 的 试验 和 修正 的 过 程 中 , 数学 家 学 会 了 应 用 离散 系统 的 结构 以 非常 压缩 
的 形式 编制 信息 , 使 它 能 够 作出 关于 系统 的 重要 而 深刻 的 表述 . 一 个 典型 的 这 种 例 
TERE C 函数 , 它 刻 画 了 素数 集合 的 结构 以 及 素数 分 布 的 规律 . 其 他 这 类 重要 的 
例子 还 有 狄 利克 雷 工 级 数 , 以 及 源 自 椭圆 函数 的 模 形式 (参看 1.14.18). 关于 实数 
的 精细 结构 的 最 重要 的 信息 是 由 它 的 连 分 数 表示 给 出 的 (参看 2.7.5). 

另 一 方面 , 物理 学 家 从 完全 不 同 的 观点 看 待 分 拆 数 概念 , 认为 它 刻画 了 大 数量 
粒子 系统 (统计 系统 ) 的 性 状 . 如 果 我 们 知道 了 配 分 函数 , 那么 就 可 以 由 它 推导 出 这 
个 系统 所 有 有 关 的 物理 量 . 7 RS C 函数 可 以 看 成 一 种 特殊 的 配 分 函数 . 

数学 与 物理 学 间 有 成 效 的 思想 交流 是 基于 , 例如 , 数学 问题 被 翻译 为 物理 语言 
时 , 就 能 够 借助 于 物理 直觉 来 看 待 . 应 用 这 个 思想 的 先驱 是 E. 威 顿 (Witten)( 普 林 
斯 顿 高 等 研究 院 ), 虽然 他 是 一 个 物理 学 家 而 不 是 数学 家 , 但 1990 年 获得 菲 尔 效 奖 . 
一 个 有 意义 的 事实 是 : 许多 数论 大 师 如 费 米 、 欧 拉 、 拉 格 朗 日 、 高 斯 以 及 闵可夫 斯 基 ， 
也 对 物理 学 作出 了 重要 贡献 . 当 1801 年 高 斯 的 Disquisitiones arithmeticae (《 算 
术 研究 》) 出 版 时 , 就 显示 了 数学 从 普通 科学 (高 斯 曾 这 样 认为 ) 向 特殊 科学 的 深刻 
的 转变 . 特别 地 , 数论 有 它 自 身 漫 长 的 进程 .现在 我 们 又 看 到 数学 和 物理 学 的 方法 
在 幸运 地 汇合 . 


2.7.2 ” 欧 几 里 得 算法 
因子 WẸ a,b 及 c 是 整数 , 且 有 性 质 
c — ab, 


那么 称 a 和 "是 c 的 因子 . 例如 由 12 = 3.4 可 知 数 3 和 4 是 12 的 因子 . 
一 个 整数 称 为 偶数 , 如 果 它 能 被 2 整除 , 不 然 称 为 奇数 . 
例 1: 偶数 是 2, 4, 6, 8,……. 奇数 是 1,3,5,7,---. 
1) 数论 在 自然 科学 及 计算 机 科学 中 的 一 些 应 用 可 在 [286] 中 找到 . [276] 和 [288] 描述 了 


数论 与 现代 物理 学 间 的 关系 . 
2) 在 量子 场 论 中 , 配 分 函数 由 费 因 曼 路 径 积分 给 出 . 
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整除 性 的 初等 判别 法 ”下 列 命题 对 于 十 进 表示 的 自然 数 n 成 立 . 

(i) n 被 3 整除 , 当 且 仅 当 它 的 数字 之 和 被 3 整除 . 

(ii) n 被 4 BR, 当 且 仅 当 它 的 最 后 两 位 数字 形成 的 数 被 4 整除 . 

(iii) n 被 5 BR, 当 且 仅 当 它 的 最 后 一 位 数字 是 5 或 0. 

(iv) n 被 6 BR, 当 且 仅 当 n 是 偶数 并 且 数 字 之 和 被 3 整除 . 

(v) n 被 9 整除 , 当 且 仅 当 它 的 数字 之 和 被 9 整除 . 

(vi) n 4& 10 整除 , 当 且 仅 当 其 末 位 数字 是 0. 
例 2: 4656 的 数字 和 是 44-6--5--6—21, 21 的 数字 和 是 3; 因此 , 21 因而 4656 也 被 
3 整除 , 但 不 能 被 9 整除 . 

n = 123456 的 数字 和 是 14+24+344464546=27. 而 27 的 数字 和 是 9, 因此 27 
Al n 均 被 9 整除 . 

数 m = 1234567897216 的 最 后 两 位 数字 形成 的 数 是 16, 它 能 被 4 整除 , 因此 
m 被 4 整除 . 数 1456789325 能 被 5 整除 , 但 不 能 被 10 整除 . 
素数 ” 当 自 然 数 p > 2 并 且 它 仅 有 因子 1 和 p, 则 称 p 为 素数 .前 几 个 素数 是 
2,3,5,7,11. 
埃 拉 托 色 尼 筛 法 ” 设 给 定 自然 数 n > 11, 可 以 按 如 下 方法 确定 所 有 的 素数 . 


pen; 


(i) 写 出 所 有 <n 的 自然 数 (为 方便 计 , 可 以 一 开始 就 省 略 被 2,3 和 5 整除 的 
3*0. 

(i) 考虑 所 有 < yn 的 素数 , 并 在 列 出 的 数 中 删 去 所 有 这 些 素数 的 倍数 . 

剩 下 来 的 数 就 全 是 素数 . 
例 3: Hn = 100, 所 有 < V100 = 10 的 素数 是 235 及 7. 我 们 仅 需 删 去 被 7 整 
除 的 数 (在 下 面 列 出 的 数 中 , 将 这 些 数 下 方 画 线 ) 并 得 到 


23571113 17 19 23 29 31 37 41 
43 47 49 53 59 61 67 71 73 77 79 
83 89 91 97. 


下 方 未 画 线 的 数 就 是 全 部 < 100 的 素数 . 

在 0.6 中 给 出 了 所 有 < 4000 的 素数 表 . 
欧 几 里 得 定理 ”有 无 限 多 个 素数 . 

这 个 定理 是 在 欧 几 里 得 的 Elements (《 几 何 原 本 》) 中 证 明 的 . 下 述 定 理 也 可 
在 其 中 找到 , 但 仅 是 隐 含 着 . 
算术 基本 定理 ”每 个 自然 数 n> 2 都 是 素数 之 乘积 . 如 果 素 数 按 其 大 小 排序 , 那么 
这 个 分 解 是 唯一 的 . 
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4] 4: 有 

24=2-2-2-3 R 28=2-2-7. 
最 小 公 倍 数 ” 如 果 m 和 n 是 两 个 正 自然 数 , 那么 将 m 和 的 素数 分 解 式 中 所 有 
的 素 因 子 (其 中 在 两 个 分 解 式 中 共同 出 现 的 每 个 素 因子 只 取 一 次 ) 相 乘 就 得 到 m 和 
的 最 小 公 倍 数 , 并 记 作 

lem(m, n). 

4| 5: 由 例 4, 有 

lem(24, 28) = 2 -2 -2-3 - 7 = 168. 
最 大 公约 数 WR m 和 n 是 两 个 正 自 然 数 , 那么 用 


gcd(m, n) 


表示 m 和 n 的 最 大 公约 数 . 将 同时 出 现在 m 和 n 的 素数 分 解 式 中 的 素数 相 乘 就 
可 得 到 它们 的 最 大 公约 数 . 

例 6: 由 例 4, 我 们 有 gcd(24, 28) = 2 .2 = 4. 

求 最 大 公约 数 的 欧 几 里 得 算法 ”如 果 mM n 是 给 定 的 非 零 整数 , 那么 我 们 令 ao := 
Iml, 并 应 用 下 列 的 带 余数 除法 格式 : 


n=aorotm, O<ri< ro, 
To=airit+re O<re<n, 


rı 二 O2T2 +73, 0 ra < ro, 等 等 . 


其 中 ao,al,… 以 及 余数 riro, o 是 唯一 确定 的 整数 . 经 过 有 限 步 后 在 某 一 步 可 
得 rk = 0. 于 是 
这 个 过 程 称 为 应 用 于 m Al n 的 欧 几 里 得 算法 , 简要 地 说 : 
最 大 公约 数 是 欧 几 里 得 算法 中 最 后 一 个 不 为 零 的 余数 . 
例 7: XT. m= 14 Al n = 24, 我 们 有 


24=1-144+10 (余数 10)， 
14=1-10+4 (A3 4), 


10-2.4«[2] ($32), 
4=2-2 (余数 0). 


因此 ged (14, 24) = 2. 
互 素数 ”两 个 正 自然 数 m 和 n 称 为 互 素 , WR 
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例 8: 数 5 分 别 与 6,7,8,9 HH, 但 与 10 PEX. 
欧 拉 yp 函数 hn 是 正 自然 数 . 用 p(n) 表示 所 有 与 n 互 素 的 正 自然 数 m <n 
的 个 数 . 对 n= 1,2,…, 有 
1 
y(n) =H (1 一 3 : 
这 个 式 子 中 乘法 对 所 有 整除 ”的 素数 p 进行 . 
例 9: BATA yp(1) = 1. n2 2 我 们 有 o(n) =n 一 1 ENA n 是 一 个 素数 . 
由 gcd(1,4) = gcd(3,4) = 1 及 gcd(2,4) = 2, ged(4, 4) = 4 可 推出 


v(4) = 2. 
默 比 乌 斯 函数 ” 设 n 是 正 自然 数 . 我 们 令 
1, Mg = 1, 
p(n):- 4 (-1)", 当 m 的 素数 分 解 式 中 恰好 有 7 个 不 同 的 素数 ， 
0, 其 他 情形 . 


例 10: 由 10=2-5 可 推出 (10) = 1. 因为 8=2.2.2, 所 以 u(8) = 0. 
通过 函数 值 的 和 计算 数论 函数 。 设 给 定 函数 ,对 每 个 自然 数 n CREM f(n). 
那么 有 

fn) =n (4)s@, n212... 


d|n 
其 中 
s(d) := 》 f(o). 
eld 


这 里 求 和 分 别 展 布 在 n 的 所 有 因子 d > 1 及 d 的 所 有 因子 < > 1 上 (又 称 为 默 比 
乌 斯 反 演 公式 ). 
这 个 公式 告诉 我 们 值 Fin) 可 以 通过 和 s(d) 构造 出 来 


2.7.3 ”素数 分 布 
我 想 我 要 对 柏林 科学 院 给 予 我 的 荣誉 表示 感谢 ,他 们 委 
任 我 为 科学 院 通讯 员 , 使 我 立即 可 以 借助 这 种 身份 提交 我 关 
于 素数 频率 的 研究 结果 ; 这 是 长 期 以 来 高 斯 和 狄 利克 雷 感 兴 
趣 的 问题 , 看 来 值得 重新 将 它 提起 .1 


B. % (1859) 


1) 这 是 整个 数学 中 最 著名 的 论文 之 一 的 开头 部 分 . 在 这 篇 论文 的 第 8 RSM T fief] 
新 见解 , 并 给 出 著名 的 “ 黎 曼 猜想 ”. 

黎 曼 的 论文 汇编 , 包括 内 容 广 泛 的 现代 评论 , 包含 在 [182] 中 , 恰好 整整 一 卷 , 但 每 篇 论文 
都 是 一 颗 数学 宝石 , 黎 曼 以 其 思想 宝库 深刻 地 影响 着 20 世纪 的 数学 . 
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数论 的 主要 问题 之 一 是 揭示 素数 分 布 的 规律 . 
间隙 定理 3 nl 十 2,nl 十 3,… ,nl 十 n(n =2,3,4,---) 不 是 素数 , 并 且 当 n 增长 
时 非 素 数 集合 (素数 集合 中 的 间隙 ) 将 越 来 越 长 . 
狄 利克 雷 算 术 级 数 定理 (1837) WR a 和 d 是 两 个 互 素 的 自然 数 , MARI 


(270 
含有 无 穷 多 个 素数 . 
例 1: Ma=3 及 d= 二 5. 我们 得 到 序列 
3,8,13,18,23,--. , 
其 中 含有 无 穷 多 个 素数 . 


推论 ”对 于 任意 实数 z > 2, 定义 已 ,ua(z) := (2.70) 中 所 有 满足 p < c 的 素数 p 的 


集合 . 那么 有 
Inp 1 
Yo = = —hr+0(1), z> +o, (P) 
pEPa q(z) p e) 


其 中 y 表示 欧 拉 函数 (参看 2.7.2), RW O(1) 与 a EK. 在 例 1 中 有 pld) — 4. 
公式 (P) 恰好 是 说 所 有 具有 常数 公差 d 的 数列 (2.70) 含有 个 数 “ 渐 近 ” 相 等 
的 素数 , H5 a 值 无 关 . 
特别 地 , 当 a=2 及 d=1 时 (2.70) 含有 所 有 素数 . 此 时 有 p(d) =1. 
解析 数论 ”在 上 述 定理 的 证 明 中 , 狄 利克 雷 将 某 些 全 新 的 方法 引进 数论 (BRE 
级 数 、 狄 利克 雷 级 数 及 工 级 数 ), 它们 在 代数 数论 中 也 是 基本 的 . 这 样 , 他 开创 了 一 
个 新 的 数学 分 支 一 一 解析 数论 .2) 


2.7.3.1 素数 定理 
素数 分 布 函数 ”对 于 任意 实数 > > 2, 定义 


勒 让 德 定理 (1798) Jim, me) =0. 
因此 , 比 起 自然 数 , 素数 相当 少 . 


1) (2.70) 中 的 数列 是 一 个 算术 级 数 , 即 相 邻 两 项 之 差 是 常数 : 

如 果 a,d RAH, 那么 (2.70) 中 始终 不 出 现 素 数 , 除非 a 本 身 是 素数 . 

2) 当 高 斯 于 1855 年 去 世 后 , 狄 利克 雷 (1805-1859) 成 为 他 在 哥 廷 根 的 继任 人 .1859 年 
黎 曼 受 命 担 当 这 个 哥 廷 根 的 著名 职位 . F. 克 莱 因 从 1886 年 起 直到 1925 年 去 世 , 也 在 哥 廷 根 , 
希 尔 伯 特 1895 ER HA TASTER, 他 在 此 一 直 工 作 到 1930 年 退休 . 

在 20 世纪 20 年 代 , 哥 廷 根 是 引领 世界 的 数学 和 物理 中 心 ，1933 年 许多 顶尖 科学 家 移居 
国外 , 因而 哥 廷 根 丧 失 了 它 在 世界 科学 中 心中 的 超级 地 位 . 
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素数 基本 定理 ”对 于 大 数 r, 我 们 有 下 列 渐 近 等 式 1) : 


[re ~ E ~ liz,z 一 +00. 


这 是 数学 中 最 著名 的 渐 近 公式 . K 2.5 r(x) 与 liz 作 了 比较 . 


表 2.5 
£ r(x) liz 
103 168 178 
106 78498 78628 
109 50847534 50849235 


欧 拉 (1707 一 1783) 还 相信 素数 是 完全 不 规则 地 分 布 的 . r(z) 的 渐 近 分 布 是 33 
岁 的 勒 让 德 于 1785 年 以 及 14 岁 的 高 斯 于 1792 年 通过 对 对 数 表 的 深入 研究 独立 
地 发 现 的 . 

素数 定理 的 严格 证 明 是 30 岁 的 J. 阿达 马 (1865 一 1893) 及 30 岁 的 C.J. 德 拉 
瓦 莱 普 桑 (de la Valleé-Poussin) 于 1896 年 独立 地 给 出 的 . 如 果 pn 表示 第 n 个 素 
数 , 那么 我 们 有 


Pn ~ nlnn, 7 一 十 oo. 
误差 估计 存在 正常 数 4 和 B 使 对 所 有 z > 2 有 


cT 


re (1-4 r(z)), 


n (x) 


以 及 
A € r(z) < B 
lng ^ “Ing 
黎 曼 陈述 ”我们 有 更 为 精密 的 估计 : 如 果 黎 曼 猜 想 (2.72) 成 立 ,2) 那么 


|r(z) 一 liz| < 常数 .Vzinz， 当 所 有 x > 2. 


1) 这 对 应 于 明显 的 极限 关系 式 


对 数 积分 的 定义 是 
r 1—e& um 
lia; pv | t. lim (| =f =): 
o Int estoo\Jgo Int 14e Int 


2) 1914 年 李 特 尔 伍德 证 明了 当 z 增长 时 差 r(z) — liz 无 穷 多 次 变 号 . 但 车 zo 表示 第 一 
次 变 号 时 的 zx 值 , 那么 根据 S. 斯 凯 韦 斯 (Skewes, 1955) 的 结果 , 有 10700 < zo «10107 . 
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黎 曼 5 函数 黎 曼 考虑 了 函数 


s € C, Res > 1. 


下 列 结 果 产 生 这 个 函数 与 素数 理论 的 惊人 的 关系 : 
欧 拉 定 理 (1737) ”对 于 所 有 实数 s > 1, 有 


II (1 - i) - = (s), (2.71) 


p 


其 中 乘积 展 布 在 所 有 素数 p 上 . 这 表明 : 


黎 曼 (函数 解密 了 所 有 素数 的 集合 的 结构 . 
黎 曼 定理 (1859) 


(i) ¢ 函数 可 以 扩充 为 C — (1) 上 的 解析 函数 , 并 且 在 s = 1 有 一 阶 极点 , 而 在 
此 处 的 留 数 等 于 1, 亦 即 对 所 有 复数 s A 1 有 


(x) = — + 在 点 s 附近 的 宕 级 数 ， 

例如 , c(0) = -3 
(ii) 对 所 有 复数 s 41 有 函数 方程 

nT (5) ¢(s) = re-0/2T (5 = 5) ci — a). 


(iii) C 函数 在 s = —2k(k = 1,2,---) 有 所 谓 平凡 零点 (图 2.5). 


图 2.5 RRC 函数 


2.7.3.2 著名 的 黎 曼 猜想 
1859 年 黎 曼 提出 了 下 列 猜想 : 


CUTE APMP IE Res = 1 E. (2.72) 


27% 论 693 


哈代 定理 (1914) 临界 线 Res = > 上 有 黎 曼 5 函数 的 无 穷 多 个 零点 

现在 已 知 有 一 系列 不 同类 型 但 都 与 黎 曼 猜想 等 价 的 命题 , 大 量 的 借助 于 超级 计 
算 机 完成 的 富有 想象 力 的 方案 和 试验 从 未 给 出 黎 曼 猜想 不 成 立 的 迹象 , 已 计 算出 临 
界线 上 数 十 亿 个 零点 .精密 的 渐 近 估计 表明 5 函数 的 全 部 零点 中 至 少 有 5 在 临界 
线 上 . 


2.7.3.3 歼 曼 函数 与 统计 物理 学 
统计 物理 学 的 基本 认 知 功能 是 可 以 借助 配 分 函数 


yay ge (2.73) 


从 固定 个 数 的 粒子 的 能 量 状态 Fi, Eo,--- 得 出 统计 系统 的 所 有 物理 性 质 . 此 处 T 
是 系统 的 绝对 温度 , k 是 玻 尔 兹 曼 常 量 . 如 果 我 们 令 


E,:— kts-Inn, n=1,2,---, 

那么 我 们 有 
这 表明 黎 曼 〈 函数 是 一 个 特殊 配 分 函数 , 这 说 明了 这 样 的 事实 : 与 5 函数 类 似 类 型 
的 函数 对 处 理 统计 物理 学 的 模型 确实 是 重要 的 (并 且 在 超级 计算 机 上 不 仅仅 是 近似 
的 ). 
2.73.4 黎 曼 5 函数 与 物理 学 中 的 重 正规 化 

不 幸 的 是 , 发 散 的 表达 式 常常 在 统计 物理 学 及 量子 场 论 中 出 现 . 物理 学 家 发 展 
了 不 少 巧 妙 的 方法 去 克服 这 些 困难 并 使 这 些 最 初 无 意义 (发 散 ) 的 表达 式 具有 某 种 
意义 . 这 就 是 物理 学 中 范围 广阔 的 重 正规 化 ; 在 量子 电动 力学 和 标准 模型 中 , 尽管 在 
数学 推理 上 有 含糊 性 , 但 它们 在 现象 上 与 实验 证 据 能 很 好 地 符合 .2) 
例 : n x n 单位 方 阵 In 的 迹 的 值 是 

trIn =1+14+-:-4l=n. 

对 于 无 穷 单位 方 阵 了 我们 得 到 迹 


trl = lim n = oc. 
n—co 


1) 在 保存 在 哥 廷 根 大 学 图 书馆 的 黎 曼 遗 作 中 ， 人 们 发 现 黎 曼 实际 上 已 经 证 明了 这 个 定理 ， 
虽然 他 从 未 将 它 发 表 . 

2) 欧 拉 常 常 研究 发 散 级 数 . 他 的 机 敏 的 数学 直觉 使 他 在 研究 中 得 到 正确 的 结果 . 在 某 种 意 
义 上 重 正规 化 是 欧 拉 方 法 的 扩充 . 数学 物理 中 一 个 著名 的 公开 问题 是 给 出 量子 场 论 严格 的 基础 ， 
在 其 中 重 正规 化 被 更 好 地 理解 并 被 证 明 是 合理 的 . 
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为 了 赋予 trI 一 个 有 意义 的 有 限 值 , 考虑 方程 
n= 3°. (2.74) 


9 
n=1 


4 Res > 1 时 在 收敛 级 数 的 意义 下 这 是 一 个 正确 的 公式 . 按照 黎 曼 定理 , 它 的 左边 
可 以 扩充 为 一 个 解析 函数 , 它 对 于 每 个 复数 s A 1 赋予 一 个 确定 的 值 . 利用 这 个 事 
实 , 我 们 可 以 将 (2.74) 的 右边 定义 为 这 个 确定 的 值 . 在 特殊 情形 s = 0, 右边 形式 上 
是 1+1 十 1 十 .…. 因此 可 以 通过 


fri = (0) = -5 


定义 trI 的 重 正规 化 值 . 在 此 , 正 数 的 “无 穷 和 "1 + 1 十 1 十 .… 奇妙 地 给 出 一 个 负 
数 作为 结果 ! 
2.7.3.5 素数 mod m 的 狄 利克 雷 局 部 化 原理 


Hm 是 正 自然 数 ， 狄 利克 雷 为 了 证 明 他 的 素数 分 布 基本 定理 ,将 欧 拉 定 理 
(2.71) 写成 下 列 形式 : 


ft 
II (1 z xw) = L(s,Xm), 当 所 有 s>1, 


p 


其 中 乘积 展 布 在 所 有 素数 p 上 . 在 此 已 令 


这 个 级 数 称 为 犹 利克 雷 工 级 数 , 符号 xm 表示 狄 利克 雷 特征 ， 这 是 一 个 模 m 的 特 
征 , 定义 是 : 

(i) BUN x’ : Z/mZ >C — (0) 是 一 个 群 同 态 ?. 

(ii) 对 所 有 g € Z 我 们 令 


xx(g)， 当 gcd(gm) =1, 
imlo) -{ 0， ”其 他 情形 


例 : WR m = 1, 我 们 得 xi(g) = 1 对 所 有 g € Z, BA 
L(s,x1) =C(s) 当 所 有 s > 1. 
于 是 狄 利克 雷 L 级 数 推广 了 黎 曼 〈 函数 . 粗略 地 讲 , 我 们 有 
狄 利克 雷 函 数 LCS xm) 解密 了 素数 (modm) 集合 的 结构 .| 


L 函数 理论 可 以 推广 到 其 他 代数 对 象 , 特别 是 代数 数 域 . 
1) WR [g] = g + mZ 表示 9 模 m 的 剩余 类 (参看 2.5.2), 那么 我 们 有 X'([g]) #0, 并 
B. x'([g]lt]) = x’ (lax (E) 对 所 有 g,t € Z. 
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2.7.3.6 FARRAR 

恰好 相差 2 的 两 个 不 同 素数 称 为 李 生 素数 .例如 素数 对 3 与 5, 5 与 7, 以 及 
11 与 13. 一 般 地 , 我 们 猜想 存在 无 穷 多 对 挛 生 素数 . 
2.7.4 inti 

堆 秋 数论 起 源 于 将 数 分 解 为 和 的 形式 . 


2.7.4.1 哥 德 巴赫 猜想 


1742 年 , 哥 德 巴赫 在 给 欧 拉 的 信 中 叙述 了 下 列 两 个 猜想 ; 
(G1) 每 个 偶数 n > 2 是 两 个 素数 之 和 . 
(G2) 每 个 奇数 n > 5 是 三 个 素数 之 和 . 

例 : 我 们 有 下 列 分 解 式 : 


4=2+2, 6=3+3, 8=54+3, 10=7+3, 
UE 
7=34+24+2, 9=54242, 11=7424+2, 13-7343, 


如 果 应 用 分 解 式 m = 3 十 m, 那么 (G2) 可 由 (G1) 立即 推出 . 
行 算 机 检验 表明 对 于 所 有 n < 108 命题 (G1) 和 (G2) 是 正确 的 . 
(G1) 的 证 明 至 今 仍 未 给 出 . 另 一 方面 , 1937 年 维 诺 格拉 多 夫 证 明了 对 所 有 满足 


的 n(G2) 成 立 . 这 个 下 界 有 超过 六 百 万 个 十 进 数 位 . 
2.7.4.2 华 林 问 题 


1770 年 拉 格 朗 日 证 明了 每 个 自然 数 是 四 个 平方 之 和 . 
例 1: 我 们 有 


2=174177+07+0? 及 7=27 41741741? 
也 是 在 1770 F, 华 林 提出 了 猜想 : 对 于 每 个 自然 数 k > 2 存在 自然 数 g(k) 21 


使 每 个 自然 数 n 可 写成 
其 中 mi, m2z,… 是 整数 . 


这 个 猜想 被 希 尔 伯 特 于 1909 年 证 明 . 最 小 的 个 数 是 g(2) = 4( 四 个 平方 )， 
9(3) = 9( 九 个 立方 ), g(4) = 19 (19 UAE). 一 般 情 形 有 估计 


k 
g(k) > 2" + (5) E 当 所 有 k > 2, 
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其 中 [m] 表示 不 超过 m 的 最 大 整数 (高 斯 方 括号 ). 
两 平方 和 的 特殊 情形 ARB n > 2 可 写成 两 个 整数 的 平方 之 和 , 当 且 仅 当 在 n 的 
素 因 子 分 解 式 中 所 有 出 现 的 形 如 


4m+3, m=0,1,2,--- 


WHRAT RAKE. 
费 马 定理 (1659) “一 个 素数 是 两 个 自然 数 的 平方 和 , 当 且 仅 当 它 是 


4m+1, m=1,2,:-- 


形式 的 . 除去 平方 的 顺序 外 , 这 个 分 解 式 是 唯一 的 ， 
例 2: 素数 13 = 4.3 十 1 有 唯一 的 分 解 式 


138—327 4-8*, 
FAN (n) 表示 将 正 自然 数 n 表 为 四 个 平方 之 和 的 不 同 可 能 数 . 
雅 可 比 定理 (1829) 
[Nn) — 8. (n 的 所 有 不 被 4 整除 的 正 因数 之 和 } | 
4| 3: 我 们 有 N(1) = 8.1. 事实 上 , 有 
1= (41)? +0? 4-0 40, 120^ 4 (X1)? +0 +0?, 
120^ +0? +(+1)?+0?, 1=0?+0740? 4 (1)y. 


2.7.4.3 2$ 
Bn 是 正 自然 数 , 我 们 定义 
|P(n) = {mn 分 解 为 正 自然 数 之 和 的 方法 数 }. | 
4| 1: p(3) = 3, 因为 


3=14141, 3=241, 3=142. 


编制 信息 ”定义 分 拆 函 数 = 

ix in 
其 中 p(0) := 1. 这 个 级 数 对 所 有 满足 |g| < 1 的 复数 g 收敛 . 于 是 关于 分 拆 的 所 有 
信息 都 由 函数 P 刻画 , 现在 问题 是 要 机 巧 地 处 理 P 以 得 出 分 拆 信息 , 这 个 问题 是 
欧 拉 解 决 的 . 
欧 拉 定理 ”对 于 所 有 q € C,|g| < 1, 有 收敛 的 乘积 表达 式 


1 
P(q)— [pen 
(1— g^ 


H 
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以 及 


[a-r X; y gt 
n=1 n-—-—oo 
这 些 令 人 吃惊 的 简单 公式 是 欧 拉 用 数值 手段 找到 的 , 求 出 这 些 公式 后 花 了 很 长 时 间 
才 找 到 证 明 . 

欧 拉 递 推 公式 令 p(n):=0 当 n<0. 对 n=1,2,…, 有 


p(n) = Y (-1)**? {p(n — w(k)) + p(n —w(—h))}, 


其 中 w(k) := = (3k? — k). 这 个 级 数 的 最 初 几 项 明显 写 出 是 
p(n)=p(n—1)+pn - 2) - p(n- 5) - p(n = 7) +--> , 
例 2: 
p(2) = p(1) + p(0) = 2, 
p(3) = p(2) + p(0) = 3, 
p(4) = p(3) + p(2) = 5, 


p(200) = 2 972 999 029 388. 


险 代 和 拉 马 努 金 渐 近 公式 (1918) 设 到 := A 当 n oo 时 我 们 有 渐 近 等 式 


雅 可 比 乘积 公式 (1829) ”对 于 所 有 复数 K z=0 H |g| <1, 我 们 有 等 式 


n-—-—oo 


i (1-g™)(1 4g 2)(1— get) = Y a2". 
n=1 


1) 1937 年 拉 马 努 金发 现 p(n) 可 以 表示 为 n 的 收敛 级 数 , 他 的 证 明 应 用 了 戴 德 金 7 函数 


oc 
n(r) p erTi/12 II a pE q?), q= erTi, 


n=l 
它 在 上 半 开 平面 上 解析 (BS [216])， 这 是 表明 深刻 的 模 形 式 理论 的 富有 成 效 的 一 个 典型 例 
子 (参看 1.14.18). 
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2.7.5 “用 有 理 数 及 连 分 数 逼 近 无 理 数 


我 们 考虑 可 以 怎样 用 有 理 数 逼近 无 理 数 的 问题 . 在 这 个 考虑 中 , 连 分 数 起 着 中 
心 作 用 . 连 分 数 最 初出 现 于 17 世纪 . 例如 C. 惠 更 斯 (Huygens,1629 一 1695) 在 其 太 
阳 系 齿轮 模型 的 结构 中 偶尔 使 用 过 连 分 数 , 最 后 试图 用 来 逼近 具有 尽 可 能 少 的 齿 的 
行星 周期 间 的 关系 . 连 分 数理 论 可 回溯 到 欧 拉 (1707 一 1783). 与 十 进 表达 式 不 同 , 连 
分 数 给 出 实数 的 好 结构 的 信息 . 例如 , 无 理 数 通过 有 理 数 的 最 佳 逼 近 是 借助 连 分 数 
解决 的 (参看 2.7.5.3). 通常 连 分 数 比 寡 级 数 要 更 为 有 效 , 它们 还 用 多 种 方式 应 用 于 
计算 机 算法 中 . 
基本 思想 ”由 恒等式 


1 
mb. 
通过 反复 代入 可 得 
V2=1+ 
14 (14 
( art 
及 
V2 —14 : j ;等 等 . (2.75) 
2+ 一 一 4 一 
^ rs 


2.7.5.1 有 限 连 分 数 
定义 ”有 限 连 分 数 是 下 列 形式 的 表达 式 : 


ao + i 
ait 1 
Q2 十 
gc 
1 
1 
Qn-1 + — 
An 
对 此 还 使 用 符号 
[co, ai …… ,@n], 
其 中 d0,01,::: ,an 是 实数 或 复数 , 除 ao 外 总 假定 它们 非 零 . 
例 1: 
1+ = =1+ ig eiege. 
5 65 
1+ S 1+ 3 
1+ 
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I 
[ao, a1] = ao 十 一， 
ai 
a2 


ao, 1, a2] = 一 一 一 二 Qo 十 一 一 一 . 
[ao,@1,a2] = ao + i ao EET 


有 效 算法 ”如 果 应 用 和 迭代 程序 


Pk = Gkpk-i-ctPk-m 大 二 D, L550 Vm (2.76) 


qk = QkQk—1 + qk—2, 


并 取 初 值 p-3:20,p.1:21 BR gq_2 := 1,g-1 := 0, MAA 


例 3: 为 应 用 (2.76) 方便 地 算出 


11 
L, dl = — 
[2, 1,2, 1] 4" 


我 们 应 用 表 2.6 所 示 的 方法 , 在 第 3 行 出 现 的 每 个 数 都 是 它 正 上 方 的 数 an 与 每 3 
行 中 它 前 面 那个 数 之 积 加 上 同行 中 前 一 数 之 前 的 数 而 得 到 . 第 4 行 中 的 数 也 是 类 似 
地 算出 的 . 


R26 EARTH 


n —2 = 0 1 2 3 连 分 数 的 长 度 
an 2 1 2 1 连 分 数 的 分 量 
Dn 0 1 2 3 8 11 XB 
Qn 0 1 1 3 4 ME 
Dn 2 3 8 11 deat 
2.7.5.2 无 限 连 分 数 
定义 ”无限 连 分 数 是 一 个 有 限 连 分 数 
全 一 [oo oo +: san] 


的 序列 (=). 我 们 将 它 记 作 


[oo a1,°--]. (2.77) 
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无 限 连 分 数 (2.77) 称 作 收敛 的 , 如 果 存 在 有 限 极限 


于 是 我 们 将 数 a 与 无 限 连 分 数 (2.77) 相伴 . 
收敛 性 判别 法 ”无穷 连 分 数 (2.77) MH, 当 且 仅 当 无 穷 级 数 


= 
n=1 
发 散 . 我 们 还 有 区 间 套 
Ree cP mahi Be, (2.78) 
q2m G2m+1 


以 及 (一 般 地 说 ) 更 为 精密 的 误差 估计 (2.83). 
例 1: 连 分 数 [ao 21, -- ] 称 为 正则 的 , 如 果 所 有 a; 是 整数 且 a; > 0 当 所 有 7 > 1. 
每 个 这 种 连 分 数 都 是 收敛 的 . 
例 2: HES [1,2] = [1,2,2,---] 收敛 .依据 (2.75), 我 们 有 
V2 = [1,2]. 

实数 通过 连 分数 唯 一 表示 “每 个 实数 a 可 以 唯一 地 写成 连 分 数 . 对 这 种 表达 式 , 我 
们 有 

(i) 如 果 对 应 的 连 分 数 是 有 限 的 , 那么 a 是 有 理 数 2). 

(i) 如 果 对 应 的 连 分 数 是 无 限 的 , 那么 a 是 无 理 数 . 

这 个 定理 为 我 们 给 出 确定 实数 无 理性 的 一 般 性 工具 . 我 们 可 以 计算 它们 的 连 分 
数 , 然后 检验 连 分数 是 否 无 限 . 
例 3: 数 V2 是 无 理 数 , 因为 由 例 2 知 它 的 连 分 数 是 无 限 的 . 
构造 迭代 S po := o, 可 以 借助 下 列 (修饰 的 ) 欧 几 里 得 算法 确定 a 的 连 分 数 . 3) 


1 
po = [po] + —, 
pı 


1 
pı = [pi] + z (2.79) 


请 二 [四 十 二 ,等 等 
ps 


1) 为 简单 记 , 用 上 方 横 线 表 示 周 期 . 例如 
[a, b, c,d] = la, b, c, d,c,d,c,d,---]. 


2) 为 了 避免 在 有 理 数 a 的 表示 a = [a0,Q1,… , a4] 中 出 现 明 显 的 歧义 , 还 假定 an #1 
对 所 有 n > 1, 这 里 给 出 的 算法 自动 地 采取 这 个 约定 . 
3) 此 处 符号 [z] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 (高 斯 方 括号 ). 
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当 在 某 一 步 余数 为 零 时 则 迭代 结束 ， 如 果 令 ao := [po], @1 := [pi], 那么 有 


a = [a0,a1,---]. 


Il 
[o] 
+ 
co 


这 产生 E = [1,2,3]. 
例 5: 欧 拉 确定 了 数 e 的 简洁 的 连 分 数 表 达 式 


e= (2,1, 2n, IT 4. (2.80) 


这 表明 e= [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,---]. 因为 这 个 连 分 数 是 无 限 的 , 欧 拉 在 1737 年 
就 能 证 明 e 的 无 理性 . 直到 150 年 后 埃 尔 米 特 才能 够 证 明 e 的 超越 性 . 
实际 上 , 欧 拉 首先 推导 出 公式 
eR/2 十 1 


e21 


然后 在 能 给 出 严格 证 明 前 先 猜 出 公式 (2.80). 更 多 的 连 分 数 可 在 表 2.7 中 找到 . 


[k,3k,5k,.], k-12,-. 


表 2.7 一 些 特殊 实数 的 连 分 数 


实数 连 分 数 
(V5 — n ok&tt) oT 
5 (V6 - 1) (1 
V2 1,2 
v3 [1, 1, 2] 
v4 [2] 
v5 2,4 
v6 [2,2,4] 
v7 [2, 1, 1, 1, 4] 
e (2,1,2n,1]22 4 
x [3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1,2, 1, 3, 1, 14, --] (没有 显然 表达 式 ) 


黄金 比 ”如果 在 点 > 处 分 割 单位 线段 [0,1], 其 中 


= , (2.81) 
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于 是 得 到 自古 称 为 黄金 比 的 分 割 , 它 被 认为 在 雕塑 、 绘 
a 1 画 及 建筑 中 具有 特殊 的 审美 价值 (图 2.6)， 由 (2.81) 
E26 黄金 比 推出 z2 +2 —1=0, 亦 即 


0) T 


z= 5(V8- 1) 2 0618--- , 


且 有 连 分 数 展开 式 
z = [0,1] = [0,1,1,1,---]. 


值得 注意 这 个 数 具 有 最 简单 的 连 分 数 . 


2.7.5.3 REAME 
主 定理 Ko 是 实 无 理 数 , n > 2 那么 当 p 和 4 是 满足 关系 式 


o«q«q, Zg 
q Qn 


的 整数 时 , 有 


p 
—|<la-—-=-|. 2.82 
Qn | z| ( ) 


推论 设 n= 0,1,2,.…. 对 于 实数 用 有 理 数 有 逼近 的 误差 , 有 估 值 


< l (2.83) 


ES x 
QnQn+1 


例 1 (黄金 比 ): 黄金 比 数 a, = 3(V5— 1) 有 连 分 数 表达 式 a = [UT]. Hen = 
0,1,--- 典范 近似 分 数 是 

pn_0 
1’ 


Qn 


NI 


1 
1 


i Pm 
9  13| | gegr 13-21 ~ 1000 

4| 2: 对 于 V2 = [1,2,2,2,---] 我 们 得 到 典范 近似 分 数 

3 7 17 Al 


2 pP zo 
因此 2 是 V2 的 分 母 < 12 FREIER RUBUS, 由 (2.83) 得 误差 估计 


17 1 3 
=a ae p 
Z z S 72-29 ^ 1000 


1) 另 有 更 强 的 结果 : |agn 一 pn| < laq — pl. 
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5| 3: 对 于 e= [2, 12,1,1,4,1…:]， 典 范 近似 分 数 是 
2 3 8 11 19 87 106 
i? 7? 3° Ar v^ B2" ag" 


因此 x 是 e 的 分 母 < 32 的 最 佳 有 理 逼 近 . 另外 , 还 有 误差 估计 


87 1 1 
|< 的 
32 32.39 ` 1000 


Rea DU EDGE AAKRE OCCUR: e eA TERRE. (BD c 的 
iit, BF 2.7.7). 
Al BES AEE (1842) ”实数 a 是 无 理 数 , 当 且 仅 当 不 等 式 


1 
lao — p| < = 
q 
有 无 穷 多 对 互 素 整数 解 及 g > 0. 
赫 尔 维 茨 最 优 逼 近 定 理 (1891) “对 每 个 无 理 数 a 不 等 式 
Num 1 
5 ZR V592 


(2.84) 


有 无 穷 多 个 有 理解 D. 
常数 V5 是 最 优 的 . D 黄金 比 数 as = 5 (V5 - 1) 是 可 最 差 地 逼近 的 数 . 3) 就 


此 意义 而 言 , ae 就 所 有 实数 中 “最 无 理 的 ”. 
黄金 比 在 混沌 理论 中 的 作用 ”如 果 我 们 有 两 个 厢 合 振荡 系统 ， 其 角 频 率 为 w 和 
we, 那么 共振 情形 


= 有 理 数 


是 特别 危险 的 , 就 实际 情况 而 言 , 在 计算 机 上 只 存在 有 理 数 . 但 经 验 表 明 商 w/w 
的 无 理性 可 以 应 用 例 1 中 黄金 比 的 典范 近似 分 数 在 计算 机 上 对 wi /ws 进行 模拟 ( 参 
看 [212], KAM 理论 ). 

2.7.6 ”超越 数 

实数 的 分 类 (参看 图 2.7) 一 个 实数 称 为 有 理 数 , 如 果 它 是 某 个 形 如 


Cc1t d c9 — 0 


1) 如 果 (2.84) 中 V5 用 大 一 点 的 数 代替 , 那么 总 可 找到 一 个 无 理 数 a 使 这 个 新 的 不 等 式 
(2.84) 仅 有 有 限 个 有 理解 p/a. 
2) 我 们 有 im Jog 一 Pe! g= 3 
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的 方程 的 解 , 其 中 co 和 cl A 0 是 整 系数 , 毕 达 哥 拉 斯 ( 约 公元 前 500 E) 就 已 经 知 
道 数 V2 不 是 有 理 数 . 一 个 实数 或 复数 称 为 代数 数 , 如 果 它 是 形 如 


=I 


CnaT” + Cnt" +- +ar+e=0, nèl (2.85) 


的 方程 的 解 , 其 中 c; 是 整 系数 (对 所 有 j) 且 cn z 0. 代数 数 a 的 满足 的 多 项 式 的 
最 低 次 数 称 为 这 个 数 的 次 数 . 2 次 代数 数 也 称 为 二 次 数 . 

代数 数 的 较 深刻 的 研究 是 代数 数论 的 论题 . 这 个 理论 的 基本 组 成 是 理想 论 , Jn 
罗 瓦 理论 及 p 进 数 理论 . 


有 理 数 无 理 数 


图 2.7 实数 的 不 同类 型 


无 理性 判别 法 则 ”实数 a 是 无 理 数 , 当 且 仅 当 满足 下 列 条 件 之 一 : 
(i) a 的 连 分 数 是 无 限 的 . 
(ii) a 的 十 进 表示 是 非 周期 的 . 
(iii) (高 斯 定理 ) 数 a 是 没有 整数 解 的 整 系数 代数 方程 


z"-be.am" 1 +---+an+e=0, n22 


的 解 . 

其 他 的 判别 法 是 2.7.5.3 给 出 的 狄 利克 雷 丢 番 图 逼近 定理 . 
例 1: 数 V2 是 代数 方程 

321—220 

的 解 因而 是 (二 次 ) 代数 数 . 因为 这 个 方程 显然 没有 整数 解 , 所 以 按 高 斯 定理 V2 是 
无 理 数 . 

不 是 代数 数 的 实数 或 复数 称 为 超越 数 . 超越 数 的 存在 性 是 刘 维 尔 于 1844 年 借 
助 于 他 的 逼近 定理 首先 证 明 的 ( 见 下 面 例 3). 
欧 拉 -- 拉 格 朗 日 定理 ”一 个 实数 是 二 次 代数 数 ,， 当 且 仅 当 它 有 周期 连 分 数 . 
例 2: V2, V3 及 V5 的 连 分 数 是 周期 的 ( 见 表 2.7). 
康 托 尔 的 超越 数 存在 性 定理 (1872) ” 康 托 尔 创立 的 集合 论 的 一 个 惊人 的 成 功 是 , 与 
刘 维 尔 不 同 , 他 能 给 出 超越 数 存在 性 的 完全 初等 的 证 明 . 他 证 明了 : 

(i) 代数 数 的 集合 是 可 数 的 . 

(ii) 实数 的 集合 是 不 可 数 的 . 
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因此 存在 很 多 超越 数 ， 如 果 我 们 取 任 意 一 个 实数 的 紧 区 间 , 那么 超越 数 含 在 这 个 区 
间 中 的 概率 是 1. 在 这 种 意义 下 , 几乎 所 有 实数 是 超越 数 . 
EM REX, 一 个 无 理 数 a 以 实数 k > 0 为 其 逼近 阶 , 如 果 不 等 式 


1 
|*- 引 < 去 
被 无 穷 多 个 有 理 数 p/q(q > 0) HE. HH, 由 此 可 推 知 存在 有 理 数 的 无 穷 序列 


(Pn/Qn) 使 
P. 


a-g «gg; 及 Qam 对 所 有 n==1,2,…， 


定理 ”每 个 无 理 数 的 逼近 阶 至 少 为 2. 
刘 维 尔 逼 近 定理 (1844) n> 1 次 代数 数 的 逼近 阶 至 多 为 n. 
例 3: 数 


i + uc 4 aia 
有 任意 高 的 逼近 阶 , 因此 这 个 数 必定 是 超越 数 .这 样 , 刘 维 尔 能 够 证 明 超 越 数 的 存 
在 性 . 一 个 更 强 的 结果 如 下 : 
罗 特 逼近 定理 (1955)1) 无 理 数 的 最 大 逼近 阶 是 2. 


粗略 地 说 , 这 意味 着 : 


代数 数 只 能 很 差 地 被 有 理 数 逼 近 ， 
而 超越 数 可 以 用 有 理 数 有 效 地 逼近 . 


埃 尔 米 特定 理 (1873) Ble 是 超越 数 . 
林 德 曼 定 理 (1882) Wa 是 超越 数 . 
这 两 个 著名 定理 都 是 下 列 结果 的 特殊 情形 (参看 例 4). 
林 德 曼 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (1882) d$ air ,an 是 两 两 互 异 的 复 代 数 数 , 则 由 


Bye Toc sen =0 


可 推出 至 少 有 一 个 复 系 数 6; 是 超越 数 , 或 者 是 平凡 情形 , 亦 即 pk = 0 对 所 有 k. 
推论 ”如 果 复 数 Z0 是 代数 数 , 那么 复数 


证 45 01:20 & o2 := z. 依照 林 德 曼 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 由 此 非 平 凡 关系 
| (e*)e? + (-1)e* 2 0 
1) K. BF (Roth) 由 于 证 明了 这 个 基本 结果 而 获得 1958 FRAK. 
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可 推出 系数 7 是 超越 数 . 
例 4: (i) 我 们 取代 数 数 z = 1, 可 得 命题 : e 是 超越 数 . 
(ii) 对 于 z = 2ni 数 e* = 1 不 是 超越 数 , 因此 2ri 不 可 能 是 代数 数 , 于 是 x 不 
可 能 是 代数 数 , 从 而 是 超越 数 . 
盖 尔 范 德 - 施 奈 德 定理 (1934) ”复数 


中 至 少 有 一 个 超越 数 , 如 果 我 们 排除 平凡 情形 ( 亦 即 a — 0 或 lna = 0 或 8 = 有 理 
数 ). 

这 个 著名 定理 给 出 希 尔 伯 特 第 7 问题 (于 1900 年 提出 ) 的 解 . 
例 5: 数 

DV5 

是 超越 数 , 因为 序列 2, V5,2Y5 中 只 有 最 后 一 个 数 才 可 能 是 超越 数 . 这 类 命题 早 就 
被 欧 拉 猜测 是 成 立 的 . 
例 6: er 是 超越 数 . 
证 : 我 们 有 er —i ? 三 个 数 i, -2i 及 i” 中 只 有 最 后 一 个 数 才 可 能 是 超越 数 . 


2.7.7 Mo 的 应 用 


圆周 长 的 计算 , 亦 即 数 x 的 计算 起 始 于 远古 时 代 , 并 且 总 是 在 耗费 数学 家 的 才 
智 . 

在 《 旧 约 全 书 》 中 可 以 发 现 数 3 被 作为 x 的 一 个 近似 值 . 在 其 中 《 列 王 纪 (上 )》 
的 第 7 章 第 23 节 中 我 们 可 以 读 到 :“ 他 又 铸 了 一 个 铜 海 , 样式 是 圆 的 , 高 5 肘 , 径 
10 肘 , 周 30 AY.” 

在 古 埃及 (大 约 公元 前 1650 年 始 ) 的 纸 草书 中 我 们 可 看 到 :“ 从 直径 中 去 掉 5 
以 剩余 部 分 为 边 作 正 方形 , 它 将 与 贺 有 相同 面积 ”. 这 给 出 一 个 更 精密 的 近似 值 : 


16\? 
= — = 3.1 DEN 
x ($) 3.16, 


阿 基 米 德 (公元 前 287~ 前 212) RR MWAEZUEBDER, 并 借助 正 96 边 形 得 


到 著名 的 估计 21). 
223 22 


71 «n« T 
car aie ges OD 
因此 我 们 有 rim 3.14, ---, 
zx 的 最 佳 有 理 逼 近 ”我 们 下 面 将 证 明 x 有 连 分 数 


x = [3, 7, 15, 1,292, 1,1, 1,---], (2.86) 
1) 符号 x 是 欧 拉 于 1737 年 引进 的 . 可 能 欧 拉 取 自 希 腊 词 汇 nepipépeia( 意 即 “ 圆 周 ”). 
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它 没有 确定 的 规则 可 循 . 这 个 连 分 数 的 典范 近似 分 数 是 
22 333 355 103993 — 
' 7° 106’ 113' 33102 ’ 
其 中 第 二 个 分 数 就 是 阿 基 米 德 的 近似 值 2. 由 2.7.5.3 的 主要 定理 可 知 车 限制 分 数 
的 分 母 <7, 则 z E n WREG. 类 似 地 , 


355 
- 


是 最 佳 有 理 有 逼近 (EREDE < 113). 由 这 个 分 数 从 (2.83) 得 到 一 个 好 得 令 人 吃 
惊 的 估计 


| 355 1 1 2 175. 


™~713|  gaga  113-33102 
同样 令 人 惊讶 的 是 我 们 发 现在 中 国 数学 家 祖冲之 (430 一 501) 的 工作 中 分 数 (2.87) 
已 经 作为 x 的 一 个 近似 值 . 
1766 年 在 日 本 , 人 们 找到 了 下 列 估计 : 


5419351 ie we 428224593349304 
1725033 136308121570117 ` 


我 们 现在 要 说 明 如 何 导出 x 的 连 分 数 (2.86). 为 此 需要 十 进 估计 


3.14159265358 < x < 3.14159265359, (2.88) 
这 可 以 应 用 后 文 给 出 的 数值 程序 得 到 , 在 此 情形 下 连 分 数 算法 (2.79) 产生 


3.14159265358 = [3, 7, 15, 1,292, 1, 1,1,1,---], 
3.14159265359 = [3, 7, 15, 1, 292, 1,1,1,2,---]. 


这 就 得 到 (2.86). 
韦 达 乘积 公式 ”1579 年 F. 韦 达 首 次 给 出 x 的 解析 公式 . 这 个 公式 是 


其 中 
nyl = 5(1 + Van) 及 ao := 0. 


如 果 我 们 令 bn := [| ax. 那么 我 们 有 估 什 
k=1 
1 


2 
0<bn-—<—, n=1,2,---, 
T 4n 
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由 boo 可 得 x 的 估 值 (2.88). 
沃 利 斯 乘积 公式 ”1655 年 J. 沃 利 斯 在 他 的 专著 Arithmetica. Infinitorum (《 无 限 
算术 》) 中 公布 了 下 列 乘积 公式 


2-1; 2n — T "- FO aan 


牛顿 无 穷 求 和 公式 ”1665 年 22 岁 的 L 牛顿 应 用 级 数 
co 2n — 1) gent 
arcsin t = x^ alc 2n 1! 


并 在 xz = 1/2 的 特殊 情形 得 到 公式 


由 此 他 能 推导 出 x 的 前 14 位 十 进 数 字 . 
ED 求 和 公式 ”1674 fF 28 岁 的 莱 布 尼 茨 借助 几何 的 考虑 发 现 了 下 列 求 


公式 : 
n d d d 
qc ete abe (2.90) 


其 优点 是 极其 简单 .误差 由 第 一 个 被 省 略 的 项 决定 ， 因 此 这 个 级 数 收敛 得 相当 慢 ， 
并 且 不 便于 用 来 计算 x. 
欧 拉 乘积 公式 ”大 约 在 沃 利 斯 之 后 80 年 , 欧 拉 发 现 了 他 的 著名 的 乘积 公式 : 


sinzz = mz Il e =), 对 所 有 z eC. (2.91) 


沃 利 斯 的 乘积 公式 (2.89) 是 这 个 公式 当 z = 1/2 时 的 特殊 情形 . 
q 的 精确 计算 ”和 鲁 道夫 . 范 柯 伦 (Ludolf van Ceulen, 1540—1610) 首先 计算 x 到 
35 位 (十 进 ) 小 数 . 因此 , 有 时 x 也 称 为 鲁 道夫 数 . 

从 18 世纪 起 , J. 梅 钦 (Machin) 公式 


X es 4arctan 1 — arc tan E 
4 5 239 


就 与 arctanz( 参 看 (2.93)) HRM HARE n. 
1) 事实 上 , 这 个 级 数 比 莱 布 尼 茨 早 3 年 已 由 英国 数学 家 J. 格雷 戈 里 (Gregory) 发 现 . 


27 数 论 709 


拉 马 努 金 公式 ”印度 数 学 家 S. 拉 马 努 金 (Ramanujan,1887 一 1920) P F 1914 年 发 
现 公 式 


(4n)![1103 + 26390n] 


(nl) 396m 


这 个 公式 与 深刻 的 模 形式 理论 紧密 相关 (参看 1.14.18). 

哥伦比亚 大 学 (美国 纽约 ) 的 D. 丘 德 诺 夫 斯 基 (Chudnovsky) 和 G. 丘 德 诺 夫 
斯 基 兄 弟 应 用 类 似 于 上 述 拉 马 努 金 公式 的 被 修饰 过 且 非 常 复杂 的 公式 , 将 数 x 计算 
到 20 多 亿 位 (准确 地 说 是 2 260 321 336 fi). 
博 温 兄弟 的 迭代 方法 ”下 述 引 人 注 意 的 迭代 方法 是 P. 博 温 和 J. 博 温 (Bouwein, 加 
拿 大 滑铁卢 大 学 ) 兄弟 提出 的 : 


1— (1— yi) * 
ae a =0,1,---, 
Yn41 1x y) LU ， 


Qn+1 = (1 + inyi) Oa si 2219. aal + Yn4+1 + 92 ui), 


其 初 值 yo := V2 — 1, ao := 6 - AV2, 有 


lim a =. 
n= An 
这 个 序列 的 收敛 速度 是 如 此 惊人 , 只 需 15 次 迭代 就 足以 将 x 的 值 算 到 20 亿 位 . 
这 个 方法 是 现代 数学 的 革命 性 的 标志 , 高 效能 计算 机 提出 全 新 的 方法 和 算法 的 
BR, 我 们 将 其 称 为 “科学 计算 ”. 
一 般 连 分 式 ”一 般 连 分 式 是 下 面 形式 的 表达 式 : 


这 个 表达 式 也 记 作 


1) 拉 马 努 金 (1887 一 1920), 由 于 其 天 赋 过 人 , 是 数学 史上 最 令 人 惊异 的 人 物 之 一 . 他 发 现 
了 许多 难以 置信 的 复杂 的 数学 公式 .通过 他 给 英国 大 数学 家 G. H. 哈代 (Hardy 1877—1947) 
的 一 封 信 , 哈代 看 出 了 拉 马 努 金 的 数学 才能 并 于 1914 年 邀请 他 到 英格兰 . 拉 马 努 金 的 笔记 , 是 
看 似 来 自 另 一 个 世界 的 数学 公式 的 宝库 , 成 为 数学 文献 中 独特 无 双 的 论著 . 对 于 对 其 深刻 的 数学 
魅力 感 兴趣 的 人 , 我 们 强烈 地 推荐 这 个 笔记 的 包含 证 明和 评论 的 现代 版 本 [263]. 
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bi by b, 
oot he eee. 
在 b; = 1( 当 所 有 j) 的 特殊 情形 , 我 们 得 到 2.7.5.1 中 的 表达 式 [ao,… , an]. 
zx 的 无 理性 的 勒 让 德 证 明 (1806) 1766 年 J. 兰 伯 特 (Lambert,1728 一 1777) 发 现 


(H) 连 分 式 ? 
a 2 — Aa — tee 
tan pu - 2 ] 
由 这 个 表达 式 可 知 当 z 0 是 有 理 数 时 tan z 的 无 理性 . 特别 地 , 由 表达 式 
tan? ex] 
的 有 理性 推出 x 是 无 理 数 . 兰 伯 特 给 出 的 证 明 包含 一 个 疏漏 ， 直到 1806 AH 
让 德 弥 补 . 
早 在 2000 多 年 前 , 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 就 猜测 a 的 无 理性 , 其 原始 形式 是 
一 个 圆 的 半径 和 周 长 不 可 公 度 . l 
林 德 曼 关 于 化 圆 为 方 不 可 能 性 定理 (1882) F. 林 德 曼 于 1882 年 证 明了 x 是 超越 
数 , 作为 其 推论 是 古代 化 圆 为 方 问题 的 否定 性 解答 (BF 2.6.6). 
x 的 一 般 连 分 式 ” 对 于 所 有 实数 , 我 们 有 收敛 连 分 式 


arctan z= 74, E | 二 + 
l 3 5 7 (2.92) 


与 此 不 同 , BR 3 5 
arctanz 一 了 一 二 十 二 - + (2.93) 


仅 当 15 < x < 1 收敛, 如 果 我 们 应 用 

z = arctan 1, 
那么 在 (2.93) PR z = 1 可 得 莱 布 尼 茨 级 数 (2.90), 它 收敛 得 很 慢 . 为 将 x 计算 到 
第 7 位 , 我 们 大 约 要 取 莱 布 尼 茨 级 数 的 10° 项 . 在 (2.92) 中 取 x = 1 Bit 9 项 ， 
就 可 得 到 x 的 具有 相同 精密 度 的 近似 值 . 一 般 地 , 我 们 有 非常 正则 的 表达 式 


x1 1? BE. 
4 1 3 5 7 (2.94) 
2.7.8 高 斯 同 余 式 


定义 设 a,b 及 m 是 整数 , 按照 高 斯 , 记 


当 且 仅 当 差 a b 被 m 整除 . 此 时 , a 和 称 为 对 于 模 m FA. 
1) 这 个 连 分 式 对 所 有 不 是 tan z 的 极点 的 复数 z 收敛 


IK 
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例 1: 5 三 2 mod 3, 因为 3 整除 5 一 2. 

运算 法 则 (ija =a mod m. 
(ii) H a =b mod m 可 推出 = a mod m. 
(iii) H a =b mod m & b = c mod m 可 推出 a = c mod m. 
(iv) H a =b mod m & c= d mod m 可 得 


a+c=b+dmodm 及 ac= bd mod m. 
定理 WR sm 是 互 素 的 正 自然 数 , 那么 方程 


ts 三 1 mod m 


有 正 整 数 解 t. 
费 马 (1640) 和 欧 拉 (1760) 定理 ”对 于 正 自然 数 a 和 m, 如 果 它 们 互 素 , 那么 


其 中 yp(m) 表示 整数 1,.… ,mm 中 与 m 互 素 的 数 的 个 数 ( 即 欧 拉 y 函数 , 参看 2.7.2). 
例 2: 对 于 不 整除 a 的 素数 p 有 


定理 的 这 种 形式 最 初 是 费 马 提 出 的 . 
2.7.8.1 费 马 - 欧 拉 定 理 在 编码 理论 中 的 应 用 
200 多 年 前 费 马 - 欧 拉 定 理 仅 被 看 成 纯粹 数学 中 的 一 个 结果 . 然而 , 在 1977 年 
里 夫 斯 特 (Rivest), 沙 米尔 (Shamir) 及 阿 德 莱 曼 (Adlemann) 公布 了 下 列 简单 得 
令 人 难以 置信 但 却 非 常安 全 的 码 , 它 的 基础 就 是 我 们 上 面 所 说 的 定理 , 并 且 现 在 它 
已 被 广泛 地 应 用 . 
操作 器 的 准备 ”(i) 取 两 个 素数 p 和 q, 它们 的 大 小 大 约 为 10199, 并 且 要 予以 保密 . 
(ii) 作 乘 积 
并 计算 v(m) = (p — 1)(q- 1). 


(iii) 取 另 一 个 自然 数 s, 使 适合 1 < s < v(m). 
(iv) 发 送信 息 的 人 (公开 地 ) 给 出 两 个 数 


信息 编码 ”将 信息 简单 地 编码 为 单个 自然 数 
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方法 如 下 : 将 每 个 字母 对 应 于 (例如 ) 一 个 两 位 数 10,11, 12,---, 并 将 信息 中 的 每 个 
字母 换 为 所 对 应 的 两 位 数 . 于 是 将 它们 连接 起 来 就 得 到 一 个 大 数 n, 然后 用 m ER 
数 n, 将 余数 7 输送 到 操作 器 中 , 亦 即 只 将 满足 


的 数 r 作为 发 出 的 信息 . 
用 操作 器 将 信息 译 码 ”在 此 要 从 余数 7 构造 出 原来 的 数 n. 
因为 p(m) 5 s HR, 所 以 存在 自然 数 t>1 使 


ts = 1 mod yp(m). (2.95) 


定理 r2 n mod m. 

现在 操作 器 恰 是 用 m ER rt. 这 里 的 余数 就 是 要 找 的 数 n. 注意 从 m 的 大 小 
可 知 总 有 n<m. 
定理 的 证 明 : 由 费 马 - 欧 拉 定理 有 


n*U? z 1 mod m. 


由 (2.95) 知 存在 一 个 整数 k 适合 ts =1+kp(m). 由 此 推出 
ri=n =n Ym =n mod m. 

方法 的 安全 性 ”如 果 某 个 “入 侵 者 ”要 破译 信息 , 那么 他 必须 知道 数 t, 亦 即 p(m) = 
(p— 1)(q — 1). 为 得 到 这 个 数 , 他 必须 确定 数 m 的 素数 分 解 式 , 而 数 m 对 他 是 已 
知 的 . 这 个 方法 的 诀 穿 就 在 于 所 选取 的 数 p 和 4 的 大 小 , 使 得 还 没有 任何 计算 机 能 
在 合理 的 时 间 内 确定 出 p 和 4 的 因数 . 

因为 计算 机 始终 在 发 展 , 功能 越 来 越 强大 , 因此 只 有 当 我 们 不 断 地 选取 新 的 更 
大 的 数 p 和 gq 才能 保证 方法 的 安全 性 . 

如 果 我 们 找到 某 个 将 大 整数 快速 分 解 为 素数 之 积 的 算法 , 那么 上 面 的 方法 将 变 
得 不 安全 . 由 于 这 个 原因 , 所 有 在 这 个 领域 从 事 研究 的 数学 家 都 被 国家 安全 委员 会 - 
严密 地 监控 


2.78.2 ZEK 


我 们 研究 下 列 两 个 方程 的 可 解 性 : 
I 
及 
em 


勒 让 德 符 号 我 们 令 
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高 斯 二 次 互 反 律 (1796) WR p 和 g 是 大 于 2 的 素数 , 那么 有 


SEE 


另外 , 对 于 勒 让 德 符 号 , 我 们 有 


(z)-cae, = 


历史 评注 “这 个 定理 是 欧 拉 0722). Sibf& (1785) 及 高 斯 独立 地 凭借 经 验 发 现 的 . 
高 斯 给 出 第 一 个 完全 的 证 明 . 这 个 定律 及 其 许多 推广 表述 了 我 们 熟知 的 数论 中 最 深 
刻 的 基本 性 质 . 

例 : 设 p = 4m 十 1 是 素数 , 其 中 n 是 某 个 正 自然 数 , 那么 方程 


seal mod p 


有 一 个 解 , 这 是 因为 (=) =L 
高 斯 定理 (1808) 设 es := er 其 中 p 是 素数 . MAA 
» S Vp, “4p = 1 mod 4, 
-— NP i/p, “4p 三 3 mod 4. 
这 种 类 型 的 和 称 为 高 斯 和 . 高 斯 甚至 花费 很 长 时 间 去 证 明 这 个 结果 . 
2.7.9 ”闵可夫 斯 基数 的 几何 
格 Bb, o ,bn 是 空间 及 "的 线性 无 关 的 列 向 量 , n > 2. 集合 
L= | FP Qkbk 
E 


称 为 R^ 中 的 格 . 数 Vol(L) := |det(b1,… ,bn)| 等 于 b1,… ,b 所 张 成 的 n 维 方 
体 的 体积 , 并 称 为 格 体积 . 

闵可夫 斯 基 格 点 定理 (1891) 设 工 是 一 个 格 , C 是 关于 原点 中 心 对 称 的 凸 集 , 亦 即 
Hae C 可 推出 -zw eC. 如 果 对 于 C 的 体积 Vol(C) 不 等 式 


Quit on ea} 


Vol(C) > 2”Vol(L) 


被 满足 , 那么 C 含有 一 个 格 点 x £0. 
例 : 如 果 C 是 R? 中 中 心 在 原点 的 球 , H Vol(C) > 8, 那么 C 含有 某 个 格 点 x 40. 
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2.7.10 ”数论 中 局 部 -整体 基本 原理 


2.7.10.1 赋值 
定义 设 天 是 一 个 给 定 的 域 . 域 K 上 的 ( 实 ) 赋值 对 于 每 个 元 素 ze K 相伴 一 个 
实数 v(x) 2 0, 且 具 有 下 列 性 质 : 

(i)v(z) 2 0 HENX z = 0. 

(i)v(rg) = v(x)v(y) 及 v(z +y) < v(z) + v(y) 对 所 有 x,y € K. 
4| 1: v(0) 20 及 v(z) = 1( 对 所 有 x #0), 这 是 一 个 平凡 的 赋值 . 
例 2: XQ 是 有 理 数 域 . + 

Voo(T) := |z], 

它 产生 Q 上 的 一 个 赋值 . 

如 果 是 素数 , 那么 Q 中 的 每 个 数 可 以 写成 


qx" 
= 5P > 


其 中 m 是 整数 , HB a 和 5 不 能 被 p 整除 . 如 果 我 们 令 


那么 我 们 得 到 所 谓 Q 上 的 p HRE. 


2.7.10.2 p 进 数 
每 个 度量 空间 都 可 以 扩张 为 完全 度量 空间 . 这 个 扩张 在 等 距 同 构 的 意义 下 是 唯 
一 的 (参看 [212]). 
有 理 数 域 Q 借助 定义 
d(x, y) := Voo(x — y) 


成 为 一 个 度量 空间 , 这 个 度量 空间 的 完备 化 产生 实数 域 及. 
如 果 在 上 述 过 程 中 应 用 p 进 赋值 , 那么 Q@ 关于 度量 


d(x,y) :一 ztz 一 切 
的 完备 化 产生 p 进 数 域 Qr. 
例 : 无 穷 级 数 》 an 在 Q 中 收敛 , 当 且 仅 当 (an) KAF 0. 


n=0 
具有 如 此 简单 性 的 结果 在 及 中 不 成 立 . 
奥 斯 特 罗 夫 斯 基 定 理 (1918) ”如 果 有 一 个 有 理 数 域 上 的 非 平凡 赋值 v, 那么 R 关于 
度量 d(x,y) := v(z — y) 的 完备 化 或 者 是 域 R, 或 者 是 某 个 p HBL Qp. 
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附注 “如 果 我 们 采纳 有 理 数 由 自然 数 唯一 确定 的 观点 , 那么 奥 斯 特 罗 夫 斯 基 定 理 表 
明 经 典 的 由 Q BR 的 抽象 化 就 是 不 必要 的 , 更 确切 地 说 , 所 有 的 p HR Q 作为 
同一 个 域 (度量 空间 ) 的 可 能 的 完备 化 . 

p 进 数 是 K. 享 泽 尔 (Hensel) 于 1904 年 引进 数论 中 的 , 并 从 此 证 明 它们 是 基本 
的 . 有 许多 数学 家 和 物理 学 家 认为 理论 物理 至 令 如 此 不 完全 , 是 因为 由 于 历史 的 原 
因 直 到 现在 它 仍然 限于 实数 而 不 考虑 其 他 的 域 Q. 


2.7.10.3 ”闵可夫 斯 基 - 哈 塞 定理 


我 们 考虑 方程 
2.98) 


其 中 ai,.… ,an 是 有 理 数 , 全 不 为 零 . 
定理 ”如 果 对 于 K =R K K =Q (p 是 任意 素数 ) 方程 (2.98) 有 非 平凡 解 


ZE (2.99) 


那么 它 也 有 非 平 凡 解 
T1,- ,Tn EQ. (2.100) 


附注 称 (2.99) 中 的 解 是 局 部 的 , 而 (2.100) 中 的 解 是 整体 的 . 于 是 这 个 定理 告诉 
我 们 , 由 方程 (2.98) 的 局 部 可 解 性 可 推出 它 的 整体 可 解 性 .这 是 数论 中 一 般 的 局 
部 -整体 原理 的 一 个 特殊 情形 , 并 表明 了 p 进 数 域 的 基本 性 质 . 


2.7.11 理想 和 因子 理论 


每 个 整数 可 以 写成 素数 乘积 . 这 个 事实 对 于 任意 环 不 正确 ,对 于 其 更 抽象 的 提 
法 , 我 们 必须 应 用 因子 理论 (参照 图 2.8). 

理想 论 的 出 发 点 是 库 默 尔 1843 年 以 来 的 工作 , 其 中 包括 费 马 大 定理 的 不 正确 
AY “EHR”. 狄 利 克 雷 看 出 了 这 个 错误 , 具体 地 说 , 就 是 数 的 素数 分 解 在 任意 环 中 不 
成 立 . 据 此 , 库 默 尔 研究 了 分 解 问题 . 他 引进 了 理想 数 , 使 他 能 证 明 一 般 化 的 分 解 定 
H, 从 而 能 够 在 某 些 特殊 情形 给 出 费 马 大 定理 的 正确 证 明 . REEF 1871 年 引进 
了 理想 的 一 般 概念 从 而 创立 了 理想 论 , 它 现 在 应 用 于 算 子 代数 , 在 现代 数学 物理 中 
起 着 重要 作用 (参看 [212]). 


2.7.11.1 基本 概念 


设 R 是 具有 单位 的 整 环 , 亦 即 R 是 无 零 因子 的 交换 环 . 
单位 RR 的 元 素 = 称 为 单位 , WR e 也 属于 R. 
例 1: 在 整数 环 Z 中 仅 有 的 单位 是 土 1. 
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素 元 “ 坏 的 元 素 p 称 为 素 的 或 不 可 约 的 , WR p z 0, p 不 是 单位 且 由 分 解 式 
p=ab 


可 推出 a 或 b 是 单位 . 
唯一 分 解 为 素 元 (ZE) WR 称 为 因子 分 解 环 (或 唯一 因子 分 解 环 ), SAMAK 
中 每 个 非 零 元 素 可 唯一 地 ( 除 因子 顺序 外 ) 表示 为 素 元 之 积 . 
例 2: 整数 环 Z 具有 这 种 性 质 . 
2.7.11.2 主 理想 整 环 和 欧 几 里 得 环 

设 RR 是 有 单位 的 交换 环 . 
理想 RR 的 非 空 集合 « 称 为 一 个 理想 , 如 果 它 具有 下 列 两 个 性 质 : 

(i) 从 a,b € y THH a—be x. 

(i) Hac 及 rER 可 得 rae x. 

注意 这 些 性 质 恰好 是 说 x 关于 加 法 及 与 R 中 的 元 素 的 标量 乘法 是 封闭 的 . Bl 
此 , 理想 是 群 论 中 的 正规 子 群 在 环 中 的 类 似 物 . 实际 上 , 群 论 中 将 正规 子 群 刻画 为 群 
同 态 的 核 的 同 态 定理 , 其 类 似 物 对 于 理想 也 成 立 : R 的 子 集 uw 是 一 个 理想 , 当 且 仅 
当 它 是 环 同 态 的 核 . 

我 们 用 (a) 表示 最 小 的 包含 元 素 a 的 理想 . 可 明显 地 表示 (a) = {ralr € R}. 
这 种 理想 称 为 主 理想 . 
主 理想 环 ”一 个 有 单位 的 整 环 称 为 主 理想 环 , 当 且 仅 当 环 中 每 个 理想 都 是 主 理想 . 
定理 1 每 个 主 理想 环 都 有 唯一 分 解 为 素 元 之 积 的 性 质 . 
欧 几 里 得 环 ”一 个 有 单位 的 整 环 RR 称 为 欧 儿 里 得 环 , 如 果 对 于 环 中 每 个 元 素 + 关 0 
存在 整数 h(r) > 0 使 得 

(i) h(rs) 2 h(r) 对 所 有 7r 关 0 及 s 关 0. 

(ii) 对 于 环 中 任意 两 个 元 素 a M b, E. b z 0, 存在 表达 式 


a=qb+r, 


其 中 或 者 + = 0, 或 者 h(r) < h(b). BMA: RZ RAR. 
定理 2 每 个 欧 几 里 得 环 是 主 理想 环 . 
例 1: 整数 环 Z 是 欧 几 里 得 环 , B. h(r) := |r]. 
例 2: WE K 是 一 个 域 , 那么 所 有 未 定 元 z 的 系数 在 K 中 的 多 项 式 组 成 的 环 K[z] 
是 殴 几 里 得 环 . 多 项 式 的 高 是 它 的 次 数 . 
K[z] 中 的 单位 是 天 中 的 非 零 元 素 . K[z] 中 的 不 可 约 元 素 称 为 不 可 约 多 项 式 . 
多 项 式 环 K(x] 不 是 主 理想 环 . 
素 理想 和 准 素 理想 Ko 是 环 RR 中 的 一 个 理想 . 
(i) J 称 为 素 理想 , 如 果 商 环 R/o/ 没有 零 因 子 . 


2.7 数 ie 717 


(ii) J 称 为 准 素 理想 , WR R/ A PHEAF EST EHR MEAS). 
定理 3 ”对 于 每 个 准 素 理想 of 存在 素 理想 of, CHR 中 所 有 为 x 的 元 素 的 某 
个 震 的 那些 元 素 组 成 . 

例 3: 在 整数 环 Z rp, 理想 (p) 是 素 理想 , SAM p 是 素数 (这 个 事实 解释 了 素 
理想 这 个 术语 ). 

另外 , (a) 是 准 素 理想 , WR a 是 某 个 素数 的 寡 . 


欧 几 里 得 环 
主 理想 环 
per d an Lac 
唯一 因子 分 解 环 诺 特 环 
拉 斯 克 - 诺 特定 理 


图 2.8 不 同类 型 的 环 间 的 关系 


2.7.11.3” 拉 斯 克 - 诺 特定 理 

我 们 用 (a1,…… ,an) 表示 最 小 的 含有 元 素 a1,… ,as 的 理想 (我 们 还 称 它 为 由 
元 素 a1,… ,as 生成 的 环 ). 
诺 特 环 一 个 环 称 为 诺 特 环 , 如 果 它 是 交换 的 , 并 且 它 的 每 个 理想 都 是 由 有 限 多 个 
元 素 生成 . 
希 尔 伯 特 基 定 定理 (1983) WE R 是 具有 单位 的 诺 特 环 , 那么 每 个 n 个 未 知 元 系 
数 在 R 中 的 多 项 式 环 Rz ,zn] 也 是 这 样 的 环 . 

下 列 定理 是 因子 理论 中 的 主要 结果 . 
E. 拉 斯 克 (Lasker)(1905) 和 E. 诺 特 (Noether)(1926):E38 Wt R 是 诺 特 环 . 那 
么 R 中 的 每 个 理想 可 以 不 可 缩减 地 表示 为 一 些 准 素 理想 的 交 ， 且 与 这 些 准 素 理想 
相伴 的 素 理 数 互 不 相同 . 

任何 两 个 这 样 的 表示 中 准 素 理想 ( 除 顺序 外 ) 个 数 相 同 , 且 具 有 相同 的 相伴 素 
理想 的 乘积 设 of 和 多 是 环 R 中 两 个 理想 , 我 们 用 

AB 

表示 最 小 的 包含 所 有 乘积 ab( 其 中 a € ,be 多 ) 的 理想 . 另外 , BOA 和 理想 
论 中 的 和 yf + 多 := {a 二 bla e ,be B} 也 是 理想 . 
2.7.12 “对 二 次 数 域 的 应 用 
域 Q(Vdj Kd 是 一 个 整数 且 dz0,dz1 还 设 d 是 无 平方 因子 的 , 亦 即 不 被 任 
何 完全 平方 数 整除 . 按 定 义 , 二 次 数 域 Q(Vd) 由 所 有 形 如 
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a+bvd, a,bE€Q 


的 数组 成 , 其 中 Q 是 有 理 数 域 . z := a b/(d) HAHEI 
z :=a—bvd. 
此 外 , 我 们 用 下 列 公 式 定 义 数 z 的 范 数 N(z) 和 迹 tr (z). 
N(z):= zz 及 tr(z):= 2+. 


定理 1 域 Q 的 每 个 二 次 扩 域 K 同 构 于 二 次 数 域 Q(Vd)( 对 于 某 个 d). 
QEK 上 的 伽 罗 瓦 群 由 自 同 构 y+: K 一 KK 组 成 , 其 中 定义 


py(zji=z Æ eux). 


整数 数 ze Q( Vd) 称 为 整数 , 如 果 它 满足 一 个 形 如 


-1 


z” 4+ An-12" +---+aiz+a0=0 


的 方程 , 其 中 ao,… ,an_1 是 (AH) BAR n 是正 自然 数 . Q(Vd) 中 整数 的 集合 
WA 6( 或 为 了 明显 表示 与 d AXR, WA 64). 它 是 一 个 环 , 并 称 为 K 的 整数 环 . 
定理 2 WE d=2 mod 4 &d23mod4 f 


€4:— (a -bvd|a,b e Z}, D := 4d, 


以 及 对 于 d=1 mod 4 有 


Oii {ert 


abez}, D:=d. 


在 这 里 出 现 的 数 D 称 为 域 Qd) 的 判别 式 . 2) 
推论 环 6 中 的 单位 是 


+1, +i 4 dc, 
Lm: 4d=-3 H 7: el, 
1,-1 aM d< 0,d £ -1,-3, 


+e kEZ Md»0. 
此 处 我 们 有 。 := zx 十 yVd, 而 (z,y) 是 费 马 方程 zz — dy? =1,2,y € N 的 最 小 解 
(参看 3.8.6.1). 这 个 单位 称 为 Qd) 的 基本 单位 . 


1) 为 区 分 通常 的 整数 和 数 域 中 的 整数 , 我 们 称 前 者 为 有 理 整 数 . 
2) 范 数 、 迹 、 判别 式 以 及 数 域 的 整数 等 概念 ,都 是 很 一 般 的 , 并 且 可 以 对 任何 数 域 定义 . 
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戴 德 金 基本 分 解 定 理 (1871) Ca 是 一 个 环 , 在 其 中 每 个 理想 o 关 0 可 以 唯一 地 
( 除 顺序 外 ) 表示 成 素 理想 之 积 . 
例 1: 设 d — —5. 在 域 Q(-V-5) 中 数 9 有 两 个 素 元 素 分 解 式 
9—3.3 

及 

9 = (2+ V—5)(2 — V—5), 
亦 即 在 环 6_s 中 分 解 为 素 元 不 是 唯一 的 . 但 如 用 主 理想 (9) 代替 数 9, 那么 可 得 唯 
一 的 分 解 式 


(9) = 72, 
其 中 多 := (3,2 + /—-5) 及 2 := (3,2 一 V-5) 都 是 素 理想 . 
例 2: (i) Wd « 0. 那么 65 NA 
d= —1,—2, —3, —7, —11,—19, —43, —67, 168. 

为 唯一 因子 分 解 环 . 恰当 d= —1,—2, 3, 7 及 —11 时 0a 是 欧 几 里 得 环 . 

(ii) 设 d > 0. 那么 64 是 欧 几 里 得 环 当 且 仅 当 

d = 2, 3, 5, 6, 7, 11,13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73. 

这 些 环 6, 也 是 唯一 因子 分 解 环 . 完全 确定 哪些 0, 是 因子 分 解 环 至 今 仍 是 一 个 未 
解决 的 问题 . 
分 式 理想 Q(Vd) 的 子 集 o 称 为 分 式 理想 , 如 果 

(i) x 的 元 素 恰 为 Q(Vd) 中 具有 下 列 形式 的 元 素 : 


Q1Z1 Toe 十 ann, 


其 中 z1,… ,zn 是 Q(Vd) 中 的 固定 的 数 , 系数 a1,.… , an 是 Z 中 的 任意 数 . 

(i) Hy € a 及 re O04 可 得 rz€ x. 
例 3: Og 是 分 式 理想 . 

两 个 分 式 理想 of 和 BRASH, 如 果 o = kd, Bk AO Qd) 中 的 
固定 的 数 . 如 果 必 和 多 是 公式 理想 , 那 以 用 

AB 

表示 最 小 的 含有 所 有 乘积 ab( 基 中 a € ,bE B) 的 分 式 理想 . 
Q(Vd) 的 基本 类 数 Qd) 的 分 式 理想 的 等 价 类 的 集合 关于 乘法 SB 形成 一 个 群 ， 
称 为 Q(Vd) 的 类 群 ; 这 个 群 的 阶 称 为 Q(Vd) 的 类 数 , 它 通 常 记 作 h, 或 者 为 表明 它 
与 域 Q(Vd) 的 关系 , 记 作 h(d). 

这 些 概念 都 可 在 1801 年 发 表 的 高 斯 的 Disquisitiones arithmeticae (《 算 术 研 
究 》) 中 找到 . 类 数 越 大 , 则 域 Q( Vd) RH Cu 的 结构 就 越 复 杂 . 
定理 3 6, 是 主 理想 环 , HHNH Q(Vd) 的 类 数 等 于 1， 亦 即 在 等 价 意 义 下 在 
Q(Vd) 中 只 有 一 个 分 式 理想 . 
例 4: 例 2 中 的 所 有 欧 几 里 得 环 都 是 主 理想 环 , 其 类 数 为 1. 


| 
+ 
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2.7.13 ”解析 类 数 公式 


1855 年 高 斯 去 世 后 格 丁 根 大 学 任命 狄 利克 雷 为 高 斯 的 
继任 者 , 试图 以 此 保持 半 个 世 以 来 该 校 由 于 拥有 在 所 有 在 世 
数学 家 中 名 列 第 一 的 学 者 而 赢得 的 声望 . 
E. 库 默 尔 (1810 一 1893) 
狄 利克 雷 (1805—1859) 是 第 一 个 在 数论 中 系统 应 用 解析 方法 的 人 , 并 由 此 开 


创 了 现在 称 为 解析 数论 的 分 支 . 在 其 他 方面 , 他 还 应 用 他 的 工 函数 得 到 类 数 公式 . 
类 数 公 式 ”对 于 Q(Vd) 的 类 数 h(d), 我 们 有 


i 4 d=-1,-3, 


hld) =4 EVID, Ad <0,d¥-1,-3, 
VD 


2lne 


其 中 D 是 域 Q(Vd) 的 判别 式 , e 是 基本 单位 ,另外 ， 


L(ü,x) 当 d>0， 


L(s, Xx) := 2 mm 
以 及 
II (5). 24 d= 1 mod 4, 
pid NP 
_1)(-1)/2 Ha MA 了 一 
x(n) := (=1) (3): 24 d=3 mod 4, 
CD (2), d= 26 m6 omnt 


pló 


XBp- E £0 DO D. 乘积 展 布 在 d 的 所 有 素 因 子 上 (第 3 个 式 子 中 


是 展 布 在 5 的 素 因 子 上 ). BA, (3) 是 勒 让 德 符号 (参看 278.2) x 称 为 QUÀ) 
的 特征 . 
2.7.14 ”一 般 数 域 的 希 尔 伯 特 类 域 论 


数 域 理论 就 像 是 极其 壮观 而 又 和 谐 的 建筑 学 杰作 . 


D. 希 尔 伯 特 (Hilbert) 
Zahlbericht (《 数 论 》)(1895) 
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类 域 论 的 最 终 目 的 是 给 出 所 有 域 的 一 个 完全 的 分 类 . 在 看 似 简单 的 代数 数 域 的 
情形 , 这 已 经 具有 相当 的 挑战 性 . 

数 域 的 阿 贝尔 域 扩张 K 到 工 的 域 扩 张 称 为 阿 贝 尔 域 扩 张 , 如 果 这 个 扩张 的 伽 罗 
瓦 群 (参看 2.6.2) 是 阿 贝 尔 群 , 即 交换 群 . 

一 个 代数 数 域 是 有 理 数 域 的 有 限 域 扩张 . 如 果 K 是 代数 数 域 , 那么 我 们 要 确定 
K 的 所 有 阿 贝 尔 域 扩张 L. 

为 此 我 们 考虑 K 的 一 个 特殊 的 有 限 域 扩张 H(K), 它 称 为 K 的 希 尔 伯 特 类 域 . 
R H(K) 包含 K 的 阿 贝尔 扩张 的 重要 信息 . 

例 : K = Q(—5) 的 希 尔 伯 特 类 域 是 H(K) = Q(i, V(5)), 亦 即 H(K) 是 K 的 最 
小 的 含有 i 的 V5 的 域 扩张 . 

以 同调 代数 ( 群 的 上 同调 ) 为 基础 且 包 含 深刻 的 互 反 律 的 现代 类 域 论 的 代表 作 
可 见 [287] 和 [282]. 在 这 个 理论 中 , 应 用 了 局 部 -整体 原理 的 范围 广泛 的 推广 , 这 种 
推广 将 理想 论 与 赋值 论 相 结 合 , 并 推广 了 p 进 数 的 理论 (参看 2.7.10.3). 

希 尔 伯 特 理论 的 出 发 点 是 下 列 克 罗 内 克 和 韦伯 (1887) 的 经 典 结 果 . 
定理 ”有理数 域 Q 的 每 个 有 限 阿 贝尔 扩张 L 含 在 分 圆 域 Q(C) P. 
附注 1. 记号 C := e" 是 n 次 单位 根 , QOC) 表示 Q 的 最 小 的 含有 Cr 的 子 
域 , 扩张 Ql) lO KAM FUSE (Z/nZ)* (Z 的 模 n 的 剩余 类 环 Z/nZ 中 的 单位 
TE). 由 伽 罗 瓦 理论 推出 存在 (Z/nZ)* 的 所 有 子 群 的 集合 U 与 Q 的 阿 贝尔 域 扩张 
(ENEE O(n) 中 ) 的 集合 工 之 间 的 一 一 映射 


CU Fy La 


2. 基于 所 谓 “ 朗 兰 兹 纲领", 这 个 经 典 理论 到 非 阿 贝尔 扩张 情形 的 扩充 , 使 我 们 
进入 现代 数学 的 最 前 沿 , 由 此 将 数论 、 交 换代 数 、 代 数 几 何 、 李 群 的 表示 理论 以 及 
许多 其 他 领域 联结 起 来 . 特别 , PET SAR, 它 与 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 紧密 相关 ; 
A. 怀 尔 斯 (Wiles) 对 半 稳 定 曲 线 证 明了 这 个 猜想 , 作为 其 推论 给 出 了 费 马 大 定理 的 
证 明 . 
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了 解 了 几何 学 的 人 就 了 解 了 字 宙 中 的 一 切 . 
G. 伽利略 (1564—1642) 


几何 学 是 变换 群 的 不 变量 的 理论 . 
F. 克 莱 因 《 埃 尔 兰 根 纲领 >》(1872) 


3.1 ”由 克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 纲领 所 概括 的 
几何 学 的 基本 思想 


古代 所 知道 的 几何 学 是 欧 几 里 得 几何 , 它 在 2000 多 年 来 一 直 处 于 数学 中 的 支 
配 地 位 . 关于 非 欧 几何 的 存在 问题 在 19 世纪 导致 了 一 系列 不 同 几 何 的 描述 . 当 这 
种 情形 被 认定 时 ， 自 然 要 考虑 的 便 是 所 有 可 能 的 几何 的 分 类 问题 . F. 克 莱 因 (Felix 
Program) 表明 几何 可 以 借助 于 群 论 方便 地 分 类 ， 一 种 几何 要 求 有 一 个 变换 群 G. 
每 个 在 此 群 G 作用 下 保持 不 变 的 性 质 或 量 是 这 个 相关 几何 的 性 质 , 因而 这 个 几何 
也 被 称 为 一 个 G 几何 . 本 章 将 不 断 地 使 用 这 个 分 类 原理 . 我 们 将 用 欧 氏 几何 和 所 谓 
的 相似 几何 作为 例子 对 此 基本 思想 进行 解释 . 
欧 氏 几何 (运动 的 几何 ) ”考虑 一 个 平面 E. 以 Aut(E) 表示 E 到 自身 的 所 有 这 样 
一 些 映射 的 集合 , 它们 是 下 面 一 些 类 型 变换 的 复合 (是 自 同 构 的 一 个 特殊 情形 , 因此 
用 此 记号 ): 

(i) 平移 ; 

(ii) 绕 一 点 的 旋转 ; 

(iii) 对 一 固定 直线 的 反射 . (图 3.1) 
称 这 些 变换 的 复合 即 Aut(E) 中 的 元 素 为 E 的 一 个 运动 ). 以 


表示 g 和 h 复合 的 变换 , 即 首 先 应 用 g, 然后 用 h. 用 此 乘法 , 集合 
Aut(E) 


1) 限定 在 那些 只 是 平移 和 旋转 的 复合 时 , 我 们 得 到 了 正常 运动 的 集合 . 
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得 到 了 一 个 群 的 结构 ( 自 同 构 群 的 一 个 特殊 情形 ). 这 个 群 的 单位 元 是 恒 同 运动 ( 根 


本 不 动 ). 


(a) (b) 绕 一 点 的 旋转 (c) 对 固定 直线 的 反射 (d) 相似 变换 
图 3.1 平面 的 运动 


按照 定义 , 在 此 群 下 不 变 的 性 质 和 量 的 集合 属于 此 平面 的 欧 几 里 得 几何 . 它 的 
例子 是 “线段 的 长 ”或 者 “一 个 圆 的 半径 ”. 
全 等 该 平面 的 两 个 子 集 (例如 , 两 个 三 角形 ) 被 称 作 全 等 , 如 果 可 由 Aut (E) 中 的 
一 个 变换 把 它们 相互 映射 成 对 方 . 平面 三 角形 的 熟知 的 全 等 定理 便 是 欧 氏 几何 的 结 
果 ( 见 3.2.1.5). 
相似 几何 ”一 个 特殊 相似 变换 是 平面 E 的 一 个 变换 , 它 把 通过 一 个 选 定点 P 的 所 
有 直线 映 到 自己 , 同时 把 从 P 到 其 他 某 个 点 的 距离 乘 以 一 个 固定 的 QE) 常数 . 我 
们 以 Sim(E) 代表 的 所 有 上 述 运 动 和 相似 变换 复合 的 集合 . 于 是 


Sim(E) 


“线段 的 长 ”的 概念 不 是 这 个 几何 的 一 个 概念 . 但 是 “两 条 线段 的 比值 ”的 概念 
则 是 . 
相似 性 ” 称 EE 的 两 个 子 集 (例如 , 两 个 三 角形 ) 相 似 , 如 果 它 们 由 一 个 相似 变换 相 
关联 , 即 如 果 存 在 一 个 相似 变换 , 它 把 其 中 一 个 变 到 另 一 个 . 平面 中 所 熟知 的 三 角形 
相似 定理 是 这 种 几何 的 定理 . 

每 个 技术 性 绘图 都 是 对 所 透视 对 和 象 的 相似 . 


3.2 ”初等 几何 学 
除非 有 相反 的 声明 , 所 有 的 角 均 以 弧度 度量 (参看 0.1.2). 
3.2.1 ”平面 三 角 学 
记号 ”一 个 平面 三 角形 的 组 成 是 : 称 为 顶点 的 三 个 不 共 线 的 点 , 以 及 连接 这 三 个 点 


中 每 两 个 的 三 条 线段 , 称 它们 为 边 . 我 们 以 a,b,c WRAY, 记 它 们 的 对 角 分 别 为 
1) 在 不 会 产生 混淆 时 , 我 们 也 以 相同 的 记号 表示 相应 边 的 长 . 
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a, 3.7 (图 3.2(a)). 进一步 , + 
gc 3(atbto) GERI), 


F 为 表面 面积 , he 为 三 角形 在 边 a。 上 的 高 , R 为 外 接 圆 的 半径 , r 为 内 切 圆 的 半径 . 
外 接 圆 是 包含 整个 三 角形 的 最 小 的 圆 ， 它 通过 所 有 这 三 个 顶点 . 内 切 圆 是 包含 


在 此 三 角形 内 最 大 的 圆 


C 
h^ yg 
AON 


图 32 平面 三 角形 的 各 种 量 
3.2.1.1 三 角形 的 四 个 基本 定律 


和 角 定 律 
a+P+y7y=a. 
余弦 定律 
正弦 定律 
a_ sina 
b sin 
正切 定律 
"EL tan 2=F 
a+b, a+8 cot 2 
2 


三 角 不 等 式 c<a+b. 
AK C=a+b+c=2s. 
高 ”对 于 在 边 a 上 的 三 角形 的 高 有 (图 3.2(b)) 


ha = bsiny = csinp. | 


面积 ”由 高 的 公式 得 到 


1 1 " 
A= gha = jab sin. 


(3.1) 


(3.2) 


(3.3) 


(3.4) 


用 语言 表达 : 一 个 三 角形 的 面积 等 于 一 条 边 的 长 和 这 条 边 上 的 高 的 乘积 的 一 半 . 
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X, 也 可 以 使 用 海伦 公式 0) : 


A= [A= Vi ay - Bs - à =rs.| — a)(s — b)(s — c) = rs. 


用 语言 表达 : 一 个 三 角形 的 面积 等 于 内 切 圆 半径 和 三 角形 周 长 乘 积 的 一 半 . 
关于 三 角形 的 更 多 的 公式 
半角 公式 : 
sin 2 = possc 
ab : 
s(s — c) y sng 
cos 去 = ab las amem. 
ERE? 
TT cos $F cos mi 
a—t sin ZÉ sin $7.2 
ccm 
t sa csin & = csin B 
Y b— ccosa a-—ccosf 
投影 定理 


c = acos B 4- bcos a. (3.5) 
循环 置换 ”更 多 的 公式 可 由 (3.1) 到 (3.5) 经 对 边 和 角 的 循环 置换 得 到 : a 一 b 一 


c 一 a 和 a 一 68 一 7 一 a. 


aoe 称 一 个 三 角形 为 直角 三 角形 ， 如 果 其 中 的 一 个 角 为 x/2 (BN 90°) 


(b) 尼 = pq 
图 3.3 直角 三 角形 
称 一 个 三 角形 为 对 称 的 或 等 腰 的 (分别 地 , 等 边 的 ) 是 说 , 如 果 两 条 (分 别 地 , 三 
条 ) 边 相 等 (分 别 以 图 3.5 和 图 3.4 表示 ). 


1) 这 个 公式 以 阿 历 克 山 大 的 海伦 命名 , 他 是 古代 最 重要 的 数学 家 之 一 , 写 了 大 量 关于 应 用 
数学 和 工程 学 的 书 . 
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a a a 
a a 
a = 60°, h = Ba 2 
2 
图 3.4 等 边 三 角形 


a a 


(a) b) a = B= 45%, y = 90", n 52. 


图 3.5 等 腰 三 角形 


锐角 和 钝 角 KA 7 为 锐角 (分 别 地 , 钝 角 ) 如 果 y 在 0 与 90” (分别 地 , 在 90° 
Ej 180°) 之 间 . 

在 计算 器 上 计算 三 角形 ”为 了 计算 在 下 面 出 现 的 公式 , 需要 知道 sina, cosa 等 的 
E. 大 部 分 计算 器 提供 了 这 些 三 角 函 数 的 计算 功能 . 


3.2.1.2 直角 三 角形 


在 一 个 直角 三 角形 中 称 直角 所 对 的 边 为 针 边 . 另外 两 条 边 被 叫做 直角 边 ( 中 文 
PAK). 这 些 词 来 自 希腊 . 下 文中 将 使 用 在 图 3.3 中 的 记号 . 
面积 


毕 达 哥 拉 斯 定理 
T 
以 文字 表达 : 斜 边 长 的 平方 等 于 两 条 直角 边 长 的 平方 和 . 
A y= n/2 以 及 cosy = 0, (3.6) 实际 上 是 余弦 定律 (3.2) 的 特殊 情形 . 


高 的 欧 几 里 得 定律 
以 文字 表达 : 高 的 平方 等 于 直角 边 在 斜 边 上 投影 线段 长 度 的 乘积 . 
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直角 边 的 欧 几 里 得 定律 

a*= qc, b = pe. 
以 文字 表达 : 直角 边 中 一 条 的 长 的 平方 等 于 该 边 在 斜 边 上 的 投影 长 与 斜 边 长 的 乘积 . 
角 关 系 


; a b a b 
sina = —, cosa=-, tana=-, cota=-, 
c € b a 


" (3.7) 
sinB —coso, cosg-—sino, o-c-8-— 3 


由 于 有 关系 sin B = cosa, 故 正弦 定律 (3.3) BH tana = t 我 们 将 a (分 别 
Hh, b) 作为 角 a 相对 的 (分 别 地 , 相 邻 的 ) 直角 边 . 
直角 三 角形 上 的 计算 ”所 有 有 关 直 角 三 角形 提出 的 问题 故 可 借助 于 (3.7) 解决 ( 参 
看 表 3.1). 


表 3.1 直角 三 角形 的 公式 


€ 
已 知 量 对 于 直角 三 角形 其 他 量 的 公式 wep 
b 
a a x 
a,b = t PE = > = = 
y Q = arctan b Ege. B 5 
a,c a = arcsin £, b=ccosa, Bela 
c 2 
b x 
b,c Q = arccos -, a = btana, B=--a 
c 2 
Qi Q b=acota, c= = Ba n 
sin @ 2 
a, B a= t LB, b = acota, = 
2 sina 
b,a a= btano, c= k BeT.a 
sino 2 
b, B a= T B a — btana, = 
2 sino 


4| 1 (图 3.5(b)): 有 相等 边 的 直角 三 角形 中 , 对 在 边 c 上 的 高 有 关系 式 : 


av/2 
he = ES 
证 明 : 在 图 3.5(b) 中 的 三 角形 APC 是 个 直角 三 角形 .由 于 三 角形 的 角 之 和 总 是 
180°, HH a = 8 = 45°. 因为 $ = 45°, 三 角形 APC 有 相等 边 . 于 是 由 毕 达 哥 拉 
斯 定理 知 a? = h? +h. 这 表明 n? = a?/2, 从 而 h = a/V2 = aV2/2. 证 毕 . 

另外 , 有 


sin45° = — = ve cos 45° = sin 45°. 
a 2 
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例 2 (图 3.4(b)): 在 一 个 等 边 三 角形 中 对 于 边 c 上 的 高 有 
aV3 


C 


证 明 ; 毕 达 哥 拉 斯 定理 给 出 了 a = h? + (5). 由 此 得 到 4a? = 4h? + a?, 从 而 
Ah? = 3a?, 这 意味 着 2h = V3a. 证 毕 . 


X, 我 们 还 有 


sin 60° = : = 5, cos 30? = sin 60°. 


3.213 有 关 三 角形 的 四 个 基本 问题 

由 方程 sn a = d, 人 们 不 能 唯一 地 确定 出 角 o, 这 是 因为 a 可 以 是 锐角 也 可 以 
是 钝 角 , 而 sin(x — o) =sina. 下 面 的 方法 对 于 现在 将 提出 的 问题 中 的 第 一 个 和 第 
三 个 都 给 出 了 唯一 的 角 . 
第 一 个 问题 ” 设 已 知 边 c 和 它 的 两 个 相 邻 角 a 和 S. 问题 是 求 出 三 角形 的 另外 两 
边 和 角 (图 3.2). 

(i) fü y=n-a-B 由 应 用 和 和 角 定 律 决定 . 

(ii) Wa 和 5 都 可 以 由 正弦 定律 决定 : 
ne Sn 
sin y' ay 


(iii) 对 其 面积 有 A= jabsin 22 
第 二 个 问题 MERA a 和 b, 以 及 它们 的 夹 角 y 已 知 . 
(i) 由 正切 定律 可 唯一 地 算出 9— B. 


2 2 ? 2 2 


(iv) 对 面积 有 A = 3absin7. 
第 三 个 问题 ”已 知 全 部 三 条 边 a,b 和 c. 
(i) 可 算出 此 三 角形 的 半 周 长 s = 3(at bto) 以 及 内 切 圆 的 半径 : 
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ri 


(i) 角 a 和 6 由 下 面 的 方程 唯一 确定 : 
B T 


ta = A t 
n= = , tan 二 一 
2 s—a 2 s—b 


(iii) A y—x—o-B8 又 由 和 和 角 定律 确定 . 
(iv) 我 们 得 到 一 个 容易 的 面积 公式 A = rs. 
第 四 个 问题 ”最 后 假设 已 知 两 边 f b 及 一 个 对 角 a. 
(i) 先决 定 角 8. 
情形 1: a > b. 于 是 6 < 90°, 8 由 正弦 定律 唯一 地 由 方程 


sin B = i sina (3.8) 


RE. 

情形 2: a=b. 这 时 正好 有 o = B. 

情形 3: a « b. d$ bsina < a, WATE (3.8) 给 出 两 个 角 6 的 解 . 一 个 为 锐角 一 
SARA. 当 bsin a = b 时 我 们 有 8 = 90°. 4 bsina > a 时 没有 三 角形 满足 此 条 
TF. 

(ii) 又 由 和 和 角 定 律 决定 出 角 y —n—a- B. 

(ui) 由 正弦 定律 确定 边 c: 


sin 
- Y a. 
sin @ 


(iv) 对 于 面积 , 我 们 有 A= 5absin »y. 


3.21.4 三 角形 中 的 特殊 直线 


中 线 和 中 心 ”中 线 被 定义 为 通过 一 边 的 中 点 和 此 边 的 相对 顶点 的 直线 . 
一 个 三 角形 的 所 有 三 条 中 线 交 于 中 心 . 另外 我 们 还 知道 中 心 把 中 线 分 成 2:1 的 
两 部 分 (从 顶点 开始 度量 , 见 图 3.6(a)). 


(a) 中 线 (b) SE EB die £x (c) 角 平 分 线 
图 3.6 圆 和 三 角形 的 几何 性 质 
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ci E RH RH 


se = 3 Va +R + Dab cosy = 5 Aa? +P) A. 
中 垂 线 和 外 接 圆 ” 按 定义 , -APSRE REET- RUJE A e 
段 . F E AR, 
外 接 圆 的 半径 为 R= 


oo. ee oW x Sane 


i s eet age hia eae, 并 将 此 角 分 成 两 


1 


A (s — a)(s — b)(s — c) 
S S 
B. oon noU us B ui. ^l 


T= tan = tan È tan 2 = 4R sin ~ sin ~ sinc 
al ha Masc fun ggg 


角 Y 的 平分 线 的 长 为 


2ab y  wab((a-- b)? — c?) 
atb 2 ath C 


Wy = 


泰勒 斯 定理 ” 若 三 个 点 位 于 一 个 圆周 上 (其 圆心 
A M), 则 圆心 角 25 等 于 圆周 角 y 的 两 倍 , 其 中 的 
圆心 角 和 圆周 角 显 示 在 图 3.7 中 . 
3.2.15 ”关于 全 等 三 角形 的 定理 

两 个 三 角形 全 等 ( 即 它们 由 3.1 中 所 描述 的 一 个 变换 相关 联 ), 当 且 仅 当 满足 下 
列 四 种 情形 之 一 (图 3.8(a)): 

(i) 两 条 边 和 它们 的 夹 角 都 相等 . 

(ii) 一 条 边 和 它 的 两 个 相 邻 角 都 相等 . 

(iii) 三 条 边 都 相等 . 

(iv) 两 条 边 和 它们 的 对 角 中 最 大 的 一 个 都 相等 . 


AY LN A 


(b) m 


图 3.8 全 等 和 相似 三 角形 


1) 米利 都 的 泰勒 斯 (Thales of Miletus) (公元 前 624 一 前 548) 被 看 成 希腊 数学 的 奠基 人 . 
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3.2.16 ”关于 相似 三 角形 的 定理 

两 个 三 角形 相似 ( 即 它 们 可 由 3.1 的 相似 变换 相互 进行 变换 ), 当 且 仅 当下 面 四 
个 情形 之 一 成 立 (图 3.8(b)): 

(i) 两 个 角 相等 . 

(ii) 边 长 的 两 对 比率 相等 . 

(iii) 边 长 的 一 对 比率 相等 并 且 它们 所 夹 的 角 也 相等 . 

(iv) 边 长 的 一 对 比率 相等 并 且 两 条 边 中 较 长 的 一 条 的 
对 角 也 相等 . 
泰勒 斯 定理 (射线 定理 ) ” 设 已 知 两 条 交 于 点 C 的 直线 . 如 
果 有 两 条 平行 的 直线 交 此 两 条 直线 , 则 对 应 的 三 角形 ABC 
和 三 角形 A'B'C 相似 (图 3.9) 其 理由 是 两 个 三 角形 的 角 和 
对 应 边 的 比率 都 相等 . 例如 , 有 


CA | CB 
CA' CB" 


3.2.2. ”对 大 地 测量 学 的 应 用 


大 地 测量 学 是 一 门 度量 地 球 表面 的 科学 ， 人 们 对 其 利用 了 三 角形 (三 角 剖 分 )， 
严格 地 说 , 这 些 三 角形 在 这 里 是 一 个 球面 上 的 三 角形 (球面 三 角形 ). 但 是 , 如 果 这 些 
三 角形 足够 小 (相对 于 该 球面 ), 则 可 把 它们 当 作 平 面 三 角形 从 而 可 应 用 平面 三 角 学 
的 公式 ， 对 于 大 地 测量 学 而 言 ， 大 多 数 的 应 用 都 是 这 种 情形 .但 是 , 在 大 海 和 空中 
旅行 , 所 使 用 的 三 角形 是 如 此 之 大 , 以致 人 们 必须 使 用 球面 三 角 学 (参看 3.2.4) 的 


公式 . 
塔 的 高 度 ”一 个 人 试图 确定 一 个 塔 的 高 h (图 3.10). 


被 测量 的 量 : 测量 从 该 塔 到 测量 点 的 距离 d 和 倾角 a 
h 计算 : h= dtano. 
到 一 个 塔 的 距离 ”这 时 已 知 塔 的 高 度 , 要 确定 到 该 塔 的 


d 
E 3.10 EN " 
被 测量 的 量 : 测量 倾角 o 并 已 知 塔 高 h. 


计算 : d = hcota 

大 地 测量 学 的 基本 公式 ” 设 已 知 由 笛 卡 儿 坐 标 (ca, ya) 和 (zB,ys) 给 出 的 两 个 点 
A 和 B, 其 中 我 们 假定 ca < zs (图 3.11). 于 是 我 们 得 到 了 对 于 距离 d= ABA 
角 a 的 公式 : 


YB — YA 
IB— TA 


(za — zB)? -(yA-gyB)*, a = arctan 
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(a) yp>ya>0 (b) ys< Yp ae<0 


图 3.11 大 地 测量 的 基本 思想 


3.2.2.1 第 一 基本 问题 (前 向 切割) 


问题 REANA A, B; 其 坐标 分 别 为 (z4,y4) 和 (zs, ys). 要 求 第 三 个 点 已 (在 
图 3.12(a) 中 标 出 ) 的 笛 卡 儿 坐标 (x,y). 
被 测量 的 量 : 图 3.12 中 的 角 a 和 8. 


计算 : 由 下 面 公式 确定 b 和 o: 
c= (zB — ta)? + (yB — ya)?, 


一 C 一 sing , ô= arctan vaT UA 
sin(a + 8) TB—TA 


并 得 到 


ls= za+bcos(a+6), y=yatbsin(a+ 6). | 


(a) 前 向 切割 (b) b= AP, c=A 


E312 大 地 测量 中 问题 的 制定 
证 明 : 利用 图 3.12 中 的 直角 三 角形 APQ. 于 是 , 有 


ew=ra4+Ar=24+bsine, y=yat+tAy=yartbeose. 
由 < = — a 一 6 得 到 sine = cos(a + ô) 和 cose = sin(a + ô). 由 正弦 定律 得 到 


sin 8 
g——. 
sin y 


最 后 对 y = x 一 a 一 6B (三 角形 的 和 角 ) 得 到 关系 式 siny = sin(a + 8). 


b= 
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3.2.2.2 ”第 二 基本 问题 (后 向 切割 ) 


问题 ”现在 已 知 具 笛 卡 儿 坐标 (ma, ya), (ZB,yB) 和 (zc,yc) 的 三 个 点 A, B 和 
C. 要 找 出 图 3.13 中 标 出 的 点 P REFILER (x,y). 


这 个 问题 只 能 在 这 四 点 不 共 圆 时 才 有 解 . 


zı = T4 + (yo — ya) cot a, 
( 


yı = ya + (zc — za) cota, 


z2 = £B + (yB — yc) cot B, 
( 


y2 = YB + zB — zco)cot 8 图 3.13 


我 们 计算 出 uM 7 为 


= 1 
— ray y Ns 
z2 一 Ti H 
得 到 了 
zo G1 ++ = 
yyy BEB (yc — yi) 


w+ 


a zo — (y — yc) H<, 
zit(y—yi)  N<p 


3.2.2.3 第 三 基本 问题 (对 不 能 直接 测量 的 距离 的 计算 ) 


问题 ”我 们 要 求 出 图 3.14 中 标 出 的 两 个 点 已 和 Q 之 间 的 距离 PQ, Bi, 它们 被 
一 个 湖 分 隔 . 因而 该 距离 不 能 直接 去 测量 . 


图 3.14 


计算 : 由 辅助 量 


= " Be 
cot o + cot ô cot B + cot y 


p 
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UR «=acotB—pcotay=o—p, 我 们 得 到 
d= /z?+y?. 

3.2.3 ”球面 几何 学 

球面 几何 学 是 关于 在 一 个 球面 ( 球 的 表面 ) 上 的 几何 . 在 地 球 表 面 的 情形 , 当 三 
角形 ( 即 距 离 ) 足够 小 时 , 平面 三 角 学 的 公式 和 方法 可 以 用 于 它 , 这 是 一 个 好 的 近似 . 
但 是 对 于 涉及 较 大 距离 的 计算 时 (例如 穿越 大 西洋 的 飞行 或 者 长 途 的 海上 旅行 ), 地 
球 的 弯曲 便 起 了 重要 的 作用 ; 换 句 话说, 这 时 人 们 必须 使 用 球面 三 角 学 的 公式 来 代 
替 平 面 三 角 学 的 . 

下 面 我 们 将 把 地 球 看 成 是 一 个 圆 的 球 , 就 是 说 我 们 忽略 掉 在 两 极 附近 的 平坦 情 
JE. 几何 这 个 词 来 自 希 腊 , 意思 就 是 测量 地 球 . 


3.2.3.1 测量 大 圆 的 距离 
考虑 半径 为 R 的 一 个 球 , 并 以 Se 表示 它 的 表面 (半径 为 R 的 球面 ). 约定 称 
圆心 为 该 球 中 心 的 .Zn EHAA kA. 


| 代替 平面 几何 中 直线 的 , 在 球面 几何 中 是 大 加 


EX WRAMBE Sn 上 的 两 个 点 , 我 们 可 以 用 由 A, B 和 球 的 中 心 M 构成 
的 平面 与 .Zi 的 交 得 到 通过 4 和 B 的 大 国 . 

例 1: 地球 的 赤道 和 经 线 都 是 大 圆 . HARAKA. 

在 球面 上 测量 距离 ”在 球面 上 连接 .Za 上 的 两 点 A 和 B 的 最 短线 由 考虑 A 和 
B 之 间 的 大 圆 (如 上 所 述 ) 并 取 两 段 中 较 小 的 一 段 得 到 , 其 中 的 这 两 段 是 由 A 和 B 
分 割 该 大 圆 得 到 的 (图 3.15). 


图 3.15 球面 上 的 距离 


按 定义 , 在 一 个 球面 上 两 点 A 和 B 之 间 的 距离 是 这 两 个 点 在 球面 上 的 最 短 距离 . 
例 2: 车 一 条 船 (或 一 架 飞 机 ) 想 要 在 两 点 A 和 B 间 采 取 最 短 的 路 线 , 则 它 必 须 在 
连接 这 两 点 的 大 圆 上 旅行 . 
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Q) 关 4 和 B 都 位 于 赤道 上 ， 则 此 船只 需 沿 赤 道行 驶 (假定 是 可 能 的 ), 见 图 
3.15(a). 

(ii) 车 A M B 在 同一 条 纬 线 (不 是 大 圆 ) E, 则 最 短 的 航线 是 沿 着 连接 这 两 点 
大 圆 而 不 是 这 条 纬 线 , 见 图 3.15(b). 
最 短路 径 的 唯一 性 ” 若 4 和 B 不 是 正好 为 球面 的 对 径 点 (它们 之 间 的 连 线 通过 了 
球 的 中 心 ), 则 有 一 条 唯一 确定 的 最 短路 径 . 

但 是 , 车 A 和 B 为 对 径 点 , 则 存在 无 穷 多 条 最 短路 径 , 它们 的 长 都 相等 . 
例 3: 从 北极 到 南极 的 最 短路 径 由 所 有 径 线 大 圆 组 成 . 
测 地 线 ” 大圆 的 所 有 线段 被 称 为 测 地 线 . 


3.2.3.2 测量 角 
EX 若 两 个 大 圆 交 于 一 点 A, 则 它们 之 间 的 角 定 义 为 在 点 4 的 两 条 大 圆 的 切线 


的 夹 角 (图 3.16). 
球面 对 角形 *.。 如 果 用 两 个 大 圆 连接 球面 Se 上 两 个 点 4 和 B, 便 得 到 了 所 谓 


的 球面 对 角形 , 其 面积 为 


其 中 a 为 两 个 大 圆 间 的 夹 角 (图 3.17). 


图 3.16 图 3.17 


3.2.3.3 ”球面 三 角形 


定义 “一 个 球面 三 角形 由 球面 Ir 上 三 个 点 A,B 和 C 和 连接 这 些 点 的 最 短路 径 
ARD. 它们 的 角 以 a, 6 My 表示 , 而 这 些 边 长 记 为 a,b 和 c (图 3.18). 
循环 置换 ”所 有 下 面 的 公式 在 进行 后 面 的 循环 置换 时 仍然 正确 : 


a—5b—c-a 和 aa 一 有 一 7 一 0Q. 


S=(a+B+y7—-n)R?. 


* 显然 , ALB 应 为 对 径 点 ; 图 3.17 容易 引起 误 读 . 一 一 译 者 
1) 我 们 另外 还 假设 这 些 点 中 没有 两 个 是 对 径 的 并 且 这 三 个 点 不 在 同一 个 大 圆 上 . 


球面 三 角形 的 面积 S 
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因为 球面 面积 本 身 等 于 Ax.R?, 由 0 < 5 < 40R? 对 角 的 和 得 到 不 等 式 


t<a+6+y< 3a. 
如 果 有 人 不 能 确认 他 是 否 生活 在 一 个 球面 中 还 是 在 一 个 平面 上 , 他 可 用 测量 三 角形 
中 角 的 和 来 得 到 答案 . 对 平面 三 角形 总 有 od y — n 称 差 a 二 By 一 x 
Ah AA. 


4| 1: 图 3.19 中 的 三 角形 由 北极 C 和 赤道 上 两 个 点 A 
和 B 组 成 . 这 里 有 a= 8 = A 对 于 角 的 和 我 们 得 到 
CN Ja+@+y=n4+7. 其 面积 由 S= RY 给 出 . 


三 角 不 等 式 
la —b| «c« a b. 


A A 边 的 比率 ”最 长 的 边 总 对 着 最 大 的 角 . 显 式 地 有 
be a<Bea<b o»fea»5b a=PSa=b. 


HE”) $ 
图 3.19 
oa CRÓÀ gue en 
正弦 定律 ” - 
sino sina. 
sinf sind. (8) 
边 和 角 的 余弦 定律 
COS C, = COS Ax cos b. + sin a, sin bx cosy, 3.10) 
COS y = sin o sin B cos c. — cosa cos p. 3.11) 
ae [—Pp- 1 
半角 定律 令 S, = g (ax + be + ex), 则 有 
sin(s* — as) sin(s. 一 (3.12) 


sin s, sin(s. — c.) 


dad ec "EIS — Ax) sin(s. 一 be) ni es (= 8, Ssin(s. 一 Cx) 
2 sin a. sin b. 2 sin a. sin b, 

球面 三 角形 面积 A 的 公式 
t A j Seg Pit $.—b., Sx 一 Cx 
an = an — tan —> an 一 an —> 

1) BR R=1. 于 是 a; =a 等 . 我 们 在 公式 中 保留 半径 RR 是 为 了 能 过 渡 到 R 一 oo ( 欧 
氏 几 何 ), 以 及 替换 RO iR (过 渡 到 非 欧 双 曲 几何 ) ( 见 3.2.8). 

2) 如 果 a 是 直角 , WA sina = 1,cosa = 0. 
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(广义 海伦 公式 ) 
半边 定律 Ho = zlati), WA 


Ce — cosa cos(o — 7) 


和 (3.13) 


„y cosg cos(c — 7) Ce cos(c — o) cos(c — B) 
sin 一 —,/—————————, cos -,|—————————— 
2 sina sin 8 2 sina sin 8 


sind sin = E b 


2 
. * b. * 
sin 7 cos =F = cos & ju; SEE 
üx — bs = sin Č sin 2 
2 — 23 


2 
ax — b, Cx . a+, 
= cos — sin 


2 2 2 
球面 三 角形 的 内 切 圆 和 外 接 圆 的 半径 > 和 p 


.Cx g= 
= sin — cos 
2 


cos z sin 
2 


cos 了 cos 
2 


sin(s. — a.) sin(s. — b.) sin(s. — c.) 


tanr tanc si (s- — a.) 
= - = tan — sin(s. — a+), 
sin s. 2 
C ES =, = * 
cot p = _ Sla — a) cnet — p) cota y) a) costo— B) coala —7) = cot & cos(c — a). 
cos o 2 


到 平面 三 角 学 的 极限 过 程 ”如 果 在 上 述 公式 中 取 极 限 R oo (表明 球面 半径 无 限 
增 大 ), 则 球面 的 弯曲 变 得 越 来 越 小 . 在 其 极限 中 便 得 到 了 平面 三 角 学 的 熟悉 公式 . 


例 2: 应 用 余弦 定律 (3.10), 从 cosz = 1— = + o(z?),z — 0, Ñ sinz = z + 
olz), z — 0 推导 出 


cà 

2 n x in d 
2 . +) 6084 
HU 
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对 其 乘 以 R? 并 对 RR 一 oo 便 得 到 表达 式 . 


=a? +0? - 2ab cos y. 


这 是 平面 三 角 学 中 的 余弦 定律 . 


3.2.3.4 球面 三 角形 的 计算 

在 下 面 记 住 a := a/R 等 . 这 里 只 考虑 所 有 的 角 和 边 介 于 0 和 之 间 的 三 角 
形 . 
第 一 基本 问题 ”已 知 两 边 a Ao 连同 它们 的 夹 角 n. 要 利用 对 边 的 余弦 定律 计算 
另 一 条 边 c 和 另外 的 角 a 和 p: 


COS C, = cosa. COS ba 十 sina, sin b. cosy, 


COS a. 一 cos by COS c. 
cosa = —————————, 
sin b. sin c. 
cos b, 一 COS Cx cosa. 
cos 3 = ———————————— 


sinc. sina. 


第 二 基本 问题 ”这 里 我 们 给 出 所 有 三 条 边 a,b 和 c, 它们 全 都 在 0 Ala 之 间 . fü 
o, B 和 y 由 半边 定律 进行 了 计算 : 


sin(s* — b.) sin(s. — c.) 
sin s. sin(s. — a.) 


tan Š = 等 等 . 
对 于 tan J 和 tan 的 公式 可 由 tan 9 的 由 循环 置换 得 到 . 
WIXERM ENAHIAAMÁ á r 和 y. 边 wb 和 c 可 由 半边 定律 得 到 : 


Hm s imi 
iui o cos(a — 8) cos(a — y) 等 等 (3.14) 
对 于 tan & Z 和 tan TARE tan = 得 到 . 


第 四 基本 问题 eA c 和 与 它 相信 的 两 个 角 a 和 6. 未 知 的 角 y 可 由 余弦 定律 
得 到 : 


cos y = sin o sin 8 cos cx — cosa cos f. 


其 余 的 边 可 应 用 (3.14) 进行 计算 . 


3.2.4 ”对 于 海上 和 空中 旅行 的 应 用 


为 了 对 此 原则 给 出 示例 , 进行 舍 入 式 的 计算 . 
从 圣地 亚 哥 到 檀香山 的 海上 旅行 ”这 两 个 城市 之 间 的 最 短路 线 有 多 长 ? 在 圣地 亚 
哥 必须 以 哪个 角度 6 出 发 ? 
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回答 : 考虑 图 3.20: 


c 一 距离 = 4100km， 8-97. 


解 : 这 两 个 城市 具有 下 面 的 地 理 坐 标 : 


A (檀香山 ): 北纬 22"， 西 经 157^, 
(圣地 亚 哥 ): 北纬 33"， 西 经 117°. 


我 们 使 用 了 角度 量度 . 使 用 图 3.20 的 记号 , 有 


6. e = o 一 o C x o ji 
y= 157 117 40°, a.- 90 33 57, E 320 
b. = 90° — 22° = 68°. 
3.2.3.4 中 的 第 一 基本 问题 给 出 了 
COS cy = cos a. cos b, 十 sin a. sin b. cosy, (3.15) 


cos b. 一 cosa. cos c. 


cos 3 = (3.16) 


sin a. sin c. 
由 它 得 到 c. = 379,8 = 97?. 地 球 的 半径 是 R = 6370km. 因此 三 角形 的 边 c 为 


o 
2nc, 


< 一 有 5360 


= 4100(km). 


从 哥本哈根 到 芝加哥 的 穿越 大 西洋 的 飞行 ”这 两 个 城市 间 的 最 短 (飞行 ) 路 径 有 多 
远 ? 从 哥本哈根 必须 从 哪个 角 出 发 ? 
回答 : 仍旧 考虑 图 3.20. 


c= 距离 = 6000km, 6 = 82°. 


解 : 这 两 个 城市 的 地 理 坐 标 为 


A (芝加哥 ): 北纬 42*， 西 经 88^, 


B (哥本哈根 ): 北纬 56"， 东 经 12°. 


我 们 仍 以 角度 量度 . 用 图 3.20 的 记号 有 


y = 12°+88°=100°, a. =90° — 56° = 34°, b, = 90° — 42° = 38°. 


2nc; 


由 (3.15) 得 到 c = 54^, 从 而 c= Fine 


= 6000. 由 (3.16) 得 到 了 角 ; 它 是 b. 
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3.2.5 ”几何 的 希 尔 伯 特 公理 


人 类 的 所 有 知识 始 于 感性 , 而 后 过 渡 到 知性 , 最 后 终结 于 


理性 . I. 康德 (1724—1804) 


Kritik der reinen Vernunft, Elementarlehre? 


恰 如 数 对 于 算术 那样 ,几何 需要 被 置 于 只 由 几 个 简单 原 
理 组 成 的 严格 基础 之 上 . 称 这 些 原理 为 几何 公理 . 从 这 些 公 
理 进 行 的 推演 以 及 对 其 中 的 内 在 联系 的 研究 是 一 项 艰巨 的 工 
作 ， 它 从 欧 几 里 得 以 来 一 直 催生 了 许多 杰出 的 数学 专著 . 刚 
刚 所 提 及 的 这 项 工作 其 意义 等 于 是 对 我 们 的 空间 感觉 的 逻辑 


分 析 . D. 希 尔 伯 特 (1862 一 1943) 
《几何 原理 》 


对 几何 的 第 一 个 系统 表述 是 由 著名 的 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 中 给 出 的 (公元 
前 365 一 前 300), 它 被 一 成 不 变 地 教授 了 两 千 多 年 . 第 一 个 完全 严格 的 以 现代 观点 
的 公理 化 表述 是 由 希 尔 伯 特 在 他 的 《几何 基础 》 中 给 出 的 , 它 发 表 于 1899 年 . 这 本 
书 从 那 时 以 来 没有 失去 它 的 智慧 上 的 新 鲜 感 , 在 1987 年 又 由 Teubner-Verlag 出 版 
社 推出 了 它 的 第 十 三 版 . 后 面 的 这 些 相 当 形 式 , 又 似乎 枯燥 的 公理 却 是 一 个 见长 又 
单调 的 认识 论 道 路 的 成 果 , 而 这 条 道路 上 充斥 着 错误 , 沿 着 这 条 道路 处 处 是 误解 . 它 
们 与 欧 几 里 得 的 平行 公理 紧密 相关 , 我 们 将 在 3.2.6 中 讨论 这 个 公理 . 为 使 叙述 清 
晰 , 我 们 将 只 限于 论 及 平面 几何 的 公理 .为 使 叙述 更 加 容易 理解 , 我 们 给 出 了 一 些 
解释 公理 的 图 . 我 们 试图 清楚 地 把 读者 的 注意 力 带 到 直观 可 看 得 见 的 方法 上 , 这 就 
像 2000 年 来 数学 家 们 一 直 在 做 的 那样 , 但 这 却 容易 隐藏 了 几何 的 真正 特性 (参看 
3.2.6 到 3.2.8). 
平面 几何 的 基本 概念 ”为 强调 起 见 , 我 们 一 开始 就 叙述 平面 几何 中 最 重要 的 概念 . 


点 , 线 , KK”, 之 间 , 全 等 . 


伯 特 第 一 个 所 指出 的 , 它 是 数学 中 每 个 现代 公理 化 处 理 的 基础 . 几何 的 这 种 没有 上 
下 文字 解释 的 现代 数学 形式 是 一 个 显 见 的 哲学 上 的 弱点 ; 事实 上 , 它 却 是 这 种 方式 
的 强大 活力 之 一 , 并 且 是 数学 思考 的 典型 方式 .抑制 住 想 要 给 出 这 些 概念 以 一 个 具 


1) 德 文 , 即 《 纯 理性 批判 , 初等 理论 》. 
2) 替代 论述 “点 P 与 直线 ! 关联 ”人 们 也 说 “已 在 ! E" EX “1 通过 P". 如 果 OP 在 两 
条 直线 LI m E, 则 说 直线 | 和 m XF P. 
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体 意义 的 念头 时 , 人 们 突然 便 被 处 于 要 处 理 一 大 堆 具 有 同一 种 逻辑 构造 的 不 同情 形 
的 位 置 上 (参看 3.2.6 到 3.2.8). 


关联 公理 (图 3.21(a)) (0) 对 于 两 个 不 同 的 点 4 和 B, 恰好 有 一 条 直线 既 通 过 | 
A 也 通过 B. 

(ii) 在 一 条 直线 上 至 少 有 两 个 点 . 

(ii) 存在 三 个 点 , 它们 不 全 在 同一 条 直线 上 . 
次 序 公理 (图 3.21(b)) (i) 车 一 点 B 位 于 点 4 和 点 C 之 间 , 则 4,B 和 C 是 
在 同一 条 直线 上 的 三 个 不 同 的 点 , 并 且 点 B 也 在 C 和 AZN. 

(i) 对 每 两 个 不 同 的 点 4 和 C, 存在 一 点 B 位 于 C 和 4 之 间 . 

(ii) 车 三 个 不 同 的 点 在 一 条 直线 上 , 则 正好 只 有 它们 中 的 一 个 点 位 于 其 他 两 
| 点 之 间 . 


J 


a. 
l 一 一 b 


C A B 
f 


好 一 一 全 


4 B ABCD 
(d) (e) ( 
E 3.21 几何 的 希 尔 伯 特 公理 


线段 的 定义 (图 3.21(c)) KAM BABB! 上 的 两 个 不 同 点 . BAB 是 ! 上 
所 有 位 于 4 和 B 之 间 的 点 的 集合 . 点 4 和 B 在 此 情形 也 被 计算 在 内 . 


帕 施 公理 (图 3.21(d))” 设 A,B 和 C 为 三 个 不 在 一 条 直线 上 的 不 同 点 .另外 ， 
设 ! 为 一 条 直线 , 在 它 之 上 没有 这 三 个 点 中 任何 一 个 点 . 若 直线 1 与 线段 AB 相 
交 , 则 ! 也 与 线段 BC 或 线段 AC 相交 . 


射线 的 定义 (图 3.21(e), (f)) 3 4, B,C 和 D 为 在 一 条 直线 0 上 的 四 个 不 同 点 ， 
其 中 C 在 4 和 万 之 间 但 不 在 AS Big, 我 们 则 说 点 AA BFC 的 同一 边 ， 
ii AADAC 的 不 同 边 . 

在 C 的 一 边 的 所 有 点 的 集合 被 称 为 一 条 射线 . 
角 的 定义 (图 3.21 (g)) fA L(b,c) 是 两 条 射线 b 和 c 的 集合 {b,c}, 它们 属于 不 
同 的 直线 并 由 一 个 公共 点 4 出 发 . 也 可 用 记号 <(c,b) 代替 (b,c). 车 B (AH 


1) 根据 这 个 约定 , 射线 A c 被 平等 地 对 待 . 直观 地 说 , 人 们 可 选取 由 b 和 c 形成 角 使 其 
小 于 180°. 
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地 , C) 是 射线 b (分别 地 , c) 上 的 一 个 点 , 这 里 的 B 和 C 都 不 同 于 点 A, 则 我 们 记 
4BAC 或 LCAB 以 代替 4 (b, c). 
借助 于 迄 此 所 提出 的 公理 , 可 以 证 明 下 面 结果 . 
A’ 关于 由 一 条 直线 对 平面 的 分 解 定理 (E322 #1 
A 是 一 条 直线 , 则 所 有 点 或 是 在 直线 | 上 或 是 在 两 个 集 
" fra 和 多 之 一 , 这 两 个 集合 具 下 面 的 性 质 : 
(i) 如 果 点 4 在 MH 而 点 BE BAH, 则 线 
B B AB 与 直线 | 相交 . 
(ii) 若 两 个 点 A 和 A’ (分 别 地 , B 和 BP) 位 于 
B' e (分 别 地 , 22), 则 线段 AA’ (分 别 地 , BB’) 与 直线 
3.22 1 不 相交 . 
定义 of (分 别 地 , 多 ) 中 的 点 位 于 直线 1 的 一 侧 (分 别 地 , 另 一 侧 ). 
线段 和 角 的 全 等 仍然 是 没有 给 出 一 个 更 为 精确 定义 的 概念 . 直观 地 说 , 全 等 的 
对 象 是 可 由 一 个 运动 把 一 个 变 到 另 一 个 . 符号 


AB~CD 


表示 线段 4 全 等 于 线段 CD, X ABC ~ LEFG, 表示 角 4ABC 全 等 于 角 
LEFG. 


A B A B C 
一 一 一 一 一 一 区- 一 一 一 一 一 

C D A’ B' ‘eu 
一 一 和 一 一 一 —o— eeo 


(a) (b) 
VAN 
A’ p 
d) 


Š 
at e b 
I! A B 
(c) ( 


图 3.22. 对 线段 和 角 的 全 等 公理 


线段 的 全 等 公理 (图 3.23 (a), (b)) (i) 假设 点 AM B 在 一 条 直线 E 点 C 
在 直线 m b. WHE m 上 的 一 个 点 D 使 得 


AB~CD. 


(ii) 若 两 条 线段 与 第 三 条 线段 全 等 , 则 它们 也 相互 全 等 . 
(ui) X AB 和 BC 为 直线 | 上 的 两 条 线段 , 它们 除 B 外 没有 其 他 的 公共 点 . 
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另外 设 A'B' 和 B'O 为 线段 /上 的 两 条 线段 , 它们 除去 B 外 没有 公共 点 , 则 
关系 
AB ~ A'B' Ñ BC ~ B'C' 


总 有 
AC c A'C'. 


三 角形 的 定义 ”三 角形 ABC 由 三 个 不 在 一 条 的 直线 的 三 个 点 A, B 和 C 组 成 . 


角 的 全 等 公理 (图 3.23(c), (d)) (i) 每 个 角 与 自身 全 等 , BI (b,c) ~ (b,c). 
(ii) 设 (b,c) 为 一 个 角 , 且 设 b 为 直线 ! 上 的 一 条 射线 . 于 是 存在 射线 c 


使 
ZL(b,c) ~ (V^, c) 


并 且 L(b',c) 的 所 有 内 点 在 直线 V 的 一 边 . 
(iii) 设 给 定 两 个 三 角形 ABC 和 A'B'C'. 于 是 由 


AB~A'B', AC e A'C' fl <BAC ~ £B'A'C' 


LABC ~ 4 A'B'C'. 


阿 基 米 德 公理 (图 3.24) b AB 和 CD 为 两 条 线段 , 则 在 通过 4 和 B 的 直线 
上 存在 点 
A1,42,::- yAn 


使 得 线段 AA, A142,… , An-_1An 全 都 全 等 于 线段 CD M BAF AA A, 之 
ig. 


完全 性 公理 ”不 可 能 以 加 进 点 或 直线 来 扩张 这 个 系统 使 得 这 些 公 理 继 续 成 立 . 
希 尔 伯 特 定理 (1899) ”车 实数 理论 中 没有 矛盾, 则 由 这 些 公理 定义 的 几何 也 不 会 


出 现 矛 盾 . 
C D 


A B 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
A, A, A; A4 A; 


图 3.24 阿 基 米 德 公理 


1) 直观 地 说 , 这 表明 以 作 线 段 CD 几 次 便 得 到 了 一 条 包含 AB 的 线段 . 
有 一 些 几 何 , 其 中 除去 阿 基本 米 德 公理 外 其 他 公理 全 都 成 立 .， 这 种 类 型 的 几何 被 称 为 非 阿 
ERE LA. 
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3.2.6 ” 欧 几 里 得 平行 公理 
平行 直线 的 定义 MARA ! 和 m 平行 , 如 果 它 们 不 相交 于 一 点 . 


欧 几 里 得 平行 公理 (图 3.25) ”如 果 一 点 P 不 在 一 条 直 
21 上 , 则 恰好 存在 一 条 包含 点 P 的 直线 p, 它 平行 于 1. 


图 3.25 ” 欧 几 里 得 平行 公理 
历史 评注 ”平行 问题 是 


平行 公理 能 从 欧 几 里 得 的 其 他 公理 证 明 吗 ? 

这 是 一 个 2000 多 年 中 著名 的 未 解决 的 数学 问题 . K. F. 高 斯 (1777—1855) 是 
第 一 个 意识 到 “平行 公理 ”不 能 由 其 他 公理 证 明 的 人 . 但 是 为 了 回避 可 能 的 非 理 性 
的 麻烦 他 一 直 都 没有 发 表 这 个 结果 . 俄罗斯 数学 家 N.I. 罗 巴 切 夫 斯 基 (1793 一 1856) 
在 1830 年 出 版 了 一 本 关于 新 型 几何 的 书 , 在 这 种 几何 中 平行 公理 就 不 成 立 . 这 便 
是 罗 巴 切 夫 几何 (或 者 称 为 非 欧 双 曲 几何 ). 匈牙利 数学 家 J. 波 尔 约 (1802—1860) 
独立 地 得 到 了 相似 的 结果 . 
平面 的 欧 氏 几何 3.2.5 中 包含 了 平行 公理 的 希 尔 伯 特 公理 对 于 平面 的 通常 几何 成 
立 , 这 正 像 在 图 3.21~ 图 3.25 中 所 描述 的 那样 . 
形象 化 和 直观 性 可 以 产生 误导 图 3.25 表明 了 平行 公理 显然 是 正确 的 .但 是 这 
个 观点 是 错误 的 ! 这 个 错误 所 基于 的 事实 是 , 我 们 直观 地 以 为 一 条 直线 必定 是 某 种 
“ 直 ” 的 东西 . 但 是 几何 公理 中 没有 任何 一 个 说 它 应 该 如 此 .下 面 在 3.2.7 和 3.2.8 
的 两 种 几何 解释 了 这 点 . 


3.2.7 JER RRL AS 
我 们 考虑 一 个 半径 R= 1 的 球面 多， 我 们 选取 包括 赤道 的 北半球 作为 一 个 
“参照 平面 ”Eoip. 
(i) “点 ”或 者 是 不 在 赤道 上 的 经 典 的 点 , 或 者 是 在 赤道 上 的 一 对 对 径 点 {A,B}. 
(ii) “直线 ”是 球面 上 的 大 圆 . 
(iii) “ 角 ” 是 通常 大 圆 间 的 角 (图 3.26). 
定理 ”在 这 个 几何 中 平行 公理 不 成 立 . 
例 : 设 已 知 一 条 直线 |, 还 有 一 个 不 在 此 直线 上 的 点 P (在 图 里 是 北极 ). 每 条 通过 
P 的 都 是 经 圆 ， 所 有 这 些 直 线 均 交 1 为 一 点 . 例如 , 在 图 3.26 中 直线 | XER m 
于 点 {4, B}. 
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全 等 ”在 这 个 几何 中 的 “运动 ”是 绕 通 过 北极 和 
南极 的 轴 的 旋转 . 全 等 的 线段 和 和 角 定 义 为 可 由 这 
样 一 个 运动 变换 到 另 一 个 . 

这 个 几何 满足 除去 欧 几 里 得 平行 公理 外 的 所 
有 希 尔 伯 特 的 几何 公理 . 令 人 惊奇 的 是 , BTS 
年 来 居然 没有 数学 家 遇 到 过 利用 这 个 简单 的 模型 
来 证 明 平 行 公理 不 能 由 其 他 公理 得 到 的 想法 . 显 
然 在 那个 时 期 存在 着 思想 上 的 障碍 . MET 
固 地 想象 点 就 是 通常 点 , 而 直线 就 是 通常 “笔直 ” 
的 线 , 等 等 ， 事 实 上 , 这 种 直观 的 可 视 性 在 利用 
公理 和 通常 逻辑 规则 的 几何 定理 的 证 明 中 没有 作用 . 


3.2.8 ” 非 欧 双 曲 几何 学 
庞 加 莱 模 型 ”选取 一 个 笛 卡 儿 坐 标 系 并 考虑 开 的 上 半 平 面 
KH = Hayy := {(x,y) € R* ly > 0), 


我 们 称 它 为 双 曲 平面 . 采取 下 面 的 约定 : 
(i)“ 点 ”为 上 半 平 面 中 经 典 的 点 . 
(ii) “Be 为 上 半 平 面 中 那样 的 半圆 , 其 中 心 在 x 轴 上 (图 3.27). 


yh 


| 

| , 4 

| 

l 

| 

ea = E: 
' | 
l 

1 


图 3.27 


定理 (图 3.28) 

(i) 恰好 存在 通过 H 中 两 个 点 4 和 B 的 一 条 直线 . 

(ii) 若 ! 是 一 条 直线 , 则 通过 1 外 面 的 每 个 其 他 点 P 的 有 无 穷 多 条 与 ! 不 相交 
的 直线 p, 即 存在 无 穷 多 条 通过 点 P 的 平行 于 | 的 直线 . 


在 双 曲 几何 中 欧 几 里 得 平行 公理 不 成 立 . 
fa ”两 条 直线 的 夹 “ 角 ”等 于 对 相应 圆 弧 间 的 角 (图 3.28(b)). 
距离 ”在 双 曲 平面 H 中 一 条 曲线 y = y(z),a < z « 的 长 由 积分 


r= [ Gites, 
a y(z) 
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(a) 直线 (b) 角 
图 3.28 ”上 庞 加 莱 平面 的 几何 


例 1: 图 3.28(a) 中 已 和 Q 间距 离 为 无 穷 大 . 因此 称 图 3.28 (a) 中 的 x 轴 为 在 双 
曲 平面 的 无 穷 远 处 的 直线 . 

双 曲 三 角 学 ”这 是 一 门 在 双 曲 平面 中 的 三 角形 计算 的 学 科 . 双 曲 几何 的 所 有 公式 都 
可 以 从 球面 三 角 学 中 公式 经 应 用 下 述 平移 原理 简练 地 导出 : 


在 球面 三 角 学 的 所 有 公式 中 将 半径 换 成 iR 
(EFH i Æi = 一 1 的 虚 单 位 ) 并 令 R=1. 


4| 2: 由 球面 三 角 的 对 边 的 余弦 定律 


e a b . a, b 
COS = = COS = COS = + Sin — sin g^ 


R R R R 
将 其 中 R 换 作 iR ASITKARY 


cosh = = cosh = cosh z sinh 5 sinh H cos y. 
对 于 R=1, 便 得 到 了 双 曲 几何 中 边 的 余弦 定律 


cosh c = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos y. 


cosh c — cosh a cosh b. 


更 重要 的 一 些 公 式 可 在 表 3.2 PRA. 对 椭圆 几何 中 的 公式 对 应 了 球面 三 角 学 中 在 


更 多 的 公式 可 经 由 循环 置换 得 到 : 


aa 一 0 一 c 一 0 和 wa 一 8 一 ?一 aa. 


1) 注意 有 cosis = cosh x 和 siniz = isinh z. 


3.3 向量 代数 在 解析 几何 学 中 的 应 用 747 


表 3.2 ”各 种 几何 学 中 的 公式 


椭圆 几何 双 曲 几何 
三 角形 的 和 和 角 公式 
ET a+B+y=n| atB+y=nt+A a+B+y=n-A 
半径 r 的 圆 面积 2n(1— cosr) 2n(coshr — 1) 
半径 r WAKAK 2nr 2x sinr 2x sinh r 
毕 达 哥 拉 斯 定理 | cosc = cosa cosb cosh c = cosha cosh b 


COS C = cos a cos b cosh c — cosh a cosh b 


余弦 定律 wid iuh 
十 sina sinb cosy — sinha sinh b cos ^ 
x i i sina sinh 
正 纺 定律 sina _ sina ina _ sinha 


sinB sinb sin 8 ^ sinhb 


K=1 


运动 $ z=r+iy 和 zz =x +iy’. 双 曲 几何 的 “运动 " 是 特殊 的 默 比 乌 斯 变换 
Pes az 4 8 


^ *4z--6' 


其 中 o, 8, 和 5 为 实数 并 满足 ad — By > 0. 所 有 这 样 的 变换 的 集合 构成 一 个 群 ， 
称 为 双 曲 平面 的 运动 群 . 

(i) H 的 直线 在 双 曲 运动 下 映 成 了 另 一 条 直线 . 

(ii) 双 曲 运动 是 保 角 和 保 距 的 变换 . 
根据 克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 纲 领 , 双 曲 几何 的 性 质 就 是 那些 在 双 曲 运动 群 下 保持 不 变 的 
性 质 . 
定理 ”上面 所 定义 的 双 曲 几何 满足 除了 欧 几 里 得 平行 公理 外 的 所 有 和 希 尔 伯 特 公理 . 
黎 曼 几 何 ” 双 曲 几何 是 具 度 量 
2 dz? + dy? 

cen i 


ds > gU 


的 黎 曼 几何 , HRA (A) 常 值 高 斯 曲率 K = —1 (SF [212]). 
物理 解释 ”在 几何 光学 背景 中 的 对 庞 加 莱 模 型 的 简单 解释 可 在 5.1.2 中 找到 . 


3.3 回 量 代数 在 解析 几何 学 中 的 应 用 


4& -k JL (1596—1650) #0 # % (1601—1665) 所 发 现 的 备 
卡 儿 坐标 方法 在 18 世纪 末 被 称 作 “解析 几何 学 ”， 它 增加 了 


在 几何 思考 中 代数 的 重要 性 . 
J. 38 JE, 4A (Dieudonné) 


向 量 代数 使 得 利用 方程 来 描述 几何 对 象 成 为 可 能 , 并 且 它 们 与 所 选取 的 坐标 系 
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EX. WO 为 一 定点 . 以 7 = OB 记 点 P 的 径 向 量 . 若 三 个 两 两 正 交 的 单位 向 量 
i j Mk 使 它们 构成 右手 系 , WE 
LEEIPIZI 


称 实数 v y, z 为 点 P 的 笛 卡 儿 坐 标 (图 3.29 和 图 1.85). 另外 , $ a = aii a2 十 
azk E 


(a) (b) 
图 3.29 第 卡 儿 坐 标 


下 面 的 所 有 公式 都 包含 了 向 量 的 表述 和 以 笛 卡 儿 坐 标的 表示 . 


3.3.1 ”平面 中 的 直线 
通过 一 点 Po (zo, yo) 并 以 向 量 v 为 方向 的 直线 方程 (图 3.30 (a) 


r=Tfo+tv, —oo«t«oo, 


z= zo + tvi; y= yo + tre. 
FILLER t 看 作 时 间 , 则 这 是 一 个 点 以 速度 v = vi 十 v27 的 运动 方程 , 而 
Tj = zji +yjj. 


通过 两 个 点 Pi(zj yi) j — 0,1 的 直线 方程 (图 3.30(b)) 


[re ro t(i - ro), —oo « t « oo, 


rz-—zo-t(xi—z0), y= yo-t(yi — yo). 


(a) (b) 
4330 过 两 点 的 直线 
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通过 点 Po(zo, yo) 正 交 于 单位 向 量 n 的 直线 1 的 方程 (图 3.31(a)) 


ni(z — zo) + na(y — yo) = 0. 


在 这 里 有 Vn? +n? = 1. 
m P. 到 直线 ! 的 距离 
d = n(r. 一 70)， 


d= ni(z. — zo) + n2(yx — yo). 


在 此 我 们 已 令 r. = OP.. # P. 在 1 相对 于 n 的 正 的 一 侧 则 有 d > 0, HER 
的 一 侧 , WA d < 0 (图 3.31 (b)). RA n = mi 4 nj. 


(b) 
E 3.34 正 交 于 一 个 向 量 的 直线 


两 点 Pi 和 Po 间 的 距离 d (图 3.32 (a)) 


d= /(z1 — zo)? + (yı — yo)?. 


A332 距离 和 面积 


以 Pj(zj yj) j = 0,1,2 为 顶点 的 三 角形 的 面积 (图 3.32 (b)) 


A= gh(r: = ro) x (r2 = ro)). 


750 第 3 章 JL 何 学 


A=5 Tı — T0 Yi-— yo 


3.3.2 ”空间 中 的 直线 和 平面 
通过 点 Po(xo, yo, zo) 并 以 向 量 v 为 方向 的 直线 方程 (图 3.33 (a)) 


[r=ro+to, -co « t € ox] 


r2 — T0 Y2— yo 


r=Zot+tu, y=yottva, z = zo + tv3. 
若 把 实 参数 t 看 作 时 间 , 则 这 是 一 个 点 以 速度 向 量 为 v = vt + veg + vsk, 
7 — ri yj zk 的 运动 方程 . 
通过 两 点 PP; (zj;,yj, zi) j= 0,1 的 直线 方程 (图 3.33 (a)) 


[r = ro +t(rı — ro), —oo« t< oo, 


z-—zo-ti(zi— zo), y=yott(yi—yo), z-zo-ct(z — zo). 


图 3.3 空间 对 象 的 方程 


通过 三 个 已 知 点 已 (zj, Yj zi) j =0,1,2 的 平面 方程 


T = ro -Fi(ri— ro) + s(ra — ro), —oo«t,s < oo, 
T = zo-t(rzi— zo) + s(z2 — zo), 
y = yo + t(yi — yo) + s(y2 — yo), 


z = zo + t(2z1 — zo) + s(za — zo). 


通过 点 P(zo, yo, 20) 并 垂直 于 单位 向 量 n 的 平面 E 的 方程 (图 3.33(b)) 


mi(z — zo) + na(y — yo) + na(z — zo) = 0. 


在 此 我 人 有 Vulrubrub-i. Wn 为 平面 E 的 单位 法 向 量 . ZA Pi, Pr 
和 P, BE E 上 给 出 , 则 n 可 由 下 面 公式 得 到 : 

(ri = To) x (r2 = ro) 

|(rı — ro) x (r2 — ro)| 
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平面 F 到 点 P. 的 距离 
d — n(r. — ro), 
d = ni(z. — z0) + na(y« — yo) + na(z« — zo). 
在 这 里 , 车 点 P. 在 相对 于 单位 法 向 量 n 而 言 在 平面 E 的 正 (分 别 地 , fA) 侧 , 则 有 
d > 0 (分 别 地 d < 0) (图 3.33 (c)). 
两 个 点 Po 和 P, 之 间 的 距离 


(zx — 29)? + (yi — yo)? + (a1 — 20)?. 


两 个 向 量 a 和 b 间 的 角 y 


cosy = u N 
|a| |b| 
— aıbı + a2b2 + a3b3 | 
ya? 4- a2 -- a2 - yb? +03 + b3 
3.3.3 ”体积 
由 向 量 a,b 和 c 张 成 的 平行 四 面体 的 体积 (图 3.34 (a)) 


V = (a x b)e, 


Q1 a2 a3 


V= bi be b3 


在 这 里 , 车 a,b,c 形成 右手 系 (分 别 地 , 左手 系 ) WV > 0 (分 别 地 , V <0). 
由 点 Pj(r;yj2j)j—0,1,2,3 张 成 的 平行 四 面体 的 体积 $ a := ri- 
To, b := T2 — T0, C := T3 — T9. 


由 向 量 a TU b 张 成 的 三 角形 的 面积 (图 3.34 (b)) 


二 了 la x b|, 
A= a2 a3 a3 al a1 a2 
ba bs ko b3 bi T bi be 
fi A 
a a 
(a) (b) 


图 3.34 二 维和 三 维 体积 
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3.4 欧 氏 几何 学 (运动 的 几何 学 ) 
3.4.1 ” 欧 几 里 得 运动 群 
以 zi 22,73 和 c1, c5, ok ARME EJLER. 一 个 欧 几 里 得 运动 是 一 个 变换 


其 中 a = (a1, 02,03)" 为 常 值 列 向 量 , D 为 正 交 (3 x 3) 矩阵 , 即 DDT = DTD = 
E (其 中 E 为 单位 矩阵 ). 显 式 地 这 些 变 换 由 下 面 方程 给 出 : 


T} = djizi + dj222 ue dj3X3 Tta, j = 1, 2.3, 


分 类 (i) 平移: D=E. 
(ii) 旋转 : det D = 1,a = 0. 
(ii) 旋转 反射 : det D = —1,a = 0. 
(iv) 正常 运动 : det D = 1. 
定义 ”所 有 运动 的 集合 在 复合 下 构成 一 个 群 , 称 其 为 欧 几 里 得 运动 群 . 
所 有 的 旋转 构成 一 个 子 群 , 称 其 为 旋转 群 0， 所 有 的 平移 (分 别 地 , 所 有 的 正常 


€ =€ cosy +y sin y, 
n = —é sin y + € cosy. 


图 3.35 表示 了 在 (En) 平面 中 的 旋转 . 
5| 2: 对 于 (En) 平面 的 一 个 反射 由 下 面 的 关系 给 出 : 


A = É; 7 =; ¢ = = 


结构 定理 (i) 每 个 旋转 可 以 在 一 个 适当 的 笛 卡 儿 坐 标 系 
下 化 为 绕 C 轴 的 旋转 . 
图 3.35 (ii) 每 个 旋转 反射 可 在 一 个 适当 选取 的 (6,0, C) 坐标 
系 下 表示 为 绕 C MNES (En) 平面 的 反射 的 复合 . 
欧 氏 几何 ”根据 克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 岗 领 , 欧 几 里 得 几何 正好 是 在 欧 几 里 得 运动 下 不 
变 的 性 质 (例如 , REKK). 


1) 这 是 一 个 三 维 李 群 (对 其 定义 见 [212]). 
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3.4.2 ”圆锥 截 线 

圆锥 截 线 的 初等 理论 已 在 0.1.7 中 表述 过 了 . 
二 次 型 ”考虑 方程 
显 式 地 , 此 方程 为 


anr + 2ai2£1£2 + 2212 =b (3.17) 


a22 


它 具 有 实 对 称 矩 阵 A = oe ) W AAO. TH, fi det A = aia; 一 
1 


412021, H trA = all + a22. 


定理 ”应 用 在 笛 卡 儿 坐标 系 (zt zz zs) 下 的 一 个 旋转 总 可 以 把 方程 (3.17) 化 为 


法 式 
ius 
这 里 的 入 和 是 A 的 特征 值 , 即 有 


aj. 一 a 012 


21 a22 — Ç 


其 中 C= 和 ,4. A det A= Aj, trA = À+ p. 
证 明 : 我 们 来 确定 矩阵 A 的 两 个 特征 向 量 w 和 ov, 即使 得 


Au=)u 和 4u =10. 
在 这 里 可 以 选取 w M v HE ulv —0 m uu —vTv — 1. $ D:=(u,v). 于 是 


1 
g= Dr 


区 


是 一 个 旋转 . 由 (3.17) 得 到 
入 
b = z" Ag = zT (DAD)z = x " a’ 
0 p 
= Ar? — pry. 


一 般 圆锥 截 线 ”我 们 现在 来 研究 方程 


c7 Am 4- zl a + azs = 0, | 
其 中 a = (a3, 023)", 即 


a1171 + 20121112 + 02273 + 1371 + 2372 + 033 = 0. (3.19) 


CRA SME 
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第 一 种 主要 情形 ”有 中 心 方程 . 如 果 det A 40, 则 线性 方程 组 
01104 十 Q12Q2 + Q13 = 0, 
42101 + 42203 + a23 = 0 
有 唯一 的 解 (a1, az). 利用 平移 X; := zj 一 aj, j = 1,2, 方程 (3.19) 被 变换 为 


det c 
det A ` 


anX? + 2a12X1X2 + à22 X2 一 一 
与 (3.17) 中 的 情形 相似 , 由 此 通过 旋转 得 到 


| det 
det A ` 


因为 det A = Au, tr4 = à + u, 于 是 可 得 表 3.3 中 的 法 式 . 


表 3.3 ”中 心 圆锥 截 线 
det A det of 法 式 (a > 0, b>0,c>0) 名 称 


Az? + py? = 


x y _ 
<0 atya! 椭圆 
2 2 
>0 >0 a gd 虚 椭圆 
wm 2 
"d Sg? RS 
z? y? 
2 2 
y r 
«0 >0 S | £ 
EE 双 曲 线 
zx? gy? = 
=0 ^ dae no 二 重 直 线 


第 二 种 主要 情形 ”无 中 心 方程 (K 3.4). 这 时 有 det 4 = 0, 从 而 \40 Hy =0. 
对 (3.19) 应 用 一 个 旋转 得 到 
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| Av? + 2g +py+c=0. 


对 它 配 完全 平方 得 到 ， 


Ap 2A ee 
(z+) 二 py 十 c X 0. 


表 3.4 非 中心 曲 线 (det A = 0) 


法 式 (a 0) 名 称 T 
y 
y — az? 抛物 线 
i 
y 
v =0 二 重 直线 > 
y 
y) =a? 两 条 直线 y= a > 
y? = —a? 两 条 虚 直 线 


3.4.3 ”二 次 曲面 
二 次 型 ”考虑 方程 


显 式 表达 , 此 方程 为 
01121 + 2122122 十 2a137173 十 20237273 十 02272 十 3373 = b (3.20) 


BASEL A = (ajr). 假设 det 4 #0. 于 是 其 迹 为 trA = aui + a22 + aas. 
定理 HEFIR (zl, za,zs) 应 用 一 个 旋转 可 将 上 面 的 方程 化 为 下 面 的 


法 式 : 
这 里 的 A, 和 < 是 4 的 特征 值 , 即 有 det(A — yE) = 0, 其 中 > = 和 /或 6. 又 
有 det A = Auk, trA=A+tpt+e. 
证 明 : 我 们 来 确定 矩阵 A 的 三 个 特征 向 量 u,v 和 w, 即 向 量 使 得 

Au = àu, Av=ypv, Aw=Cw. 
在 这 里 可 选取 u,v 和 w 使 得 uv = uw = vw = 0 UR uu = vv = 
wTw=1. $ D := (u,v, w), 变换 


z= Dr’ 
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是 一 个 旋转 . 由 (3.20) 得 到 了 
入 $ 6 
b—-z'Az-z"(D'AD) —-z"| 0 yu 0 |z 
00€ 


= Xz 十 Hz2 + Cay. 


证 毕 . 
一 般 二 次 曲面 ”现在 研究 方程 


其 中 a = (a14, 024,034)". 此 方程 的 显 式 表达 为 


2 2 2 
01121 + 20121122 + 20132123 + 2a23£213 + 02222 十 Q3323 


十 Q14T1 十 Q24T2 十 Q34T3 十 Q44 = 0 (3.21) 


CRA SAREE 


@11 Q12 Q13 @14 
Q11 Q12 Q13 


= _ | an ag a23 024 
A=] an a a |, Z= 


a31 Q32 Q33 4034 
a31 Q32 433 
Q41 Q42 Q43 Q44 


第 一 种 主要 情形 ”有 中 心 的 方程 (K 3.5). WH det A #0, 则 线性 方程 组 


41103 + 41202 + 41303 + a14 = 0, 
42101 + A22Q2 + a2303 + 024 = 0, 


a31Q1 + 032072 + a3303 + a34 = 0 


有 一 个 唯一 的 解 (a1, 02, 03). 通过 平移 Xj = Tj 一 05, 二 = (3.21) 变 成 了 
方程 


det S 
211 X? + 2012 X1 X2 + 213 X1.X3 + 2023 X2 X3 + a22X2 + a33X3 = — < 


det A 


类 似 于 在 (3.20) 中 那样 , 以 旋转 由 此 得 到 


det & 
det A ` 


Az? + uy? 十 6z2 = — 


第 二 种 主要 情形 ”无 中 心 的 方程 ， 这 发 生 在 det A = 0 时 的 情形 .将 旋转 用 于 
(3.21) 得 到 了 这 种 情形 下 的 


| Ax? + my? +pr+ryt+szt+c=0.| 


经 完全 配 平方 和 平移 于 是 给 出 了 在 表 3.6 中 列 出 的 不 同 法 式 ， 
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表 3.5 中心 曲 面 
法 式 (a > 0, b>0,c>0) 名 称 
2 y? 2 
gip gu AER 
2 2 2 
a ar 虚 椭 球面 
r? y? 2 
m tutus 原点 
z2 y? 22 
wtp zZ ex] 单 叶 双 曲 面 
r2 y? z2 
aj pog" 双 锥 面 
2? r? y? 
Z^. g^! 双 叶 双 曲 面 
表 3.6” 非 中 心 曲面 (det A = 0) 
法 式 (a > 0, b> 0, c>0) 名 称 E om 
r2 y? 
+ = = 2cz 椭圆 抛物 面 
y 
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法 式 (a > 0, b> 0, c>0) 名 称 
z2 y? 
x? y? =n 
x? y? ` 
"d d 1 双 曲 柱 面 
2 2 
= a =0 两 个 相交 平面 
xz = 2cy? 抛物 柱 面 
fuk 两 个 平行 平面 (z — +a) 
z2 一 0 二 重 平面 
2 2 
十 a =-1 虚 椭圆 柱 面 
z2 y? 


—— 退化 椭圆 柱 面 (z B8) 
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3.5 ”射影 几何 学 


3.5.1 BABB 


在 欧 几 里 得 平面 几何 中 没有 所 谓 的 在 点 和 直线 间 的 对 偶 . 相反 , 有 
(i) 通过 两 个 不 同 点 总 是 恰好 有 一 条 直线 . 
(ii) 但 是 , 两 条 不 同 的 直线 并 不 总 交 于 一 个 点 . 

为 了 消除 这 种 不 对 称 性 , 定义 


[一 个 无 穷 远 点 = 一 个 无 指向 的 方向 


两 条 平行 线 总 具有 相同 的 方向 , 即 在 无 穷 远 处 有 同一 点 . 利用 这 个 约定 , 有 : 两 条 不 
同 的 直线 交 于 一 个 点 ( 它 可 以 是 在 “无 穷 远 直线 ” 即 所 有 方向 的 集合 上 的 点 ). 
齐 次 坐标 ”要 使 这 个 想法 能 经 得 住 计算 的 考验 , 例如 , 在 一 条 直线 的 方程 


gj —25 +1 


中 把 量 m (分 别 地 , y) 换 为 z/ (分 别 地 , y/u) HRA u. 这 给 出 了 
y 三 27 +u. 


我 们 把 每 个 点 (z,y) 相伴 于 所 有 齐 次 坐标 (zu, yu) 的 集合 , 其 中 u 是 任何 一 个 非 
BEB. 两 条 平行 线 

y=2r+1, y=2r+3 
对 应 于 方程 

y =2r+u, yy 三 27 十 3u， 
它们 的 解 为 z = 1,y =2,u=0, 它 对 应 于 一 个 无 穷 
远 点 (图 3.36). 方程 


是 无 穷 远 直 线 的 方程 . 
平面 的 射影 点 ”一 个 射影 点 是 一 个 集合 


图 3.36 


[(z, y, u)] := {(Xz, Ay, Au)|A € R, A # 0} 


满足 rL Hy +u 4 0 (注意 , 这 就 是 要 求 r, y, u 中 至 少 有 一 个 不 为 零 )， 所 有 这 些 
射影 点 的 集合 被 记 为 RP?, 并 称 其 为 实 射影 平面 . 


每 个 数组 (Az, Ay, Au), A £ 0 被 称 为 对 点 [(z,y,w)] 的 一 个 齐 次 坐标 集 . 满足 
u — 0 的 点 [ins y, u] 是 无 穷 远 点 . 
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射影 直线 称 所 有 满足 方程 
ax + by+cu=0 


的 射影 点 [(c,y,u)] 的 集合 为 一 条 射影 直线 . 这 里 的 ,b 和 c BW a^ ec £0 
的 实 系 数 . 两 条 射影 直线 
aiz + biy + cu = 0, 


a2z + bzy + c2u = 0 


a2 2 C2 

对 偶 原理 — (i) 两 个 不 同 的 射影 点 决定 了 一 条 唯一 包含 它们 的 直线 . 

(ii) 两 条 不 同 的 射影 直线 决定 了 一 个 唯一 的 点 , 即 其 交点 . 
以 单位 圆 实现 射影 平面 “我们 以 RP? 表示 所 有 开 圆 盘 中 的 点 和 在 边界 ( 即 单位 圆 
fa) 上 把 对 径 点 A, B. 等 化 为 同一 点 的 这 种 点 的 集合 (图 3.37). 
定理 ”存在 从 RP? 到 RP? 的 双 射 . 
证 明 : 我 们 把 每 个 射影 点 [(z,y,1)] 相关 联 到 一 个 点 (En), 在 这 里 射影 点 对 应 了 笛 
卡 儿 坐标 (x,y), 而 (En) 是 过 (x,y) 与 (0, 0) 的 直线 上 与 原点 (0, 0) 的 距离 等 于 


当 rank ( ar à e 二 2 时 互 不 相同 . 


2 
= —arctanr 
P T 


的 点 , 其 中 r := a2 yl. 另 一 方面 , 无 穷 远 点 [(1,m,0)] 对 应 于 对 径 点 偶 {4, B}, 
它们 是 由 直线 y = mz 与 单位 圆 相交 得 到 的 (图 3.37). 

德 萨 格 定理 如 果 连 接 两 个 三 角形 对 应 顶点 的 直线 通过 了 一 个 点 , 则 它们 的 对 应 边 
的 交点 都 位 于 一 条 直线 上 (图 3.38). 


图 3.37 图 3.38 德 萨 格 定理 
交 比 ”如 果 4, B,C 和 DD 四 个 点 位 于 一 条 直线 上 , 称 实数 


AC. BC 
AD’ BD 


为 这 四 个 点 (图 3.39) 的 交 比 . 这 里 的 AC 代表 从 4 到 C 的 线段 的 长 , 等 等 . 
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4 B 4 D 
图 3.39 交 比 


交 比 是 射影 几何 中 最 重要 的 不 变量 . 
3.5.2 ”射影 映射 


两 条 直线 相互 间 的 投射 图 3.40 显示 了 一 个 平行 投射 和 一 个 中 心 投射 在 这 些 投 
射 下 , 线段 的 长 可 以 改变 . 但 是 我 们 有 下 面 的 基本 结果 : 


四 个 点 的 交 比 保持 不 变 . 


(a) 平行 (b) 中 心 
图 3.40 两 条 直线 的 投射 


两 个 平面 相互 间 的 投射 3.41 显示 了 平面 8 到 平面 8 上 的 中 心 投射 . 这 时 在 
一 条 直线 上 四 个 点 的 交 比 仍然 保持 不 变 . 


图 341 中 心 投射 


直射 变换 GAMES 6 中 引进 了 齐 次 坐标 (v, yu) 和 (zx',y u), 则 一 个 直 
射 变换 定义 为 形 如 下 面 的 这 个 映射 : 


/ 

T G11 Q12 Q13 x 
/ — 

y = a21 Q22 Q23 y E 
1 

u 31 432 433 u 


其 中 的 3 x 3 KERE (ais) 的 行列 式 不 为 零 . 
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结构 定理 (i) 每 个 从 ERE 的 映射 如 果 是 由 有 限 个 平行 投射 和 中 心 投射 组 合 而 
成 的 , 则 它 是 一 个 直射 变换 . 按 此 方式 可 得 到 从 6 到 6" 的 所 有 直射 变换 . 

(ii) 在 直射 变换 下 , 一 条 直线 上 四 个 点 的 交 比 保持 不 变 . 
例 : 在 对 风景 进行 摄影 时 , 在 同一 直线 上 四 个 点 的 交 比 等 于 在 照片 上 这 些 点 的 交 比 . 
因此 , 如 果 人 们 知道 了 在 实景 上 三 个 点 的 坐标 , 则 第 四 个 点 的 可 用 测量 在 照片 上 这 
四 个 点 的 交 比 计算 出 来 . 
射影 性 质 ”根据 克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 纲领 , 射影 性 质 正 是 那些 在 直射 变换 群 下 不 变 的 
性 质 . 


3.5.3 n 维 实 射影 空间 


n1. 
HEA 一 个 n 维 的 射影 点 是 一 个 集合 


[zl …: ;Zn44] = {(àAz1, »ATn41)|A €R,A 天 0}. 


在 这 里 的 x; 是 实数 并 所 有 的 zi 不 同时 为 零 . 我 们 称 (Az1,… A223) #0) 为 
这 个 射影 点 [zl …… ,zn+i] 的 齐 次 坐标 . 所 有 这 些 点 的 集合 被 记 作 RP", 并 称 为 n 


射影 子 空间 ROM m 个 线性 独立 的 向 量 pisos ,pm € R°. 所 有 齐 次 坐标 x 


可 以 写 为 形式 


直射 变换 《这些 是 在 射影 坐标 z Alc’ 的 集合 间 的 映射 
a’ = Ar|. 
这 里 的 4 是 一 个 n+1 行 的 实 方 阵 , H det A z 0. 
每 个 这 样 的 直射 变换 对 应 了 一 个 映射 
QA: RP” — RP”. 
我 们 有 : pa = vs SENHER A 和 B 一 个 是 另 一 个 的 非 零 实 标量 的 倍数 . 


射影 群 ”所 有 这 些 映射 o 在 映射 的 复合 下 构成 了 射影 群 PGL(n--1,R). 这 个 群 
自身 又 是 一 个 商 群 , BI 


PGL(n+1,R) = GL(n + 1, R)/D. 


这 里 的 GL(n 4- 1, R) 表示 所 有 实 的 (n+ 1) 可 逆 矩 阵 的 群 , 而 D 代表 所 有 形 如 X7 
的 对 角 矩 阵 的 子 群 , 其 中 入 天 0. 
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EE 直射 变换 把 m 维 射影 于 空间 映射 到 m 维 射影 子 空间 并 保持 关联 关系 不 变 . 
RP" 的 拓扑 结构 ”空间 RP” 是 一 个 ” 维 的 、 连 通 的 、 紧 的 、 光 滑 的 实 流 形 D) 车 
记 

S= {re R+ [l| =1} 


为 n 维 单位 球面 , 记 Zo 为 二 阶 群 , 则 S/Z: MOET RP”. 我 们 将 其 表示 为 


RP" ~ 8" /75. 


在 这 里 商 S"/Zo 由 S" 等 化 它 的 对 径 点 得 到 , RP" 的 另 一 个 表示 是 商 空间 ， 它 由 
令 


B3 := {x + S" |en > 0} 


这 种 情形 的 商 空间 是 由 等 化 ST 的 赤道 的 对 径 点 并且 再 无 其 他 的 等 化 作用 了 ) 
得 到 

例 1: Ain = 1, St 是 单位 国 的 一 半 (2 二 太一 1]y > 0), 而 商 51/2 是 把 两 个 
边界 点 (1,0) 和 (0,1) 等 同 得 到 的 ， 这 样 我 们 得 到 了 一 个 变形 的 贺 , ETUR 
为 通常 的 单位 贺 . 它 使 我 们 想到 了 同 有 


为 闭 的 北半球 , 然后 也 得 到 


它 实际 上 是 个 微分 同 胚 . 
例 2: TE n — 2 的 情形 , FA 


其 中 的 RP? 是 由 (A) 单位 圆 盘 {(2,y) € R?|z? - y? < 1) 经 等 化 边界 ( 即 单位 圆 ) 
上 的 对 径 点 得 到 的 (图 3.37). 
EE RP? 是 非 定向 曲面 . 

对 一 个 通常 的 曲面 , 它 有 两 个 不 同 的 “侧面 ”, 一 个 “内 侧 ” 一 个 “外 侧 *. 例如 
每 个 球面 有 此 性 质 . 在 非 定向 曲面 的 情形 , 设 有 像 不 同 侧面 的 这 一 类 东西 . 
3.5.4 n 维 复 射影 空间 

车 在 上 面 的 定义 中 我 们 允许 变量 r1, tnp 以 及 入 为 复 的 , 则 我 们 得 到 了 
所 谓 的 复 射 影 空间 CP", 其 方式 与 在 3.5.3 得 出 RP" 的 方式 相同 . 

1) 这 个 基本 概念 将 在 [212] 中 引进 并 在 那里 有 详细 研究 . 
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另外 , CP” 的 直射 变换 的 定义 完全 像 对 RP” 的 那样 , 但 允许 矩阵 4 为 复 . S 
射影 群 PGL(n 十 1,C) 的 定义 为 商 群 


PGL(n +1,C) = GL(n+1,C)/D. 


其 中 的 GL(n+1,C) ARN (n 十 1) RDÉABEERISE, 而 D 代表 所 有 形 如 和 AT 的 对 
角 线 矩阵 的 子 群 , 其 中 AAO. 

射影 性 质 ETE n 维 射影 几何 的 一 个 性 质 是 说 , MRE CP" 的 所 有 直射 变换 
下 不 变 的 性 质 , 即 该 性 质 是 在 PGL(n + 1,C) 作用 下 不 变 的 . 

CP” 的 拓扑 结构 ”空间 CP" 是 一 个 m” 维 连通 的 、 紧 的 、 光 滑 的 复 流 形 . 若 以 


Sie? =a} 


j=l 


s= {rec 


W n 维 复 单位 球 , MA [81S 


在 3.8.4 F, 我 们 将 看 到 对 于 平面 代数 曲线 的 研究 来 说 , 复 射 影 几 何 的 方法 会 产生 出 
丰富 的 成 果 . 没有 这 样 的 方法 , 代数 曲线 的 理论 就 是 一 只 装着 一 些 孤 立 结果 的 篮子 ， 
而 这 些 结果 的 完全 阐述 会 不 断 地 充斥 着 例外 的 情形 . 


[CP 的 拓扑 性 质 和 理想 论 是 代数 几何 中 射影 方法 成 功 的 基础 . | 


3.5.5 ”平面 几何 学 的 分 类 


考虑 一 个 平面 P. 平面 的 各 种 儿 何在 利用 克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 纲领 进行 的 分 类 受 
到 了 考虑 在 平面 P 中 所 有 可 能 的 变换 群 和 它们 的 性 质 的 影响 . 


3.5.5. 欧 氏 几何 学 
欧 几 里 得 运动 群 ”这 个 几何 的 群 是 P 的 欧 几 里 得 运动 群 ， 它 由 平移 、 旋 转 和 反射 
的 复合 组 成 . 从 解析 表达 上 说 , 这 个 群 由 平面 变换 x r 组成, 它 具 有 形式 


m 


其 中 z = (21,22)",a = (a1,a2)7. 这 里 的 4 是 一 个 正 交 矩阵 ， 就 是 说 , ATA = 
AAT = E (HH E AMIE). 对 于 A = E, 公式 (T) 给 出 了 一 个 平移 ?. 
全 等 称 在 平面 P 中 两 个 圆 形 为 全 等 , 当 且 仅 当 它们 可 以 通过 一 个 欧 氏 运动 把 一 
个 映射 到 另 一 个 . 

1) 显 式 地 有 


zi = a1171 + 8312172 + Q1, 
/ 
T2 = 42121 + Q2272 + a2, 


具 实 系数 Ajk: Qj 和 实 变量 Tj Al c. 
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3.5.5.2 ”相似 几何 学 


相似 变换 群 ”这 个 几何 的 群 是 所 有 相似 变换 的 群 , 这 些 变换 是 (T) 中 的 那些 A 为 
TE ACRE MES BIE TCR FA PE ER. 

几何 特征 ”一 个 正常 的 相似 变换 是 在 两 个 平行 平面 P 和 Q 间 进 行 一 个 中 心 投射 ， 
然后 将 已 和 Q 中 的 对 应 点 等 化 . 这 对 应 于 (T) PERAE 


eee 
0 A 

正 数 A 是 作为 此 相似 变换 的 一 个 乘法 因子 .任意 一 个 相似 变换 由 正常 相似 变换 和 

欧 几 里 得 运动 的 复合 组 成 . 

相似 图 形 KEFE P 中 两 个 图 形 为 相似 的 , 是 说 它们 可 用 一 个 相似 变换 把 一 个 

图 变 到 另 一 个 . 

3.5.5.9 仿 射 几何 学 

仿 射 群 ”这 是 由 那些 使 4 为 可 逆 矩 阵 的 映射 (T) 组 成 的 平面 P 的 变换 群 . 这样 

的 变换 被 称 作 念 射 变 摘 . 

几何 特征 ”从 几何 上 说 , 可 以 在 空间 中 取 有 限 多 个 平面 P, Pi, Pa, Q, 并 在 每 

个 上 进行 平行 投射 , 然后 将 P 和 Q 上 被 映射 成 的 点 等 化 便 得 到 了 一 个 仿 射 变换 . 

仿 射 等 价 ”平面 P 中 两 个 图 形 被 称 作 仿 射 等 价 , 如 果 它们 可 由 一 个 仿 射 变换 相互 

转换 . 

例 : 在 仿 射 变换 下 , 圆 映 射 成 了 椭圆 , 而 椭圆 映射 到 椭圆 , 因此 椭圆 的 概念 是 仿 射 几 

何 的 一 个 概念 . 


3.5.5.4 射影 几何 学 
直射 变换 (射影 变换 ) 群 ”射影 平面 的 群 由 直射 变换 1 


T 


组 成 , 其 中 齐 次 坐标 y = (yu ya. us), y = (yr yo. v3). ERE y 0, u' 7 0. 5 
外 , B 是 一 个 实 的 (3 x 3) 矩阵 . 直射 变换 也 被 称 为 射影 变换 


1) 显 式 地 有 


yj = biiyi + bi2Yy2 + bisys, 

Yo = b211 + b22y2 + b23ys; 

V5 = b3iy1 + ba2y2 + says. 

所 有 系数 bj, 和 变量 yj 和 y; 都 是 实 的 . 
当 令 ys = 1,b31 = b32 = 0, b33 = 1 时 便 围 转 到 了 仿 射 坐标 和 仿 射 变换 . 
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TATA ”加 进 P 上 无 穷 远 点 ys = 0 的 y, 则 平面 P 扩张 为 射影 平面 Px, CX 
应 于 二 维 射影 空间 RP?. 两 个 数组 y 和 wy 是 射影 平面 Po 中 同一 个 点 的 齐 次 坐标 
表明 y = ay’, 其 中 a z o 为 某 个 实数 . 

几何 特征 ”从 几何 上 , 当 我 们 在 有 限 个 平面 P, Pi, Pn, Q 上 进行 中 心 投 射 , 然 
后 等 化 在 此 复合 映射 下 已 和 Q 的 对 应 映 成 点 而 得 到 . 

射影 等 价 。 称 平面 中 两 个 图 形 的 射影 等 价 的 , 如 果 它 们 可 由 一 个 射影 变换 把 一 个 变 
到 另 一 个 . 

例 : 在 一 个 射影 变换 下 , 圆 、 椭 圆 、 抛 物 线 和 双 曲 线 全 都 可 以 相互 映射 按 此 推理 ， 
( 非 退 化 ) 圆锥 截 线 的 概念 是 个 射影 几何 的 概念 . 另外 , 下 面 的 一 些 概念 也 属于 射影 
几何 :“ 直 线 ”、“ 点 ”、“ 在 一 条 直线 上 的 点 "、“ 两 条 直线 交 于 一 点 ”以 及 “一 条 直线 
上 四 个 点 的 交 比 ”. 
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欧 氏 几何 由 亚历山大 的 欧 几 里 得 (大 约 公元 前 365 一 前 300) 在 其 著名 的 专著 
《几何 原本 》 中 作 了 极其 详尽 的 阐述 .这 些 书 在 所 有 学 校 教材 中 居 主 导 地 位 长 达 
2000 多 年 . 

仿 射 几何 归功 于 欧 拉 (1707—1783). 

画 法 几何 和 正 交 投射 使 用 到 (一 个 或 两 个 ) 平面 上 正 交 投影 的 画 法 儿 何 是 由 蒙 
H (Monge, 1746—1818) 在 1766 到 1770 年 间 创 立 的 , 它 与 构建 城堡 的 工作 有 关 ， 
1978 年 他 的 基本 著作 《 画 法 几何 学 》(Géométrie descriptive) 出 版 . 
射影 几何 与 中 心 投射 ”文艺 复兴 时 期 引进 了 透视 画 法 ， 这 在 欧洲 的 绘画 中 带 来 了 
一 场 革命 ,而 这 种 画 法 所 根据 的 便 是 中 心 投 射 ， 数 位 大 艺术 家 都 参与 其 中 : 阿尔 
贝 带 (Leon Batista Alberti，1404 一 1472， 罗 马 圣 彼 得 教 堂 的 建筑 师 )、 达 。 芬 奇 
(Leonardo da Vinci, 1452—1519) #148) (Albrecht Dürer, 1471—1528). Xu 
版 了 Unterweisung der Messung mit Zirkel und Richtscheit (《 用 圆规 和 直 尺 进行 
测量 的 操作 指南 》) 一 书 . 大 约 直 到 1900 年 透视 法 的 使 用 才 流 行 起 来 . 

现代 摄影 也 基于 中 心 投射 . 第 一 架 照 相机 是 由 达 。 芬 奇 在 1500 年 描绘 的 JE 
普 斯 (Niecéphore Niepce) 在 1822 年 生产 了 第 一 架 具有 “暗箱 ”的 实用 的 摄影 器 . 

综合 射影 几何 : 作为 一 门 学 科 的 射影 几何 ， 其 发 展 始 于 1822 F, 这 一 年 法 国 
MARENE (Poncelet, 1788—1867) 出 版 了 Traité des proprietés projectives des 
figures (《 关 于 图 形 的 射影 性 质 的 教科 书 》) 一 书 . 莲 斯 莱 在 此 书 中 只 使 用 了 常常 
被 称 为 综合 几何 的 画 法 ， 这 种 几何 是 相对 于 属于 笛 卡 儿 (Descartes, 1596—1650) 
的 解析 几何 而 言 的 ， 由 于 此 莲 斯 莱 立 足 于 传统 的 法 国 数学 家 之 列 , 这 些 数学 家 是 德 
BEAR (1591—1661), 帕斯卡 (1623—1662) 和 蒙 日 (1746—1818). 

默 比 乌 斯 的 重心 坐标 : 我 们 对 射影 变换 的 计算 能 力 要 归功 于 默 比 乌 斯 的 工作 
这 是 在 他 的 书 Der bargcentric Calcul, ein neues Hilfsmittel zur analytischen Be- 


— 
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handlung der Geometrie (《 重 心算 法 , 对 几何 的 分 析 处 理 的 一 个 新 工具 》) 中 提出 
来 的 , 该 书面 世 于 1827 年 了. 默 比 乌 斯 在 其 著作 中 引进 了 重心 坐标 (mi, ma, ma). 
如 果 Pi,pa,pa 是 平面 P 中 三 个 不 共 线 的 点 ， 则 P 中 任意 一 个 点 P 可 由 满足 
mi +m 十 ms = 1 的 实 坐 标 mi,mo, ms 来 唯一 地 描述 ， 如 果 zi,zz,za 和 x 
是 对 应 于 点 Pı, P2, P3 和 p 的 向 量 ， 则 有 


例 : 可 取 点 pı = (1,0,0), p2 = (0, 1,0), pa = (0, 0, 1). 

可 以 赋予 重心 坐标 以 一 个 简单 的 物理 解释 . 如 果 将 质量 mi, m2, ms 置 于 这 三 
个 点 ppo ps E, WW p 是 这 些 质点 的 质心 并 位 于 由 这 三 点 张 成 的 三 角形 的 内 部 . 如 
果 人 允许 有 负 或 零 质量 , 则 可 得 到 该 平面 的 其 他 点 . 

若 去 掉 对 ma 的 限制 条 件 ma + mz 十 ma =1, 则 可 得 到 无 穷 远 点 . 

在 19 世纪 对 于 射影 几何 作出 重要 贡献 的 还 有 施 泰 纳 (Steiner, 1796—1863), 
施 陶 特 (Von Staudt, 1798—1867), 3£ B 52 (Plücker, 1801—1868), WLX (Cayley, 
1821—1895) AIA (1849—1925). TE 1870 FAA, 射影 空间 的 概念 已 经 作为 
基本 几何 概念 被 广泛 接受 . 在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 的 出 现 到 那个 时 刻 之 间 相 隔 
吾 看 两 千 多 年 的 时 光 2) , 
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没有 一 门 科学 不 是 从 现象 的 认 知 中 发 展 起 来 的 ， 但 是 要 
从 这 种 认 知 中 得 到 有 益 的 东西 则 必须 是 一 个 数学 家 
AEA - 伯 努 利 (Daniel Bernoulli, 1700—1782) 


微分 几何 学 以 微 积分 的 方法 研究 了 曲线 和 曲面 的 性 质 . 最 重要 的 微分 几何 的 性 
质 是 曲率 . 在 19 和 20 世纪 中 , 数学 家 们 努力 地 把 这 个 直观 的 概念 推广 到 了 高 维 并 
且 推广 到 越 来 越 抽象 的 情形 ( 主 从 理论 ). 

另 一 方面 , 物理 学 家 们 自从 牛顿 以 来 力图 了 解 作用 于 我 们 的 世界 和 宇宙 中 的 力 
令 人 惊讶 地 在 宇宙 学 和 基本 粒子 物理 学 中 的 四 个 基本 力 (重力 以 及 弱 、 强 和 电磁 力 ) 


全 都 建立 在 基本 关系 


1) 默 比 乌 斯 (Augustus Ferdinand Möbius, 1790—1868) 从 1816 年 直到 逝世 一 直 在 莱 
比 锡 大 学 工作 , 是 莱比锡 观测 站 的 主持 人 . 

2) 19 世纪 中 爆炸 式 发 展 的 几何 的 历史 在 克 莱 因 的 书 Vorlesungen über die Entwicklung 
der Mathematik in 19. Jahrhundert ( 19 世纪 数学 发 展 讲义 》) 中 有 精彩 描述 ( 见 [492]). 
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在 本 节 中 我 们 将 考虑 在 三 维 空间 中 的 曲线 和 曲面 的 微分 几何 的 经 典 理 论 . 曲线 
理论 是 在 18 tec yL3€ 9 (Clairaut)， 蒙 日 和 欧 拉 创立 的 并 在 19 世纪 由 柯 西 、 
费 雷 内 (Frenet) 和 塞 雷 (Serret) 得 到 进一步 发 展 . 从 1821 到 1825 年 高 斯 在 汉 诺 
威 王国 进行 了 极其 艰辛 的 大 地 测量 . 这 对 于 他 , 这 个 总 把 理论 和 应 用 以 一 种 范例 的 
方式 联系 起 来 的 人 , 是 一 个 去 研究 弯曲 曲面 的 契机 . 在 1827 年 他 的 跨 时 代 的 著作 
Disquisitiones Generales Circa Superficies Curvas (《 曲 面 的 一 般 研究 》) 出 版 , 在 
该 书 中 他 创建 了 曲面 的 微分 几何 理论 ， 并 在 中 心 部 分 有 他 的 “theorema egregium 
(绝妙 定理 )”， 这 个 深刻 的 数学 定理 说 一 个 曲面 的 曲率 可 以 只 由 在 该 曲面 上 的 采用 
的 度量 决定 而 不 用 所 承载 的 空间 ， 高 斯 以 这 个 定理 莫 定 了 微分 几何 一 般 理 论 的 基 
fil, 它 的 进一步 的 发 展 则 由 歼 曼 和 E. 嘉 当 带 到 了 登峰造极 的 成 就 : 爱 因 斯 坦 的 广 
义 相对 论 和 引力 论 (天 体 论 ), 同样 还 有 基本 粒子 论 的 标准 模型 2 . 这 个 标准 模型 是 
建立 在 规范 场 理论 的 基础 上 的 ; 从 一 种 数学 观点 看 , 这 个 理论 对 应 于 一 个 适当 定义 
的 主 从 的 曲率 . 

局 部 性 态 ”我 们 运用 泰勒 展开 ”来 研究 曲线 和 曲面 在 一 点 的 邻 域 中 的 性 态 . 这 引出 
了 曲线 的 “切线 、 曲 率 和 挠 率 ” 的 概念 , 同样 还 有 曲面 的 “ 切 平面 和 曲率 ”. 

整体 性 态 ”除去 刚刚 提 到 “在 小 地 方 ”的 局 部 行为 外 , 人 们 还 对 在 大 范围 的 性 态 感 
兴趣 . 这 种 类 型 的 一 个 典型 结果 是 曲面 论 中 的 高 斯 - 博 内 公式 , 这 是 现代 微分 几何 在 
示 性 类 理论 的 背景 下 的 起 点 (参看 [212]). 


3.6.1 “平面 曲线 
参数 表示 。 一 条 平面 曲线 是 以 笛 卡 儿 坐 标 (x,y) 的 形 如 


=g; y=y(t), a<t<b (3.22) 


的 方程 给 出 的 (图 3.42). 车 把 实 参数 t 解释 为 时 间 , 则 (3.22) 描述 了 一 个 点 的 运 
动 , 其 中 这 个 点 在 时 刻 t 时 的 坐标 为 (z(t), y(t)). 


图 3.42 平面 曲线 


1) 关于 相对 论 , 应 该 提 及 庞 加 莱 的 名 字 , 他 在 此 邻 域 中 的 工作 被 诺 贝尔 物理 学 奖 提名 了 若 


TA 
2) 我 们 默认 所 有 函数 均 充 分 光滑 的 假定 . 
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例 1: E t= r 的 特殊 情形 我 们 得 到 了 曲线 方程 y = y(z) (一 个 函数 在 R FEA 
的 方程 ). 
曲线 的 弧 长 


l » [ Ja? 3 y (Dat. 
# (xo, yo) 的 切线 方程 (图 3.42 (a)) 


z —zo-(t—to)ro, y=y+(t—to)y, 一 co < t< co. 


这 里 已 令 zp := x(to), £o = 2' (to), yo := y(to), yo = v' (to). 
曲线 在 点 (zo, yo) 的 法 线 的 方程 (图 3.42 (b)) 


z—zo—(t—to)y, y=yot(t—to)to, —oo«t« oo. | (3.23) 


曲率 半径 R HAYE x P(zo,yo) 的 邻 域 中 

曲线 (3.22) 为 C? 类 , 则 存在 一 个 中 心 在 M(E, n) 

的 半径 为 R 的 唯一 确定 的 圆 使 得 它 与 该 曲线 在 

点 P 以 二 阶 精 度 相 重 合 (人 们 也 称 此 圆 与 曲线 有 二 

Brin fk, 或 者 说 , 此 圆 与 曲线 有 一 个 二 阶 切 触 点 ), 称 o P 
R 为 该 曲线 在 点 P 的 曲率 半径 (图 3.43). 

曲率 K CRA K, 其 绝对 值 等 于 曲率 半径 R 的 


倒数 : 
R 图 3.43 


而 K 在 点 P 的 符号 的 定义 为 正 (分 别 地 , 负 ) 是 指 该 曲线 位 于 点 P 的 切线 之 上 
(分 别 地 , 之 下 ) (图 3.44). 对 于 曲线 (3.22) 有 


/.J p. ..H 

_ Toyo — Voto 
= 12 /2 , 
(25 go)? 


其 曲率 中 心 M(é,n) 有 


goa DEEE) papp e+) 
TOYS — Voto. zoo — VoTO 


HA REX, 称 一 条 曲线 在 点 P 有 一 个 拐点 , 如 果 K(P)=OHK AER PH 
变 符号 (图 3.44 (c)). 

RES ”曲线 上 的 一 些 点 , 在 这 些 点 上 曲率 K 取得 其 极 大 值 或 极 小 值 , 称 它们 为 
该 曲线 的 极 值 点 . 

两 条 曲线 z= r(t) y 二 y(t) W X — X(t,Y —Y(t) 在 它们 交点 的 夹 角 o, 
此 交角 p 由 下 式 确定 : 
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c E 


E344 曲线 的 曲率 K 


Z0X0 + YoYo 

这 里 的 o 是 在 该 交点 处 切线 间 的 夹 角 , 并 以 数学 的 正定 向 下 进行 度量 , 见 图 3.45. 
值 zo, Xo 等 为 交点 的 坐标 . 

应 用 

例 2: 圆心 在 原点 (0, 0), 半径 为 R 的 圆 的 方程 为 


x= Rcost, y= Rsint, 0<t<2n 


(图 3.46). 点 (0, 0) 是 曲率 中 心 , 而 RR 为 曲率 半径 . 它 给 出 了 曲率 


1 


cosy = O<y<n, 


E 3.45 图 3.46 
由 导数 r(t) = —Rsint M y'(t) = Rcost, 我 们 得 到 了 切线 的 参数 方程 
z=2o—(t—to)yo, y=yot(t—to)ao, 一 co < t< o0. 
对 于 弧 长 s, 由 cos2t - sin?t = 1 得 到 关系 式 
=| vea vara - 


如 果 将 圆 方程 写 为 隐形 式 
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于 是 从 表 3.8 中 的 F(z,y) = 2? +y? — R? 得 到 了 在 点 (xo, yo) 的 切线 方程 
zo(z — to) + yo(y — yo) = 0, 


即 zoz + yoy = R^. 在 极 坐标 下 该 圆 的 方程 为 


r=R. 
表 3.7 ”对 显 式 表达 曲线 的 公式 
曲线 方程 y=y(x) 显 形式 r=r(y) 极 坐标 
5 一 一 8 
弧 长 s= | V1 +y(a)2de | r2 十 r/2dwp 


在 点 P(zo,yo) 的 切线 y = To + Y(T — vo) 
在 点 P(ro.yo) 的 法 向 量 ” —yo(y — yo) = t — xo 


"n 2 > sth 
在 点 Pao) 的 曲率 天 — ay 
(1+ 0°) (er) 
yo (1 + yb?) (r? 4 r/2)(zo +r’ sing) 
pum V) vm r2 + 2r? — rr" 
曲率 中 心 PENAN 1+ yh? T (r? + r’?)(yo — r' cos p) 
Vo r? + 2r/2 — rr" 


表 3.8 ”对 隐 式 表达 曲线 的 公式 


隐 式 方程 F(z,y) =0 
在 点 P(ro,yo) 的 切线 F,(P)(x — xo) — Fy(P)(y — yo) = 0 
在 点 P(zo,yo) 的 法 向 量 F;(P)(y— yo) — Fy(P)(z — zo) = 0 


—F? Fre + 2FrFyFry — F2Fyy 
(F2 + F2)? 
Fr (F2 + F2) 
F2Fz. — 2F2Fy Fey + F2F yy 
ieis F,(F2 + F2) 
TOM 7T Fa Pig — 2ESE, Foy + F2Fyy 


在 点 P(xo,yo) 的 曲率 K(F, := Fz(p), 等 ) 


€ =o 


5| 3: 抛物 线 


1 


a > 0, 根据 表 3.7 在 点 z=0 具有 曲率 K =a. 
例 4: 设 y= zx?3. 由 表 3.7 有 
y" (x) 6x 


~ C+ y(a)?32 (1+ 924/872" 
在 点 x =0, K 的 符号 改变 . 从 而 这 是 个 拐点 . 
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奇 点 ”我 们 考虑 曲线 z = z(t),y = y(t). BERK, 称 点 (z(to),y(to)) 为 该 曲线 的 


—^ 4k, 如 果 

1 (to) = y/ (fo) = 0. 
在 这 样 的 一 个 点 上 切线 不 能 确切 定义 . 在 一 个 奇 点 邻 域 中 曲线 的 性 态 可 利用 泰勒 
级 数 


a(t) = z(to) + (19) rg) + footw) ares 
y(t) = y(to) + (to) ry) + (tt) rs de 
来 研究 . 
例 5: 对 于 
z=a2o+(t—to)?+---, y=y + (t-t)? +, 


有 一 个 返回 点 (图 3.47 (a)). XE 
z—zoc(t-to) +, y-yo-(t-to +, 


则 在 点 (xo, yo) 该 曲线 终结 (图 3.47 (b)). 


(t >t) -7 d 
Pd 
^ 
> ty 
Hs (2 "n (29. Yo) 
(20; Yo) 
(a) 返回 点 (b) 终点 
A347 有 点 


由 隐 式 方程 给 出 的 曲线 的 奇 点 ”车 曲 线 由 方程 F(z,y) = 0 给 出 , 满足 F(ro.yo) = 
0, WIZEX (zo, yo) 为 一 个 奇 点 , 当 且 仅 当 


Fz(zo,yo) = Fy (xo, yo) = 0. 
这 条 曲线 在 (zo, yo) 的 邻 域 中 的 性 态 仍 利用 泰勒 展开 
F(x,y) = a(x — zo)? + 2b(z — zo)(y — yo) + cly — yo)” +- (3.24) 


进行 研究 . 在 其 中 , BS ai 5 Fee(t0,yo); b= Fey(to,yo) Al c = 5 yos). 
另外 , & D:-ac- b. 
情形 1: D> 0. 于 是 (xo, yo) 是 个 孤立 点 (图 3.48 (a)). 


3.6 ”微分 几何 学 773 


情形 2: D < 0. 这 时 曲线 在 点 (mo, yo) 有 两 个 分 支 (图 3.48 (b)). 
车 D = 0, 则 我 们 必须 要 考虑 展开 式 (3.24) 中 的 高 阶 项 . 例如 可 能 出 现下 面 的 
情形 : Wiha. 返回 点 、 终 点、 三 重点 或 更 一 般 的 n 重点 (参看 图 3.47 和 图 3.48). 


(2, Yo) 
(To, Yo) 
a) 孤立 点 (b) = c) 切 触 点 (d) 


图 3.48 ion 


突变 理论 ”在 突变 理论 中 奇 点 的 讨论 可 在 [212] 中 找到 . 
渐 近 线 ” 若 当 与 原点 的 距离 无 限 增 大 时 一 
条 曲线 趋向 于 一 条 直线 , 则 称 此 直线 为 该 曲 
线 的 一 条 渐 近 线 . 
例 6: z HA y 轴 是 由 方程 zy = 1 给 出 的 
双 曲 线 的 渐 近 线 (图 3.49). 

wacR. 考虑 曲线 z= r(t), y = y(t) 
A25 tR to +0 时 的 极限 . 

(i) 对 于 y(t) > +00, a(t) — a, 则 直线 
Zz =a 是 一 条 竖 直 渐 近 线 . 

(i) 对 于 e(t) ^ +00, y(t) > a, 则 直线 图 3.49 HA: 双 曲 线 zy 一 1 
y =a 是 一 条 水 平 渐 近 线 . 

(iii) 假如 z(t) 一 oo, y(t) 一 oo, 车 两 个 极限 


it E m HU Tie E =malt)) 


存在 , 则 直线 y = mz +c 是 一 条 渐 近 线 . 
我 们 可 以 类 似 地 处 理 t — to — 0 和 + 一 co 的 情形 . 


例 7: 双 曲 线 
a b2 
具有 参数 化 z =acosht,y = bsinht. 两 条 直线 
y= "M 
a 


为 渐 近 线 (图 3.50). 
证 明 : 例如 , 有 
bsinht _ b 


=- li bsinht — b cosh t = 0). 
t3 5 acosht a’ I PONE m 
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E350 XutA: JOB -iSl 
3.6.2 ”空间 曲线 


参数 化 ” 设 z,y 和 z 为 以 i,j,k 为 基 向 量 的 笛 卡 儿 坐 标 , 点 已 的 径 向 量 为 r = OP. 
一 条 空间 曲线 由 方程 


r—r(t, a<t<b 


给 出 , BY 2 = a2(t),y=y(t),z—2(t) Ra<t<b. 
在 点 ro :— r(to) 的 切线 方程 


r = ro + (t — to)r'(to), tcR. 


物理 解释 A 上 代表 时 间 , 则 空间 曲线 r= r(t) 描 
述 了 一 个 质点 以 在 t 时 的 速度 向 量 r(t) 及 加 速度 
r"(t) 的 运动 (图 3.51). 


图 3.51 


3.6.2.1 曲率 和 挠 率 
曲线 的 弧 长 s 


vs [ro mt a= [ Va (33 at, 


HW to RE b, 则 得 到 了 起 点 和 曲线 在 时 to 的 点 间 的 弧 长 . 

在 后 文中 我 们 将 把 空间 曲线 r+(s) 看 成 是 弧 长 s 的 函数 ,并 以 r (s) 表示 对 于 
s 的 导数 . 
泰勒 展开 


r(s) = r(so) + (5 — so)r'(so)-- 


下 面 的 定义 基于 这 个 公式 . 
单位 切 向 量 


Iu Ba) agp ET ues. (3B) 


t := r'(so). 
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曲率 
k := |r" (so)]. 
称 数 R :=1/k 为 曲率 半径 . 
单位 法 向 量 
1 " 
副 法 向 量 
RE 
w := Rbr” (so). 


几何 解释 ”这 三 个 向 量 t, n, b 构成 了 在 曲线 上 点 P 的 . 所 谓 的 伴随 3 标 架 0). 这 
是 个 两 两 正 交 的 右手 系 的 单位 向 量 (图 3.53). 

(i) 曲线 在 点 Po 的 切 触 平面 由 t Al n 张 成 . 

(ii) 曲线 在 点 Po 的 法 平面 由 mn All b 张 成 . 

(iii) 曲线 在 点 Po Amah CURIE b 张 成 . 

根据 (3.25) 知 ， 曲 线 在 点 P， 的 切 触 平面 中 处 于 二 阶 ( 即 具有 二 阶 切 触 ) 
(图 3.52). 


n n 


(a) k>0 (b) k« 0 
图 3.52 极 小 和 极 大 


车 对 点 Po 有 w = 0, 则 根据 (3.25) 该 曲线 在 三 阶 上 是 条 平面 曲线 . 

若 在 点 Po w > 0 (分 别 地 , w < 0, 则 曲线 在 Po 点 的 邻 域 以 b (分 别 地 , —b) 
方向 移动 (图 3.53). 
一 般 的 参数 化 ” 若 曲 线 由 7 = r(t) 的 形式 给 出 , t 为 实 参数 , WA 

ï 2 rr”? — (r'r)? 
=z" EN. 
Hu (a? +4 y? à z?) (a? $ y? ES 2/7) = (a! z" $ yy" d PA 
(a!? + y? + 22? 

1) 在 德 文中 ,bein 的 意思 为 腿 , 法 文中 repere 意思 为 标志 , 英文 中 frame 为 框架 . Aff 

常 称 其 为 n-bein 或 n-repére, n-frame. 


i? 
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n 


(r2)? x (a? 4 y? + z2)’ i (3.26) 


4|: 考虑 螺 线 


T=acost, y=asint, z=bt, tcR, 


其 中 a > 0 及 b > 0 (AFAR, WE 3.54) 分 别 地 ; 
b < 0 (AFA). 我 们 有 


证 明 : 以 弧 长 s PRB t, 
=f VB/ 
0 
于 是 有 


E ; 
T = acos ————.,_ y-asin 
a* + 


从 而 
—asint acost b 
—acost -—asint 0 
a? p? asint  —acost 0 b 
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这 表明 挠 率 也 为 常数 


3.6.2.2 ”曲线 论 中 的 主 定理 
费 雷 内 公式 ”对 于 向 量 tnb 关于 弧 长 的 导数 我 们 有 


L —kn, n'=—kt+wb, b= —wn. | (3.27) 


EEE 若 在 区 间 a < s < b 中 给 出 了 两 个 连续 函数 
k = k(s) Al w = w(s) 


并 且 对 所 有 s 有 k(s) > 0, 则 在 差 一 个 全 空间 的 变换 下 , 恰好 存在 一 个 曲线 段 > = 
r(s),a<s<b, 它 的 弧 长 等 于 s, 并 有 曲率 k 和 模 率 w 
曲线 的 构建 ”(i) 方程 (3.27) 由 t, m 和 b 中 每 个 的 3 个 分 量 的 9 个 微分 方程 的 方 
程 组 组 成 . 在 规定 了 值 t(0). n(0) 和 b(0) (这 相当 于 描述 了 在 点 S = 0 的 伴随 3 
标 架 ) 时 , 这 些微 分 方程 (3.27) 的 解 是 唯一 确定 的 . 

(ii) 若 另 外 还 规定 了 向 量 r(0), 则 得 到 了 


3.6.3 ”高 斯 的 曲面 局 部 理论 


EEE, 间或 地 某 些 光辉 的 、 非 凡 的 天 才 人 物 会 从 他 们 
的 环境 中 脱颖而出 , 他 们 以 其 思想 的 创造 威力 和 行动 的 能 量 
给 予 了 人 类 的 智力 发 展 以 如 此 全 面 的 积极 影响 . 以致 与 此 同 
时 , 他 们 作为 里 程 碑 式 的 人 物 也 晶 首 挺立 在 世纪 之 间 …… 
在 数学 和 自然 科学 的 历史 中 这 样 的 划 时 间 的 精神 巨人 在 古代 
是 叙 拉 古 的 阿 基 米 德 ， 牛顿 则 在 中 世纪 黑暗 年 代 的 末期 ， 而 
高 斯 是 在 我 们 当今 的 时 代 , 他 的 闪烁 的 辉煌 生涯 在 死神 冰冷 
的 手 触及 他 的 具有 深 完 思想 的 头颅 的 那 一 刻 已 走 到 了 尽头 ; 
这 是 今年 的 二 月 二 十 三 日 . 
X» C 瓦尔 特 斯 豪 森 (S. von Waltershausen), 1855, 
《纪念 高 斯 》 


曲面 的 参数 化 ” 设 z,y 和 > BV ijk 为 基 向 量 的 笛 卡 儿 坐 标 以 及 点 P 的 径 向 
fi r = OP. 一 个 曲面 由 方程 


r=r(u,v) 


给 出 , 其 中 uv 为 实 参数 , 即 
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zr-—z(uv) y=y(u,v), z= z(u,v). 


伴随 3 标 架 S 


el X €2 


€1:=Tu(uo,vo), €2:=Tv(uo,vo), N := je xad 


于 是 el (分 别 地 , e») 是 通过 曲面 上 点 Po(uo,vo) 坐标 线 v = const (分 别 地 , u = 
const) 的 切 向 量 . 另外 , N 是 曲面 在 Po 的 单位 法 向 量 (图 3.55). 显 式 表达 地 有 


el = Lu(uo, vo)? + yu(uo, vo) + zuluo, vo)k, 


e2 = Ty (uo, voji + yu (uo, vo)3 + ze(uo, vo)k. 


u= const. 


v= const. 


图 3.55 


在 点 Po 的 切 平面 方程 


r = To + tieı +t2e2, tı,t2 E R. 


曲面 的 隐 式 方程 ”车 曲面 由 方程 F(z, y,z)= 0 给 出 , 则 在 点 Po(zo, yo, z) 的 单位 
法 向 量 的 公式 是 
_ gradF(Po) 
lgradF (Po)| 
在 点 Po 的 切 平面 方程 为 


gradF(Po)(r — ro) = 0. 


这 显 式 地 表明 
F;(Po)(z — zo) + Fy(Po)(y — yo) + Fz(Po)(z — zo) = 0. 
曲面 的 显 式 方程 ”方程 2 = z(x,y) 可 以 按 下 面 方式 完成 F(z,y,z) = 0 HE 


式 : F(x,y, z) := z—2(z,y). 
4| 1: 半径 为 R 的 球面 方程 是 


g^ 4 y^ +2" =R. 
ES F(x,y, z) =r +y +2? R, 则 得 到 在 点 Po 的 切 平面 方程 为 


zolz — xo) + yoly — yo) + zo(z — zo) = 0, 
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其 单位 法 向 量 N = ro/|ro]. 
曲面 上 的 奇 点 WAM r= r(u,v), 点 Po(uo, vo) 是 个 奇 点 当 且 仅 当 ei 和 es 不 
张 成 一 个 平面 . 

在 隐 方 程 F(z,y,z) = 0 的 情形 , REX, Po 为 奇 点 是 说 没有 单位 法 向 量 , 即 
grad F(P5) = 0. 它 显 式 地 表明 


F, (Po) = F,(Po) = F.(Po) = 0. 


例 2: 圆锥 2? +y? 22 —0 AAA ryz, 它 正好 是 圆锥 的 顶点 . 
参数 变换 和 张 量 计算 Su = ww =v. 如 果 在 曲面 上 我 们 给 出 了 两 个 函数 
Qalu’, u?) a = 1,2, 在 由 曲面 上 ve 坐标 系 到 u^ 坐标 系 给 出 的 坐标 变换 下 , 它们 
按 下 面 那样 变换 : 

a V) = oe a^ (u! , u’), (3.28) 


a, (u 
用 了 爱 因 斯 坦 求 和 约定 (也 将 在 3.6.3 中 其 余地 方 使 用 它 ), 它 说 的 是 , 该 和 式 是 由 对 
同时 存在 于 上 指标 和 下 指标 的 同一 指标 数 取 和 形成 的 (当然 , 在 这 里 的 求 和 是 从 1 
到 2; 这 个 约定 在 更 一 般 的 情形 也 有 意义 ). 
2k -- 21 个 函数 oa et (uu?) 按 定义 形成 一 个 曲面 的 共 变 和 1 反 变 的 张 量 
场 是 说 , 如 果 它 们 在 坐 变 换 从 u^ 到 wa 时 有 如 下 这 样 的 变化 : 


181781 jo ym Qu?! Ou" Qu^* Qu^ aul” 61:6, 1 
Caralt SU) = Ser Quer Dak BuR Bair Im m o). 
张 量 计算 的 优点 ”如 果 人 们 在 曲面 论 中 使 用 张 量 计算 ， 则 可 立即 认识 到 菜 些 已 知 
(分 析 - 代 数 的 ) 表达 式 在 什么 时 候 具有 几何 的 意义 , 即 与 选取 的 参数 化 无 关 . 这 个 目 


标 可 由 利用 张 量 和 构建 标量 达到 (参看 [212]). 


3.6.3.1 高 斯 的 第 一 基本 型 和 曲面 的 度量 性 质 
第 一 基本 型 。 按照 高 斯 , 这 个 形式 在 由 方程 > = rlu, v) 给 出 的 曲面 上 可 写成 


ds? = Edu? + Fdudv + Gdv’, 


Bartaattyes, G= =t, 
F= Tuly = Luly + YuYv + ZuZv. 


SAME HEM 2 = 2Z(z,y) 的 方程 给 出 , 则 有 B=14+22,6=142, F = zz. 


第 一 基本 型 包含 了 曲面 的 所 有 度量 性 质 的 信息 . 


弧 长 ”曲面 上 一 条 曲线 r = r(u(t),v(t)) 具 参 数值 to 和 的 点 之 间 的 弧 长 等 于 


t du? du dv dv V? 
je "es +r c(t) dt. 


其 中 
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曲面 面积 ”让 参数 u,v 在 wu 平面 上 区 域 D 中 变化 所 描述 的 曲面 的 一 片 具有 的 
面积 为 
| V EG — F?dudv. 


D 

曲面 上 两 条 曲线 间 的 夹 角 r=r(u(t),u(t) Mr = r(uz(t), v2(t)) 是 在 曲面 
r=r(u,v) 上 的 两 条 曲线 , 它们 交 于 一 点 P. 则 相交 角 a (在 点 P 按 正 向 切线 取 的 
角 ) 由 下 面 公式 决定 : 

Euiuz + F(u1v2 + 01 U2) + Give 
V Ei? + 2Finin + Gi? y Ei? + 2Fizi2 + Go 
这 里 的 ui 和 ou. 分 别 是 u(t) 和 wz(t) 分 别 在 P 点 对 应 的 参数 值 的 一 阶 导 数 , 等 
等 
两 个 曲面 间 的 映射 假设 有 两 个 曲面 


COS CQ = 


J:r-—mni(uv) 和 Fa: r = rlu, v), 


两 个 都 是 关于 同一 参数 u 和 v 给 出 的 (或 者 经 过 重新 参数 化 )， 若 对 A 中 具 径 向 
量 rs (uso) 的 点 P 指派 一 个 多 中 具 径 向 量 ma (uv) 的 量 Po, 则 得 到 了 这 两 个 曲 
面 间 的 一 个 双 射 映射 p : F1 一 Fo. 

(i) 称 o 为 保 距 的 , 车 任意 曲线 段 的 长 在 o 下 保持 不 变 . 

(ii) 称 io 为 保 角 ( 共 形 ) 的 , 如 果 两 条 任意 曲线 的 相交 角 在 o 下 保持 不 变 . 

(iii) 称 y 为 保 面积 的 , 如 果 曲 面 的 任意 一 块 的 面积 在 p 下 保持 不 变 . 

在 表 3.9 中 量 Fj, Ej, G5 AF 的 第 一 基本 型 的 系数 , 它们 是 对 于 参数 u,v 得 
到 的 . 在 表 3.9 中 所 列 的 条 件 必须 在 曲面 的 每 点 都 满足 . 
定理 (i) 每 个 保 距 映射 是 共 形 和 保 面积 的 . 

(ii) 每 个 保 面积 映射 和 每 个 共 形 映射 都 是 保 距 的 . 

(iii) 一 个 保 距 映 射 保持 在 每 点 的 高 斯 曲率 不 变 . 


表 3.9 ”曲面 的 几何 性 质 的 代数 条 件 


性 质 对 Ej, Fj, Gj 的 充 要 条 件 
保 距 Ej—Eo, Fi=F, Gi-Go 

保 角 ( 共 形 ) Eı =AE2, Fy =AFo, Gi =AG2, A(u, v) >0 
保 面 积 E, Gi — F? = E2G» — F? 


度量 张 量 ge S4u-uwc-ugi-E,g-gn--F K g2 = G, 则 利用 
爱 因 斯 坦 求 和 约定 , 可 以 把 度量 记 为 


ds? = gagdu*du’. 
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过 渡 到 曲面 上 另 一 个 坐标 系 vt, 我 们 有 ds? = gi 4 du'^du'? 满足 


^ Ou? Ou? 
Jab = gura Mya” 
因而 gas 显然 是 一 个 2 共 变 张 量 场 的 坐标 (度量 张 量 ). 
另外 , 令 


0. 


g = det gag = EG — F? 


et G =F E 
11 12 21 22 
g = = g =g =d = g = 一 。 
9 g g 


我 们 有 9°° 9a, = 07. 由 从 u^ 坐标 系 到 w” 坐标 的 转换 , 9°? Fl 9 变换 为 


tap = Qu^ ðu! g” 
Qu* Ow? 


(2 反 变 张 量 场 ) 和 
alu, u’) 
g = (easy) g 
具 函 数 行列 式 
O(u,u) _ ðu! Ow Ow Qu! 
O(ul,u?) Ow! ðw? Ow! ðu” 
为 了 给 予 一 个 曲线 坐标 系 一 个 定向 7 = +, 我 们 固定 一 个 坐标 系 u8 并 声称 它 是 
qu 
正 的 (n = £1), 并 称 以 函数 行列 式 的 符号 给 出 n, 即 = sin er 如 果 我 们 
0: UO 
4 =o <0 Al el = -e 二 1 则 下 面 的 列 维 - 齐 维 卉 张 量 


E” := " di 分 别 地 , Bog = nge^? 


是 分 别 与 g? 和 gas 完全 一 样 的 . 
3.6.3.2 ”高 斯 的 第 二 基本 型 和 曲面 的 曲率 性 质 
第 二 基本 型 ”依照 高 斯 所 做 , 对 于 一 个 曲面 n = 7(w,v), 这 个 形式 由 关系 


—dNdr = Ldu? + 2Mdudv + Nd? 


给 出 , 其 中 
L=TuuN l =r ay = i 
pus VEG — F2 PS VEG — F?’ VEG — F2 
以 及 
Tuu Yuu Zuu Lov Yor Za v Tuv Yuv Zur 
i= Zu Yu Zu |; N:S | Tu Yu Zu |» M:S | Tu Yu Zu 
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d ul =u,w =v Al bu = L, bie = ba = M, b22 = N, 则 我 们 可 以 写成 
—dNdr = b,5du?du?. 
在 从 u^ 坐标 到 新 坐标 w^ 的 坐标 变换 下 我 们 有 —dNNdr = b, 4du/^du?, 其 中 
bag = ee P aos 
而 < 是 函数 行列 式 的 符号 : < = sen CE M 从 而 bag 是 一 个 2 共 变 伪 张 量 的 
坐标 . 进一步 令 5b:= det bag + LN 一 M2. 量 b 则 按照 9 的 同一 方式 变换 . 
| 第 二 基本 型 包含 了 曲面 张 量 性 质 的 信息 . | 


曲面 上 一 点 的 典型 的 笛 卡 儿 坐 标 系 ”在 给 定点 Po, 我 们 总 能 选取 一 个 笛 卡 儿 坐 标 
系 ryz 使 其 原点 为 Po, WEN z,y 平面 为 该 曲面 在 Po 的 切 平面 (图 3.56). 在 
这 个 x,y,z 坐标 系 中 , 在 靠近 Po 处 曲面 可 以 被 描述 为 z= z(x,y), 满足 z(0,0) = 
zz(0,0) = z,(0,0) = 0. Æ Po 这 个 相应 的 3 标 架 由 三 个 单位 向 量 i,j AN =ixg 
组 成 . 在 Po 的 一 个 邻 域 中 的 泰勒 展开 式 


z= 5722(0, 0)z? + zey(0, 0)ay + 570 (0, O)y? +- 


作 另 外 一 个 绕 z 轴 的 笛 卡 儿 坐 标 系 的 旋转 , 则 可 进一步 地 得 到 一 个 位 置 使 得 在 其 中 
有 


1 
Z= gia + kay”) + , 


方向 , 而 Ki, ko 为 该 曲面 在 点 Po 的 主 曲 率 . 
另外 称 Ry = 1/k1 和 Ro = 1/k2 为 主 曲率 半径 . 


在 点 Po 的 高 斯 曲率 K EX 
这 是 一 个 曲面 的 基本 曲率 . 


bl: 对 于 半径 为 RR 的 球面 ,有 Ri = Ro = RB K =1/R?. 
称 K = 常数 的 曲面 为 具 常 值 高 斯 曲率 的 曲面 . 它们 的 例子 有 
(a) 球面 , 对 其 而 言 K > 0 
(b) 伪 球 面 , 对 其 而 言 K < 0; 这 样 一 个 曲面 可 像 图 3.57 中 那些 由 一 条 电 物 线 
绕 z 轴 旋 转 得 到 . 
在 一 点 Po 的 平均 曲率 H+ 


1 
H 5 T k2) 


RH 为 该 曲面 的 平均 曲率 . 具有 H m0 的 曲面 被 称 为 极 小 曲面 (参看 [212]). 
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图 3.57 


若 用 变换 z yy r, z  —z 变换 坐标 , 则 主 曲率 的 变化 为 ki > 一 kz, ka 一 
—ki. 由 此 有 K > K,H 5 —H. 这 表明 K 是 一 个 真正 的 几何 量 , 而 H 则 不 是 而 
只 有 |H| 是 的 . 

表 3.10 给 出 了 对 K 的 不 同 符号 的 几何 解释 . 


表 3.10 曲面 曲率 的 可 能 值 


点 Po 的 类 型 分 析 的 定义 靠近 Po 在 二 阶 范围 内 的 性 态 
椭圆 点 E = kika BD FORI 
(Le. LN — M? » 0) 
脐 点 K=kiko>0, ki — kz ER 
双 曲 点 et 单 叶 双 曲面 
(Le. LN — M? <0) 
"n" K = kikp =0 
(i.e. LN — M? =0) 
(a) k? - k2 40 圆柱 面 
(b) ki = k2 =0 平面 


定理 ”假设 曲面 由 参数 化 7 = r(u,v) 给 出 . 
(i) 有 


|. LN- M? _ LG-2FM * EN 


EG — F?’ |J. Q(4EG- F3) ^ 
(ii) 主 曲率 ki 和 ko 是 二 次 方程 
k’ ~2Hk+K =0 


的 解 . 
(iii) f e1,e2 和 N 代表 曲面 上 的 3 标 架 , 则 主 曲 率 方向 具有 形式 Xiel 十 和 2e2， 
其 中 A, 为 方程 


?(FN — GM) + Au (EN — GL) + jj (EM — FL) =0 (3.29) 
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的 解 . 

证 明 概述 : 在 标准 的 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 第 一 和 第 二 基本 型 具有 非常 简单 的 表达 式 
ds? =dx?+dy?, | —dNdr = kidz? + kody’. 

由 此 我 们 得 到 


K= 2 H= 1 285.9. 

g 2 
于 是 经 张 量 计 算 知 这 些 表达 式 在 一 个 任意 的 u^ 坐标 系 中 成 立 , 这 是 因为 K 是 一 
个 标量 而 H 是 个 伪 标量 . 方程 (3.29) 对 应 于 结果 E^? ga, ba, A? A" — 0. 
可 展 直 纹 面 ” 称 一 个 曲面 是 直 纹 的 , 如 果 它 可 以 由 空间 中 直线 的 运动 生成 (例如 ， 
锥 面 、 柱 面 、 双 曲面 、 双 曲 抛物 面 )， 如 果 直 纹 面 可 实际 上 “和 剥 开 ”成 一 个 平面 , 我 
们 则 称 这 个 曲面 为 可 展 的 (例如 一 个 柱 面 )， 如 果 在 一 个 可 展 曲 面 上 有 K = 0, 则 
LN — M? «0. 
HEARE iere: N 为 曲面 r=r(u,v) 在 点 Po 相伴 随 的 3 标 架 . 以 通过 Po 
和 由 Ae: + wes 生成 的 直线 的 平面 切割 该 曲面 . 另外 , 记 E 与 法 向 量 的 夹 角 为 


y, 则 交 线 在 点 Po 的 曲率 由 
M kn 
^ cosy 


给 出 , 其 中 

| LX +2MAp+ Np? 

~ EX 4+2FA\p + Gu 

曲面 上 曲线 的 曲率 ”曲面 上 一 条 通过 曲面 上 点 Po 的 曲线 与 这 条 曲线 在 Po 的 切 触 
平面 与 曲面 的 交 线 具有 相同 的 曲率 k 如 果 这 个 切 触 平面 与 N 构成 了 角 vy. 并 与 对 
应 于 ki 的 主 曲率 方向 构成 角 a, WA 


kn 


_ k cos? a + ka sin? a 
COS y 


k 


( 欧 拉 - 梅 尼 埃 定理 ). 


3.6.3.3 ”曲面 论 的 主 定理 和 高 斯 绝妙 定理 (theorema egregium) 
对 导数 的 高 斯 和 魏 因 加 滕 方程 ”在 伴随 3 标 架 中 的 变化 由 所 谓 的 导数 方程 描绘 : 


265 Tzges + bagN (FM), 


SN. 一 9" byaer ( 魏 因 加 滕 ). 
Qu? 


所 有 的 指标 都 是 从 1 到 2. 那些 既 出 现在 下 指标 又 出 现在 上 指标 则 被 求 和 . 克 里 斯 
托 费 尔 符号 由 公式 
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L eë (Se Ogas _ “eee ) 


Pe; = 
ap gd Ou? ^ Ou? Qu? 


给 出 . 这 些 符号 不 代表 张 量 ，( 在 坐标 变换 下 它们 的 变化 不 正确 .) 导数 方程 组 成 了 
一 个 18 个 偏 微 分 方程 的 方程 组 , 它们 涉及 ei eo MN 中 每 个 的 三 个 分 量 的 一 阶 
导数 ; 这 些 方程 可 借助 于 费 罗 贝 尼 乌 斯 定理 (参看 1.13.5.3) 得 出 . 


可 积 性 条 件 由 ee 0€. ÖN __ON 我 们 得 到 了 所 谓 的 


UO Op  Buedu? OusOue 


可 积 性 条 件 
Ob b 
— = Pin —Tiebu 十 (Til 一 T?,)bio + T2, 52» = 0, 
Qu Qui 
" (3.30) 
b Ob 
Boi 一 ar —Tebi1 + (Tia — P32 )b12 十 Tboz = 0 
( 马 伊 纳 尔 迪 - 科 达 齐 方程 ) B. 
K= (3.31) 
g 
(高 斯 的 绝妙 定理 ). 
XH Ross = Ri 加 gvs 是 黎 受 曲率 张 量 , 其 中 
Tý ory 
Rap = aoe ui le 一 A 一 Pool By: 


Ox? Ox 


主 定理 。” 若 已 知 有 函数 
gu(u',u*) = E(u,v), glut, u?) = ga (u, u?) = F(u,v), 
gaz (u' , u^) = G(u, v) 
(假定 它们 均 为 二 次 连续 可 微 ), 以 及 函数 
bii(u',u?) = L(u,v), biz(u',u?) = bai (u, u?) = M(u,v), 


ba» (ul, u?) = N(u, v) 


(假设 它们 为 连续 可 微 ), 它们 还 满足 可 积 性 条 件 (3.30) 和 (3.31), 并 且 对 任意 实数 
à u, M +? £0, 它们 满足 EX 十 2FX Gp? > 0, 则 存在 一 个 曲面 > = (u,v), 
它 为 三 次 连续 可 微 , 使 得 它 的 第 一 和 第 二 基本 型 的 系数 为 这 些 已 知 的 函数 .这 个 曲 
面 在 平移 和 旋转 下 唯一 决定 . 

这 个 曲面 的 构建 如 下 . (1) 由 高 斯 - 魏 因 加 滕 导数 公式 可 唯一 地 得 到 伴随 的 3 标 
架 , 这 只 要 给 出 了 在 固定 点 Po(uo, vo) 这 些 函数 的 值 就 可 做 到 . 

(2) 由 ür/Ou* = e^ 可 计算 出 r(u, v); 如 果 要 求 曲面 通过 点 Po, W r(u,v) 被 
唯一 确定 . 
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基本 的 绝妙 定理 ”一 个 曲面 的 高 斯 曲率 曾 在 3.6.3.2 中 借助 于 所 典 入 的 空间 定义 . 
但 根据 (3.29), K 只 依赖 于 度量 张 量 gas 和 它 的 导数 , 从 而 只 依赖 于 第 一 基本 型 . 


高 斯 曲率 K 可 以 只 被 曲面 上 的 度量 所 决定 . 


从 而 曲率 K 是 曲面 的 内 兽性 质 , 即 它 不 依赖 于 所 嵌入 的 空间 .这 是 流 形 的 曲率 论 
的 起 点 . 例如 在 广义 相对 论 中 四 维 时 空空 间 的 曲率 应 对 了 引力 . 

高 斯 长 时 间 努 力 来 完成 这 个 绝妙 定理 . 这 是 他 的 曲面 论 的 顶点 . 
例 : 对 于 一 个 保 距 映射 , 第 一 基本 型 从 而 高 斯 曲率 被 保持 不 变 . 对 于 球面 (分 别 地 ， 
FH), 有 K = 1/R? (分 别 地 , K = 0). 从 而 球面 不 可 能 保 距 地 映射 成 平面 . 因此 没 
有 地 球 表 面 的 保 距 映 射 . 

但 是 , 我 们 可 构造 保 角 映射 . 这 对 于 航海 极其 重要 . 
3.6.3.4 测 地 线 
测 地 线 — 称 一 个 曲面 上 的 一 条 曲线 为 测 地 线 , 如 果 在 该 曲线 的 每 点 上 , 曲线 的 主 法 
线 与 曲面 的 主 法 线 或 者 平行 或 者 反 平 行 . 曲面 上 两 个 点 之 间 的 最 短线 段 总 是 一 条 测 
地 线 的 一 部 分 . 在 平面 上 这 些 测 地 线 恰 好 就 是 通常 意义 下 的 直线 . 在 球面 上 , 测 地 
线 是 大 圆 (例如 经 线 和 赤道 . 一 条 测 地 线 r= r(u'(s),u?(s)) (其 中 s 代表 弧 长 ) W 


足 微分 方程 
du? a du? du? " = 
ae er ay ae "- ba 
并 且 反 过 来 , 这 些 方程 之 解 总 是 测 地 线 . 
车 曲面 以 z = z(z,y) 的 形式 给 出 , 则 测 地 线 z= z(z,y(z)) 的 微分 方程 为 


(1+ ze T zy. = zszgyly )" 十 (2zzzzy 一 ZyZyy)(y") + (22222 一 2zyZny)y LyZrr: 


测 地 曲率 ”对 在 曲面 上 由 r= r(u(s),v(s)) 给 出 的 曲线 (s AMK) 总 存在 下 面 的 
一 个 分 解 


dr dr 
TE =N + hy (Nx), 
其 中 
dir dr dfr 
kn =N aS ky = (wx E) 


称 数 ky 为 测 地 曲率 . 曲面 上 的 一 条 曲线 是 测 地 线 当 且 仅 当 ky = 0. 


3.6.4 ”高 斯 的 曲面 整体 理论 


关于 一 个 三 角形 的 和 角 的 高 斯 定理 ” 设 D 是 曲面 上 的 一 个 测 地 三 角形 , 其 角 为 
o, 8 RI y, 即 该 三 角形 的 边 都 为 测 地 线 , 则 有 


| KdF=a+8+y7-n, (3.32) 
D 
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其 中 dF 代表 曲面 的 测度 (图 3.58). 
例 : 对 单位 球面 我 人 有 K — 1, 即 | KdF 等 于 L> 
D 


此 三 角形 的 面积 . D 
全 曲率 ”对 任意 球面 有 


> L) 
F A358 曲面 上 的 一 个 三 角形 


这 个 关系 式 对 所 有 微分 同 胜 于 一 个 球面 的 闭 光 滑 曲面 已 仍然 有 效 . 在 此 基本 结果 
中 , 微分 儿 何 和 拓扑 学 相遇 了 . 欧 拉 示 性 数 和 示 性 类 理论 之 间 的 联系 将 在 [212] 中 
得 到 解释 . 

车 曲面 F 是 个 环 面 或 微分 同 胜 于 一 个 环 面 , 则 我 们 必须 把 (3.33) 的 右 端 换 为 
“一 0?. 
博 内 定理 (1848) BEA 3.58 中 三 角形 的 边 为 具 弧 长 s 的 任意 曲线 , 则 必须 将 
(3.32) 换 成 


| kar] kgds=a+6+y7-n, 
D aD 
其 中 边界 曲线 OD 在 一 种 数学 的 正 指向 下 为 横 线 . 

3.7 平面 曲线 的 例子 


3.7.1 ERIR 
我 们 考虑 依赖 于 一 个 实 参数 c 的 曲线 族 : 


F(z,y,c) =0. 
这 个 族 的 包 络 线 是 从 方程 
F.(a,y,c)=0, F(x,y,c) =0 
中 消去 c 得 到 的 . 
例 : 对 曲线 族 (z —c) +y? -1 = 0 我 们 得 到 z 一 ce= 0 从 而 有 
y=l. 


这 个 解 的 集合 由 两 条 直线 y = +1 组 成 (A 3.59). 
散 焦 线 A 3.60 显示 了 一 个 圆 面 镜 ， 它 将 射 向 它 的 平行 光线 反射 回去 .这些 反射 
光线 的 包 络 被 称 为 一 条 散 焦 线 . 散 焦 线 的 外 形 通常 造成 了 几何 光学 的 极 大 困难 , 更 
一 般 地 说 , 是 变 分 法 中 的 困难 
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图 3.59 包 络 线 图 3.60 反射 平行 光线 的 圆 的 散 焦 线 
在 古 希腊 就 已 知道 了 散 焦 线 . 


3.7.2 mie 


EX 称 一 条 给 定 曲线 C 的 所 有 曲率 中 心 的 几何 轨迹 为 C KHER E. 
如 果 曲 线 C 由 y = f(z) 的 形式 给 出 , 则 可 得 出 参数 形式 的 渐 届 线 如 下 : 


1+ f'(t)? 


f'((1-- fH”) 
f"(t) 


f"(t) 


y= f(t)+ 


=t 


(# 3.7). 
定理 tha C 在 其 一 点 的 法 线 等 于 其 渐 届 线 在 相应 的 曲率 中 心 的 切线 (参看 图 
3.64 中 PQ 的 一 段 ). 


例 1: 对 于 抛物 线 C :y= 5° 我 们 得 到 了 
3 


32 
=-t =1+-t. 
z x y 十 了 


在 消去 t 后 , 得 到 了 半 立 方 抛物 线 


(a) 抛物 线 (b) 渐 届 线 
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例 2: 椭圆 


的 渐 届 线 是 星 形 线 


HH e =a? -P (图 3.62). 


图 3.62 椭圆 的 渐 届 线 
3.7.3 Fee 
EX ”已 知 曲线 E, WHA (或 展开 ) 具 定 长 的 ( 切 ) 弦 得 到 的 曲线 C 被 称 
Aye d, (图 3.63). 
EH WRERC 的 渐 届 线 , 则 C 为 E 的 渐 伸 线 . 
例 : 
E: +y =R (3.34) 
的 渐 伸 线 是 
C : x= R(cosy + psing), y= R(siny— ọ cos p) (3:35) 


(图 3.64). 更 准确 地 我 们 有 下 面 的 情形 : A (3.34) 是 曲线 (3.35) 的 渐 届 线 . 如 果 考 
虑 图 3.64 中 对 E 的 切线 PQ, 则 由 展开 此 线段 得 到 了 曲线 C 的 一 段 弧 . 


渐 伸 线 
图 3.63 图 3.64 
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3.7.4 BEMNRMRMRER 
电 物 线 (图 3.65(a)) ”这 条 曲线 由 方程 


g=x+ (a arcosh : — a? 一 ) 


Zu. 


O H 
(a) RHR (b) 悬 链 线 
图 3.65 涉及 双 曲 三 角 函 数 的 两 条 曲线 


几何 特征 : 如 果 考 虑 该 曲线 在 其 点 K 的 切线 , CX zx 轴 于 一 点 H, 则 线段 KH 的 
长 是 一 个 常数 . 

电 物 线 这 个 名 称 来 自 的 事实 是 : 这 是 当 一 个 头 在 点 H 拉 一 辆 在 K 的 大 车 所 产 
生 的 曲线 . 这 种 情形 在 早期 的 采矿 中 常常 实际 发 生 . 

z 轴 是 此 电 物 线 的 渐 近 线 . WH s(y) = SK 代表 从 曲线 的 类 点 到 在 K 的 半 车 
的 长 , 而 z(y) = OH 表示 该 半 到 原点 的 距离 , 于 是 有 


lim |s(y) — 2(y)| = «(1 — n2). 


这 个 数 近 似 地 等 于 0.3069 - a. 

绕 x 轴 旋 转 这 条 电 物 线 便 得 到 一 个 曲 常 负 曲率 的 曲面 , 这 就 是 我 们 已 知 的 伪 球 
面 (图 3.57). 
Bee (图 3.65 (b) ”这 个 曲线 的 方程 是 


g 
y — a cosh 一 . 
a 


物理 特征 : 这 条 曲线 在 形式 上 对 应 于 一 条 晾 衣 绳 或 链 , 这 就 是 名 称 的 出 处 : 它 的 拉 
丁 文 “Catenary” 的 意思 就 是 链 ; 这 条 线 挂 在 已 和 Q 点 . 在 重力 作用 下 自然 下 垂 . 
E P fü Q 之 间 的 长 度 等 于 2asinh(z/a). 
几何 特征 : ERE BR AT I. 
绕 z 轴 旋 转 悬 链 线 得 到 一 个 其 平均 曲率 为 零 的 曲面 (一 个 极 小 曲面 )， 称 其 
为 县 链 面 . 
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3.7.5 ” 伯 努 利 双 纽 线 和 卡 西 尼 卵 形 线 
在 笛 卡 儿 坐 标 下 的 双 纽 线 方程 (图 3.66 (a)) 
(x? 十 yy — 2a? (a? — y?) =0. 


在 此 方程 中 出 现 的 常数 a 被 假定 为 正 . 这 条 曲线 首先 由 J 伯 努 利 在 Acta cruditorm 
(《 教 师 学 报 》) 中 首先 给 出 , 发 表 于 1694 年 . 


(a) 双 纽 线 (b) 卡 西 尼 卵 形 线 
图 3.66 ”作为 卡 西 尼 夕 形 线 特殊 情形 的 双 纽 线 


几何 特征 : 双 纽 线 是 所 有 那 种 点 的 轨迹 ， 这 些 点 到 两 点 4 = (a,0) 和 B= 
(一 a,0) 的 距离 的 乘积 等 于 a^. BRR y = +c 在 原点 切 于 双 纽 线 . 

总 面积 : 2a”. 

该 曲线 长 : a = 1, 双 纽 线 的 总 长 为 


1 
z=?| ds 
o Vl — zt 


这 是 一 个 椭圆 积分 . 22 岁 的 高 斯 在 1799 年 发 现 了 公式 
= M(, V2), (3.36) 
其 中 M (ao, bo) 代表 两 个 正 数 ao 和 bo 的 算术 -几何 平均 , 就 是 说 
M (ao, bo) = lim i= lim bn, 


其 中 


niL = en tte, bn41 := Vanbn. 
高 斯 的 公式 (3.36) 是 更 一 般 公 式 的 一 个 特殊 情形 , 这 个 一 般 公 式 是 


T/2 


dy " x 
o V1l—Kksin?g 2M(1,V1—k?) 


它 是 第 一 类 型 的 完全 椭圆 积分 K(z), 其 中 1<k <1. 
在 笛 卡 儿 坐 标 中 卡 西 尼 卵 形 线 的 方程 (图 3.66 (b)) 


(3.37) 


E: | 


(a? +y) - 2a? (x° - y?) +a‘ i =Ü. 
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此 处 的 常数 a 和 c LIEN. 这 条 曲线 是 天 文学 家 卡 西 尼 (J. D. Cassini, 1625—1712) 
在 其 Eléments d'astronomie (《 天 文学 原理 》) 中 描述 的 , 出 现在 1749 年 . 

几何 特征 : 卡 西 尼 卵 形 线 是 那 种 点 的 轨迹 , 它 到 两 个 固定 点 4 = (a,0) M B = 
(—a,0) 的 距离 的 乘积 等 于 c^. 

双 纽 线 是 卡 西 尼 卵 形 线 在 a = c 的 特殊 情形 , 它 是 后 来 由 P. 费 罗 尼 (Ferroni) 
在 1782 年 认识 到 的 . 


3.7.6 ” 利 萨 如 图 形 
在 笛 卡 儿 坐 标 下 利 萨 如 (Lissajou) 图 形 的 参数 化 形式 (图 3.67): 


r=asinwt, y -bsin(w't +a). 


(a) 


z-3 () 5-4 (©) 


w 


A 3.67 利 萨 如 曲线 


2 
3 


w 
1 P 
w 


如 果 把 t 解 释 为 时 间 , 则 这 些 是 振动 , 它 由 美国 天 文学 家 N. MÁA (Nathaniel 
Bowditch, 1773—1836) 和 在 1850 年 由 利 萨 如 研究 . 改变 角 频 率 ww, 同时 还 有 相 
的 变化 a, 我 们 可 以 用 一 个 激光 器 生成 了 许多 种 的 曲线 , 某 些 曲线 有 时 可 在 激光 表 
演 的 场合 显示 出 来 . 


3.7.7 Bik 
阿 基 米 德 螺 线 (图 3.68 (a)) “这 些 曲线 在 极 坐 标 下 的 方程 是 
假定 在 这 里 的 常数 a 为 正 . 


对 数 螺 线 (图 3.68 (b)) ”这 些 曲 线 由 方程 
r=ae", —oo«qQp«oo. 


给 出 . 这 里 出 现 的 常数 a 和 ?也 假定 为 正 . 
几何 性 质 : 从 原点 出 发 的 每 条 射线 交 一 条 对 数 螺 线 为 常数 角 a, 其 中 cot a = k. 


1) 他 也 将 拉 普 拉 斯 的 《天 体力 学 》 译 成 英文 版 . 
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由 条 件 6 < <r 决定 的 孤 的 长 : L= (7 一 J 


VA 


(a) 阿 基 米 德 螺 线 (b) 对 数 螺 线 (c) 双 曲 螺 线 
图 3.68 各 种 螺 线 
曲率 半径 : r/14- 62. 
XI b — 0, 此 曲线 是 半径 为 a HA. 
双 曲 螺 线 (图 3.68 (c)) ”这 些 曲 线 有 方程 


a 
T-—-—. 520. 
p 


常数 a VALE. 
Sark ise (四 旋 曲 线 ) (图 3.69) 


a? 


A 3.60 uk di 


在 这 个 方程 中 , R 是 曲率 半径 ，s 表示 曲线 上 点 到 原点 0 的 弧 长 . 常数 a 为 正 . 如 
果 一 条 曲线 像 在 (3.38) 那样 , 由 纯粹 的 几何 量 描述 , 则 可 称 其 为 自然 的 曲线 方程 . 


t -— u? 
r—a a| cos —— du, v=ova| sin du, —oo«t«oo. 
0 


这 条 曲线 处 于 相对 于 原点 0 = (0,0) 的 对 称 的 状态 . 
HK: s = atyn. 
浙 近 点 


3.7.8 ”射线 曲线 ( 蚌 线 ) 
定义 ”如果 一 条 曲线 C 
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由 极 坐标 给 出 , 则 C 的 昨 线 是 具有 方程 
r= jp) 十 b 

的 曲线 (或 者 方程 为 r = f(y) — 0). 这 里 的 b 仍 是 一 个 正常 数 . 

3.7.8.1 尼 科 米 迪 斯 蚌 线 


a x n 
= tb 一 二 =. 3.39 
á cosp ’ gj^953 (3.39) 


这 里 的 两 个 常数 RU b 都 为 正 ， 对 于 “+”( 分 别 地 ，“ 一 ) 我 们 得 到 了 这 条 曲线 的 
IE (分 别 地 , 负 ) 分 支 ， 如 果 在 (3.39) FS b= 0, 则 我 们 得 到 了 直线 m = a (图 
3.70(a)). 尼 科 米 迪 斯 蚌 线 因而 是 一 条 直线 的 蚌 线 . 

这 条 曲线 大 约 发 现 于 公元 前 180 F, KARAM RRS PASIAN, 这 
是 关于 二 倍 立方 体 和 圆 形 的 三 分 问题 . 


b<a 


(a) 直线 (b) 正 分 支 
图 3.70 尼 科 米 迪 斯 蚌 线 


3.7.8.2 ”帕斯卡 蝎 线 和 心脏 线 


r=acosy+b, —-n«qg&m, (3.40) 
这 里 的 常数 a Ab WIE. 圆 的 方程 (z — a)? +y? = a? 在 极 坐标 下 为 r= acosy, 
其 中 -F < wp < 5. 这 就 是 为 什么 人 们 称 (3.40) 为 圆 的 蚌 线 . 


2 
所 围 成 的 面积 0): A= 7 + nb? 


1) 在 5 < a 时 , 内 圈 所 围 的 面积 正如 图 3.71(c) 所 示 算 了 两 次 . 


3.7 平面 曲线 的 例子 795 


(a) b 2 2a (b) a « b< 2a (c) b & a (d) a=) 


图 3.71 帕斯卡 蝎 线 


心脏 线 的 特殊 情形 ”出 现 于 a = b. 这 时 有 


2 
所 包围 的 面积: A= IT. 
B: z = 2a,y = 0. 
3.7.9 RIR 


可 以 由 沿 一 给 定 曲线 以 常用 速度 旋转 一 个 轮子 来 产生 许多 曲线 , 这 时 取 轮 的 铁 
钉 上 -固定 点 ( 璧 如 在 边缘 上 ) 的 轨 线 即 可 . 这 在 图 3.72 和 图 3.74 中 已 有 图 解 . El 
从 文艺 复兴 期 以 来 许多 数学 家 处 理 过 的 这 类 曲线 已 常常 用 于 所 有 技术 领域 . 


— (c) KERRE 
图 3.72 ”对 不 同 参数 的 车 轮 线 或 旋 轮 线 
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3.7.9.1 党 直 线 旋 转 - 车 轮 (RHR) 
在 笛 卡 儿 坐标 下 的 参数 化 (图 3.72) 


|z=a(p— sing) y=a(p—pcosy), —o<yp< oo. | 


这 里 的 a 是 半径 , yp 是 旋 轮 的 相对 角 . 
分 类 (i) w= 1 (HEH), 

(ii) O< u « 1 (fifi ese x), 

(ii) u > 1 (长 辐 旋 轮 线 ). 

在 情形 (i), 点 P 在 轮 的 边缘 , 而 在 情形 (i) (分 别 地 , 情形 (ii)) 它 位 于 轮 边缘 
内 部 (分 别 地 , 外 部 )). 后 两 种 情形 也 被 称 为 摆 线 . 


a(l + p? — 2p cos p)?/? 


摆 线 的 曲率 半径 : 
(cos e — u) 


旋 轮 线 是 著名 的 摆 线 问题 的 解 , CHOTAR HZA (参看 5.1.2). 
在 笛 卡 儿 坐 标 下 的 参数 化 (图 3.73) 


在 这 里 一 个 半径 为 a 的 轮子 在 一 个 半径 A 的 圆 上 旋转 . 点 P 具有 极 坐 标 p 和 7. 
分 类 (i) w= 1 (SHER), 

(ii) 0 < u < 1 (短程 外 摆 线 )， 

(iii) u > 1 (长程 外 摆 线 ). 


外 摆 线 的 曲率 半径 ACA) sin Ae 


SIn.——. 


A 4- 2a 2a 


相交 现象 ” 令 n= 4 
(i) 车 n HARK, 则 此 曲线 在 绕 圆 一 周 后 闭合 . 
(i) Hn 为 有 理 数 , 则 此 曲线 在 绕 周 有 限 多 次 后 闭合 . 
(iii) 车 n 为 无 理 数 , 则 此 曲线 永 不 闭合 . 

从 一 个 夹 点 到 另 一 个 之 间 的 外 摆 线 弧 长 — (A c a)/n. 


3.7 平面 曲线 的 例子 797 


(c) n24, ju «1 (d)n=4,p>1 


图 3.73 外 摆 线 (在 圆 上 的 旋 轮 生成 的 曲线 ). 


3.7.9.2 ” 沿 一 个 圆 的 内 侧 旋 转车 轮 (ABR) 
在 笛 卡 儿 坐 标 下 的 参数 化 (图 3.74) 


xz = (A — a) cosy — pa cos 


y = (A — a)sin e — ka sin 


(a) n=4, p=0 (b) n=4, i «1 (c) n24, u 5 1 


图 3.74. WEAR (在 圆 内 侧 旋转 轮子 产生 的 曲线 ) 
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在 这 里 的 一 个 半径 为 a 的 轮子 在 一 个 半径 为 A 的 内 边缘 旋转 . 点 P 的 极 坐 标 为 p 
和 r. 
分 类 (i) w= 1 (ABR), 

(ii) 0 < p< 1 (短程 内 摆 线 )， 

(iii) y > 1 (长 程 内 摆 线 ). 


Meg 4a(A — a) P Ay 
Amat AA La Ae 


例 1: Tr < 二 4 和 /4 = 1 我 们 得 到 参数 化 表示 


z = Acos? y, y = Asin? y, 0 € e < 2n. 


这 是 一 条 星 形 线 , 在 笛 卡 儿 坐 标 下 由 


给 出 , BRE (a? + y? — 42)3 + 27z2y242 = 0 (图 3.74(a)). 星 形 线 是 一 条 6 次 代 
数 曲 线 ( 见 下 面 的 3.8.2). 

3.7.9.3 Æ à Ur (Hipparchus) 的 周转 辆 

在 笛 卡 儿 坐 标 下 的 参数 化 表示 (图 3.75) 


z=Acoswt+acoswt, y= A sinwt +a sinu't. (3.41) 


图 3.75 


当 把 t 解释 为 时 间 时 , (3.41) 描述 了 在 一 个 半径 为 a WEA K。 上 在 点 P 的 一 
个 质点 的 运动 . 在 这 个 运动 中 , Ks 的 中 心 在 一 个 半径 为 4 的 圆 KA 以 角速度 w 运 
动 , Ko 以 角速度 w 旋转 . 这 些 周 转 圆 在 古代 被 伟大 的 天 文学 家 希 帕 凯 斯 (公元 
前 180 一 前 125) 和 托 勒 密 (公元 前 150) 用 来 描绘 在 天 体 中 行星 的 运动 . 

周转 圆 的 理论 告诫 我 们 : 以 一 个 充分 灵活 可 塑 的 模型 人们 可 以 近似 地 描述 现 
实 , 甚至 在 此 模型 肯定 是 错误 的 情形 也 是 如 此 . 
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3.8 代数 几何 学 


几何 学 家 对 他 的 学 科 所 喜爱 的 是 他 看 得 见 他 所 想到 的 东西 . 
F. #3 (1849—1925) 
3.8.1 基本 思想 


3.8.1.1 基本 问题 


KOA m 个 具 复 系数 的 n 个 ( 复 ) 变量 2, ,zn 的 多 项 式 p; = pj;(z). > 
z= (21, zn). 代数 几何 所 关心 的 是 形 如 


[pi(z) =0, zeC, jo2l-.m| (3.42) 
的 方程 组 的 解 . 这 是 所 有 数学 的 中 心 问题 , 它们 的 解 对 许多 问题 具有 重要 性 3 
3.8.1.2 奇 点 和 它们 在 物理 中 的 关联 
[代数 几何 中 的 典型 难点 在 于 奇 点 的 出 现 . | 
EX Bm <n. (342) 的 一 个 解 z 被 称 为 一 个 正则 点 是 说 , 如 果 有 


Rank (25:3) = 


(BU f WIZEN CAE AAR ARK). 其 他 情形 则 称 z 是 方程 组 (3.42) 的 一 个 奇 点 . 
若 方程 组 (3.42) 的 所 有 解 都 是 正则 的 , 则 该 解 的 集合 形成 一 个 光滑 流 形 . 在 微 
分 拓扑 和 微分 几何 中 研究 了 流 形 (参看 [212]). 


例 1( 流 形 ): 一 条 直线 的 方程 


和 对 圆 的 方程 


2 2 2 
25 y =r’, 


其 中 7 > 0 描述 了 没有 奇 点 的 曲线 , 即 这 些 曲线 构成 了 一 维 流 形 . 这 种 流 形 的 特征 
性 质 是 在 曲线 的 每 个 点 有 唯一 的 切线 (参看 图 3.76(a)). 
1) 此 问题 的 另外 一 个 重要 的 推广 是 把 系数 和 解 的 范围 复数 域 C 换 作 任意 域 K. 


例如 在 K = Q 为 有 理 数 域 时 便 给 出 了 委 番 图 几何 ， 它 被 数学 中 最 聪明 的 头脑 研究 了 近 
2000 年 . 见 3.8.6 的 更 多 信息 . 
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(a) 流 形 (无 奇异 点 ) (b) 二 重点 ( 奇 点 ) (0) 具 尖 点 的 半 立 方 抛物 线 
图 3.76 光滑 流 形 与 奇 点 


y 


4| 2( 作 为 奇 点 的 二 重点 ): 方程 


x? —y?=0 


DBA a? — y? = (zx — y)(z 4- y) = 0. 这 表明 由 此 方程 描述 的 曲线 分 裂 为 两 条 不 同 
的 直线 , 各 具 方 程 x 一 y = 0 和 zx 十 y = 0. 这 两 条 直线 交 于 点 (0,0) 称 此 点 为 一 
个 普通 二 重点 . 可 清楚 看 出 , 在 此 点 曲线 有 两 条 切线 ( 即 这 两 条 直线 ), 故 这 不 是 一 
个 流 形 (图 3.76(b)). 

二 重点 也 可 出 现在 一 条 曲线 的 自 交 情形 , 这 就 像 在 笛 卡 儿 叶 状 线 的 情形 (参看 
3.8.2.3 的 图 3.82). 


y? — a? — 0, (3.43) 


在 点 (0,0) 有 一 个 称 为 类 点 的 点 . 在 此 尖 点 不 存在 切线 , 故 又 不 是 一 个 流 形 . 

二 重点 和 尖 点 是 可 能 出 现 的 最 简单 的 奇 点 . 
在 物理 中 与 奇 点 的 关联 在 自然 界 中 的 一 个 基本 现象 是 一 个 系统 可 以 在 临界 的 外 
在 影响 下 剧烈 地 改变 其 性 态 . 在 这 种 情形 中 人 们 将 谈 及 所 谓 分 歧 (D). 这 些 可 以 
归属 于 , 例如 , 生态 突变 或 者 经 济 危 机 . 
例 4 (平衡 态 的 分 歧 ): 如 果 一 个 系统 处 于 平衡 态 , 它 可 以 在 外 力 的 影响 下 转移 到 一 
个 新 的 平衡 态 . 例如 外 力作 用 在 一 个 棒 的 长 方向 , 则 在 某 个 临界 水 平 上 会 发 生 在 棒 
上 的 一 个 膨胀 . 
例 5 ( 霍 普 夫 分 歧 ): 一 个 处 于 平衡 态 的 动力 系统 可 以 在 外 力 影响 下 开始 振动 . 


在 自然 界 存在 的 分 歧 可 以 借助 于 奇 点 进行 数学 建 模 . 


这 就 是 分 歧 理论 的 背景 , 我 们 将 在 [212] 中 谈 到 它 . 另外 所 谓 突 多 变 理论 也 属 
于 这 个 领域 , 后 面 这 个 理论 应 归功 于 法 国 数学 家 及 . 托 姆 (Thom). 

现在 考虑 (3.42) 的 最 简单 的 特殊 情形 . 
线性 方程 ”车 所 有 多 项 式 p; 为 线性 (次 数 为 1), 则 (3.42) 是 个 线性 方程 组 , WE 
则 有 一 个 完整 的 解 的 理论 (参看 2.3). 

从 几何 的 观点 看 , 线性 方程 的 研究 对 应 于 直线 的 , 平面 的 和 超 平面 的 相交 性 态 
的 研讨 . 
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泛 函 分 析 ”甚至 在 线性 方程 的 最 简单 情形 也 导致 了 线性 代数 的 发 展 . 尽管 从 现代 的 
观点 看 线性 方程 是 平凡 的 , 但 这 也 构成 了 所 称 为 的 泛 函 分 析 的 基础 ， 偏 微 方程 的 现 
代理 论 和 量子 理论 都 以 泛 函 分 析 的 语言 来 阐述 . 

拓扑 ”在 现代 数学 中 的 一 个 基本 策略 是 用 与 其 相伴 的 属于 线性 代数 的 简单 结构 来 
研究 复杂 结构 . 例如 , 这 便 是 用 于 代数 拓扑 中 的 方法 . 在 其 中 (拓扑 ) 空间 由 它们 的 
德 拉 姆 (de Rham) 上 同调 群 表示 , 这 构成 了 现代 微分 拓扑 的 基础 . 一 个 不 算 精巧 的 
例子 是 用 切 空间 来 研究 流 形 ( 见 [212]) 

二 次 方程 EZMA p 是 二 次 的 即 具有 次 数 2, 则 基本 方程 (3.42) 描述 了 圆锥 截 
线 和 它们 的 相交 性 态 . 如 果 我 们 考虑 一 个 单个 的 二 次 方程 


p(z, y) = 0, 


假定 多 项 式 p 为 不 可 约 , 我 们 便 得 到 了 一 个 光滑 的 圆锥 截 线 . 奇 点 只 可 能 出 现在 多 
项 式 p 可 分 裂 的 情形 ( 即 分 解 为 乘积 ), 这 时 我 们 有 例 2 中 的 情形 . 

数论 ”二 次 方程 对 应 于 在 数论 中 重点 研究 的 二 次 型 . 它 的 基础 归功 于 高 斯 的 二 次 
型 理论 , 这 在 他 的 1801 年 的 专著 Disquisitiones arithmeticae (《 算 术 研 究 》) 中 所 
阐述 的 . 这 次 它 又 变 成 了 二 次 数 域 理论 以 及 现代 代数 和 解析 数论 的 基础 . 

Wt n 个 变量 的 二 次 方程 


n 
EU 
X ajkTjTk = 常数 


jk-1l 


可 以 被 简洁 地 写成 矩阵 形式 


这 种 类 型 方程 的 研究 涉及 求 矩 阵 A 的 法 式 . 这 个 理论 在 19 世纪 后 半 时 得 到 发 展 . 
这 个 理论 的 基础 由 欧 拉 (1765) 和 拉 格 朗 日 (1773) 对 于 旋转 刚体 的 惯性 轴 的 研究 形 
成 的 , 它 导致 了 对 主轴 的 特殊 变换 . 这 个 变换 的 一 般 形 式 由 柯 西 在 1829 年 给 出 . 在 
1904 年 希 尔 伯 特 将 其 联系 于 他 的 积分 方程 理论 推广 到 了 无 穷 维 的 矩阵 ， 冯 “ 诺 依 
曼 在 1928 年 认识 到 希 尔 伯 特 所 用 过 的 想法 实际 上 可 用 于 在 希 尔 伯 特 空间 中 的 无 界 
自 伴 算 子 的 谱 理论 , 这 次 它 又 成 了 量子 论 的 基础 .哈密 顿 算 子 的 谱 推广 了 对 称 矩 阵 
的 特征 值 并 准确 地 描述 了 量子 系统 可 能 的 能 量 水 平 . 

二 次 型 和 现代 物理 的 几何 ”保持 二 次 型 , 特别 是 保持 化 成 了 法 式 的 二 次 型 的 变换 群 
是 许多 重要 的 几何 学 的 基础 , 我 们 将 在 3.9 中 仔细 考虑 . 


特殊 函数 ”如 果 我 们 找寻 圆 


的 参数 表示 , 则 我 们 将 得 到 三 角 函 数 . 该 圆 的 整体 参数 表示 ( 单 值 化 ) 由 


xz=cost,y=sint, tER 
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给 出 . 我 们 需要 用 周期 函数 来 作 此 描述 的 事实 有 一 个 较 深刻 的 拓扑 上 的 理由 , 它 是 
说 这 个 圆 是 一 条 二 次 的 亏 格 0 的 不 可 约 代数 曲线 . 
由 这 个 圆 的 参数 化 可 以 立即 得 到 双 曲 线 


的 整体 参数 比 ( 单 值 化 ), 这 时 的 y 换 作 iy, t 换 作 is, EA 


xz = cosis, y=-—isinis, scR. 


这 等 同 于 双 曲 线 的 参数 化 
x=coshs, y-sinhs, scR, 


在 这 里 利用 了 双 曲 函数 . 

如 果 只 观察 实 的 值 ， 函 数 的 周期 性 是 不 明显 的 ， 欧 拉 曾 发 现 某 些 椭圆 积分 的 
反 函 数 是 周期 的 ， 当 高 斯 在 研究 双 纽 线 时 ， 作 为 20 岁 的 他 , 发 现 某 些 椭圆 积分 的 
反 函 数 除了 欧 拉 所 导出 的 实 周期 外 还 有 两 个 纯 虚 的 周期 ; 这 个 发 现 产生 了 极 大 的 后 
FR. 这 个 事实 后 来 证 实在 魏 尔 斯 特 拉 斯 发 展 起 来 的 双 周 期 (椭圆 ) 函数 论 中 是 彻底 了 
解 椭圆 积分 的 关键 . 椭圆 积分 的 反 函 数 的 双 周 期 性 在 拓扑 的 理由 已 在 1.14.19 中 解 
单 值 化 和 奇 点 分 解 ”寻找 一 般 曲 线 和 曲面 的 整体 参数 化 是 个 有 趣 的 问题 . 这 里 的 单 
值 化 概念 也 被 叫做 奇 点 分 解 . 这 一 类 的 问题 , 至 少 对 人 们 试图 单 值 化 相当 一 般 的 对 
象 而 言 , 属于 在 整个 数学 中 最 为 困难 的 部 分 . 

(i) 所 有 三 次 代数 曲线 的 单 值 化 导向 了 椭圆 函数 和 椭圆 积分 的 理论 . 

(ii) 任意 代数 曲线 的 单 值 化 属于 由 克 贝 (Koebe) MEME 1907 年 所 证 明 的 
著名 的 单 值 化 定理 的 内 容 之 中 ， 单 值 化 让 我 们 可 借助 于 自 守 函数 来 计算 阿 贝 尔 积 
外 

(iii) Æ 1964 4E, 广 中 平 佑 (HiroNaka) 成 功 地 证 明了 对 任意 维 的 射影 代数 集 的 
一 般 奇 点 分 解 定理 . 

三 次 方程 ”三 次 代数 曲线 (甚至 在 其 方程 是 不 可 约 时 ) 可 以 具有 奇 点 . 它们 是 那 种 
在 其 上 不 能 唯一 定义 切线 的 点 . 半 三 次 抛物 线 (3.43) 是 这 种 情形 的 最 简单 的 例子 . 


3.8.1.3 椭圆 曲线 和 椭圆 积分 
椭圆 曲线 ”根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 (1815—1897), 方程 


Z 


的 复 解 (z,w) 的 集合 由 参数 表示 


z=(t),w=@'(t), teC, (3.45) 
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其 中 p 代表 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定义 的 椭圆 函数 , 它 有 两 个 复 周 期 Qu. 和 Que, 并 且 具 
常数 

€1:= (ui), e€2:=p(witwa), e3 := p(w), 

g2 : = —4(e1e2 + e123 + €2€3), 93 := 4e1€2€3. 
椭圆 积分 ”积分 

JS | ac V4z3 — gaz — ga)dz 
被 理解 为 
Ja ILS w)dz (3.46) 

的 意思 , 其 中 (z,w) 为 方程 (3.44) 的 解 . 通过 变量 代 换 z = p(t), w = o'(t) 得 到 


J= | REO, oOo Hat. 


由 于 与 椭圆 积分 理论 的 关联 ， 人 们 称 (3.44) 为 一 条 椭圆 曲线 . 另 一 方面 , 在 单 复 变 
函数 的 理论 (函数 论 ) 中 , 人 们 称 这 种 情形 为 由 (3.44) 给 出 的 “多 值 函数 ”w = w(z) 
f] xU. 因此 有 


椭圆 曲线 的 研究 导致 了 椭圆 函数 和 椭圆 积分 理论 . 


椭圆 曲线 的 拓扑 结构 ”所 有 满足 (3.44) 的 复数 偶 (z, w) 的 集合 按 定义 构成 了 一 条 
椭圆 曲线 C. 由 于 p 函数 具有 复 周 期 w 和 w, 在 寻找 (3.45) 中 的 参数 表示 时 , 可 
局 限于 一 个 平行 四 边 形 T 中 的 t 值 , 其 中 T 的 边界 的 相对 点 被 等 化 (图 3.77(a)). 
借助 于 分 式 


z=(t)w=p'(t), teT. 
我 们 得 到 了 椭圆 曲线 C 和 了 之 间 的 双 射 . 


2w, 


(a) 平行 四 边 形 (b) 环 面 (c) 等 价 点 


图 3.77 椭圆 曲线 的 定义 
1) 按 定义 , 黎 曼 面 是 一 个 连通 、 光滑 的 一 维 复 流 形 . 最 简单 的 黎 曼 面 就 是 复 平面 C, 它 对 复 
数 是 一 维 的 , 但 看 作 实 空间 时 自然 地 同 构 于 R, 是 二 维 的 . 这 解释 了 “曲线 ”和 “曲面 ”的 概念 
都 同时 用 于 一 个 对 象 的 事实 . 
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如 果 我 们 把 T 的 对 应 点 粘 合 在 一 起 , 便 得 到 了 一 个 环 面 7 (图 3.77(b)). 由 此 
得 出 椭圆 曲线 双 射 地 与 环 面 7 相关 联 . 若 赋 与 C 以 由 9 得 到 的 拓扑 , 则 C RR 
于 一 个 环 面 , 从 而 具有 参 格 
p-i 
(参看 [212]). 
椭圆 曲线 上 的 群 结构 ”存在 群 4 的 一 个 自然 的 群 作用 , IY 是 由 在 T 上 的 


加 法 规则 


生成 的 . 其 定义 是 首先 按 两 个 复数 tı 和 to 加 通常 和 定义 +t. FEAE T P 
MWA ti tt, := ts. 如 果 这 个 和 位 于 了 之 外 , 这 表明 存在 两 个 (唯一 确定 的 ) 复数 m1 
和 ms ERA 1$ = ti + te —2miwi 一 2m2zw2 MFT A, MMR ti tte = (E 
3.77(c)). HY 很 容易 对 椭圆 曲线 C 做 成 一 个 群 , 这 只 要 由 公式 


(z1, w1) + (22, w2) = (za, wa) (3.47) 


定义 和 即 可 . 在 这 里 , AS 


zj = P(t), wi = 9 (t5), Ti t3 = ti + to. 


然后 由 加 法 定理 
| = | 1 Q9 (u) — g'(v) i 
pus) o -e- 9) +3 (See) 
得 到 
2 
a=-a-a+3 (=) - (3.48) 


群 运算 (3.47) 由 雅 可 比 在 1834 年 发 现 . 为 证 明 它 , 他 利用 了 欧 拉 在 1753 年 发 现 
的 对 椭圆 积分 的 加 法 定理 , 这 是 椭圆 曲线 的 许多 加 法 定理 的 基础 . 
椭圆 曲线 上 加 法 结构 的 直观 解释 ”考虑 一 条 椭圆 曲线 即 一 条 在 实 平面 及 ”上 无 奇 


点 的 三 次 曲线 . 
(i) 在 此 曲线 上 固定 一 点 P. 


(ii) 两 点 Pi 和 P: 的 和 为 点 Ps, 它 由 图 3.78 
所 画 出 的 几何 结构 得 到 . 

这 表明 我 们 首先 确定 直线 PP. 与 曲线 C 
的 交点 S. 然后 Ps 则 是 直线 PS 与 C 的 交点 . 
P, 和 P 的 “和 ”于 是 定义 为 


图 3.78 ”椭圆 曲线 上 的 群 结构 
P, + Po = P3. (3.49) 
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EHE (a) 曲线 C 在 上 面 刚 定义 的 加 法 下 是 一 个 群 , 其 加 法 单位 元 为 Po = 0. 
(b) FER P 为 C 的 一 个 拐点 , 则 曲线 上 三 个 点 位 于 一 条 直线 上 当 且 仅 当 


Ga 


陈述 (b) 由 庞 加 莱 在 1901 年 发 现 并 在 研究 丢 番 图 几何 中 发 挥 了 重要 作用 (2 
看 3.8.6). 
作为 数学 发 展 根据 的 类 比 原理 ”一 条 椭圆 曲线 具有 每 条 通过 其 上 两 个 不 同 点 的 直 
£D EAE C HR ER RU. 这 是 在 (3.47) 中 构造 两 点 的 和 Pi 十 Po 的 构造 的 几 
何 基础 .“ 加 ”的 记号 乍 看 起 来 似乎 是 不 自然 的 , 这 是 因为 通常 人 们 只 对 线性 的 对 象 
联系 到 这 个 记号 , 譬如 直线 和 平面 . 但 是 在 这 里 我 们 考虑 的 是 一 个 弯曲 的 空间 . 数 
学 的 威力 之 一 在 于 有 可 能 以 对 已 知 对 象 的 复合 通过 类 比 引 进 对 新 的 对 象 的 复合 . 在 
目前 情形 中 已 知 的 加 法 是 关于 数 的 , 但 它 让 我 们 按 类 比 引进 了 在 一 条 曲线 上 的 加 法 . 

按 这 种 方式 , 数学 的 已 知 结果 可 以 转移 到 越 来 越 复杂 的 对 象 以 及 情况 上 , 从 而 
导致 了 新 的 成 果 与 发 现 . 原来 , 基本 结构 的 个 数 相对 较 少 . 因此 , 只 要 有 几 个 基本 结 
构 便 够 用 了 (如 群 、 环 、 域 、 拓扑 空间 、 流 形 ). 在 抽象 过 程 中 的 下 一 步 是 


基本 结构 的 结合 . 


例如 把 群 和 流 形 的 基本 概念 结合 一 起 我 们 便 得 到 了 李 群 , 它 在 物理 学 中 具有 基 
本 的 重要 性 (参看 [212]). 

但 是 数学 的 历史 并 不 总 是 如 此 清晰 和 顺利 , 而 更 多 是 采取 了 它 的 蚁 晓 的 小 道 来 
达到 它 的 目的 . 数学 中 新 的 发 展 的 主要 推动 力 是 解决 复杂 问题 . 数学 家 们 被 迫 去 寻 
找 新 的 和 强 有 力 的 思想 . 对 深刻 结果 的 第 一 个 证 明 往 往 是 非常 复杂 并 难以 弄 懂 的 ， 
从 而 导致 了 要 简化 这 个 证 明 的 愿望 . 这 样 做 的 结果 常常 发 展 出 了 新 的 理论 , 而 且 对 
它 的 运用 使 这 个 复杂 的 问题 能 够 产生 更 高 水 平 的 抽象 , 在 这 个 高 水 平 的 抽象 中 原来 
的 证 明 变 得 要 容易 处 理 得 多 , 简单 得 多 . 现在 轮 到 从 这 个 新 水 平 出 发 , 便 越 来 越 复 
杂 的 问题 能 够 被 处 理 了 . 

将 数学 的 这 种 发 展 与 登山 作 个 比较 (这 在 数学 家 中 是 一 种 有 意思 的 流行 运动 ); 
一 群 登山 者 从 一 个 高 地 前 进 到 下 一 个 . 在 某 些 特别 勇敢 的 个 人 , 不 带 绳索 保护 他 们 
自己 冲 在 前 面 的 同时 , 这 个 团队 中 的 大 部 分 人 则 在 研究 考察 每 一 块 高 地 , 清除 巨大 
的 砾石 , 从 而 让 后 来 者 更 容易 攀登 . 


3.8.1.4 高 次 代数 曲线 和 阿 贝尔 积分 


直到 现在 我 们 考虑 过 的 只 是 椭圆 曲线 , 它 与 椭圆 积分 和 椭圆 函数 紧密 相关 . 对 
于 那些 更 加 复杂 的 积分 , 那些 第 一 眼看 来 似乎 不 易 处 理 的 这 些 积分 的 考察 可 以 很 干 


1) 这 个 论述 只 在 我 们 承认 有 无 穷 远 点 时 正确 . 即 是 在 射影 几何 的 方法 下 进行 ， 见 3.8.4. 
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净利 落地 利用 对 复杂 曲线 的 研究 得 到 处 理 , 它 首先 是 由 黎 曼 研究 的 (1857). 这 些 是 
形 如 
ie w)dz 


的 积分 , 其 中 点 (z,w) 是 曲线 


(3.51) 


上 的 点 . 这 里 的 p 是 关于 z 和 w 的 多 项 式 . 满足 (3.51) 的 “多 值 函数 "ww = w(z) 
被 称 为 一 个 代数 函数 ， 这 种 类 型 的 积分 第 一 个 由 年 轻 的 挪威 数学 家 阿 贝 尔 (Niels 
Henrik Abel, 1802 一 1829) 作 了 一 般 性 的 研究 . 
历史 评注 ” 阿 贝 尔 积 分 的 研究 在 19 世纪 的 数学 中 扮演 了 一 个 基本 的 角色 , 它 导 致 
了 黎 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 于 函数 论 的 发 展 . 黎 曼 生活 在 1826 年 到 1866 F, 他 以 一 
种 巧妙 的 方式 认识 到 阿 贝 尔 积 分 的 处 理 以 研究 其 定性 行为 的 办 法 可 以 变 得 十 分 清 
楚 和 简单 , 这 里 所 说 的 定性 行为 即 指 的 是 属于 方程 (3.51) 的 黎 曼 面 的 拓扑 . 这 里 的 
决定 性 的 角色 是 黎 曼 面 的 亏 格 , 这 是 因为 亏 格 是 一 个 紧 黎 曼 面 的 唯一 的 拓扑 不 变量 . 
Fike (3.45) 诱导 了 椭圆 曲线 (3.44) 的 参数 表示 . 克 莱 因 (1849—1925) 和 庞 加 
3€ (1854 一 1912) 两 人 在 年 轻 时 都 力图 解决 对 一 个 任意 代数 函数 (3.51) 求 出 一 个 合 
适 的 参数 化 的 困难 问题 . RST AP RANA, 它 是 椭圆 函数 的 推广 . 
参数 化 (3.51) 的 问题 的 最 终 解决 是 由 P. 克 贝 (1882—1945) 和 庞 加 莱 在 1907 


概 形 的 语言 ”在 现代 代数 几何 中 人 们 在 任意 域 (以 代替 复数 域 ) 上 考虑 方程 组 (3.42). 
在 这 个 研究 中 的 现代 工具 之 一 是 称 为 概 形 (scheme) 的 东西 . 这 个 是 在 所 有 数学 中 
最 重要 的 概念 之 一 (例如 , 以 其 最 一 般 的 形式 , 它 包含 了 流 形 的 概念 ) 与 拓扑 学 、 微 
分 拓扑 、 代数 几 何 和 数论 相 联 系 . 所 有 这 些 中 心 的 数学 学 科 的 基本 对 象 都 是 概 形 ( 参 
看 3.8.9.4). 
费 马 猜想 ( 费 马 大 定理 ) 和 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 1994 年 安德鲁 。 怀 尔 斯 在 普 林 
斯 顿 成 功 地 证 明了 费 马 大 定理 ， 这 是 一 个 300 多 年 来 一 直 没 有 解决 的 中 心 问题 之 
一 . 这 个 证 明 中 的 一 部 分 是 把 问题 化 到 部 分 验证 一 个 关于 椭圆 曲线 的 非常 深刻 的 几 
何 猜想 ( 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 ). 
弦 论 ”当代 统一 自然 界 的 所 有 基本 力 (引力 、 弱 力 和 强力 ， 以 及 电磁 力 ) 的 努力 
在 弦 论 的 背景 下 导致 了 在 物理 和 数学 之 间 思 想 的 极其 富 于 成 果 的 相互 作用 . 在 这 些 
现代 的 发 展 中 代数 几何 方法 起 了 占 支 配 地 位 的 作用 . 

代数 几何 是 一 门 数学 学 科 , 它 对 数学 的 许多 领域 有 很 强 的 影响 , 也 对 自然 学 科 
如 此 , 无 疑 它 属于 基础 的 和 基本 的 数学 支柱 . 在 后 面 , 我 们 将 努力 建立 一 座 从 直观 和 
几何 的 理论 源头 跨越 到 这 个 理论 的 抽象 方面 的 桥梁 , 这 种 抽象 理论 并 非 为 了 自身 而 
发 展 起 来 的 ; 而 是 为 了 证 明 困难 的 结果 . 
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3.8.2 ”平面 曲线 的 例子 


平面 代数 曲线 最 重要 的 性 质 是 它 的 亏 格 p( 参 看 3.8.5)， 在 下 文中 a,b,c 是 正 
( 实 ) 常数 . 
3.8.2.1 一 次 和 二 次 曲线 

次 数 为 1 的 代数 曲线 (线性 曲线 ) 是 直线 , 它们 的 亏 格 p = 0. 二 次 不 可 约 代数 
曲线 (二 次 曲线 ) 是 非 退 化 圆锥 截 线 ( 圆 , 椭圆 , 抛物 线 及 双 曲 线 ); 它们 也 具有 亏 格 
p= 0; 

可 约 二 次 曲线 必 是 一 对 直线 . 

所 有 在 这 一 节 和 下 一 节 中 的 曲线 都 是 不 可 约 的 .一 条 三 次 不 可 约 曲线 的 亏 格 
p= 1, 这 时 我 们 假定 它 上 面 没有 奇 点 2, 否则 p = 0. 

一 条 四 次 不 可 约 曲线 具有 亏 格 p = 3,2,1 Rp = 0. 第 一 种 情形 对 应 的 曲线 
是 光滑 的 , 即 没有 奇 点 , 而 其 他 情形 的 出 现 依赖 于 奇 点 的 个 数 和 种 类 . 例如 , 著名 的 
被 称 作 克 菜 因 四 次 线 便 有 三 个 普通 二 重点 且 亏 格 p= 0. 


3.8.2.2 三 次 曲线 
WR EA (A 3.79) 


| (x? + a?)y — a? =0. (3.52) 


渐 近 线 : y =0. 

在 顶点 (0.a] 的 曲率 半径 : R= a/2. 
扬 点 : (ta/V3, 80/4). 

EE E p= 0 


a a 


(43 43 


图 3.79 HWE- XBLAHSES 


在 复 射 影 平 面 CP 上 的 得 舌 线 的 方程 : 曲线 (3.52) 的 方程 被 号 在 射影 平面 上 的 射 
影 坐 标 中 时 为 

1) 这 个 陈述 是 相对 于 在 复 域 中 这 种 曲线 的 射影 表示 作出 的 (参看 3.8.4)， 在 实 平面 上 这 条 
曲线 的 图 形 表示 因此 给 出 的 是 一 幅 不 完全 的 带 有 奇 点 的 复 曲 线 的 图 画 


808 第 3 章 JL fg 学 


£y + a7yu? — au? — 0. (3.53) 
这 个 方程 由 将 (3.52) 中 的 变量 x RU y 换 作 c/u 和 y/u. 然后 再 乘 以 u? 得 到 (这 个 
过 程 被 称 为 对 多 项 式 或 对 方程 的 齐 次 化 ). 

这 里 的 oy Mu 为 复 变量 , 这 时 应 排除 m — y =u = 0 的 情形 (所 有 同时 为 
3E). (3.53) 的 两 个 解 (zj, yj, uy) 当 存 在 一 个 复数 A A 0 使 得 


(21.51. u1) = A(z2, ya, U2) := (Ate, Ayo, Au2) 


时 对 应 了 曲线 上 同一 个 点 . 
WRS u= 1, 我 们 便 得 到 了 所 谓 的 (3.53) 的 仿 射 形式 (3.52). 这 是 齐 次 化 的 
递 过 程 , 也 称 为 非 齐 次 化 . 
3 线 (3.53) 与 无 穷 远 直线 的 交点 由 方程 u= 0 定义 , 在 点 
(1,0,0) 和 (0,1,0), 


它们 对 应 了 图 3.79 中 x 轴 和 y 885577 I]. 

奇 点 : 这 条 曲线 上 唯一 的 奇 点 是 无 穷 远 二 重点 (这 恰 是 “在 无 穷 远 直 线 上 的 二 重点 ” 
的 另 一 种 说 法 )(1, 0,0). 这 对 应 于 该 曲线 的 渐 近 线 y = 0, 见 图 3.79. 

Fi: p=0. 

狄 奥 克 莱 斯 蔓 叶 线 (图 3.80) 


无 


远 点 : 


n 4 (z—a)y? =0. 


i È 
ABBBMAE: = mYr co cio. 
在 极 坐标 下 我 们 有 : t= tang. 
E. 
极 坐 标 中 的 表示 : r= SE 
ae ig Ne ee COS (p 


图 3.80 €"FE E 3.81 Kee 
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MEA: za 
几何 特征 : 设 K 为 半径 是 a/2 的 圆 , 圆心 在 (a/2,0), 并 设 g 为 直线 + =a. 一 条 
以 原点 O 出 发 的 射线 交 K 于 点 4, Xg 于 点 B. 草 叶 线 上 点 P 具有 如 下 性 质 ; 


名 称 草 叶 (cissoid) 源 自 希腊 文 , BBE BRR (kioook) 叶子 的 轮廓 线 (cissoz d 
MERR) E RE EX (0,0) 有 一 个 实 点 , 这 是 其 唯一 的 奇 点 . 
环 索 线 (图 3.81) 


(x +a)x? + (x — ajy? = 0. 


3 2 
有 理 参 数 化 : c= oor y= ee. —oc « t < oc. 
在 极 坐 标 下 ， 有 t= tang. 


, acos 2p 


Tee X S P wo s COS yp s 


渐 近 线 : z-—a. 


几何 特征 : 固定 一 条 从 点 (0,0) 出 发 的 射线 , 其 交 y 轴 于 点 Y. 在 环 罕 线 上 交 出 
的 两 点 P 和 P 满足 条 件 


就 是 这 个 性 质 给 出 了 它 的 希腊 名 称 strophoid. AR 
线 在 原点 (0,0) 有 一 个 二 重点 , 它 是 其 唯一 的 奇 点 . 
笛 卡 儿 叶 状 线 (图 3.82) 


z? +y’ — 3aay = 0. 


3at 3at? 
BEBE 2541.1 go ets 
—1 fl —1«t < oo. 在 极 坐标 下 有 t = tangy. 
渐 近 线 : z-cy-ca-O0. 


在 原点 0 的 切线 : y=0 M x — 0. 


图 3.82 第 卡 儿 叶 状 线 
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顶点 P : (8a/2,3a/2). 


亏 格 : p=0. 笛 卡 儿 叶 状 线 具 有 唯一 的 奇 点 , 即 在 原点 的 二 重点 . 


3.8.2.3 四 次 曲线 


下 面 的 这 些 曲 线 已 在 3.7 详细 讨论 过 . 
尼 科 米 迪 斯 蚌 线 (图 3.83) 


(b) &*a 


图 3.83 REPKA ER 


ERDE FG BUS. conchoid 的 意思 是 英文 的 “shell"(A6vz7 = shell). 
蚌 线 具有 一 个 尖 点 或 二 重点 , 依 参数 值 a M o 而 定 , 它们 是 唯一 的 奇 点 . 
帕斯卡 蝎 线 (图 3.71) 


(a? + y? — az)? — b? (a? + y?) =0. 


亏 格 : p=2 Al p—3, KER a M b MAME. 
心脏 线 ( 图 3.84(a)): 这 是 a = b 时 的 帕斯卡 蝎 线 . 
Fik: p= 2. 

心脏 线 在 原点 (0,0) 有 一 个 尖 点 为 其 唯一 的 奇 点 . 
卡 西 尼 卵 形 线 (图 3.66(b)) 


(z? +-y")? — 2c? (a? = 


Fie: p=3 或 p = 2, 由 参数 a 和 c 的 值 决定 . 
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伯 努 利 双 纽 线 (图 3.84(b)) ”这 是 a =c 时 的 一 条 卡 西 尼 卵 形 线 . 
He: ps. 
UA y 


(a) 心脏 线 (b) X t£ 
E 3.84 两 条 著名 的 曲线 


历史 评注 ” 狄 奥 克 莱 斯 蕊 叶 线 和 尼 科 米 迪 斯 蚌 线 是 最 古老 的 已 知 的 具 奇 点 的 代数 
曲线 , 大 约 是 在 公元 前 180 年 左右 发 现 的 . 它们 的 发 明 (发 现 ) 是 为 了 解决 两 个 著 
名 的 第 罗斯 问题 : 倍 立方 体 和 以 绘图 法 三 等 分 角 (参看 2.6.1). 在 古代 , BR RT 
蚌 线 也 被 用 于 柱 的 截面 的 构造 (图 3.83(c)). 

帕斯卡 蝎 线 的 性 质 由 著名 数学 家 B. 帕斯卡 (1623—1662) 的 父亲 研究 过 . 

笛 卡 儿 叶 状 线 (folium Cartesii) fA JL (1596 一 1650) 引进 的 , 他 由 于 把 几 
何 图 形 以 “ 笛 卡 儿 坐 标 ” 表 示 对 代数 几何 作出 了 重要 的 贡献 . 卡 西 尼 光线 则 源 于 意 
大 利 天 文学 家 卡 西 尼 (Cassini, 1650—1700) 的 工作 . 
牛顿 (1643—1727) 对 代数 曲线 的 性 态 进行 了 多 项 研究 . 雅 各 布 。 伯 努 利 (1655 一 
1705) 的 双 纽 线 在 本 圆 积 分 的 发 展 中 起 了 重要 作用 (参看 3.75). 在 1748 年 意大利 
数学 家 阿 涅 西 (M. G. Agnesi, 1718—1799) 写 了 一 本 《无 穷 小 分 析 》, 该 书 收集 了 那 
个 时 期 在 代数 和 分 析 方 面 的 知识 , 并 且 由 于 其 叙述 的 清晰 被 翻译 成 了 多 种 语言 . IE 
是 在 该 书 中 论述 了 现今 称 为 阿 涅 西 舌 舌 线 的 曲线 . 在 意大利 文中 它 被 称 为 “versiera 
of Agnesi”, 其 中 的 versiera 在 意大利 文中 的 意思 是 “ 睡 魔女 妖 `、. 


3.8.3 ”对 积分 计算 的 应 用 
考虑 积分 
Jw | R@,w)ar. (3.54) 


其 中 OR 代表 变量 r 和 w 的 一 个 有 理 函数 . 另外 w 是 c 的 代数 函数 , 即 点 偶 (mw) 
是 在 平面 代数 曲线 


C : plaw) = 0 


上 的 点 . 
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若 给 出 了 曲线 C 的 参数 表示 


r-—z(t) w=w(t), (3.55) 
则 通过 替换 , 对 积分 (3.54) 得 到 了 表达 式 
J= | Rew, w(t))z' (t)dt. (3.56) 


像 这 样 包含 了 有 理 函 数 的 积分 可 以 借助 于 部 分 分 式 分 解 进 行 计算 . 大 约 在 1700 年 
早 在 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 时 代 , 就 进行 了 寻找 新 的 有 理 替 换 把 形 如 (3.54) 的 积分 变换 
为 具有 理 被 积 函数 的 形 如 (3.56) 的 积分 . 在 一 段 时 间 之 后 , 下 面 的 问题 形成 了 关键 
的 论点 : 对 哪些 积分 确实 存在 有 理 蔡 换 ? 

经 验 法 则 是 7; 


曲线 C 有 如 在 (3.55) 中 那样 的 有 理 表示 当 且 仅 当 这 条 曲线 的 亏 格 为 零 .| 
例 1: 积分 


Jc | ae V1 一 Z2)dz (3.57) 
可 以 写 为 形式 | me mas 其 中 
C: Hw =l. 


这 是 一 个 圆 , 其 亏 格 为 零 . 圆 的 一 个 有 理 参数 化 为 
£g eT 2t 


BSUPRID UCRkELD 
如 果 令 
则 有 


r=cosy, y=sing. (3.59) 
这 便 解释 了 替换 (3.58) 对 于 形 如 
| R(cos p, sin y)dy 


的 积分 是 万 能 的 原因 . 
例 2: 设 -oo < el < es, ea < oo. 积分 


| Re, i nd (3.60) 


1) 准确 的 答案 是 由 在 3.8.5 中 描述 的 庞 加 莱 定 理 给 出 的 . 为 此 需要 曲线 C 的 射影 形式 , 这 
将 在 后 面 介绍 . 
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可 以 写 为 形式 | Rte. as. 其 中 


w = (x — ex)(z — e2)(x — e3). 


这 是 个 没有 奇 点 的 三 次 曲线 ; 因此 它 的 亏 格 为 1. 这 就 是 为 什么 椭圆 积分 不 能 由 有 
理 替 换 解 决 的 深层 次 原因 . 这 个 事实 在 18 世纪 的 过 程 中 被 逐步 意识 到 了 ， 从 而 导致 
了 在 19 世纪 中 椭圆 函数 理论 的 发 展 . 

积分 (3.57) 可 用 (3.58) 替换 以 ( 单 ) 周期 三 角 函 数 来 解决 . 计算 积分 (3.60) W 


z= Y(t), w=¥'(t), 
以 双 周 期 (椭圆 ) 魏 尔 斯 特 拉 斯 乡 函数 解决 (参看 1.14.17.3). 


3.8.4 平面 代数 曲线 的 射影 复 形式 


EAB 要 使 平面 代数 曲线 的 理论 组 织 得 清晰 有 序 的 唯一 方法 是 转移 到 齐 次 复 
ent 就 是 说 把 其 考虑 为 复 平面 CP? 中 的 曲线 (参看 3.5.4). 
] 1: 在 圆 的 方程 


中 我 们 把 zx y 换 作 z/ 和 y/u. ERA u? 后 得 到 了 圆 的 复 射 影 形式 


x Ly? =u? |. 


这 里 的 v, y, u 为 复数 , 但 排除 掉 三 元 组 (0, 0,0), 即 所 有 的 变量 不 能 同时 为 零 . 两 个 
这 样 的 数组 (x,y u) 和 (xx, ys, us) 定义 了 (射影 平面 中 ) 同一 个 点 是 说 它们 之 间 差 
一 个 非 零 常数 因子 A, 即 我 们 有 (m, y, U) = Alts, Ys, Ux). 

定义 ”每 个 n 次 平面 代数 曲线 可 以 写成 形式 


p(x, y, u) = 0, (3.61) 


Krh p 是 个 n 次 齐 次 多 项 式 , 变量 为 c, y 和 u, 系数 为 复数 , 称 这 样 的 曲线 为 CP? 
中 的 代数 曲线 . 称 数 为 此 曲线 的 次 数 . 

不 可 约 曲线 ”由 方程 (3.01) 定义 的 曲线 被 称 为 不 可 约 的 , 如 果 多 项 式 p 在 C 上 不 
TA. 这 直观 地 表明 此 曲线 由 “单独 一 支 ”组 成 , 即 它 不 能 分 裂 成 多 于 一 个 的 分 支 . 
例 2: 方程 z = 0 不 可 约 并 描述 了 一 条 直线 . 方程 


ry =0 


为 二 次 并 是 可 约 的 ( 即 不 是 不 可 约 的 )， 这 条 曲线 是 一 个 退化 的 圆锥 截 线 , 分裂 成 两 
条 直线 z=0 8I y = 0( 或 说 由 这 两 条 直线 的 并 组 成 ). 不 可 约 二 次 曲线 恰好 是 椭圆， 
抛物 线 和 双 曲 线 (但 是 从 复 射 影 平面 的 观点 看 , 它们 之 间 并 没有 差别 ). 这 些 是 非 退 
化 的 圆锥 截 线 . 
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3184.1 关于 曲线 相交 的 贝 祖 (B6zout) 定理 
下 面 的 定理 是 代数 曲线 理论 中 最 重要 的 定理 中 的 一 个 . 

一 般 性 相交 (gereric intersection) ”车 两 个 不 可 约 曲 线 交 于 一 点 p, 则 称 此 点 为 正常 

的 , 是 说 这 两 条 曲线 在 此 点 都 有 唯一 的 切线 并 且 这 两 条 切线 不 重合 (图 3.85). 这 种 

情形 “几乎 总 ”存在 . 这 个 副词 便 是 数学 词 库 “一 般 性 地 , 泛 地 (generic)” 的 内 容 ， 

它 表 明 “ 例 外 情形 是 非常 罕见 的 ”, 更 为 数学 化 的 语言 是 说 “例外 情形 出 现在 一 个 低 

维 集合 上 ”. 


(a) 正则 交点 (b) 非 正则 交点 
图 3.85 平面 曲线 的 交点 


贝 祖 定理 (1779) EE CP? 上 已 知 两 条 不 同 的 代数 曲线 C 与 D, 各 自 的 次 数 为 
m 和 nD. 于 是 最 多 存在 这 两 条 曲线 的 mn 个 交点 . 另外 , 若 所 有 的 交点 都 是 正常 
的 , 则 正好 有 mn 个 交点 2) . 

4| 1: 两 条 (没有 公共 分 支 的 ) 圆锥 截 线 最 多 交 mn = 2 .2 = 4 个 点 . 

例 2: 单位 圆 zz y? = 1 和 直线 x = 2 在 实 平面 内 不 相交 . 转移 到 齐 次 坐标 得 到 


2 2 3 
S py =u, £$-—2u, 


它 有 两 个 交点 (2, iV3, 1). 我 们 注意 到 这 些 交点 为 有 限 但 是 是 虚 的 . 
推论 ”对 每 个 交点 可 以 赋予 一 个 重 数 , 使 得 3 


两 条 曲线 的 所 有 交点 的 重 数 和 正好 是 mn. 


正则 交点 的 重 数 为 1. 

ACAD BAAN, 则 同样 的 陈述 依然 成 立 , 但 需 假定 它们 没有 公共 分 支 . 

2) 更 一 般 地 , 我 们 可 以 引入 交点 的 重 数 概 念 ( 见 后 面 ). 于 是 这 个 陈述 为 : 算 上 重 数 , 正好 总 
存在 mn 个 交点 . 

3) 假设 这 两 条 曲线 由 方程 

p(r,y,u)-0 和 g(z,y,u) =9 

给 出 . 用 坐标 变换 (直射 映射 ) 我 们 可 假设 (0,0, 1) 不 在 连接 两 个 交点 的 直线 上 . 

令 &:=Cla,u] (PBS zx W u YE C 上 的 多 项 式 环 ). 于 是 有 

p.q € Aly). 

p 和 g 的 结 式 R(p, q) 在 这 两 条 曲线 的 交点 P 上 为 零 . 此 结 式 在 Aly) 上 对 应 的 y 的 零点 的 重 
数 被 称 为 此 交点 的 重 数 . 
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3.8.4.2 曲线 的 有 理 变 换 

在 数学 中 对 每 个 对 象 的 类 有 一 个 相对 应 的 变换 类 . 在 射影 平面 CP? 中 的 代数 
曲线 理论 中 人 们 首先 想到 的 是 CP? 到 自己 的 射影 映射 相对 于 这 个 关系 的 曲线 的 
分 类 却 被 发 现 对 于 应 用 而 言 过 于 困难 和 复杂 了 , 取而代之 的 , 被 证 明 有 用 的 是 相对 
于 双 有 理 变 换 的 分 类 . 
曲线 的 有 理 映射 设 在 CP? 中 给 出 了 两 条 代数 曲线 C 和 O. 称 由 


[x = Xz, yu) y =Y(a,y,u), w =U(2,y, u)| (3.62) 


定义 的 从 C BC’ 的 映射 为 有 理 的 , WR X, Y AU 为 对 变量 z,y, 的 同 次 齐 次 
多 项 式 . 称 映 射 (3.62) 为 双 有 理 映射 , 如 果 这 个 映射 是 有 理 的 并 为 双 射 ,而 其 逆 也 
为 有 理 . 

有 理 曲线 — 称 一 条 曲线 是 有 理 的 , 如 果 它 是 一 条 直线 的 有 理 象 . 显 式 表达 地 这 对 应 
于 此 曲线 的 一 个 表示 : 


r—-X(Au)M, y-—Y(Ag, u=U(A,p), (3.63) 


其 中 X, Y.U 为 复 变量 A u MUS SL, 

例 1: 直线 和 圆锥 截 线 是 有 理 曲线 . 

曲线 的 双 有 理 等 价 ” 称 两 条 平面 代数 曲线 为 双 有 理 等 价 或 互 为 双 有 理 ， 如 果 它 们 
可 用 有 理 映射 相互 变换 


| 代数 曲线 的 代数 几何 是 这 些 曲线 在 双 有 理 变 换 下 不 变 的 理论 . | 


4| 2: 曲线 的 次 数 不 是 一 个 双 有 理 不 变量 , 但 曲线 的 亏 格 则 是 的 (参看 3.8.5). 
克 雷 莫 纳 群 ”CP? 到 自己 的 双 有 理 映射 的 集合 构成 一 个 群 , 它 首先 为 意大利 几何 
学 家 克 雷 莫 纳 (Luigi Cremona) 在 1863~1865 年 进行 了 研究 . 这 就 是 为 什么 至 今 
这 个 群 冠 以 此 名 的 缘故 . 


3.8.4.3 FA 
切线 ”曲线 p(z,y,u) = 0 在 点 已 := (z0, yo, zo) 的 切线 由 方程 


[ps (P)(z — zo) + py(P)(y — yo) + p. (P)(u — uo) = 0 | (3.64) 


给 出 . 
例 1: 单位 圆 zx? +y -v —0 的 切线 方程 是 


2z0(x — ro) + 2yo(y — yo) — 2uo(u — uo) = 0. 


这 等 价 于 所 谓 的 极 方 各 
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ZZ0 十 30 一 ?20 = 0. 


正则 点 ”曲线 上 一 点 P 为 正则 点 , 当 且 仅 当 在 点 P 有 唯一 确定 的 切线 , 即 有 
(pz(P), py(P),pu(P)) 4 (0.0, 0). 


奇 点 “一 个 点 如 果 不 是 正则 点 , 则 称 其 是 奇 点 . 一 个 奇 点 P 有 重 数 s 定义 为 : WR 
多 项 式 p 到 s— 1 阶 的 所 有 偏 导数 均 在 p 为 零 而 在 s 阶 至 少 有 一 个 偏 导数 在 P dE 
二 重点 和 尖 点 BEM s = 2( 分 别 地 , s = 3) 的 奇 点 为 二 重点 (分 别 地 ， 类 点 ). 
例 2( 二 重点 ): 对 p(z, y) = 2? — y?, P = (0,0,1), 有 


pz(P) = p,(P) = p«(P) 20 和 P. (p) = 2. 


因此 r? — y? = 0 在 二 条 直线 y = tr 的 交点 P 处 分 裂 为 它们 , MP 点 是 个 二 重 
点 (参看 在 3.8.1.2 的 图 3.76). 
例 3( 尖 点 ): 对 于 p(z, y, u) := a? — y?u Al P :— (0,0,1), 有 
Dien) = 6, 
而 到 二 阶 前 的 所 有 偏 导数 在 PAS. 因此 P 是 个 尖 点 . 这 个 点 对 应 于 半 立 方 抛 
Vy a? —y? — 0 的 原点 (0,0)( 参 看 3.8.1.2 WA 3.76). 
定理 ”包含 了 重 数 的 奇 点 及 正则 点 对 于 曲线 的 双 有 理 等 价 不 变 . 
对 阿 涅 西 笑 舌 线 的 应 用 ”这 条 曲线 的 方程 是 


C:a°y+yu? -u =O 


(参看 3.8.2.2 的 图 3.79). & p= x?y + yu? — a. 
(i) 此 曲线 与 无 穷 远 直 线 习 = 0 的 交点 为 (1,0,0) 和 (0,1,0). 
(ii) 该 曲线 上 的 奇 点 由 方程 组 


Px = 2xy = 0, py = z? +u, Du = Quy —3u? 20, p=0 


的 公共 解决 定 . 它 给 出 了 解 (0, 1,0) 和 不 适当 的 点 (0, 0,0)( 回 忆 一 下 , 射影 空间 不 
包含 点 (0,0,0)). 因为 psz(0.1,0) = 2, 故 在 无 穷 远 点 (0,1,0) 是 一 个 二 重点 , 它 对 
应 于 在 图 3.79 中 C 的 渐 近 线 . 


3.84.4 对 偶 性 
对 偶 曲线 ” 设 已 知 代数 曲线 C : p(y. u) = 0. 映射 


Cs :Tx = pi(m,y,u), Yr = py(m,y,u), Us = pu(m, y, U) 


3.8. 代数 几何 学 817 


是 对 C 的 所 有 正则 点 (z.y.2) 考虑 的 . 它 描述 了 CP? 中 的 一 条 曲线 . 称 其 为 曲线 
C 的 对 偶 曲线 ". 对 偶 曲线 的 次 数 被 称 为 曲线 C 的 类 . 

从 几何 的 观点 看 , 对 偶 曲 线 的 点 坐标 是 原 曲线 的 切线 的 坐标 . 
定理 ”对 一 条 曲线 经 两 次 对 侦 又 回 到 了 原 曲 线 , BY (CL). — C. 
wl: 设 p(z,y.4) := 2 十 一， 其 对 应 的 代数 曲线 C : ple, y, u) = 0 是 个 单位 
圆 . 对 此 曲线 我 们 得 到 参数 化 的 对 偶 曲 线 C: 


Te = 2a, Ys =W; Us = —2u 


H r? +y? u? = 0 4 C = C, AAAS B EIS. 
上 面 的 例子 不 应 该 给 出 一 个 错误 的 印象 , 认为 确定 一 已 知 曲线 的 对 偶 是 件 容 易 
的 事 ; 相反 地 , 这 是 个 困难 的 代数 问题 . 


3.8.5 ”曲线 的 亏 格 

本 小 节 考 虑 CP? 中 的 不 可 约 的 代数 曲线 , 即 过 渡 到 射影 坐标 . 一 条 平面 代数 的 
最 重要 和 基本 的 特征 是 它 的 亏 格 . 亏 格 的 定义 建立 在 曲线 的 一 个 适当 的 参数 化 的 基 
础 上 , 这 个 参数 化 由 单 值 化 定理 给 出 . 
平面 代数 曲线 的 单 值 化 定理 每 条 曲线 


C : p(z,y,u) =0 
有 一 个 整体 的 参数 化 


c= port), useut ied, (3.65) 


具有 下 列 性 质 : 

(i) 参数 空间 7 是 个 紧 的 , 连通 的 一 维 复 的 流 形 , 换 负 话说, 是 一 个 黎 曼 面 . 

(ii) 由 (3.65) 定义 的 映射 + : 7 — C 是 全 纯 和 满 的 . 

以 5 代表 一 条 曲线 C 的 奇 点 集 , 它 必 须 是 有 限 的 . PUR ~ =r (s) WS 
数值 临界 集 . 

(ii) 映射 

r: TIP CS 

为 双全 纯 , 且 参 数值 的 临界 集 为 紧 并 无 内 点 , 即 . 是 个 “ 薄 ” 集 . 
注 ”我 们 将 曲线 的 参数 t 解释 为 时 间 . 于 是 (3.65) 把 曲线 C 描述 为 一 个 点 的 UT 
X) HK. 重要 的 在 于 参数 空间 FS 没有 奇 点 . 由 于 这 个 原因 , 也 把 (3.65) 称 为 曲线 
C 的 一 个 奇 点 分 解 . 
例 1: REFER RA + u)r? +(x- u)y? =0 f£ R? 中 的 情形 . 这 时 有 参数 化 


1) 对 偶 曲 线 的 较 通常 的 记号 是 Ct 或 OY. 
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2 — 2. 
gute 2486-9 


= " = ， =1, 一 A : 
Pod BI H=] oo « t « oo (3.66) 


在 这 里 的 参数 空间 是 实 轴 R 没有 奇 点 ， 如果 时 间 才 通过 所 有 实数 , 则 图 3.86 中 
的 曲线 恰巧 被 写 过 一 次 . 但 是 参数 化 (3.66) 并 不 符合 我 们 的 需要 . 这 是 因为 我 们 需 
要 了 解 复 曲线 上 包括 无 穷 远 点 在 内 的 所 有 点 (x,y,w). 进一步 还 要 求 参数 空间 为 紧 ， 
而 及 不 是 的 . 


图 3.86 ” 尖 点 三 次 线 的 单 值 化 


这 个 简单 例子 已 经 表明 了 单 值 化 定理 远 不 是 平凡 的 . 相反 地 , 它 是 个 极其 深刻 
的 数学 结果 . 
亏 格 的 定义 HAC 的 亏 格 是 单 值 化 定理 的 参数 空间 ^ 的 亏 格 pU. 

(i) MR 7 同 胚 于 歼 曼 球 , 则 p = 0( 图 3.87(a)). 

(i) 如 果 F 同 胚 于 一 个 球面 , 则 p = 1( 图 3.87(b)). 

(iii) 如 果 以 上 两 种 情形 都 不 成 立 , 则 7 同 胚 于 由 黎 曼 球面 安装 了 p 个 环 柄 而 
得 到 的 曲面 . 称 p 为 此 曲线 的 亏 格 (图 3.87(c)). 


(b) p=1 (c) p=2 (d) p=2 
图 3.87 各 种 亏 格 的 曲线 


1) 一 个 一 般 的 拓扑 结果 如 次 : 每 个 定向 、 连 通 、 紧 、 二 维 实 流 形 同 胚 于 一 个 具 p 个 环 柄 的 
球面 ; p 便 被 定义 为 此 流 形 的 亏 格 . 两 个 这 样 的 流 形 为 同 胚 当 且 仅 当 它们 具有 同样 的 亏 格 p. 
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注 “由 于 在 单 值 化 定理 中 出 现 的 不 同类 型 的 参数 化 给 出 了 同 胚 的 具 同 一 亏 格 的 参 
数 空间 , 故 亏 格 是 有 确切 定义 的 . 

例 2: 在 图 3.87(c) 和 (d) 中 的 两 个 曲面 同 胚 , 即 它们 可 由 一 个 弹性 运动 变形 到 另 一 
个 , 因此 它们 有 同一 个 亏 格 . 

黎 曼 面 的 亏 格 是 由 黎 曼 在 1857 年 当 他 进行 阿 贝 尔 积分 的 研究 时 引进 的 , 至 少 
本 质 上 如 此 . genus (FH) 这 个 名 词 则 是 在 7 年 之 后 由 克 莱 布 施 (Clebsch) 引入 的 . 
亏 格 的 基本 不 变性 ”曲线 的 亏 格 在 双 有 理 变换 下 不 变 . 

这 里 有 一 个 经 验 法 则 : 


一 个 曲面 的 亏 格 越 大 , 它 的 结构 就 越 复杂 . 


确定 亏 格 的 例子 
(i) 庞 加 菜 定理 : 一 条 曲线 为 有 理 的 , 当 且 仅 当 其 亏 格 p = 0. 
这 些 曲 线 包 括 直线 , 圆锥 截 线 (二 次 曲线 ) 和 有 奇 点 的 三 次 曲线 . 
(ii) 光滑 的 三 次 曲线 有 亏 格 p = 1. HEM, 这 些 是 椭圆 曲线 . 
(iii) n 次 的 非 并 曲线 C FUR 


M (n — 1)(n -2) 


N= 1,2, 


2 
C 的 欧 拉 示 性 数 x 由 公式 
x22-2p22- (n-1)(n-2) 


给 出 
则 对 亏 格 有 公式 。 
(n— 1)(n - 2) 


p= — gd, (3.67) 


其 中 d 是 二 重点 的 个 数 , c 是 尖 点 的 个 数 . 


的 (不 可 约 ) 代数 曲线 在 实 区 域 中 最 多 只 有 pti 
TE 

f| 3: 设 el,ez 和 ea 为 满足 el < e» < es 的 实 
数 , 则 方程 


y! = (x — e1)(x — €2)(x — e3) 


定义 了 一 条 亏 格 p = 1 的 曲线 , CH p+1=2 


个 分 支 组 成 (图 3.88). 图 3.88 一 条 三 次 曲线 的 实 点 
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p—-1-c—dz0, 


即 对 于 C 只 有 下 面 的 三 种 情形 是 可 能 的 : 

(i) C 正则 ( 即 无 奇 点 ) 见 p = 1. 

(ii) C 恰好 有 一 个 二 重点 (d = 1 且 c = 0), 而 此 曲线 为 有 理 (p = 0). 

(iii) C 恰好 有 一 个 尖 点 而 无 二 重点 (d = 0 且 c= 1), 而 C 为 有 理 (p= 0). 
+ “利用 奇 点 重 数 的 概念 , 可 以 得 到 一 个 比 (3.67) 更 一 般 的 公式 , 由 它 可 推出 一 条 
三 次 曲线 除 二 重点 或 尖 点 外 没有 其 他 的 奇 点 , 就 是 说 , 上 面 关 于 C 只 有 二 重点 或 尖 
点 的 假定 总 是 满足 的 . 因此 上 面 所 列 出 的 三 种 情形 是 三 次 曲线 唯一 的 可 能 性 . 
例 5: 阿 涅 西 禾 舌 线 是 有 一 个 二 重点 的 三 次 曲线 , 它 位 于 无 穷 远 处 , 对 应 于 在 图 3.79 
中 画 出 的 那 条 实 渐 近 线 . 因此 d= 1,c— 0 fI p — 0. 


3.8.6 ” 委 番 图 几何 


在 数学 和 自然 科学 中 没有 未 完成 交响 乐 . 数 百年 来 一 些 
间 题 可 以 一 代 又 一 代 的 研究 下 去 而 未 失 其 动力 . 回顾 一 下 这 
类 问题 : 为 研究 这 些 问题 而 长 期 持续 不 断 发 展 的 所 有 思想 形 
成 了 人 类 思想 连续 性 的 引人入胜 范例 . 
汉 斯 - 乌 森 (Hans Wussing, 1974) 
丢 番 图 (Diophantine) 是 科学 上 最 大 的 谜团 之 一 . 我 们 
不 能 确切 知道 他 生活 的 年 代 , 也 不 知道 谁 是 他 的 同辈 和 前 辈 . 
谁 与 他 从 事 像 他 所 进行 的 同样 的 工作 . 
他 居住 在 亚历山大 城 的 时 间 不 能 准确 地 确定 ， 只 能 说 它 
是 在 半 个 世纪 中 的 任何 可 能 的 时 间 . 在 他 的 关于 多 边 形 数 
的 书 中 , 丢 番 图 多 次 提 到 阿 历 山 大 城 的 数学 家 许 普 西 克 勒 斯 
(Hypsicles). 从 他 那里 我 们 知道 丢 盔 图 生活 在 公元 前 2 世纪 . 
另 一 方面 , 亚历山大 城 的 塞 俩 (Theon) 关于 天 文学 家 托 勒 密 
的 《天 文学 大 成 (Almagest)》 的 评论 中 包含 了 丢 番 图 的 工作 
的 摘录 . 塞 贫 生 活 在 公元 4 世纪 中 . 
Pm- 巴 施 马 柯 娃 (Isabella Baschmakowa, 1974) 


3.8.6.1 初等 丢 盔 图 方程 


丢 番 图 方程 的 基本 思想 是 求 具 整 (分 别 地 ， 有 理 ) 系数 多 项 式 给 出 的 方程 的 整 
数 (分 别 地 , 有 理 数 ) 解 . 在 本 节 中 我 们 首先 考虑 整数 解 的 情形 . 
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线性 丢 番 图 方程 和 欧 几 里 得 算法 ” 设 a,b,c 为 已 知 的 不 全 为 零 的 整数 .我 们 将 寻 
找 整数 Al y 使 得 
这 是 个 线性 丢 番 图 方程 . 


(i) 此 方程 有 解 , 当 且 仅 当 a Fl bb 的 最 大 公 因 子 d 也 除 尽 c. 
(ii) 此 方程 的 通 解 可 令 
czo — bg cyo + ag 
E e 77 gg 
得 到 , 其 中 9 为 任意 整数 , zo := ansgna 和 y := Bnsgnb. 对 an 和 Bn 的 计算 应 用 
欧 几 里 得 算法 : 


To = qori +72, yn-l 三 gn-17rn t Tnii,; Tn = QnTn41; 


其 中 ro := Ja], ri := |b]; 然后 令 


Go :— 0, Bo := 1, o := Br-isBk := Qk-1 — gn-bBk-1, EE < 1 ,mn. 


[99732 -2137y = 1] 


具有 通 解 zx = 3 + 21379, y = 14 + 99739, 其 中 g HRR. 
证 明 : 欧 几 里 得 在 这 时 给 出 了 关系 


9973 = 4- 2137 + 1425, 
2137 = 1-1425 + 712, 
1425 = 2-712+1, 
712:= 712-1. 
因此 n= 3,go = 4,43 = 1 和 qo = 2. 由 此 得 到 
a, =l fi = =Q = —2, 
a = ĝı = —2, B5—01—qfh1-—3, 
a3 = b2 =3,  ß3 = 02 — qofja = —14, 
因而 zo = os = 3, yo = 一 6s = 14. 
这 种 求解 的 方法 已 为 公元 16 世纪 的 印度 天 文学 所 使 用 . 
毕 达 哥 拉 斯 数 AA 


3? 4? = 5, 
每 个 边 长 z = 3,y =4 和 z = 5 的 三 角形 是 直角 三 角形 . 这 个 事实 可 被 用 来 构造 直 
fi, 它 是 古 埃及 人 使 用 的 方法 . 
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有 意思 的 是 , 三 条 长 成 比例 3:4:5 的 弦 所 对 应 的 和 弦 被 称 为 四 六 和 弦 ， 它 由 基 
本 音素 , 和 在 此 基础 上 的 四 和 六 音素 给 出 . 
定理 ”二 次 丢 番 图 方程 


具有 通 解 
a = 2ab, ya -W, z=0 +b, 

其 中 a b AWE 0 « b « a 的 任意 自然 数 , 并 在 此 假定 了 该 方程 的 解 被 限定 在 两 
两 互 素 的 自然 数 z, yz. 

这 个 结果 早 为 3500 年 前 的 巴比伦 数学 家 所 知 . 
例 2: 对 a = 11,b = 10, 我 们 得 到 毕 达 哥 拉 斯 数 z = 220, y = 21 和 z = 221. 
费 马 或 佩 尔 方程 以 及 连 分 式 ” 设 d > 0 为 自然 数 , 其 不 被 任意 素数 的 平方 除 尽 . 我 
们 要 寻找 出 自然 数 zx 和 y 使 得 满足 


x? — dy? — 1. 


(i) 所 有 的 解 (zw 加) 由 公式 


In 十 加 Vd = (zı +yı vd)”, m= 2,3, + 


得 到 . 

(ii) 最 小 的 这 个 解 (z1,yi) 可 按 下 面 方式 得 到 . 数 Vd 有 一 个 周期 为 Kc 的 连 分 
HRA. 

如 果 pj/qj,3 = 0,1, -- 为 相应 的 连 分 式 的 有 限 部 分 , 则 zi = pki, Yi = Qk-1 
= k 为 偶数 以 及 


XT1 二 Pp2k-1， Yi 二 q2k-1， 当 k 为 奇数 . 


这 个 结果 是 由 拉 格 朗 日 (1736 一 1813) 得 到 的 , 他 是 柏林 科学 院 中 欧 拉 的 继任 者 , 但 
在 1787 年 又 返回 了 巴黎 . 他 的 遗体 与 那些 法 国 的 其 他 伟大 人 物 一 起 安眠 于 巴黎 的 
先贤 祠 中 . 

6) 3: X d=8, 8 rı =3,y = 1, 对 d=13 则 有 


i = 649, yw = 180. 


一 般 地 , 解 z1, yi 非常 不 规则 , 它 能 给 出 小 的 和 非常 大 的 值 . Bon, 对 d = 60, 得 到 
zı = 31, yı = 4, 而 对 d = 61, UA 


xı = 1 766 319 049, yı = 226 153 980. 


3.8 代数 几何 学 823 


3.8.6.2 曲线 上 的 有 理 点 及 亏 格 的 作用 


基本 问题 ”考虑 方程 
p(z.y) = 0, (3.68) 


其 中 p 是 z My 的 多 项 式 . 这 里 的 关键 性 假定 是 此 多 项 式 的 系数 是 有 理 数 . 


目标 是 求 出 所 有 满足 方程 (3.68) 的 有 理 数 > 和 y. 


几何 解释 AE (3.68) 看 成 是 RP 中 的 一 条 曲线 的 〈( 丢 番 图 ) 方程 , 则 是 要 找 出 曲 
线 上 的 所 有 有 理 点 . ARR? 中 一 个 点 为 有 理 的 , 如 果 两 个 坐标 > 和 y 都 是 有 理 数 . 

有 理 点 的 集合 在 平面 中 稠密 , 但 是 却 有 着 更 加 多 的 无 理 点 ， 更 确切 地 说 , 根据 
康 托 尔 (Cantor, 1845—1918) All, 有 理 点 集 与 平面 中 的 整 点 集 具有 相同 的 基数 (这 
表示 存在 这 两 个 集合 间 的 双 射 ), 而 无 理 点 集 与 整个 平面 有 相同 的 基础 (参看 4.3.4). 
因此 没有 直观 的 方法 看 出 在 一 条 复杂 的 曲线 上 有 多 少 个 有 理 点 . 我 们 期 待 曲 线 的 亏 
格 是 给 出 答案 的 一 个 重要 方面 , 这 是 因为 亏 格 越 高 曲线 越 加 复杂 . 


例 1: 在 直线 


例 2: 在 圆 


上 有 无 穷 多 个 有 理 点 . 
证 明 (按照 丢 番 图 的 证 法 ): 直线 y = m(z 十 1) 交 此 圆 的 点 , 当 m 为 有 理 (斜率 ) 时 
它 为 有 理 点 (图 3.89). 


(a) (b) 
图 3.89 图 3.90 三 次 曲线 上 的 有 理 点 


ERRER (i) 在 每 条 丢 番 图 直线 上 存在 无 穷 多 个 有 理 点 . 
(i 在 每 个 丢 番 图 圆锥 截 线 上 要 么 没有 要 么 就 有 无 穷 多 个 有 理 点 . 
我 们 现在 考虑 一 条 光滑 的 三 次 丢 番 图 曲线 C. 这 表明 此 曲线 的 亏 格 p = 1. 
(ii) 丢 番 图 割 线 法 : BE C 上 有 两 个 有 理 点 , 则 连接 这 两 个 点 的 直线 交 C 于 


曲线 上 的 第 三 个 有 理 点 . 


性 
rh. 
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(iv) ABWR k: HEC 上 有 有 理 点 P, 则 C 在 P 点 的 切线 交 C 于 另 一 
个 有 理 点 (图 3.90(b))?. 
iO “这 些 结果 都 可 以 在 丢 番 图 的 书 《算术 》 中 给 出 的 各 种 例题 中 找到 . 《算术 》 是 
在 数学 史 中 关 于 数论 的 第 一 部 伟大 的 专著 . 在 该 书 中 丢 番 图 使 用 了 正和 人 负 的 有 理 数 . 
同时 还 有 符号 

¢, A9, K’, ATA, AK’, K*K, 

它 对 应 于 今天 所 使 用 的 符号 ? m z2, za,z4,z5 和 zx6. 一 直到 庞 加 莱 在 1901 年 发 表 
了 他 在 这 一 专题 上 的 基础 文章 前 丢 番 图 几何 一 直 都 没有 取得 决定 性 的 进展 . 庞 加 莱 
的 论文 完全 解决 了 我 们 前 面 所 讨论 的 亏 格 p = 0 的 情形 . 他 也 第 一 个 意识 到 对 于 椭 
圆 曲线 p = 1 的 情形 中 丢 番 图 的 割 线 法 和 切线 法 的 重要 性 .他 发 现 所 有 这 两 个 结 
果 都 是 在 椭圆 曲线 上 群 结构 的 一 种 表达 (参看 (3.47)). 丢 番 图 的 方法 事实 上 非常 精 
巧 , 这 可 在 下 面庞 加 莱 和 英 德 尔 定理 中 看 出 ; 这 些 定理 表明 了 丢 番 图 方法 是 对 亏 格 
2D=0 或 p=1I 的 情形 是 普遍 有 效 的 . 
庞 加 莱 的 丢 番 图 双 有 理 变 换 “” 称 变换 


x= f&n), y= 9(€,7) 


理 系 数 的 有 理 函 数 
如 果 一 个 丢 番 图 变换 是 可 逆 的 使 得 逆 变 换 也 是 丢 番 图 有 理 的 , 则 我 们 称 此 变换 
为 丢 盔 图 双 有 理 变换 . 
丢 番 图 等 价 ” 称 两 个 丢 番 图 曲线 为 ( 丢 盔 图 ) 等 价 , 如 果 在 它们 两 个 之 间 存在 一 个 
丢 番 图 双 有 理 变换 
庞 加 莱 进一步 猜想 有 下 面 的 结果 , 而 此 结果 后 来 被 葛 德 尔 证 明 . 
对 于 格 p 二 1 的 莫 德 尔 定理 (1922) ”在 一 条 丢 番 图 椭圆 曲线 (p — 1) 上 或 者 在 
曲线 上 没有 有 理 点 或 者 有 有 限 个 点 P, Pa 使 得 曲线 上 的 每 个 有 理 点 都 可 由 这 
些 点 经 应 用 割 线 和 切线 法 得 到 . 以 群 论 的 语言 表示 就 是 说 这 条 椭圆 曲线 的 加 法 群 的 
有 理 点 于 群 由 有 限 个 点 P,P, ER, 即 每 个 有 理 点 可 写 为 


[P=mP+- c mm Pa 


其 中 mi,… ,mn 为 整数 . 这 个 表示 中 的 加 法 的 意思 理解 为 在 (3.47) 意义 下 的 . 


1) Æ (iii) 和 (iv) 中 必须 也 考虑 曲线 C 在 无 穷 远 的 点 . 

2) 符号 AU (我 们 今天 记 其 为 z2) 是 由 希腊 字 AévajuC(dynamis) 导出 的 , BBE. 记 
号 K? 代表 三 次 宕 表示 kVBoC(Kubos), 意思 是 立方 . 

XE Pd zi. 数 总 意味 着 有 理 数 . 他 用 ap.0ud¢(Arithmos) dcr. 算术 的 记号 便 由 此 
得 到 ( 即 研究 对 数 和 字母 的 计算 ). 负数 被 丢 番 图 表示 为 ezwiC(leipsis), 它 表 示 “ 不 是 *. 另外 
丢 番 图 还 引进 了 我 们 今天 的 负 第 cles ,z-5 的 符号 . 
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下 面 的 结果 由 黄 德 尔 在 1922 年 猜测 的 , 这 是 保持 了 一 个 长 时 间 没有 解决 的 
猜想 . 
由 法 尔 廷 斯 在 1983 年 证 明 的 对 亏 格 p > 2 时 的 丢 番 图 几何 的 基本 定理 


| 在 每 条 亏 格 p > 2 的 丢 盔 图 曲线 上 最 多 只 有 有 限 个 有 理 点 . 


因为 这 个 基本 性 结果 , 法 尔 廷 斯 (Gerd Faltings, 1954) 在 1986 年 的 伯克利 举行 的 
国际 数学 家 大 会 上 获得 了 菲 尔 效 奖 , 菲 尔 兹 奖 被 称 为 数学 的 诺 贝 尔 奖 , 后 者 是 对 自 
然 科 学 的 奖项 . 法 尔 廷 斯 的 证 明 建 立 在 非常 抽象 的 数学 模型 之 上 , 这 些 模型 只 是 在 
20 世纪 中 期 才 发 展 起 来 的 . 

志 村 -谷山 - 韦 依 猜想 (1955) Ky? = aa? 十 bx? 十 cx 十 qd 为 一 丢 番 图 椭圆 曲线 . 
对 每 个 素数 p 设 np 表示 方程 


y? =ar? +br?+cr+d mod p 


的 解 (z, y) 的 个 数 
病 想 : 存在 一 个 模 形式 0 f, 其 传 里 时 展开 式 为 


f(z) =< » bue une 


h=0 


其 中 z 在 上 半 平 面 中 , 使 得 对 充分 大 的 常数 p, 有 惊人 的 简单 关系 式 
这 个 猜想 遵从 了 一 个 一 般 性 原理 , 即 模 形式 是 解密 可 数 的 无 限 系 的 一 个 基本 工具 . 
3.8.6.3 REALE 


现代 数学 的 年 龄 应 从 四 位 伟大 的 法 国 数学 家 算 起 ， 他 

们 是 德 萨 格 (1591—1661). HKIL (1596—1650) #5 

(1601—1665) 和 帕斯卡 (1623—1662). 四 个 很 少 有 共同 点 的 

人 的 这 个 四 重奏 是 难以 想象 的 ; 德 萨 格 是 四 个 人 中 最 具 独 创 

性 的 人 , 是 一 位 建筑 师 ; 他 被 描写 为 一 个 乖 俯 的 人 , 他 把 他 大 

部 分 重要 著作 以 一 种 秘密 的 语言 书写 并 以 一 种 要 用 显微镜 才 

能 看 到 的 极 小 的 字母 加 以 印刷 . 笛 卡 儿 ,， 其 中 最 著名 的 一 位 ， 

原 是 退役 士兵 , 并 且 如 有 必要 , 可 用 已 首 进行 自卫 以 对 抗 莱 
河水 手中 的 宅 贼 们 ; 以 一 名 士兵 的 状态 他 也 准备 对 于 科学 的 

基础 (“方法 论 (Discourse surlaméthode)") Ag Eck. WH 

1) 模 形式 是 定义 在 上 半 平 面 中 的 全 纯 函 数 f, 它 满足 f(z 十 1) = f(z), 以 及 f(z-!) = 

zk f(z), 其 中 z 为 上 半 平 面 中 的 任意 复数 , 而 k 为 某 个 固定 的 自然 数 . 
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卡 , 最 足智多谋 的 一 位 ,背离 了 数学 并 在 其 后 来 的 生活 中 变 
成 了 一 个 宗教 的 疾 迷 者 ,他 整个 一 生 都 受到 便秘 的 折磨 . 最 
后 一 位 , 费 马 , 这 是 最 重要 的 一 位 , 他 作为 图 鲁 兹 最 高 法 院 的 
顾问 而 被 王室 雇用 , 这 个 职位 与 现今 的 资深 文职 官 相 比 是 最 

相当 的 . 他 因而 有 充裕 的 闲暇 时 间 用 来 考虑 数学 .……… 
沙 尔 劳 与 欧 波 卡 (Winfried Scharleau and Hans Opolka) 
摘自 《从 费 马 到 闵可夫 斯 基 》, 1990” 


费 马 是 解析 几何 和 概率 论 的 葛 基 人 之 一 ; 他 的 计算 极 大 和 极 小 值 的 方法 是 牛顿 
TUER JE RIOT RIBUS. 在 费 马 的 那 本 丢 番 图 的 《算术 》 抄 本 中 下 面 的 结果 被 写 
在 其 边 白 上 : 

Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-quadratum in duos quadrato- 
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duas 
ejusdem nominis fas est dividere; cujus rei demonstrationem mirabilem sane de- 
teri. Hanc marginis eziguitas non caperet. 


用 现代 的 术语 来 讲 , 费 马 在 这 里 宣称 的 是 : 方程 


n 


zy" = 2", 


n = 3,4,---, 对 于 整数 n y, 2 无 解 . 进一步 他 写 道 , 他 已 找到 了 一 个 对 它 的 漂亮 证 
明 , 但 是 空白 边 的 大 小 以 致 不 能 写 在 这 里 . 这 个 边 批 似乎 写 于 1631 年 到 1637 年 之 
间 的 某 个 时 间 ， 从 此 之 后 , 这 个 结果 便 以 费 马 大 定理 为 知名 ,虽说 更 正确 地 应 该 把 
它 叫做 费 马 猜想 . 

欧 拉 在 1760 年 证 明了 n = 3 的 情形 . 在 1825 到 1830 年 间 , 狄 利克 雷 和 勒 让 
德 已 能 完成 对 n = 4 情形 的 证 明 . 在 1843 年 库 默 尔 寄 给 狄 利克 雷 的 一 篇 文章 , 在 
该 文中 宣称 已 找到 了 对 所 有 n > 3 情形 的 证 明 . 但 是 狄 利克 雷 发 现在 此 证 明 中 一 个 
严重 的 漏洞 . 这 等 于 说 库 默 尔 承认 在 任意 数 域 中 均 成 立 整数 的 素 分 解 唯一 性 , 但 这 
是 不 正确 的 . 为 了 纠正 这 个 错误 , 库 默 尔 深入 细致 地 研究 了 数论 中 的 可 除 性 定律 , 这 
后 来 成 为 由 狄 利克 雷 发 展 起 来 的 除 子 理论 的 一 个 基础 .借助 于 可 除 性 理论 , 库 默 尔 
便 能 够 证 明 费 马 猜 想 对 于 所 有 被 称 作 正 则 素数 是 正确 的 , 例如 对 所 有 素数 n < 100 
但 除了 n = 37.59 和 67 外 这 个 猜想 正确 . 在 1977 年 瓦 格 斯 达 夫 (Wagstaff) 利用 
计算 机 的 计算 证 明了 费 马 与 定理 对 z <p < 125,000 的 素数 正确 . 费 马 大 定理 等 价 
于 下 面 的 丢 番 图 几何 中 的 论述 : 在 曲线 


ety" =1 
上 , 当 n > 3 时 没有 有 理 点 . 
1) 我 们 推荐 [285] 作为 对 有 许多 历史 评注 的 数论 方面 的 生动 介绍 . 
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怀 尔 斯 定理 (1994) ” 费 马 大 定理 是 个 定理 . 

怀 尔 斯 以 证 明志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 对 所 有 所 谓 半 稳定 曲线 成 立 的 方法 证 明了 
这 个 论断 。 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 列 涵 了 费 马 大 定理 本 身 就 是 十 分 深刻 的 , 它 原 本 是 
由 弗 雷 格 提出 来 的 .其 想法 是 , 假若 费 马 大 定理 不 真 ,那么 用 一 个 复杂 的 构造 知 可 
由 它 的 一 个 解 产 生 一 条 椭圆 曲线 , 而 此 曲线 将 与 志 村 -谷山 - 韦 伊 猜想 矛盾 . 


3.8.7 ”解析 集 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 


解析 集 是 有 限 个 全 纯 函 数 的 局 部 零点 集 . 
定义 ” 称 n 维 复 空间 C" 的 一 个 子 集 X 为 解析 的 , 如 果 对 每 个 点 zo € X, 存在 一 
个 zo 的 开 集 U 和 有 限 个 全 纯 函数 fi, fe: U < C 一 C, EB X DU 是 方程 组 


EMITE! zeU] 


的 所 有 解 的 集合 
解析 化 。 称 不 可 约 解析 集 为 解析 将) 

由 于 一 个 光滑 流 形 . 局 部 地 同 构 于 C^ 中 的 一 个 开 集 , 故而 解析 集 的 概念 自 
然 地 转移 到 M E 


因 式 分 解 问题 
例 : 方程 
sinz—-0, zcC, (3.69) 
2 
因为 sinz -21-4 es). 故 有 因 式 分 解 


zg(z)=0, z€C, 


其 中 g(0) #0. 因此 原来 的 问题 (3.69) 在 充分 小 的 原点 的 邻 域 中 等 价 于 更 加 简单 
的 方程 z = 0. 
更 一 般 地 , 我 们 要 对 方程 


f(z,t)=0, zEeC teCin>l 


寻找 一 个 形 如 


f(.1) = Plz dgl), 9(0,0) #0| (3.70) 
的 因 式 分 解 , 其 中 全 纯 函数 g : V < C" — C 在 原点 的 一 个 邻 域 V 上 定义 , 并 见 是 
—^ t 的 多 项 式 

p(z,t):— t+ Gp—1(z)t 


系数 a1,.… ,ax-1 假设 在 原点 的 一 个 邻 域 中 全 纯 . 
魏 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 VE IU < C" o C 在 原点 的 邻 域 U 中 全 纯 , 使 得 函数 


bli... pailt Hale), dl. 


1) 一 个 解析 集 X 被 称 为 不 可 约 的 , 如 果 不 存 在 分 解 X=Y UZ, 其 中 Y, Z 为 非 空 解析 集 . 
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w= f(0.t) 是 一 个 以 项 t^ 开始 的 寡 级 数 ， 则 存在 一 个 唯一 确定 的 形 如 (3.70) 的 
分 解 . 
3.8.8 TANE 


设 已 知 C” 中 一 个 解析 集 X. 其 在 原点 z = 0 有 一 个 孤立 奇 点 . 我 们 想 要 找到 
集合 X 的 一 个 局 部 参数 化 


z-—m(t) te 


使 得 参数 空间 9 没有 奇 点 . 以 .8 := (0) 记 参 量 的 临界 点 集 . 
广 中 平 佑 的 局 部 单 值 化 定理 (1964) 
存在 一 个 具 下 列 性 质 的 参数 化 v: TX: 
(i) 参数 空间 7 是 个 光滑 复 流 形 . 
(ii) zc AWA? WH FT BX 的 原点 邻 域 的 全 纯 映 射 . 
(iii) 映射 n: Z\.A 一 X\{0} 为 双全 纯 . 
(iv) 参数 的 临界 点 集 Z 是 9 的 一 个 余 维 为 1 的 解析 集 , 即 dim Y = dim 7-1. 
我 们 称 r: 7 — X AX 在 原点 (孤立 奇 点 ) 的 一 个 奇 点 分 解 
在 奇 点 的 拉 开 ”在 它 的 分 解 过 程 中 , 奇 点 经 过 了 有 限 次 的 拉 开 . 现在 通过 举 几 个 例 
子 来 描述 这 个 过 程 , 这 对 代数 几何 是 很 基本 的 东西 . 
例 (图 3.91): 考虑 曲线 
(3.71) 


CE P = (0,0) 有 一 个 二 重点 . 


J- Ge J- 外 
(a) 具 二 重点 的 曲线 (b) 二 重点 的 拉 开 (c) HRA 


图 3.91 消解 一 个 二 重点 


第 1 步 : 拉 开 二 重点 P 为 直线 gp (图 3.91(b)), 即将 此 点 换 成 一 条 射影 直线 . 
这 可 利用 参数 化 
(z,y)=f(u,v), (u,v) EC? (3.72) 
1) 日 本 数学 家 广 中 平 估 (1931 FE) 因 其 在 局 部 和 整体 单 值 化 的 基础 性 结果 获得 1970 年 
的 菲 尔 兹 奖 . 整体 单 值 化 结果 见 3.8.9.2. 
2) 一 个 逆 紧 映射 具有 紧 集 逆 象 仍 为 紧 的 重要 性 质 . 
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得 到 , 其 中 f(u,v) := (u, uv). 由 (3.71) 得 到 方程 
v(1—42) 20, (u,v) EC. 


这 引出 了 三 条 直线 g+: u= +1 和 gp : wv = 0. 直线 gi M g- (分 别 地 , 直线 gp) 
由 (3.72) 被 变换 为 X 的 两 条 分 支 直 线 (分 别 地 , X 的 二 重点 ). 
第 2 步 : 现在 把 直线 gp 媒 入 到 一 个 三 维 空间 中 从 而 得 到 在 C? 中 的 一 条 直线 ， 
记 其 为 Gp (图 3.91(c)). 例如 , 可 以 由 令 
Gp := {(u,v,w)€C?:v=0,w=1}, ge := {(u,v, w) E€ C? : u=+1,w=0} 
来 做 到 这 一 点 . 


分 解 映 射 0:7 一 X 直接 由 令 
2:25 x 
给 出 , 其 中 的 投射 rlu, v, w) := (u,v). 

在 这 个 例子 中 我 们 可 以 容易 地 用 将 局 部 结构 
融入 三 维 空间 的 办 法 来 显 式 地 定义 这 个 消解 (图 
3.92). 一 般 的 拉 开 的 构造 的 优点 是 它 可 扩张 到 一 
个 普遍 适用 的 构造 上 . 

3.8.9 ”现代 代数 几何 的 代数 化 


代数 几何 一 直 是 波浪 式 地 向 前 发 展 , 每 一 波 都 有 自己 的 
语言 和 观点 . 19 世纪 后 期 见 到 了 黎 曼 的 函数 论 式 的 处 理 方 
法 , 布 里 尔 (Bril) 和 诺 特 (Noether) 更 为 几何 的 方式 以 及 
克 罗 内 克 (Kronecker), #44 (Dedekind) 和 韦伯 (Weber) 
的 纯 代 数 方式 . 随后 的 意大利 学 派 者 卡 斯 泰 尔 诺 沃 (Castel- 
nuovo)、 因 里 克 斯 (Enriques) 和 塞 韦 里 (Severi), 他们 到 达 
了 代数 曲面 分 类 问题 的 顶点 . 之 后 迎 来 了 20 世纪 “美国 ”学 
派 的 周 炜 良 、 韦 伊 和 扎 里 斯 基 (Zariski), 他 们 给 予 了 意大利 
学 派 的 直观 以 坚实 的 代数 基础 . 最 近代 , BA (Serre). HF 
腾 狄 克 (Grothendieck) 创建 了 法 兰 西学 派 , 他 们 利用 概 形 和 
上 同调 重新 改写 了 代数 几何 的 基础 , 这 些 在 以 新 技术 解决 老 
问题 方面 创造 了 令 人 印象 深刻 的 记录 . 

R. 44 B Æ (Robin Hartshorne)(1977)， 
于 伯克利 的 加 州 大 学 


现代 的 代数 几何 有 着 很 强 的 代数 风格 . 这 一 极 富 成 果 的 倾向 出 现在 19 世纪 后 
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半 叶 的 此 理论 的 发 展 之 中 . 联系 到 在 数 域 中 可 除 性 理论 及 试图 用 这 些 结果 去 证 明 费 
马 大 定理 , 库 默 尔 (1810 一 1893) 发 展 出 了 被 他 称 为 “理想 数 ” 的 理论 , 这 引起 了 戴 
德 金 对 理想 理论 的 发 展 . 后 来 戴 德 金 (1831—1916) 和 韦伯 (Weber, 1843 一 1913) 发 
现 了 对 深刻 的 黎 曼 - 罗 赫 定理 的 纯 域 论 式 阐 述 ， 因 而 揭示 了 这 个 几何 定理 的 代数 基 
础 2D， 希 尔 伯 特 (1862—1943) 在 19 世纪 末 提 出 了 制定 已 充分 发 展 了 的 用 于 分 析 
中 连续 数学 的 方法 使 它们 可 应 用 于 离散 问题 , 特别 是 数论 问题 和 应 用 于 代数 几何 中 
奇 点 正常 存在 的 情形 的 广泛 纲领 . 在 20 世纪 为 实现 这 个 纲领 有 着 深入 细致 的 工作 . 
在 这 方面 所 发 展 起 来 中 心 概念 之 一 是 概 形 , 它 是 由 法 国 数学 家 格 罗 腾 迪 克 在 1960 
年 所 设计 的 ; 这 个 概念 被 证 明 在 解决 难题 时 特别 有 效 . 概 形 又 是 基于 层 的 概念 , 这 
是 由 法 国 数学 家 勒 雷 (Jean Leray) 在 1945 年 发 明 的 . 关于 代数 几何 的 现代 的 书 
籍 是 用 概 形 的 语言 写 的 (有 一 本 重要 的 书 《 代 数 几何 原理 》 除 外 , 它 是 由 格 里 菲 斯 
(Griffiths) 和 哈里 斯 (Harris) SiN, 使 用 的 是 多 复 变 分 析 和 复 微分 几何 的 语言 , 这 
是 对 代数 几何 的 另 一 种 基本 的 可 能 方法 )， 我 们 在 后 面 将 通过 一 系列 具体 的 例子 使 
得 这 些 思想 中 某 些 能 够 被 理解 . 


3.8.9.1 与 域 论 的 联系 
设 已 知 一 平面 代数 曲线 


C : p(z, y) = 0, 


其 中 op 为 多 项 式 环 C[r.y] 中 的 一 个 不 可 约 多 项 式 . 我 们 需要 构造 “ 模 p 的 商 域 *. 
按 定义 , “a=b mod p” 确切 的 意思 是 说 a 一 b 3E p RA. 
定义 ”考虑 商 f 

g’ 
其 中 f,g € Cle, y], 其 中 假设 g £0 mod p, 并 且 写 为 ^ a 5, 4A fig = 
fog: mod p. d 
定理 ”关于 这 个 等 价 关 系 的 等 价 类 的 集合 构成 一 个 域 KC), 它 被 称 为 曲线 C 上 的 


有 理 曲 线 ”定义 曲线 C 为 有 理 的 , 如 果 它 具有 一 个 参数 化 表示 
t= sg —Y(t, tec, 

其 中 X 和 YY 是 复 有 理 函 数 . 
主 定理 ”曲线 C 为 有 理 的 , 当 且 仅 当 域 KC) 同 构 于 变量 x 的 复 系数 有 理 函 数 域 
C(x) 的 一 个 子 域 . 
例 : 对 由 C: y= 0 定义 的 直线 , 有 K(C) = Ca). 

1) 黎 曼 -多 赫 定理 和 它 的 现代 推广 归功 于 希 策 布 鲁 赫 (Hirzebruch)( 因 而 被 称 为 黎 曼 - 罗 
T8 RBE). 它 是 阿 蒂 亚 - 辛 格 (Atiyah-Singer) 指数 定理 的 特殊 情形 , 这 是 20 纪 纪 
中 最 深刻 的 数学 成 果 之 一 . 这 个 问题 的 领域 将 在 [212] 中 谈 及 . 
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3.8.9.2 与 理想 理论 的 关联 以 及 广 中 定理 

X 罗 := Cjr ,zn41] 代表 变量 为 zi,…… ,zn+l 的 复 系数 的 多 项 式 环 . 称 
多 的 一 个 理想 .和 ARK, 如 果 它 有 一 个 由 齐 次 元 组 成 的 基 . 
EX BA P ECP” 零 化 一 个 多 项 式 pe 2, 如 果 对 每 个 代表 P 的 齐 次 坐标 
(z1,… ,zn+1) 有 

p(zi,-: 2241) = 0. 

KB Bes CP" 中 一 个 集合 为 代数 的 ， 当 且 仅 当 它 是 2 中 的 齐 次 多 项 
式 的 一 个 有 限 集合 的 零点 集 1) . 
例 : CP? 中 的 每 条 代数 曲线 是 代数 集 . 
EH 设 Sx 表示 所 有 在 X 上 完全 为 零 的 多 项 式 的 集合 , 或 换 句 话说 , 被 X 中 所 
有 点 零 化 的 多 项 式 的 集合 , 它 事实 上 构成 了 这 个 多 项 式 环 中 一 个 理想 ; VK ZZ) 
代表 .x 的 零点 集 , 即 零 化 所 有 fe 7 的 点 P 的 集合 . 这 时 映射 


XH Ix, I Z(J) 


定义 了 CP" PRATE X 的 集合 和 多 中 齐 次 理想 集 之 间 的 双 射 对 应 “. 


对 射影 空间 中 代数 集 的 研究 可 化 为 对 多 项 式 环 中 齐 次 理想 的 研究 . | 


ik BRA "eT RO. 代数 集 的 并 与 交 在 通常 的 集合 的 并 与 交 下 有 合 
理 定义 . 理想 的 并 与 交 以 同样 方式 定义 . 那么 在 上 述 的 双 射 下 , 两 个 代数 集 的 交 映 成 
两 个 理想 的 并 : 


XnY DAIxU Iy, 
或 者 换 句 话说 , xav = Ix Uy. 这 是 因为 一 个 点 Pe XNY 表明 它 一 方向 属 
于 从 而 零 化 所 有 f esx, 另 一 方面 它 也 属于 Y 从 而 零 化 所 有 fe A. 相似 
地 , .IYxuy = Ix N Fy, 这 是 因为 一 个 点 在 此 并 中 表明 或 在 X PAME Ix, 或 
者 它 在 Y ATIS v. 因此 , 被 此 并 中 所 有 点 零 化 的 多 项 式 的 集合 为 那些 既 在 
Ix 中 也 在 Sy 中 的 多 项 式 . 

类 似 地 , 我 们 有 Zz(zn /)-Z(/)nZz(£), 这 是 因为 一 个 点 已 在 Z(.9)U 
ZS) 中 当 且 仅 当 或 者 在 Z(7) 中 从 而 零 化 .7, 或 者 在 ZF) 中 从 而 零 化 FZ. 从 
而 它 零 化 既 属 . 也 属于 J 的 多 项 式 , 反之 亦 然 ， 以 同样 方式 有 ZU Y) = 
Z(.£) n Z(-F). 

下 面 两 个 希 尔 伯 特 定理 是 基础 性 的 并 在 19 世纪 末 对 不 变量 理论 起 了 革命 性 的 
作用 . 

1) 换 句 话说 , 存在 多 限 式 pi, ,pk € 4, 使 Pe X 当 且 仅 当 P 零 化 所 有 的 pis ,pk. 

x 这 里 的 叙述 不 妥 , 应 该 是 与 根 式 齐 次 理想 集 之 间 的 双 射 对 应 , 参看 R. Hartshorne 的 《 代 
数 几 何 》 第 1 章 或 后 面 的 希 尔 伯 特 零点 定理 . 一 一 译 者 
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希 尔 伯 特 关于 理想 的 有 限 生 成 性 的 定理 (1893) ”在 多 项 式 环 多 中 每 个 理想 S 
为 有 限 生 成 , 即 具有 一 个 有 限 基 . 

希 尔 伯 特 零点 定理 (Nullstellensatz)(1893)  % 为 4 中 的 一 个 理想 . 如 果 
多 项 式 pe 多 在 .4 中 所 有 多 项 式 零点 集 的 每 个 点 为 零 , 则 p HEMEBF 7. 换 
句 话说, WR p € Fz(F), 则 p^ € 7, 其 中 大 为 某 个 正 整数 . 

贝 祖 的 更 一 般 的 定理 WE pi,… ,px 为 齐 次 多 项 式 , 则 满足 


[pilsi stai) =0, ELE para (m1 241) = 0 


的 点 z = (21, ,Zn+1) 的 个 数 或 者 无 穷 或 者 最 多 等 于 p; 的 次 数 的 乘积 . 

射影 空间 上 的 扎 里 斯 基 拓 扑 — 称 射 影 空间 CP" 的 一 个 子 集 为 闭 的 , 如 果 它 是 个 代 
BR. CP" 的 子 集 为 开 的 , 是 说 其 补 为 闭 的 . 

定理 ”上面 定义 的 开 集 给 出 了 一 个 拓扑 , 并 称 其 为 CP” 上 的 扎 里 斯 基 丘 扑 
HE CP 中 的 一 个 不 可 约 代数 集 为 射影 徐 *. 

有 理 映射 ”X MY 为 CP” 中 的 两 个 射影 集 , 则 一 个 有 理 映 射 o: X 一 了 JEU 


ay = (nt); j-—1l-:-,n-cl, 


其 中 所 有 P; 为 同 次 齐 次 多 项 式 . 

车 上 映射 o: X 一 了 为 双 射 且 yp Myo 为 有 理 映射 , 则 称 y 为 双 有 理 映 射 . 
RRR — 这 个 范畴 的 对 象 是 射影 簇 , 而 态 射 是 这 些 簇 之 间 的 有 理 映 射 . 此 范 
畴 中 的 同 构 为 双 有 理 的 . 

下 面 的 这 个 定理 是 现代 数学 中 一 个 非常 深刻 的 结果 . 

广 中 整体 单 值 化 定理 (1964) — E X 为 一 个 射影 簇 , HAAR SCX. 于 是 存在 
一 个 满 映 射 


m: >X 
满足 下 面 性 质 : 
(i) 7 为 非 异 射影 簇 . 
(ii) v 为 态 射 . 
(iii) R Z := m1 (S), Wa: INF 一 XX\5 为 同 构 . 
称 由 此 定理 存在 的 空间 7 为 X 的 奇 点 分 解 . 


1) 拓扑 的 概念 在 [212] 中 有 定义 和 讨论 . 它 相当 于 对 了 及 ”中 开 集 情形 中 的 公式 化 , 但 是 它 
可 应 用 于 许多 数学 对 象 . 一 旦 在 一 空间 中 存在 一 个 拓扑 , 则 拓扑 理论 中 的 全 部 工具 都 可 用 于 此 
空间 . 

2) 不 可 约 性 意味 着 不 存在 非 空 的 真 代数 集 Y 和 W fH X = Y UW. 
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3.8.9.3 局 部 环 
局 部 环 是 通过 代数 工具 利用 可 能 类 似 于 “在 一 点 附近 的 ”这 类 概念 
设 7 是 一 个 环 多 的 一 个 理想 , 则 按 定义 , 称 .7 是 平凡 的 , = (0) 或 
F=&. 
极 大 理想 KEE 7 为 极 大 的 , 如 果 它 不 能 被 扩张 为 更 大 的 理想 . 
基本 想法 ” 设 C(X)c 代表 复 连续 函数 


f:X—C 
的 环 , 其 中 X 为 一 个 非 空 的 紧 拓 扑 空间 (例如 , X 可 以 是 R” 中 的 紧 子 集 ). 我 们 对 
每 个 点 Pe X 配 上 一 个 集合 


Ip := {f € C(X) : f(P) = 0). 


C(X)c 中 的 一 个 * 理想 是 指 一 个 包含 了 每 个 函数 f eS TEKRARA f 的 
理想 . 
定理 ”上面 所 定义 的 理想 Jp 是 C(X)c 中 的 一 个 极 大 * 理想 . 映射 


给 出 了 从 拓扑 空间 X 到 C(X)c 中 极 大 * 理想 集合 之 间 的 双 射 映射 . 

由 此 结果 可 以 把 一 个 几何 对 象 中 的 点 相 体 伴 于 一 个 对 应 的 代数 对 象 即 极 大 * 
HD. 
局 部 环 ”一 个 局 部 环 是 一 个 诺 特 环 , 它 有 一 个 包含 了 2 的 全 部 非 平凡 理想 的 非 平 
凡 理 想 . 
在 代数 曲线 上 一 点 P 的 局 部 环 — 设 已 知 一 条 代数 曲线 

C : p(z, y) = 0, 

EF p 代表 Clr, y] 中 一 个 不 可 约 多 项 式 . 

(i) 函数 f : C 一 C 被 称 为 正则 的 , 如 果 它 是 Clz,y] 中 一 个 多 项 式 在 曲线 C 
.上 的 限制 . 
(ii) 选取 该 曲线 上 一 个 固定 点 P. 车 f 和 g EC 上 的 两 个 正则 函数 , Whe 


f~g modP, 


当 且 仅 当 f 和 g 在 P 的 某 个 令 域 中 相等 .这 是 个 等 价 关 系 . 等 价 类 [f] 的 集合 带 


EE Xp 是 个 局 部 环 . 
这 个 环 是 点 P 的 一 个 代数 蔡 代 或 代表 . 
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环 的 局 部 化 ”如果 多 是 诺 特 环 多 的 一 个 非 平凡 素 理想 , 则 商 环 Rp 是 个 局 部 环 . 
这 个 环 由 所 有 公式 


T 


组 成 , 其 中 r, s 属于 2; 通常 的 分 式 运算 可 用 于 此 . 在 这 里 我 们 男 外 要 求 分 母 s 不 
在 素 理想 多 中 . 
3.8.9.4 EG 
环 层 空间 “一 个 环 层 空间 由 一 个 拓扑 空间 X( 例 如 一 个 度量 空间 ) 和 一 个 层 乡 组 
成 , 这 个 层 对 于 X 的 每 个 开 集 U < X 对 应 于 环 R(U)U. 
标准 例 1: 每 个 拓扑 空间 X 连同 它 的 连续 函数 层 构成 一 个 环 层 空间 . 对 于 每 个 开 集 
U < X 这 个 层 对 应 于 环 R(U), 它 由 所 有 连续 函数 
组 成 . 为 了 得 到 点 xe X 的 局 部 化 , 记 

f~g mod xz, 


当 且 仅 当 实 连续 函数 f Al 9 在 点 x 的 某 个 邻 域 中 重合 . 对 应 于 等 价 类 [7] 的 集合 
构成 一 个 环 , 即 所 谓 的 


| 层 多 在 点 z HE Y,.| 
概 形 的 基本 概念 ”一 个 环 层 空间 


被 称 为 一 个 概 形 , 如 果 它 局 部 地 像 一 个 已 知 的 环 层 空间 (Xo, A). 

显 式 表 达 地 , 这 表明 对 每 个 开 集 U < X, 限制 (U,Y) 同 构 于 X0,%. 

以 C7 (U) 代表 C” 函数 f:U 一 R NH. 
标准 例 2: 每 个 n HE C 流 形 X EXT- MERE”. 

(i) 流 形 X ERGY 为 所 有 X 上 的 光滑 函数 层 时 成 为 一 个 环 层 空间 . 对 X 的 
每 个 开 集 U 这 个 层 对 应 于 环 C™(U). 

(ii) EA “ERI (Xo, 45), 选取 Xo := R”, HEH AR" 上 的 光滑 函数 . 有 


(U, C?*(U)) 同 构 于 (R", C?* (R")). 


3.8.9.5 AFAR 
EX ” 称 一 个 概 形 为 仿 射 的 , 如 果 所 给 “比较 环 ” (Xo, 40). ARH (Speck, H), 其 
中 RR 为 一 环 . 


1) 拓扑 空间 和 层 在 [212] 中 有 介绍 . 这 些 概念 是 下 面 的 标准 例 1 的 一 种 公理 化 . 
2) 流 形 的 概念 在 [212] 中 已 引进 . 
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我 们 现在 来 解释 一 个 环 R 的 素 谱 概念 . 为 此 , 假定 R 是 个 具 单位 元 的 交换 环 . 
素 谱 的 底 空间 SpecR ”我 们 以 SpecR 代表 R 的 所 有 素 理想 的 集合 . 
|: 整数 环 Z 的 空间 SpecZ 由 所 有 主 理想 


(p, p 为 素数 


组 成 . 另外 , SHAR (0) 也 属于 SpecZ. 
SpecR 的 拓扑 ”如 果 7 是 R 的 一 个 理想 , MA VA) 表示 所 有 包含 I H RE 
素 理想 的 集合 . 形 如 V(I) 的 集合 被 定义 成 闭 集 . 它们 的 补 集 被 定义 为 开 集 . 它们 
定义 了 SpecR 上 的 一 个 拓扑 . 
SpecR EB f% : WR 多 € SpecR, 我 们 以 Ro 记 环 R 对 于 素 理想 2 的 局 部 
化 (参看 3.8.9.3). 

设 已 知 SpecR 中 一 个 开 集 U. 我 们 对 U 相伴 所 有 U 上 满足 


[/(2) eR 对 所 有 2 eU 


的 函数 f 的 环 RAU). 这 些 函 数 均 被 假定 局 部 地 是 原来 的 环 中 元 素 的 商 , 即 对 每 个 
P EU 存在 一 个 P 的 令 域 V 及 环 元 素 r, se R, 使 得 对 每 个 eV 有 


a= 5, HH se Q. 


局 部 化 的 概 形 ”因为 局 部 环 对 于 代数 几何 的 极端 重要 性 , 我 们 常常 在 概 形 的 上 面 定 
义 中 加 上 条 件 , 即 在 戴 环 层 空间 (X,9) LAY WEY 对 每 个 ze X 是 个 局 部 环 . 


3.9 现代 物理 的 几何 


我 现在 要 向 各 位 陈述 的 关于 空间 和 时 间 的 看 法 基于 经 过 
实验 验证 过 的 物理 事实 . 这 就 是 它 的 力量 所 在 . 这 与 我 们 以 
往 的 概念 完全 脱离 彻底 有 别 . 

从 这 个 演讲 开始 , 作为 单个 实体 的 空间 和 时 间 将 不 复 存 
在 , 剩 下 的 将 只 是 作为 两 个 现实 的 单个 概念 的 联合 体 . 

H. 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 
德国 科学 家 和 医生 协会 会 议 , 1908 年 于 科隆 


现代 物理 学 是 以 几何 的 语言 阐述 的 . 物理 的 现象 对 应 于 几何 对 象 . 在 不 同 的 参 
照 系 中 对 物理 观察 的 描述 则 由 在 不 同 坐标 系 中 几何 对 象 的 坐标 给 出 . 
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3.9.1 ”基本 思想 


伪 丁 几何 和 相对 论 ”物理 的 几何 化 发 纠 于 闵可夫 斯 基 的 工作 , 他 在 1908 年 解释 了 
侠义 相对 论 , 而 这 个 理论 已 由 爱 因 斯 坦 在 三 年 前 建立 . 闵可夫 斯 基 把 狭义 相对 论 解 
释 为 一 个 四 维 时 空 的 一 个 伪 酉 几何 , 并 证 明 爱 因 斯 坦 所 使 用 的 用 来 联系 不 同 的 惯性 
标 架 闻 的 洛 伦 效 变 换 构成 了 闵可夫 斯 基 空 间 的 对 称 群 . 

1915 年 的 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 (广义 相对 论 ) 使 得 引力 几何 化 , 它 对 应 了 四 维 
伪 黎 明 曼 时 空 流 形 的 曲率 . 在 曲率 为 零 的 情形 , 我 们 又 返回 到 了 狭义 相对 论 的 闵 可 
夫 斯 基 空 间 . 
酉 几何 和 量子 理论 ”现代 量子 力量 是 由 海 森 伯 (Heisenberg, 1901-1976) 在 1925 
年 作为 矩阵 力学 系统 以 及 在 1926 AES (Schrödinger, 1887—1961) 作为 波动 
力学 系统 而 建立 起 来 的 . 在 1928 年 狄 拉克 (Dirac, 1902 一 1984) 发 明了 一 套数 学 形 
式 来 证 明 这 两 个 不 同 的 力学 系统 只 是 同一 个 理论 和 不 同 看 法 而 已 , 而 这 个 理论 就 是 
抽象 的 希 尔 伯 特 空间 的 理论 . 大 约 在 同时 冯 。 诺 伊 曼 (John Von Neumann, 1903— 
1957) 认识 到 量子 理论 可 以 规定 为 在 一 个 希 尔 伯 特 定 空间 中 的 自然 算 子 的 严格 的 数 
学 理论 . 能 量 算 子 (哈密 顿 ) 的 谱 恒 同 于 量子 系统 的 可 能 的 能 量 值 . 海 森 伯 测 不 准 原 
理 说 , 人 们 不 可 能 在 同一 时 间 准 确 地 同时 测定 一 个 量子 的 位 置 和 速度 . 量子 论 的 这 
个 基础 事实 有 其 几何 根源 . 它 可 从 对 于 三 维 空间 中 的 内 积 

ab = |a||b| cosy 
总 能 推出 的 (由 | cos y| < 1) 无 穷 维 类 比 的 施 瓦 茨 不 等 式 
lab| < |a||b| 


(参看 [212]) 的 这 个 事实 得 到 . 在 量子 理论 后 面 隐藏 着 希 尔 伯 特 空间 的 酉 几何. 
自 旋 几何 、 克 利 福 德 代数 和 电子 的 自 旋 ”为 了 对 于 在 磁场 中 原子 的 谱 线 分 裂 给 出 
一 个 解释 (这 种 现象 是 在 20 世纪 初 为 实验 所 观察 到 的 ), 乌 伦 贝克 (Uhlenbeck) 和 
HARRE (Goudsmit) 在 1924 年 假定 了 电子 的 自 旋 脉冲 的 存在 , 他 们 给 它 取 了 个 
“Spin( 自 旋 )” 的 名 字 . 四 年 之 后 , 狄 拉 克 阐 述 了 他 的 著名 的 对 相对 论 的 电子 基本 方 
FE, 他 是 借助 于 克利 福 德 代数 从 闵可夫 斯 基 度 量 中 推导 出 来 的 ( 见 2.4.3.4). 电子 的 
自 旋 非 常 自然 地 由 此 方程 中 产生 出 来 . 使 得 自 旋 可 以 被 看 成 是 相对 论 的 结果 . 与 自 
旋 的 形式 相 紧密 关联 地 ， 有 一 个 叫做 自 旋 几 何 的 , 它 可 以 在 由 代数 (克利 福 德 代数 ) 
和 向 量 空间 的 帮助 下 被 很 漂亮 地 描述 出 来 . 最 简单 的 自 旋 几 何 产生 于 一 个 希 尔 伯 特 
空间 的 克利 福 德 代数 . 这 个 几何 则 是 自 旋 群 Spin(n) 的 不 变量 理论 . 特别 地 , 有 
Spin (3) = SU(2), 


这 就 是 描述 电子 自 旋 的 那个 群 . 
克利 福 德 代数 在 基本 粒子 的 当代 标准 模型 的 形成 中 起 着 中 心 的 作用 , 这 些 标准 
模型 以 规范 场 论 统一 了 具有 弱 和 强力 的 电磁 理论 . 
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辛 力学 和 经 典 力学 — 辛 几 何 建立 在 反 称 双 线 性 形式 基础 之 上 ， 这 个 几何 是 经 典 几 
何 光学 、 经 典 力学 (如 天 体力 学 ) 以 及 源 于 吉 布 斯 (Gibbs) 的 经 典 统计 力学 的 基础 . 
凯 勒 几何 和 弦 论 


[ 凯 勒 几何 是 辛 几何 与 西 几何 的 综合 体 . | 

这 个 源 于 凯 勒 (Erich Kahler, “EF 1906 年 )1932 年 工作 的 几何 在 弦 论 的 构建 中 是 
决定 性 的 , 而 弦 论 的 目标 是 要 统一 自然 界 包括 广义 相对 论 中 所 有 的 力 , (后 者 即 包 含 
了 引力 ). 丘成桐 的 定理 以 及 所 称 的 卡拉 比 - 丘 空 间 , 在 此 理论 中 作为 弦 论 的 构 形 空 
间 是 基础 性 的 (参看 [212]). 
共 形 几何 ” 单 复 变 函 数论 是 一 个 更 基本 的 结构 即 共 形 几何 的 特殊 化 , 这 是 因为 双全 
纯 映射 是 共 形 的 ( 保 角 的 ). 黎 曼 球面 到 自己 的 双全 纯 映 射 的 群 是 由 所 有 默 比 乌 斯 变 
换 组 成 的 自 同 构 群 (参看 1.14.11.5). 

正常 洛 伦 兹 群 SOT (3,1) 可 以 被 描写 为 SL(2,C), 即行 列 式 等 于 1 的 复 2 x 2 
和 矩阵 的 群 (这 是 所 谓 低 维 索 群 间 的 例外 同 构 之 一 ). 这 个 群 同 构 是 把 上 半 平 面 共 形 地 
映 到 自己 的 所 有 默 比 乌 斯 变换 的 子 群 . 在 这 个 自 同 构 群 的 离散 子 群 下 不 变 的 亚 纯 函 
数 被 称 为 自 守 函数 ， 这 是 个 特别 重要 的 函数 类 , 例如 , 它 包 含 了 椭圆 模 函 数 J ( 见 
1.14.18) 以 及 在 计算 阿 贝尔 积分 时 也 存在 . 

弦 论 在 数学 上 的 丰富 性 所 依据 的 事实 是 , 这 个 理论 在 共 形 变换 下 不 变 ( 共 形 量 
子 场 论 ), 并 且 在 二 维 黎 曼 流 形 上 共 形 变换 群 比 起 在 高 维 时 非常 大 . 
无 穷 小 对 称 ” 如 果 对 一 个 几何 的 对 称 群 G 在 其 单位 元 的 一 个 邻 域 中 引进 线性 化 ， 
以 物理 学 家 的 话说 , 我 们 得 到 了 所 谓 的 无 穷 小 对 称 . 按照 数学 语言 , 这 种 对 称 正 是 
李 群 G 的 李 代 数 L(G) 中 的 元 素 . 

由 李 (Sophus Lie，1842 一 1899) 建立 的 李 群 理论 的 最 重要 的 结果 是 下 面 的 
论述 : 


FER L(G) 包含 了 李 群 G 在 单位 元 附近 的 结构 的 全 部 信息 . 

但 是 , 许多 不 同 的 李 群 可 以 属于 同一 个 李 代数 , 即 在 单位 元 附近 有 相同 的 结构 .在 
这 些 群 中 有 一 个 特殊 的 即 这 个 李 代数 的 万 有 禾 释 群 , 它 具 有 单 连 通 的 特殊 性 质 ( 参 
看 1.3.2.4). 
例 : (i) 三 维 空间 中 所 有 旋转 的 群 SO(3) MHABSRER SU(2), 它 归结 为 电子 
的 自 旋 . 

(ii) SO(n),n 2 3 HJARA E AHERE Spin(n); n = 3 时 我 们 有 Spin(3) = 
SU(2). 

(iii) SOT (3) KMERBECRERNAN AA BSRAR SL(z, C)( 参 看 [212]). 
流 形 ”本 节 考 虑 的 是 适宜 于 以 线性 空间 (线性 流 形 ) BEAT AR DLR SL. 
这 些 几 何 全 都 与 双 线性 形式 有 关 , 这 些 形式 全 都 可 以 看 成 广义 的 标量 积 . 

但 是 , 在 物理 学 中 起 决定 性 作用 的 不 仅 是 在 线性 空间 中 的 这 个 理论 而 且 也 是 在 
流 形 上 的 . 
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一 个 流 形 是 一 个 整体 的 几何 对 象 , 它 局 部 地 看 起 来 像 是 一 个 线性 空间 . 
利用 这 个 事实 , 所 有 关于 线性 空间 的 几何 都 可 以 扩张 到 流 形 上 ”. 
当 我 们 想 把 流 形 的 概念 形象 化 时 , 想 想 地 球 的 弯曲 表面 是 有 好 处 的 , 我 们 可 以 

通过 到 地 图 的 映射 进行 局 部 地 映射 . 
自然 的 数学 效 验 — 当 研 究 在 现代 物理 中 出 现 的 几何 时 我 们 总 观察 到 一 种 现象 从 
数学 观点 看 , 存在 难以 置信 的 一 系列 对 称 群 ( 李 群 和 李 代 数 ), 按照 克 莱 因 的 埃 尔 兰 
RAM (参看 3.1) 它们 对 应 于 各 种 几何 . 甚至 到 目前 仍 没 有 对 所 有 可 能 存在 的 群 的 
完全 分 类 . 然而 , 依 我 们 当前 的 理解 状态 , 只 有 其 中 的 几 个 对 描述 自然 的 物理 现象 
是 充分 的 . 这 些 群 在 上 面 的 框图 中 己 标 出 . 诺 贝尔 奖 得 主 , 物理 学 家 维 格 纳 (Eugene 
Wigner, 1902—1995) 长 期 在 普林斯顿 工作 ; 有 关于 此 , 他 说 到 了 “数学 的 不 可 理喻 
的 有 效 性 ”. 
约定 ”在 下 面 我 们 将 考虑 在 一 个 域 K 上 的 有 限 维 线性 空间 X, 满足 


Tk X 中 的 元 素 为 向 量 . 我 们 将 假定 K =R ( 实 域 ) R K = C( 复 域 ). 

莱 布 尼 茨 的 看 法 HSER (Leibniz, 1646—1716) 的 一 个 建议 , 我 们 在 做 几 
何 时 直接 去 做 几何 对 象 而 尽 可 能 地 避免 使 用 坐标 . 只 有 以 这 种 方式 才能 推广 下 面 几 
节 的 结果 到 无 穷 维 空间 中 , 这 种 空间 描述 了 物理 中 具 无 穷 多 个 自由 度 的 系统 . 这 种 
描述 与 [212] 中 的 泛 函 分 析 相 关 . 


3.9.2 ”本 几何 、 希 尔 伯 特 空间 和 基本 粒子 

酉 几何 建立 在 一 个 正定 的 内 积 基础 上 , 这 个 内 积 推广 了 对 于 向 量 u 和 w 的 经 
典 的 内 积 uv( 参 看 1.8.3). 西 几 何 的 所 有 重要 的 概念 正如 我 们 将 看 到 的 那样 , 可 以 
直接 在 基本 粒子 的 夸克 模型 中 得 到 解释 . 
定义 “一 个 本 空间 是 区 上 的 一 个 线性 空间 , 在 其 上 有 一 个 给 定 的 内 积 ， 这 表明 对 
于 每 对 uv € X 向 量 我 们 相伴 以 一 个 数 (uv) € K 使 得 对 所 有 ww,w e X 及 所 
有 数 a, 8 EK, 有 

(i) (u,v) 2 0;(u,u) = 0 ?4 H4 u = 0; 

(ii) (w, aru + 8v) = a(w, u) + B(w, v); 

(iii) (u, v) = (v, u). 
由 (ii) 和 (iii) 得 到 , 对 所 有 u,v,w E€ X,o, Be KA 

(au + Bv, w) = a(u, w) + B(v, w). 

在 这 里 , a 代表 了 一 个 复数 a WRG, 故 如 果 区 = R, 这 便 是 个 恒等式 , JA 07 


可 以 去 掉 . 
1) 特别 地 , 力 = 曲率 的 基本 原理 在 [212] 中 已 有 详细 讨论 . 
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希 尔 伯 特 空间 ”每 个 有 限 维 西 空间 都 同时 是 一 个 在 一 般 定 义 下 的 希 尔 伯 特 空间 , 一 
般 定义 可 在 [212] 中 找到 . 
伴随 算 子 d A:X 一 X 是 个 线性 算 子 ,， 则 有 一 个 自然 的 伴随 线性 算 子 4* : 
X >X, 它 满足 关系 式 

(u, Av) = (A*u, v), 
HH uve X, RAHA 的 伴随 算 子 . 
BH U(n,X) M-PHAFU:X — X 为 西 算 子 , 如 果 它 保持 内 积 不 变 , 即 如 果 
U 是 线性 的 , 并 对 所 有 w we X 满足 关系 式 


(Uv, Uw) = (v,w). 


X 上 的 所 有 酉 算 子 的 集合 构成 一 个 群 , WHA IURE, 并 记 以 U(n, X). 这 个 群 中 所 
有 满足 另外 一 个 关系 

detU = 1 
的 所 有 算 子 构成 了 U(n, X) 的 一 个 子 群 , 记 其 为 SU(n, X), 称 之 为 特殊 西 群 . 所 有 
ZRER T U:X X AT U(n, X), ERS 


YU” =U*U =I. 


在 实 空间 情形 (BU K = R), 我 们 以 O(n, X) (AHHH, SO(n, X)) 代替 U(n, XX)( 分 
别 地 , SU (n, X)) 并 且 称 这 种 情形 下 的 这 个 群 为 正 交 群 (分 别 地 , 特殊 正 交 群 )?. 
例 1: 相对 于 某 个 原点 O 的 我 们 现实 三 度 空间 的 位 置 向 量 u,v 构成 一 个 实 的 三 维 
希 尔 伯 特 空间 H, 其 具有 通常 的 内 积 
(u,v) = uv 

(图 3.93). # SO(3, H) 由 绕 点 O 的 所 有 旋转 组 成 . 
如 果 再 加 上 对 点 O 的 反射 wu 一 一 wu( 就 是 说 , RN 
考虑 所 有 由 SO(3,H) 中 元 与 这 种 反射 的 复合 形成 
的 变换 的 群 ), 则 我 们 便 得 到 了 O(3, H). 图 3.93 
酉 几何 由 定义 , 一 个 性 质 属 于 希 尔 伯 特 空间 X 的 本 几何 , 当 且 仅 当 它 在 群 (n, X) 
的 所 有 算 子 下 不 变 . 在 这 个 意义 下 , 下 列 性 质 应 属于 酉 几何 . 体积 是 一 个 例外 , 它 只 
在 保持 定向 的 变换 下 不 变 . 酉 几何 把 直观 的 例 1 推广 到 任意 维 的 情形 . 

1) 群 U(n, 六), SU (n, X), O(n, X) 和 SO(n, X) 均 是 维 数 分 别 为 


dimU(n, X) 2 n?, dimSU(n, X) 2n? — 1, 


dimt (u X) —dimSO(n, X) = 50912 


的 实 紧 李 群 . 这 些 维 数 表明 了 这 些 群 依赖 了 多 少 参数 (参看 [212]). 
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正 交 性 ”两 个 向 量 wu e X 被 称 为 正 交 的 , 如 果 它 们 满足 
(u,v) =0. 
如 果 工 是 X 的 一 个 线性 子 空间 , 我 们 以 L- 表示 L 的 正 交 补 . 按 定义 , 这 表明 
L^ := {w € X|(v,w) = 0, 对 所 有 v € L}. 
对 任意 一 个 向 量 u e X 有 一 个 唯一 的 分 解 


u=viw, vEL,wEL-. 


特别 地 , X = Le L+, 并且 有 关于 维 数 的 公式 


dimL + dimL~ = dimX. 
长 度 和 距离 ”如 果 对 每 个 向 量 uc X 伴 以 一 个 长 度 ||ull, 其 定义 为 
lull := Vw). 
我 们 有 lul > 0 SANS u 40. 另外 对 于 u=0F [ul = 0. 于 是 数 


| d(u, v) := lu — vl] 


称 为 两 个 向 量 w 和 wv 之 间 的 距离 ， 以 此 距离 的 概念 , 每 个 希 尔 伯 特 空间 都 成 为 一 
个 度量 空间 . 

角 ”我 们 进一步 对 已 知 两 个 向 量 u,v © X 伴 以 一 个 唯一 确定 的 这 两 个 向 量 之 间 的 
fi, 其 中 X 是 一 个 实 希 尔 伯 特 空间 ; 这 个 角 a 的 定义 为 


ToU gaser 
lulil] 


在 这 里 假设 u #0, v 40. 在 任意 实 和 复 的 希 尔 伯 特 空间 X, 我 们 有 施 瓦 茨 不 等 式 


COS Q = 


[Iv < lulllol 对 所 有 u,v € X.| 


法 正 交 基 X Pn SOMME esse ,en 构成 一 组 法 正 交 基 , WR 


(ezek) 2 ðm, Ik= lp. 


这 时 我 们 对 任 一 向 量 we X ABM RA 


w= > ue, (3.73) 
j=l 
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FG gn AK 


Uj :一 (ej, u). 


数组 (ui, ,un) 按 定义 构成 了 向 量 关 于 基 21, ,en 的 笛 卡 儿 坐 标 . 
基本 定理 ”每 个 希 尔 伯 特 空间 都 有 一 组 法 正 交 基 . 
HEBAT ”车 ees 和 eoe, 为 希 尔 伯 特 空间 X 中 任意 两 组 基 ， 
则 由 
Ue; := eh， 了 一 1 ym (3.74) 


定义 的 映射 是 一 个 西 算 子 UX — X. 按 此 方法 得 到 X 上 的 所 有 西 算 子 . 
定理 1 ”一 个 线性 算 子 UX 一 XX 为 西 算 子 当 且 仅 当 每 个 法 正 交 基 还 是 映 成 一 
组 法 正 交 基 . 

定向 一 个 希 尔 伯 特 空间 X 的 定向 是 由 选取 一 个 固定 的 法 正 交 基 e1,.… ,en 给 
出 的 , 并 定义 体积 形式 


|u = dz? Ada? ^ Ada”. 


在 这 里 的 dx? : X 一 R 是 一 个 线性 映射 ， 它 满足 dx? (ek) = oj, 对 所 有 jk = 
1 ,n. 如 果 bi, ,bn 是 XX 中 任意 一 组 基 , 则 称 数 


a := sgnu(bi, -- bn) | 


为 这 组 基 的 定向 . 我 们 总 有 o = 1( 正 定向 ) 或 a = 一 1( 负 定向 ). 
定理 2 (i) 对 任意 法 正 交 基 el, ,e 有 


m 


u = adz” ^ dz" 和 .人 dz i 


即 体积 形式 u 的 定义 只 依赖 于 希 尔 伯 特 空间 的 定向 . 
(ii) 一 个 酉 变换 保持 定向 不 变 ; 当 且 仅 当 detU = 1, 即 当 U € SO(n, X). 
体积 KY 代表 一 个 实 定向 希 尔 伯 特 空间 X 中 的 有 界 区 域 . 9 的 体积 定义 为 


Vol(¥) := ie [A 


为 了 解释 这 个 公式 ， 可 通过 分 解 (3.73). Wt G 表示 在 4 中 点 的 全 部 笛 卡 儿 坐 标 
(1,7: ,Zn) 的 集合 . 于 是 得 到 经 典 的 公式 


| m si dzidz2---dz,. 
g G 


这 个 体积 只 依赖 于 希 尔 伯 特 空间 X 定向 的 选取 .相反 的 定向 给 出 该 体积 的 符号 


842 第 3 章 JL fT 学 


X U:X X 4 O(n, X) 中 的 算 子 , 则 有 
Vol(UY) = (sgnU)Vol(4), 


其 中 sgnU = +1 H sgnU = 1 ?5 U € SO(n, X). 
无 穷 小 酉 算 子 和 李 代数 u(n X) ”一 个 算 子 A: X 一 X 被 称 为 无 穷 小 西 算 子 , 如 
果 它 是 线性 的 , 并 满足 关系 式 


(u, Av)=—(Au,v), uve X. 


这 等 价 于 A* = —A (A 是 反 埃 尔 米 特 的 )， 所 有 这 样 的 算 子 的 集合 记 之 为 u(n, X), 
而 所 有 满足 附加 条 件 tr4 = 0 的 这 些 算 子 (det4 = 0 的 无 穷 小 形式 ) 的 集合 按 定义 
组 成 了 集合 su(n, X). 

车 X 是 实 希 尔 伯 特 空间 , WA o(n, XDI, soln, X)) 代替 u(n, X)( 分 别 


地 , su(n, X)). 
定理 3 KX 为 复 希 尔 伯 特 空间 , 满足 dimX =n. 
(i) 对 于 李 括 号 


[A, B] := AB - BA (3.75) 


以 及 通常 线性 算 子 的 线性 组 合 oA + 8B, 0, 8 € R,u(n, X) 成 为 一 个 实 向 量 空间 从 
而 一 个 dimu(n, X) = n? 的 李 代 数 . Ab, su(n, X) 是 u(n, X) 的 子 李 代数 ， 维 数 
为 dimsu(n, X) = n? — 1. 

(ii) H A € u(n, X) All exp( A) € U(n, X)(exp( A) 是 算 子 的 寡 级 数 ). 反 之, 存 
在 数 = > 0 使 得 对 每 个 CE U(n, X), 满足 ||] — U|| < e, 存在 一 个 唯一 的 算 子 


A € u(n, A) 使 得 
(3.76) 


即 A = lnV( 这 仍然 是 算 子 的 一 个 寡 级 数 ). 

(iii) H A € su(n, X) 得 到 exp(A) € SU(n, X). RZ, 存在 一 个 数 = > 0 使 得 
对 每 个 UE SU(n, X) 满足 ||T — U|| < e 时 存在 一 个 唯一 的 算 子 A € su(n, X) 满 
4&7; f& (3.76). 

论述 (ii) (PAHS, (iii) 表明 u(n, 六)( 分 别 地 su(n, X)) 代表 了 李 群 U(n, X)(43 
别 地 , SU(u, X)) 的 李 代 数 (参看 [212]). 
EH 4 设 义 为 一 实 希 尔 伯 特 空间 , dimX =n. 

(i) 相对 于 李 括号 (3.75), o(n, X) 是 个 实 向 量 空间 及 dimo(n, X) = n(n — 1)/2 
的 李 代 数 . 

(ii) 由 A € o(n, X) 得 到 exp(A) € O(n, X). RZ. 存在 数 = > 0 使 得 对 
每 个 满足 |I- U|] < £ INU € O(n, X) 存在 一 个 唯一 的 算 子 A € oln, X) 使 得 
U = exp(A), Bl A = nU. 
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(iii) 由 A € so(n, X) 得 到 exp(A) € O(n, X). RZ, 存在 数 e > 0 使 得 满足 
lI —U|| < 的 每 个 Ts O(n, X) 存在 一 个 唯一 的 算 子 A € so(n, X) 其 满足 方程 
(3.76). 

根据 (ii)( 分 别 地 ，(ii))，o(m, X)( 分 别 地 ，so(n, X)) BAR O(n, 和)( 分 别 地 ， 
SO(n, X)) 的 李 代数 . 
构造 一 个 希 尔 伯 特 空间 ” 设 e1,:… ,en 为 一 个 线性 空间 X 的 一 组 基 . 我 们 定义 


(ej ek) 2j, 对 所 有 的 j,k. (3.77) 
这 样 , X 便 成 了 具有 法 正 交 基 ex, ,en 的 一 个 希 尔 伯 特 空间 . 更 加 显 式 地 , 有 
(u,v) = Ziyi + + fan; 


其 中 (zj;) 和 (y) 分 别 代表 u RI v 的 笛 卡 儿 坐 标 . 这 给 出 了 每 个 线性 空间 以 一 个 希 
尔 伯 特 空间 的 结构 . 但 这 里 的 内 积 依赖 于 基 的 选取 . 
对 粒子 物理 的 夸克 模型 的 应 用 考虑 一 个 三 维 复 希 尔 伯 特 空间 X, 其 具 法 正 交 基 
€1,€2,€3. 我 们 的 解释 是 2 : 

el Æ u 夸克 (E), ez 是 d 夸克 (F) 而 es 是 s 夸克 (奇异 ). 物理 状态 对 应 于 
X 中 具 单 位 长 的 向 量 . 如 果 ue X, jlul| = 1, 则 傅 里 叶 表示 


u = (e1, u)ei + (e2, u)e2 + (ea, u)es 
使 我 们 有 下 面 的 物理 解释 : 
\(e;,u)|? 是 夸克 e; 在 状态 u 中 存在 的 概率 . 


这 里 用 到 了 关系 
|(e1,u)|? + |(e2, u)? +l(es WP = (uu) = 1. 


REX, 两 个 单位 向 量 w Av 代表 同一 个 物理 态 是 说 , 如 果 有 复数 A, 其 绝 值 满足 
| 和 | = 1 使 得 w= Av. 
(可 观测 的 ) 物 理 量 是 指 由 自 伴 算 子 4: X 一 X 所 代表 的 , 即使 得 A = A*. X 


A :— (u, Au) 


1) 在 自然 界 中 有 六 个 夸克 . 它们 中 最 后 一 个 即 顶 级 夸克 , 直到 1994 年 才 经 实验 证 实 . 一 个 
光子 由 两 个 u 夸克 和 一 个 d EHAR. 这 对 应 于 状态 


1 
p= OO ez Ber Ber). (3.78) 


夸克 的 物理 和 数学 的 更 详细 的 讨论 将 在 [212] 中 给 出 . 
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总 为 实数 , 它 是 物理 可 观测 量 4 在 状态 u 被 测量 时 的 期 望 值 . 相应 的 变 差 AA > 0 
来 自 
(AA)? := (A— A)? = (u, (A — A)?u). 

夸克 的 超 荷 和 同位 旋 ”夸克 的 数学 模型 中 起 决定 性 作用 的 是 群 SU(3, X) REF 
代数 su(3,X). REM, 李 代数 Z WEG = CL) EL 的 最 大 交换 子 
代数 . 

对 于 su(3,X), RMA dim? = 2. 可 取 i23 和 i 得 到 © 的 一 组 基 , 基 中 
425,9 : X —^ X 为 自 伴 线性 算 子 . 显 式 地 有 


1 
.3el = je Jae» = 一 7e2， F3e3 = 0, 
(3.79) 


1 2 
ei = Fel, Y e» = ge YW es = Ug 


3 


我 们 称 BTA, Y) 为 此 同位 旋 (分 别 地 , 超 荷 ) 的 第 三 个 分 量 的 算 子 . BA 
地 , Y) 的 特征 值 3( 分 别 地 , Y) 被 称 为 对 应 的 夸克 粒子 的 同位 旋 (分 别 地 , 超 荷 ) 
的 第 三 分 量 . 

例 2: 根据 (3.79), 我 们 对 u 夸克 el AT; = Yo 
Al Y = 1/3(& 3.94). 

对 夸克 的 负荷 算 子 ”根据 盖 尔 曼 (Gell-Mann) 
和 西 岛 (1953), 对 基本 粒子 的 负荷 算 子 2 由 下 
面 的 著名 公式 给 出 : 


>= (s 十 3(9 +) «| 


E 这 里 的 v ERRAT”, 而 e 代表 电子 的 负荷 . 
图 3.94 ”夸克 在 希 尔 伯 特 空间 X, 对 于 这 三 个 夸克 e1,e2 和 es 


有 关系 S = 0. 因此 有 


2 1 1 
区 = gleles, Je, = 了 lele>， Jes = —gleles- 


例 3( 光 子 的 负荷 ): 27 个 张 量 积 e; @ e; @ ex, ijik = 1,2,3 构成 了 空间 Z := 
X@X@xX 的 一 组 基 . 设 一 个 线性 算 子 A:X 一 X 作用 于 Z, 其 公式 为 


A(ei Q ej Q ex) = (Aei) 8e; Q ex + ei Q (Aej) @ ex + ei 8 ej Q (Aer). 
因此 由 (3.78) 得 到 对 光子 态 的 特征 值 公式 


1) 9 的 特征 值 与 一 个 量子 数 s 对 应 ; 如 果 s A 0, 则 认定 这 些 粒 子 为 “奇异 ”, 这 三 个 夸克 
el,e2 和 es 不 是 奇异 的 . 
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2 =-= (Qe, Ber Be2+---)+ 


换 句 话说 , 光子 具有 负荷 Jel. 


与 矩阵 计算 的 关系 KXNK ERI n 维 希 尔 伯 特 空间 . 我 们 选取 一 组 法 正 
交 基 e1,… ,en 并 对 每 个 线性 算 子 A : X 一 X 伴 以 一 个 矩阵 g = (aij), 这 只 
要 令 


Dig 


它 给 出 了 


ajk := (ej, Aep) 


即 可 . 于 是 有 


4(aiel +- + Qnen) = >》 (oajjei = D AjkAKe;- 
j=l jk-i 
以 L(X, X) 记 由 所 有 线性 算 子 A : X 一 X 构成 的 环 . 又 , 设 L(K",K") 表示 由 所 
A n x n 矩阵 组 成 的 环 , 其 中 矩阵 的 每 个 分 量 在 K 中 . 
定理 5 ”利用 关联 关系 AG oy, 定义 了 一 个 双 射 的 线性 映射 


e: L(X,X) — L(K^, K^), (3.80) 


它 保持 了 乘法 结构 以 及 * 结构 , 这 表明 对 所 有 A,B ELX, X), o. 8€ K 
(i) p(aA + BB) = ay(A) + 8e(B); 
(ii) p(AB) = (A) p(B); 
(iii) p(A*) = (A). 

注意 , UTRERA A = AT. 

例 4: RX 为 复 希 尔 伯 特 空间 . ”诱导 出 群 同 构 


U(n,X)~U(n) 和 SU(n,X) ~ SU(n). 


在 这 里 U (n) 代表 所 有 nx n 复 西 矩阵 的 群 , 即 其 中 的 矩阵 满足 关系 U*U = UU* = 
E. 记号 SU(n) 表示 U(n) 中 满足 detU = 1 的 矩阵 U 组 成 的 子 群 . 
例 5: RX 为 实 希 尔 伯 特 空间 . Wo 诱导 了 同 构 


O(n, X) ~ O(n) 和 SO(n, X) ~ SO(n). 
在 这 里 O(n) 代表 所 有 n xn 实 正 交 矩 阵 的 群 , 即 其 由 关系 UTU = UUT = E RK 
立 为 特征 . 另外 , SO(n) 表示 由 U € O(n), detU = 1 构成 的 子 群 . 
3.9.3 AAJ 


伪 酉 几何 不 是 我 们 日 常生 活 所 经 历 的 真实 几何 , 但 是 , 它 是 爱 因 斯 坦 的 狭义 相 
对 论 的 几何 . 
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例 1: 空间 R? 可 以 被 做 成 一 个 伪 丁 空间 , 其 莫 尔 斯 指数 m = 1, 符号 差 为 (1,1), 其 
意义 是 按 下 面 

B(u,v) := uvi — u»vo, 对 所 有 wu E R? 
来 定义 . 其 对 应 的 伪 正 交 群 O(1, 1) 由 所 有 变换 


( ui ) » ( cosha —sinha ( ui 
, Gl) ] , QER 
uz —sinha cosha U2 
组 成 . 对 此 几何 的 一 个 重要 事实 是 存在 向 量 以 关 0 使 B(w,w) = 0; 例如 在 目前 情形 
u= (1,1)7. 具有 这 个 性 质 的 向 量 被 称 为 迷 向 的 . 
定义 ”一 个 伪 西 空间 是 一 个 在 区 上 的 有 限 空 间 X, 其 上 具有 一 个 映射 B : XxX 一 
K 使 得 对 所 有 ww w E X 和 所 有 a, 6 € K 满足 下 列 性 质 : 
(i) B(w,au + 8v) = aB(w,u) + 8B(w, v). 
(ii) B(u,v) = B(v, u). 
(iii) 如 果 对 所 v € X A B(u,v) — 0, Wu=o. 
条 件 (ii) 表明 形式 B 为 非 退 化 . 由 (i) 和 (ii) 得 出 


B(au + Bu, w) = aB(u, w) + B(v, w). 
这 里 的 a 代表 a HSH. 在 一 个 实 空间 X( 即 K =R) 中 整个 00 BRAM. 
莫 尔 斯 指数 和 符号 差 ”如 果 e1,.… ,en X 的 一 组 基 , 于 是 我 们 可 构造 一 个 矩阵 


B= (bj), 其 中 
bjk := B(ej,ex), j,k=1,...,n. 


于 是 多 是 自 伴 的 , BD Z= 多 . 多 的 所 有 特征 值 为 实 和 非 零 ， 多 的 负 特 征 值 的 个 


0, gF#k, 
Ble;, ek) = 1, j-kjzl:-e ,n 一 T, 
-1, j=kj=n-—m+41,--- yn. 


基 定 理 (i) 总 存在 X 的 伪 法 正 交 基 eis ,en. 
(ii) 每 个 向 量 uc X 可 唯一 地 写 为 形式 


内 一 Tilel 十 …… 十 Zrnen. 


称 数 zl ,zn € K 为 u 的 伪 笛 卡 儿 坐标 . 这 些 当然 依赖 于 伪 法 正 交 基 的 选取 . 
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(iii) 如 果 定义 一 个 线性 映射 dz7 : X >K X 


dz? (aiei +--+ aes) = oj, 
B = da! & dz! + dz? @ da? +---+dz" ® dz”. 


ABR U(n—m,m;X) ” 称 一 个 算 子 U : X >X 为 伪 西 算 子 是 说 , WRU 保持 
埃 尔 米 特 形式 B 不 变 , BU 为 线性 并 且 对 所 有 v,w e X 有 


于 是 有 


B(Uv, Uw) = (v, w). 


X 上 伪 丁 算 子 的 集合 形成 一 个 群 , REA BH U(n—m,n; X). TE U(n—m,m; X) 
中 满足 
detU =1 


实 空间 的 情形 , 我 们 以 符号 O(n—m,m; X) (AHHH, SO(n- m, m; X)) BR U(n— 
m, m; X (4133, SU(n — m, m; X)) 并 称 其 为 伪 正 交 群 (分 别 地 , HERR SE BE)” 
注 ”在 文献 中 , BIER “fh (pseudo)” 经 常 被 略 去 , FARRAR RAF 而 不 
E B 的 符号 差 . 在 文献 中 也 使 用 一 个 较 准 确 的 记号 是 U(B, X), 用 文字 表达 即 : X 
的 保持 B 不 变 的 线性 变化 的 西 群 ， 如果 考 虑 到 基 变 换 和 想到 作为 显 式 表 达 的 矩阵 
群 的 群 时 , 这 种 差别 是 重要 的 . 记号 U(n— m,m; X) 表明 形式 B 在 所 给 基 上 为 对 
角形 式 . 相似 地 , 对 于 特殊 伪 正 交 群 的 更 准确 的 记号 是 SU(B, X), 并 且 通 常 称 此 子 
BA B 的 特殊 西 群 . 
定理 ” 设 X 为 复线 性 空间 . 若 线性 算 子 U : X — XX 的 任意 一 个 伪 西 基 变 
到 另 一 个 伪 西 基 , W U BF U(n — m,m; X). & X ASEH, 则 以 O BRU 后 的 
相应 论述 成 立 . 
伪 西 几何 ” 若 一 个 性 质 在 群 U(n 一 m,m; X) 中 所 有 运算 下 不 变 , 则 称 它 属 于 伪 丁 
几何 . 
(法 正 交 性 、 迷 向 等 ) 在 所 有 U es U(n —m,m; X) 下 保持 不 变 . 

这 些 概 念 的 定义 如 下 , 称 两 个 向 量 u 和 v 为 正 交 的 , 如 果 


B(u,v) — 0. 


1) Æ U(n — m, m; X), SU (n — m, m; X), O(n — m, m; X) fl SO(n — m,m; X) 是 维 数 
分 别 为 
dim U(n — m,m;X)=n?, dim SU(n — m,m; X) =n? — 1, 
dim O(n — m, m; X) = dim SO(n — m, m; X) = um - 1) 


的 李 群 . 这 些 维 数 表明 了 这 些 群 所 依赖 的 实 参 数 的 个 数 (参看 [212]). 
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一 个 向 量 被 称 为 迷 向 的 , 如 果 它 与 自己 正 交 , 即 B(u,u) = 0. 
无 穷 小 伪 丁 算 子 和 李 代数 u(n-m,mi X) 称 一 个 算 子 A:X —^ X ARES M58 
的 , 如 果 它 是 线性 的 , 并 且 对 所 有 uve X 满足 


[BG Av) = —B(Au, »).] 


按 定义 , 这 些 算 子 的 集合 构成 了 空间 u(n — m,m; X). 满足 tr4 = 0 HAT AE 
u(n — m,m; X) 的 集合 按 定 义 构成 了 集合 su(n — m, m; X). 

di X 是 实 的 , 则 记 u(n 一 m,m; X) (AHH, su(n — m,m; X)) 为 O(n 一 
m,m; X) (分 别 地 ，so(n —m,m;X)). 3.9.2 的 定理 3 和 定理 4 在 把 “ 希 尔 伯 特 空 
间 ” 换 作 “ 伪 本 空间 ”时 仍旧 成 立 . 我 们 只 需 把 U(n, X) 换 成 U(n — m.m; X). 相 
似 地 , 对 所 有 其 他 在 此 出 现 的 群 和 代数 我 们 直接 把 “mn” 换 成 “n — m,n” 就 可 以 了 . 
与 矩阵 计算 的 关联 ”选取 一 个 固定 的 法 正 交 基 1,--- ,en 并 赋予 此 线性 空间 X 一 
个 内 积 : (ej, ex) := djr 对 每 个 线性 算 子 4 : X 一 X 相伴 一 个 矩阵 uy := (ak), 
其 中 


Qjk :一 (ej, Aex). 


E X 是 一 个 复线 性 空间 , 则 由 4 of 定义 的 映射 诱导 了 群 的 同 构 


U(n— m,m;X)zU(n—m,m) 和 SU(n—m,m;X) ~ SU(n — m,m). | 


类 似 地 , 对 于 实 空间 X 我 们 得 到 群 同 构 


| O(n - m,m; X) «O(n- mm) 和 SO(n- m,m; X) = SO(n — m,m).] 


EX EE U(n— m, m) 正好 由 满足 性 质 
I" Qu mim = Gic 


Tamm 
Si m ~ i 
O 一 了 mm 


的 矩阵 , 而 I. 表示 大 小 为 7 的 单位 矩阵 ( 即 一 个 +xr 的 矩阵 ). 满足 det ez = 1 B4B 
BE c 的 子 集 按 定义 构成 了 线性 GEE) BE SU(n — m, m). 类 似 地 , O(n 一 m,m)( 分 
ait, SO(n — m,m)) 由 Un 一 mm,m)( 分 别 地 ，SU(n 一 m,m)) 中 的 实 和 矩阵 集合 
组 成 . 
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3.9.4 ”闵可夫 斯 基 几 何 
闵可夫 斯 基 几 何 是 一 个 四 维 实 向 量 空 间 的 几何 , 其 具有 一 个 不 定 内 积 : 


uv :二 B(u,v) 对 所 有 uvE Ms. (3.81) 


在 后 面 我 们 将 只 用 与 坐标 系 选取 无 关 的 那些 概念 在 3.9.5 中 我 们 要 表明 这 样 做 
如 何 导 致 了 对 于 狭义 相对 论 的 一 个 漂亮 的 阐述 ， 一 个 适合 于 阐述 最 重要 的 物理 原 


定义 ”闵可夫 斯 基 空 间 Ma 是 个 实 伪 西 ( 即 伪 正 交 ) 空间 , 其 内 积 形式 的 符号 差 为 
(3,1). 


e =e3 =e} = 1, ei 三 一 | (3.82) 
ejek —0, X] jzk. 
由 分 解 
(sa 


uu” =a} + r223 + z323 — razi 对 所 有 u,u* € Mal (3.84) 


对 称 群 ”属于 Ma 的 群 O(3, 1; Ma) 被 称 为 洛 伦 兹 群 ， 按 定义 , 一 个 线性 算 子 4 : 
Ma 一 Ma 属于 洛 伦 兹 群 , 当 且 仅 当 它 保持 洛 伦 兹 内 积 , 即 


(Au)(Au) = uv 对 所 有 u,v E Ma 


按 定义 , BE SO(3, 1; Ma) 由 所 有 满足 det A = 1 的 所 有 变换 A c O(3, 1; Ma) 组 成 . 


sgn(Au)e, = sgn ues, 对 所 有 ue Ma 


的 A € SO(3,1; Ms) 组 成 . 这 个 定义 与 伪 法 正 交 基 el, €2,€3,€4 的 选取 无 关 . 

像 我 们 将 会 看 到 的 , SO(3, 1; Ma) 中 的 元 素 保持 定向 不 变 , 而 SO* (3,1, Ma) 中 
元 还 另外 保持 了 时 间 的 方向 . 
庞 加 莱 群 P(M4) ”这 个 在 量子 场 论 中 最 重要 的 群 按 定 义 由 所 有 Ma 到 M. 的 变换 


u' = Au+a, uc€Mij 


1) 在 文献 中 , 对 应 于 一 uv 的 内 积 也 被 使 用 ,我们 在 此 所 采用 的 约定 的 好 处 是 将 欧 几 里 得 
标准 度量 以 特殊 情形 给 出 . 

另 一 方面 , 其 他 约定 的 好 处 在 于 给 出 一 个 运动 粒子 的 四 维 世界 时 间 的 伪 黎 曼 弧 长 的 直接 物 
理解 释 , 即 与 粒子 的 固有 时 间 成 比例 . 
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的 集合 组 成 , 其 中 的 A € O(3,1; Mj, ae Ma. 
向 量 的 分 类 Rue Ma 为 一 已 知 向 量 . 
(i) WR u? > 0, Ku 为 类 空 的 . 
(ii) 如 果 u? <0, Ku 为 类 时 的 . 
(iii) WR u? = 0, Ku 为 类 光 的 . 
Me  Ru-u(c)oixoxos Ma 上 的 一 条 曲线 , 我 们 定义 相对 于 曲线 参 
Ko 的 弧 长 s UAF 
ds | vw(cy, HA w'(o)? D0, 
do - iV/—w(c)?, 其 中 以 (o)? <0. 
对 此 我 们 可 更 简短 地 写成 
ds? = u'(a)?do?. (3.85) 


情形 1: WR HA u= ulo) 对 所 有 o 为 类 空 的 , 则 我 们 可 以 引进 弧 长 
s= ja v u'(c)?de 


作为 此 曲线 上 一 个 新 参数 
情形 2: 如 果 曲 线 — ulo) 是 类 时 的 , 即 w(o) 对 所 有 o 是 类 时 的 , 于 是 我 们 可 以 
用 所 谓 的 图 有 时 


T= l r y —u'(c)?dc (3.86) 


ol 


作为 此 曲线 的 一 个 新 参数 . 这 里 的 。 代表 在 真空 中 的 光速 ?. 
定向 ”我 们 以 挑 出 一 个 固定 的 伪 法 正 交 基 61,62, 63, e4 来 对 闵可夫 斯 基 空 间 定向 


并 定义 体积 形式 
u := da! ^ dz? ^ dz? ^ da^. (3.87) 


在 这 里 , da? : X 一 R 为 线性 映射 , 满足 da? (ex) = 054, j,k = 1,2,3,4. WẸ bi, b2, 
bs, ba 为 Ma 的 任意 一 组 基 , 我 们 定义 数 


Q :一 sgnu(bı, b2, b3, ba) 
为 该 基 的 定向 . 这 个 数 或 者 a = 1, 这 时 我 称 其 为 一 个 正定 向 , 或 者 a = 一 1, 这 时 
称 其 为 一 个 负 定 向 . 
定理 (i) 对 任意 一 个 伪 法 正 交 基 ei,… ,e4 有 


n=a'dr i ^ dz? ^ dz? ^ dz". 


1) 在 狭义 相对 论 中 , 类 时 曲线 代表 以 高 于 光速 运动 的 粒子 的 运动 . 于 是 固有 时 7 则 可 以 充 
作 一 个 时 钟 的 时 间 , 该 时 钟 处 于 与 粒子 同一 个 标 架 中 . 
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常数 a' 被 确定 为 a' = 1( 分 别 地 , o = 1), 如 果 该 基 为 正 (分 别 地 , 负 ) 定向 . 

(iii) 一 个 洛 伦 效 变换 4 为 保定 向 的 ， 当 且 仅 当 det A = 1, 换 句 话说 , A € 
SO(3,1; Ma). 
Ma 上 的 多 重 线性 代数 ”闵可夫 斯 基 空 间 Ma 是 个 线性 空间 . 由 于 这 个 理由 , 所 有 
多 重 线性 代数 的 概念 可 以 应 用 于 它 . 其 中 的 一 些 是 

(i) 张 量 代数 ， 

(ii) 外 代数 (格拉 斯 曼 代数 )， 

(ui) 内 代数 (克利 福 德 代数 )， 

(iv) 嘉 当 微 分 学 和 

(v) & SET. *( 对 偶 算 子 ). 
在 下 面 我 们 将 借助 于 一 组 伪 法 正 交 基 定 义 一 系列 的 算 子 . 这 些 公式 是 一 般 的 张 量 计 
算 公式 的 特殊 情形 , 可 以 在 [212] 中 找到 . 特别 地 , 这 个 计算 表明 所 有 算 子 d, ô, Div 
都 有 一 种 不 变性 的 意义 并 且 不 依赖 于 被 用 来 定义 它们 的 伪 法 正 交 基 的 迭 取 . 另外 ， 
x 算 子 也 具有 一 种 不 变性 , 但 要 假定 我 们 只 在 它 的 定义 中 使 用 正定 向 的 伪 法 正 交 基 . 
基 的 定向 变化 将 使 * 变 成 (一 1)*. 
Ma 的 张 量 代数 。” 对 任意 两 个 向 量 u,v € Ma, 可 定义 张 量 积 


uGv 


(B® 2.4.3.1). 
Ma 的 外 代数 “对 两 个 向 量 u,v € Ma, 定义 外 积 u^v—u&gv—vQGu. 有 


这 个 乘积 对 应 于 在 三 维 空间 中 的 通常 向 量 积 . 但 是 u^ v 不 再 属于 Ma, 而 是 属于 

在 对 偶 空间 Mz 上 的 一 个 反 称 双 线性 形 的 向 量 空间 . 

对 偶 ER * 算 子 作用 于 外 积 空间 . 如 果 e1, ez, es ea 为 Ma 的 伪 法 正 交 基 , 则 有 
*(€1 \€2)=e4N\es, *(e2^es)— ea ^ei, +*(e3\e1)=e€4 A ex, 


*(e1 Aes) =e2Ae3, s*(e2^e4)— es ^ei, *(e3 ^ e4) =e Ae. 


* 算 子 在 u ^v 上 一 般 的 作用 可 由 线性 性 从 这 些 公式 确定 . 有 


**(u^v)—-v^u 对 所 有 u,v € Ma. 


例 1: x(e1 A (aei + be2)) = «(bei ^ e3) = b * (e1 A e2) 一 b(e4 ^ ea). 
Ma 的 内 代数 (克利 福 德 代数 ) ”对 所 有 u,v € Ma, 有 


uVv-c-vVu-2uv. 
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Ma 上 的 微分 形式 Wt eneneses 为 一 组 伪 法 正 交 基 ， 其 相应 的 对 偶 基 为 
da’,--- ,dz4 它们 由 关系 式 


dzi (ex) = ój, j,k =1,2,3,4 


给 出 . 由 此 我 们 得 出 p 形式 , p = 1, 2,3, 4. 
例 2: 1 形式 具有 形式 为 


w = aidz! + asdz? + aadz3 十 a4dz^, 
具有 实 值 函数 aj: Ma 一 R. 乘积 dz? 人 dx* 的 线性 组 合 产生 2 形式 , 等 等 .体积 


形式 
u = dx! ^ da? ^ da? ^ dz* 


是 4 形式 的 一 个 例子 
外 导数 d 对 于 p 形式 w, 其 外 导数 


以 一 种 不 变 方式 定义 (参看 1.5.10.5). 
f| 3: 对 一 个 函数 a: Ma > R, 有 


da = 01adz! +--+ ðsadzź, 
其 中 8; 20/8z;. 由 此 得 到 
d(adz!) = da ^ dz! = d:adz” ^ da! + O3adz? ^ dx! + O4adx^ ^ dz. 


对 于 体积 形式 u, 我 们 得 到 du = 0. 
Ba 6 算 子 ”对 一 任意 p 形式 , 令 


ôw := —(—1)( PP xd xw. (3.88) 


线性 * 算 子 由 下 面 的 关系 式 定义 : 

(i) 0 形式 的 对 侦 : «1 = dz! ^ dz? ^ dz? ^ dat. 

(ii) 工 形 式 的 对 偶 D : xdr! = dz? ^ da? ^ dz4. 

(iii) 2 形式 的 对 偶 : «(dal Ada?) = da? Adat, «(da? Ada?) = dz! Adat, (dz? A 
dz!) = dz? ^ dz4. 

要 完全 确定 这 个 算 子 缺失 的 那些 表达 式 可 由 对 偶 公式 


kg) 一 —(—1)4-P Py 


1) 我 们 由 循环 置换 得 到 xdr. 
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得 到 , 而 此 公式 对 任意 w 均 成 立 . 
例 4: *(dz? ^ dz*) = * * (dz! ^ dz?) = dz? Adz’, 


*(dz? ^ dz? ^ dz^) = * « dz! = dz! , 


«pu = *(dz! ^ dz? A dz? ^dz^) = * * 1 = —1. 


* 算 子 对 任意 形式 的 应 用 可 以 由 算 子 的 线性 性 结合 上 面 给 出 的 作用 得 到 . 
例 5: *(adz! + bdz?) = a dz! -- b dz? = adz? ^ da? ^ dx* + bdz? ^ dz* ^ da}. 
发 散 量 算 子 X F =T ej Qer $ 


Div := 0;T?*ex, 


在 这 里 对 既 出 现在 上 面 也 出 现在 下 面 的 指标 从 1 到 4 求 和 ( 爱 因 斯 坦 约定 ). 
BF Alt(B) 对 于 向 量 B = B'e, + Be. + B?es, 我 们 定义 


Alt(B) :— B' (e2 ^ ea) + B?(e3 和 Ael) 十 B3(el ^ ea). 


3.9.5 “对 狭义 相对 论 的 应 用 
爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 (1905) 


在 任意 两 个 具有 完全 相同 的 初始 条 件 和 边界 条 件 的 惯 (3.89) 


性 条 中 , 所 有 的 物理 过 程 被 认定 具有 完全 相同 的 性 态 . 


AREAL 是 一 个 具有 一 个 法 正 交 基 i, j,k 的 笛 卡 儿 坐 标 系 (x,y,z), 使 得 关于 
时 间 t 一 个 没有 外 力 的 物体 处 于 静止 状态 或 者 以 均 速 沿 直 线 运 动 . 
例 1: 在 每 个 惯性 系 中 的 真空 中 , 光速 是 常 值 , 记 为 常数 c. 

爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 取代 了 伽利略 的 相对 性 原理 , 根据 它 ，(3.89) 对 于 力学 
的 物理 过 程 成 立 . 
例 2: 设 允 和 允 为 两 个 惯性 系 , 它们 具有 相互 平行 的 轴 , 在 其 上 一 个 X 中 的 观察 
者 观察 到 ^ 的 原点 的 运动 , 其 方程 为 


T= 
(图 3.95). 根据 伽利略 的 原理 , 有 变换 公式 
g=2-vt, y =y, z=2, t=t, (3.90) 


它 是 在 2 的 坐标 z,y, z CRI X 中 坐标 ay zt 之 间 的 变换 (BU ATT AY oo A] ai c 
换 ). FED 中 的 光线 


zx 
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图 3.95 参照 标 架 
在 X 中 有 方程 


g' =(c—v)t'. 


这 表明 若 在 XD 中 光速 为 c, WEE D 中 的 速度 为 c- v, 这 表明 例 1 中 的 论述 不 成 
XL. 这 就 是 为 什么 爱 因 斯 坦 把 伽利略 变换 换 作 特殊 洛 伦 效 变 搁 


PEE ii y —y,; zz, d ee (3.91) 
yA- vie Jl =e f 
由 zx = ct 从 而 得 到 2’ = ct’, BIB] 1 中 的 论述 现在 实际 有 效 . 
车 相对 于 光速 c, v 非常 小 , 则 洛 伦 兹 变换 (3.91) 近似 于 伽利略 变换 (3.90). 更 
精确 地 , 当 c— oo 时 (3.91) 的 极限 是 (3.90). 更 加 一 般 地 , 有 


[24 c oo 时 相对 论 的 极限 是 经 典 物理 . | 


例 3: ERER X 不 平行 于 X, 则 应 用 一 个 旋转 D 可 将 2 带 到 使 其 轴 平 行 于 XE 
的 轴 的 位 置 . 在 此 之 后 , 我 们 可 应 用 洛 伦 兹 变换 (3.91), 然后 以 逆 于 原 旋转 D 的 逆 
旋转 D. 

特殊 洛 伦 兹 变换 (3.91) 可 以 用 双 曲 函数 特别 简洁 的 描述 为 形式 


x’ =acosha—ctsinha, y=y’, z=2', ct = ctcosho — zsinh a. 


其 中 的 a 定义 为 


v v 
tanha = -, BB a:=arctanh-, H |u| <c. 
c c 


用 我 们 今天 的 观点 看 , 爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 (3.89) 比 伽利略 的 相对 性 原理 更 为 自 
然 , 后 者 适用 于 一 个 特殊 的 物理 学 科 一 一 力学 . 事实 上 , 爱 因 斯 坦 原理 是 对 经 典 的 
时 空 思 想 的 一 个 全 面 修订 ， 不 再 存在 像 是 绝对 世界 时 这 样 的 东西 ,而 正好 相反 , 每 
个 惯性 系 都 有 它们 自己 的 时 间 概念 . 另外 , 只 有 速度 v, |v| < c 是 被 允许 的 . 爱 因 斯 
坦 相关 于 此 假定 了 要 强 得 多 的 论述 : 


[在 一 个 给 定 的 惯性 系 中 ， 任意 一 个 物理 作用 最 多 以 速度 c 传递 . 
洛 伦 兹 变换 ”考虑 变换 


3.9 现代 物理 的 几何 855 


T z To 
all 
P Jew] "e| 7 (3.92) 
z z Zo 
ct’ ct cto 
并 令 
B 0 0 —8v/c di di diz 0 
0 1 0 d 
Z, = 0 Ox d21 do» ds 0 
0 0 1 0 dai  da2 das 0 
-boje 0 0 B 0 0 0 1 
$1 0 0 1 
0 0 0 
F = E 
0 0 s O0 
0 0 0 š 


其 中 8 := 1//1—v2/8,s; = +1 对 所 有 j 成 立 . 另外 , 2 是 一 个 旋转 , 即 我 们 有 
IP =PIO=EMdtP = 1. BH SY 对 ss — 1 描述 恒 同 映射 或 是 空间 中 的 
一 个 反射 . 当 s4 = —1 时 , 我 们 得 到 对 时 间 的 反射 . 

定义 ” 洛 伦 兹 群 O(3,1) 由 形 如 


的 所 有 和 矩阵 of 组 成 . 


由 此 得 到 det of = det. = +1. 又 群 SO(3, 1) (4) HHA, SO+ (3,1)) 由 所 有 满 
Æ det Y = 1 的 矩阵 of € O(3,1)( 分 别 地 Y = E) 组 成 . 如 果 oo 是 个 洛 伦 效 变 
换 , BN of € O(3, 1), W (3.92) BARE Rae RRR. 所 有 这 些 庞 加 莱 映 射 的 集合 按 定 
EMT do RB. 另外 , 对 于 of € SO* (3,1) 的 洛 伦 兹 变换 被 称 为 正常 的 , 即 不 
允许 有 空间 和 时 间 的 反射 , 对 于 基本 粒子 理论 我 们 需要 整个 庞 加 莱 群 2 . 
几何 解释 ”我 们 考虑 闵可夫 斯 基 空 间 . 一 个 伪 法 正 交 基 e1, e2, ea, es RA ME? 


U = z1€1 + T2€2 + 7363 十 Z4e4. (3.93) 
对 应 于 笛 卡 儿 坐标 
t=% y-—Z2, z=23 和 x4 =ct. 


我 们 还 有 el = i, e2 = j, e3 =k. 由 此 得 到 


1) 庞 加 莱 群 多 是 个 10 维 实 李 群 . 在 多 的 李 代数 中 可 以 找到 10 个 基本 算 子 , 它 在 量子 
场 论 中 对 应 于 能 量 守 恒 , 动量 和 角 动 量 . 
2) 代替 zj 我 们 在 此 也 写作 rl. 
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4 一 2+ctea 其 中 gæ=ri+yj+zk. 
定理 MKEK (3.92) WH 多 同 构 于 Ma 上 庞 加 莱 变 换 
的 群 P(Ma). 这 个 同 构 由 
U —zr,ei--25€2-- r3e3 + 14,64, @ 一 Z0el 十 yoez 十 z0e3s 十 ctoea 


并 利用 公式 (3.92) 计算 zy 给 出 . 
固有 时 ”考虑 在 一 个 惯性 系统 中 以 小 于 c 的 速度 的 一 个 质点 的 运动 : 
g = F(t). 


于 是 曲线 
u = u(t) = x(t) + ctea 


属于 Ma. 我 们 有 u' (t) = x'(t) + ce, A u'(t)? = a(t)? — c. 由 (3.86), 固有 时 为 


k = | V/1-— dd (3.94) 


这 个 时 间 是 固定 在 运动 质点 上 的 时 钟 所 显示 的 . 
爱 因 斯 坦 挛 生 伴 雇 ”我们 假设 在 一 个 惯性 系 的 
原点 xz = 0 在 时 刻 to = 0 诞生 了 一 对 杰 生 的 Z 
和 Z'. 4 Z RERAN, Z 以 太空 船 旅 行 , 并 
在 时 刻 t 返回 . 于 是 Z 已 经 经 历 了 固有 时 r 而 
Z 则 经 历 了 固有 时 r = t, 这 是 因为 zx = 0. 由 
(3.94) 我 们 得 到 


T «d, 


\, 
E396 FEB 即 Z 在 他 返回 后 比 Z' 年 轻 . 旅行 时 的 速度 
la'(t)| 越 大 年 龄 的 差异 就 越 大 (图 3.96). 
电动 力学 的 麦克 斯 韦 方程 ”在 一 个 任意 的 惯性 系 中 , 我 们 考虑 下 列 的 量 : 
E, 电场 强度 向 量 ， 


B, 磁场 强度 向 量 ， 
C, 电荷 密度 ， 
J, 电流 密度 向 量 . 
这 些 量 相伴 于 Ma 上 下 列 的 几何 对 象 : 


F=ENe,—Alt(B), J=J + pe. (3.95) 
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由 此 得 到 . 
xF = —B ^ e; — Alt(E). (3.96) 
Wk 下 为 电磁 场 张 量 . 因此 麦克 斯 韦 电 动力 学 方程 变 成 了 极 简单 、 漂 亮 的 形式 
I 


第 一 个 方程 DivF = J 表达 的 事实 是 , 电荷 和 电流 是 电磁 场 张 量 的 源头 . 第 二 个 方 
F Div « F=0 反映 了 在 电场 和 群 场 之 间 的 一 种 对 偶 性 , 并 且 还 同时 反映 出 某 种 非 
对 称 性 , 它 是 由 于 没有 齐 次 项 而 产生 的 . 原因 是 在 经 典 的 电动 力学 中 没有 作为 孤立 
磁 负 荷 ( 磁 单 极 子 ) 这 样 的 东西 . 这 种 非 对称 性 使 狄 拉克 感到 困惑 . 为 了 能 从 中 解脱 
出 来 , 他 假定 了 磁 单 极 子 的 存在 性 . 在 现代 规范 场 的 各 种 理论 中 这 种 磁 单 极 子 的 存 
在 性 纯粹 地 来 自 数学 . 当代 研究 者 一 直 在 空间 中 搜索 这 些 东西 的 存在 性 . 
讨论 ”公式 化 的 (3.97) 在 闵可夫 斯 基 空 间 My 是 成 立 的 . 如 果 FA J 相对 于 Ma 
的 一 组 基 51,.… ,ba 被 表述 , 于 是 我 们 得 到 了 参照 于 基 bi, ,bs 系统 的 麦克 斯 韦 
方程 的 形式 . 电场 有 转换 为 磁场 的 可 能 性 , 反之 亦 然 站 . 

对 每 个 伪 法 正 交 基 , F 和 J 具有 相同 的 结构 .由 此 , 麦克 斯 韦 方 程 在 任何 一 个 
惯性 系 中 具有 相同 形式 . 显 式 地 , 有 


divE = o, divB = 0, 


(3.98) 
rotB=E,+J, rot E = —Bi. 


这 是 借助 于 特殊 洛 伦 效 变换 (3.91) 从 一 个 惯性 系 D 到 另 一 个 惯性 系 D WEB, 在 
其 中 电磁 场 和 电荷 及 电流 必须 作 如 下 变换 : 


o = B(o — vJ), J'=B(J-vo), Q=Q, 
E'—-Ó(E.-vx B.) B’ =6(B.+E. xv). 


在 此 , v := vi, E = Eii + Ej + Esk, WR E. = B! (Eii + Eoj + Esk), 其 中 
B = V1- v2. 这 些 量 均 被 写成 无 量 纲 的 量 . 

1) 一 个 静电 荷 只 能 生成 一 个 电场 . 但 是 , 一 个 运动 中 的 观察 者 看 到 的 是 一 个 运动 的 电荷 , 它 
对 应 了 一 个 产生 磁场 的 电场 . 

在 1900 年 左右 , 运动 的 介质 电动 力学 是 物理 学 中 一 个 重要 的 未 解决 问题 . 不 清楚 该 如 何 
描述 在 参照 坐标 变化 下 电磁 场 的 转变 . 爱 因 斯 坦 在 1906 年 认识 到 只 需 将 伽利略 变换 蔡 换 为 洛 
伦 兹 变换 而 麦克 斯 韦 方程 可 以 不 变 . 

2) 这 个 分 式 化 描述 由 于 不 包含 物理 常数 非常 引 人 注 目 . 这 是 由 过 渡 到 导致 无 量 纲 量 的 国际 
MKSA 一 系统 并 用 表 1.5 的 替换 得 到 的 : 


> reZ, t>ret/c, mo>mem, Q>eQ, v-cv, 


ec 
, B= B, > 3 J, o> ———r-o0. 
4negr2 A4neor2c Arr? d4negr3c 


其 中 e 是 电子 的 电荷 , me 为 其 质量 , re 是 其 半径 , 而 so 是 在 真空 中 的 介 电 常数 . 


E= 
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麦克 斯 韦 方程 的 对 偶 对 称 性 由 于 F= 一 下, 麦克 斯 韦 方程 (3.97) 具有 一 种 对 
偶 性 , 它 是 由 (3.95) 和 (3.96) 在 p=0 M j = 0 时 以 及 由 替换 


E=-B, B—E 
产生 的 . 


在 电磁 场 中 一 个 负荷 粒子 的 运动 方程 ”一 个 处 静止 态 粒 子 具 质 量 m 和 电荷 Q 的 
运动 u = u(r) HAY 


mou" (T) = QF(u(r))u'(r). (3.99) 
给 出 . 这 对 应 于 微分 方程 
p'(t) = QE(a(t),t) + Qz'(t) x B(z(t).t), 


其 中 z = z(t) 为 在 任 一 惯性 系 中 的 轨 线 , p := mr 是 动量 向 量 , 并 且 称 量 


7720 


V1l—a'(t)?/c? 


运动 方程 (3.99) 的 第 四 个 分 量 是 在 一 个 惯性 系 中 的 : 


E'(t) = QE(z(t),t)z'(t). 


随时 间 的 变化 等 于 电力 五 = QE 施 于 运动 粒子 时 的 功率 . 如 果 该 粒子 处 于 静止 态 ， 
则 m = mo, 我 们 得 到 了 爱 因 斯 坦 的 著名 质 能 方程 的 特殊 情形 


= 2 
Eo = moc’, 


这 是 处 于 静止 态 的 相对 论 粒 子 的 能 量 . 这 个 能 量 是 在 促使 太阳 的 能 量 产生 的 聚变 过 
程 中 释放 出 来 的 . 
注 ”除了 使 用 在 (3.97) 中 用 到 的 四 维 向 量 分 析 的 语言 外 , 麦克 斯 韦 方 程 也 能 以 一 
般 张 量 分 析 的 语言 , 微分 形式 的 语言 , 以 及 主 纤维 从 的 语言 进行 阐述 . 这 在 [212] 中 
有 详细 的 讨论 . 在 那里 也 可 以 找到 对 于 速度 的 相对 论 加 法 定理 , 还 有 长 度 的 相对 论 
收缩 和 时 间 的 相对 论 脱 胀 . 

1) 如 果 b1, b2,b3,b4 是 Ma 的 一 组 基 , WE 

F = Fb ^b, u=2Ib;, Fu= (Fikz)b;, 

其 中 zk = Jkr”, ger = bgbr. 在 这 里 我 们 对 出 现在 上 和 下 的 同一 指标 按 1 到 4 求 和 ( 爱 因 斯 
WA). Fu 的 定义 与 基 选 取 无 关 . 


这 表明 了 能 量 
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| 电磁 场 的 麦克 斯 韦 方程 已 经 显著 推动 了 物理 和 数学 的 发 展 . | 


特别 地 , 我 们 可 以 在 U(1) 规范 场 理论 的 背景 下 对 麦克 斯 书 方程 阅 述 ， 如 果 我 
们 把 阿 贝尔 群 UV(1) 替换 成 其 他 李 群 (例如 U(2) 或 U(3)), 则 我 们 便 得 了 非 阿 贝尔 
的 规范 场 论 , 它 已 被 用 到 了 基本 粒子 理论 中 的 标准 模型 中 (参看 [212]). 


3.9.6 ” 旋 量 几 何 和 费 米子 


相对 论 的 电子 与 闵可夫 斯 基 空 间 Ma 的 克利 福 德 代数 紧密 相关 . 电子 的 自 旋 是 
由 三 维 空间 中 旋转 群 SO(3) 的 万 有 覆 登 群 Spin(3) 给 出 的 对 称 性 ; 而 Spin(3) 则 同 
构 于 特殊 酉 群 SU(2). 当 人 们 试图 把 复数 的 (一 个 实 二 维 空间 ) 结构 推广 到 高 维 时 ， 
自然 地 导向 了 克利 福 德 代数 .哈密 顿 (William Hamilton, 1805—1865) 在 1843 年 
第 一 个 发 现 了 四 元 数 的 四 维 空间 , 这 是 他 在 寻找 复数 的 三 维 类 比 的 努力 失败 后 得 到 
BD. 欧 几 里 得 空间 的 克利 福 德 代 数 是 由 克利 福 德 (William Clifford, 1845—1897) 
引进 的 , 这 出 现在 他 逝世 的 前 一 年 . 这 些 代数 具有 维 数 2" n = 1,2,3,…. 
记号 ”符号 SL(z,C) 代表 所 有 满足 det 4 = 1 的 复 (2x 2) 矩阵 A 的 群 . SU(2,C) 
中 的 酉 矩阵 按 定 义 构成 了 群 SU(2). 5h U) 代表 所 有 满足 |z| = 1 的 复数 的 
(乘法 ) 群 . 群 SO(n) 定义 了 所 有 (nx n) 的 满足 det A = 1 的 实 正 交 和 矩阵 的 群 . 特 
别 地 , SO(2) 由 SU(2) 中 的 实 和 矩阵 组 成 . 


3.9.6.1 闵可夫 斯 基 空 间 的 克利 福 德 代数 
设 多 (Ma) 为 闵可夫 斯 基 空 间 Ma 的 克利 福 德 代数 ( 见 2.4.3.4). 于 是 Ma C 
名 (Ma). 对 所 有 u,v € Ma, 我 们 有 


UVV+VV u= 2uv. 
如 果 我 们 选取 一 组 伪 法 正 交 基 e1,- ,ea, 则 有 


ej Ver + ek V €j = 2ejek， (3.100) 


BN e1 V e1 = e2 V e2 =e3Ve3 = 1, 而 e4 V e4 = —1, 同样 有 
ej Vek = —ek Vej, j—1,2,3,4. 
我 们 有 dim 多 (Ma) = 16. @(Ma) 的 一 组 基 可 取 为 下 面 的 16 个 元 素 : 


1) 按照 哈密 顿 自己 的 说 法 ,是 由 于 早餐 时 他 的 两 个 儿子 问 的 问题 导致 了 四 元 数 的 发 现 , 这 
个 问题 是 : 你 能 对 三 元 数组 (a,b,c) 作 乘 积 吗 ? 在 长 时 间 思 考 后 他 不 能 做 到 ， 但 他 却 发 现 一 种 
方法 去 作 四 元 数组 (a, b, c, d) 的 乘积 , 即 四 元 数 的 积 ( 见 3.9.6.3) 

三 元 数组 没有 乘法 的 直观 理由 是 由 于 经 典 的 向 量 积 不 是 可 结合 的 . 向 量 的 概念 也 是 由 哈密 
WIZE 1845 年 引进 的 . 

数学 史上 多 次 出 现 简 单 的 提问 导致 了 后 来 产生 了 描述 自然 的 非常 富 于 成 果 的 数学 结果 . 
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(i) 1, €1, €2, €3, €4: 

(ii) e1 V e2, €1 V e3,€1 V e4, €2 V €3, €2 V €4,€3 V €43 

(iil) e1 V e2 V es, e1 V e2 V €e4,€1 V €3 V €4,€2 V €3 V €4; 

(iv) e1 V e2 V e3 V e. 
所 有 其 他 的 乘积 均 可 借助 (3.100) 用 上 面 这 些 表述 . 
泡 利 矩阵 和 李 代数 su(2) ”由 定义 , 代数 su(2) 由 满足 4* = -4 和 tr4=0 的 
复 2 x 2 JERAR. 称 矩 阵 


Q I 0 -i 1 0 1 0 
i i= j g25:— 3 03 :二 3 O4 :一 
;| n , ip ^) (; j 


ARANE; ioi, 102,103 构成 实 线性 空间 su(2) 的 基 , 令 
[A.B]:- AB - BA 


则 将 其 做 成 了 一 个 李 代数 . 
泡 利 - 狄 拉 克 矩 阵 ”这 是 些 复 4 x 4 BE, 定义 为 


. 0 0a 0 o, 12.3 
Va =j 5 s E Q = 1,242.09. 
Da 0 Ts o4 0 


另外 , TS 7° := ?aa = 1,2,3 EUR 74 := —y4. & Mat(4,4) WRA 4x A 


和 矩阵 的 集合 我 们 有 
ja34 Gao) 


我 们 立刻 看 出 (3.100) 5 (3.101) 相 类 似 . 
定理 ”相对 于 矩阵 的 乘法 , Mat(4, 4) 是 一 个 克利 福 德 代数 . 利用 相伴 关系 


ej Ta 
我 们 得 到 了 闵可夫 斯 基 空 间 的 克利 福 德 代数 (Ma) 和 克利 福 德 代 数 Mat(4, 4) 间 
的 同 构 . 
例 : 在 此 同 构 下 , e; V ex 映 到 yiye, 等 等 . 
3.9.6.2” 狄 拉克 方程 及 相对 论 的 电子 
在 本 节 我 们 采用 爱 因 斯 坦 的 求 和 约定 , 依 此 同时 出 现在 上 和 下 的 同一 指标 被 求 
Al. 拉丁 指标 从 1 到 4, 希腊 指标 从 1 到 3. 


1) SU(n) 表示 det B = 1 的 复 nx m HERRER, 则 su(2) 是 SU(2) 的 李 代数 
(参看 [212]). 
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狄 拉克 方程 ” 狄 拉克 在 1928 年 对 自由 电子 推导 出 的 方程 是 


av V+ gn, (3.102) 
REWETI V = (01, p2, ixi, 102)" 被 称 作 这 个 电子 的 波 函 数 . 我 们 简写 
其 为 v = (y, ix)". 这 个 狄 拉 克 方 程 (3.102) 是 关于 具 坐标 r = (2',2?, 2°, 2%), 
z^ = ct 的 惯性 系 写 出 来 的 (参看 3.9.5). 函数 V — V(r) 依赖 于 时 空 点 c. X, 我 
们 令 
OV := y" ôk, 


其 中 8, := 0/0x*. 另外 , c 为 在 真空 中 的 光速 , mo 是 电子 静止 质量 . 所 是 普 朗 克 作 
FRET Ah = h/2n. 狄 拉克 方程 (3.102) 对 应 于 方程 组 ? 


Oaa 一 04D40 4 x =0, 


ey (3.103) 
OaOaX 十 a404X 十 x - 0. 


在 变换 下 的 性 态 ”以 一 个 正常 洛 伦 效 变换 从 一 个 惯性 系 过 滤 到 另 一 个 惯性 系 时 , 有 


gv’ = L(A 
yi =Aty, xy =A lx AESL(2,C)— 


它 把 狄 拉克 方程 变换 为 相应 的 对 V 的 方程 对 每 个 矩阵 A € SL(2,C), 存在 一 个 
洛 伦 兹 变换 r = L(A)z 对 于 它 , 其 中 的 r 由 方程 


ojx’ = A^! (ajz)) (A7). 


导出 . 我 们 称 gp 和 X 分 别 为 旋 量 和 双 旋 量 . 
定理 (i) 相伴 关系 Av L(A) 给 出 了 由 群 SZ(2,C) 到 正常 洛 伦 兹 群 SO1 (3.1) 
WEAS, 其 核 为 N = {E, 一 EE}. 

(ii) 存在 同 构 


|SL(2, C)/N ~ SO* (3,1). 


(iii) 如 果 SL(2,C) 中 矩阵 A 还 另外 是 酉 矩阵 , 则 洛 伦 兹 变换 z' = L(A)z 对 
应 于 一 个 空间 旋转 . 按 此 方式 , 相伴 关系 A L(A) 产生 一 个 从 群 SU(2) 到 三 维 
空间 的 旋转 群 SO(3) 的 同 态 . 

1) 在 文献 中 可 以 发 现 狄 拉克 方程 的 许多 不 同 公式 化 阐述 . 例如 对 狄 拉 克 矩 阵 v; 的 不 同 定 
义 ,以 及 闵可夫 斯 基 空间 Ma 的 内 积 常常 是 -ejer 而 不 是 ejek. 但 是 所 有 这 些 六 述 可 以 容易 
地 从 一 个 转换 成 另 一 个 并 产生 恒 同 的 物理 (理应 如 此 !). 
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(iv) 存在 同 构 ? 
SU(2)/N = SO(3). 

空间 反射 P 
g* Lg ; eH 12:3 z^ =c', 
pP =x x =-9 

时 间 的 反射 T 
i? =2*%, a=1,2,3, a^ — —a, 
pP =X% x =» 

负荷 对 偶 C 


" 


17’ =x, j=1,2,3,4, 

py — —02X, X = 02%. 
狄 拉 克 方 程 在 上 述 三 个 变换 中 每 一 个 都 不 变 . 对 涉及 基本 粒子 的 一 般 过 程 , 存 
在 一 个 在 复合 变换 PCT 下 的 不 变量 .下面 的 这 个 直观 的 原理 便 隐藏 在 此 不 变量 
之 后 . 


如 果 基 本 粒子 的 某 个 过 程 多 在 自然 界 是 可 能 的 , 则 也 就 可 能 
有 另外 一 个 过 程 P, 它 是 由 多 通过 空间 反射 , 时 间 反 射 和 
从 粒子 转移 到 它 的 反 粒子 , 而 所 有 这 一 切 都 在 同一 时 刻 发 生 . 


电子 自 旋 WV 
DW = (x x p)V + 2sy 


称 为 总 角 动量 算 子 . 所 涉及 的 表达 式 的 定义 为 
p:— E uh and s:= ( wis O ) €a; 
i 0 


其 中 a 被 从 1 到 3 求 和 . 如 果 我 们 把 狄 拉克 方程 (3.102) 写 为 形式 ihdsv = HY, 


我 们 便 得 到 了 

ao 
这 里 的 DD 代表 了 一 个 守恒 量 , 它 是 一 个 对 没有 自 旋 算 子 s 的 表达 式 x x P 不成立 
的 性 质 . 对 于 s 的 es 分 量 , 我 们 有 


人 


1) 群 SL(2, C)( 分 别 地 , SU(2)) 是 SO+(3,1)( 分 别 地 ，SO(3)) LG ESSERE E rm 
参看 [212]. 
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其 中 w,:—2-2(,0,1,0)7, 9. —2-3(0,1,0,1)7. 函数 Vs 代表 电子 具有 es 轴 
方向 大 小 为 +h/2 的 一 个 自 旋 ( 自 角 动 量 ) 状态 . 
对 总 动量 守恒 的 自然 要 求 (3.104) 因此 强 使 电子 自 旋 存在 . 


手 征 性 ”我们 以 表达 式 


定义 手 征 算 子 , 其 中 ys := iyn. RATA 73 = 1 0 
PoP 


满足 PU = VU 的 状态 © 被 赋予 一 个 等 于 1 的 手 征 , 而 对 满足 (I— P)w = V 的 状 
d, 则 赋 以 手 征 —1. 更 明确 地 , 我 们 有 


它 确切 地 是 7, 的 具有 确定 手 征 的 特征 向 量 的 集合 . 由 y, V — ov, PE (o = 1) 
被 确定 . 

例 : V := (yp,0) RAFE +, 而 V := (0,iz) 具 手 征 —1. 在 空间 反射 p 一 ez 
z' 的 情形 , 我 们 有 


即 手 征 变 号 . 
1956 年 李 政道 和 杨振宁 引入 假定 ， 称 中 微 子 自然 地 以 手 征 —1 出 现 ， 这 意味 
着 当 一 个 过 程 涉及 中 微 子 时 , 不 会 出 现 空间 的 反射 . 其 结果 被 称 为 弱 相 互 作用 ( 力 ) 


的 8 衰变 的 观测 中 得 出 的 . 同年 李 和 杨 因 宇 称 不 守恒 理论 而 获 诺 贝尔 物理 奖 . 
费 米子 、 玻 色 子 和 基本 粒子 的 标准 模型 ”所 有 具有 一 个 半 整 自 旋 

kh/2, k-1,3,5,- 
的 粒子 被 称 为 费 米 子 ; 而 其 自 旋 为 整 的 

mh, m=0,1,---, 


被 称 作 玻 色 子 . 目前 形式 的 标准 理论 用 作 基 本 粒子 的 是 


6 个 夸克 和 6 MET (诸如 电子 和 中 微 子 ) 
以 及 它们 的 反 粒子 了 . 所 有 这 些 粒子 都 是 费 米子 并 由 作为 狄 拉克 方程 的 同一 类 型 的 
方程 描述 . 根据 局 部 规范 不 变性 的 原理 ,这 些 狄 拉克 方程 必定 与 对 应 于 规范 玻 色 子 
OQ) 第 六 个 夸克 (MASA) 经 长 期 寻找 后 ， 终于 在 1994 年 在 费 米 实验 室 以 实验 验证 其 
存在 . 
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的 另外 的 场 相 结合 . 其 中 这 些 玻 色 子 描述 了 (或 者 传递 了 ) 这 12 个 基本 费 米 子 之 间 
的 作用 (参看 [212]). 例如 , 电磁 的 相互 作用 由 光子 所 传递 (K 3.11). 


表 3.11 四 个 基本 力 的 胶 子 


自然 界 中 出 现 的 相互 作用 规范 玻 色 子 旋 量 
电磁 力 光子 h 
38 ( 核 力 ) 8 个 胶 子 h 
35 (放射 衰变 ) Wt,2 h 
引力 AIT 2h 


反 粒 子 的 存在 性 只 是 在 量子 场 论 的 背景 下 狄 拉克 方程 的 第 二 量子 化 后 才 需 要 . 
超 对 称 性 (SUSY) ”一 般 都 同意 , 宇宙 的 实际 模型 应 包含 这 样 的 概念 — ER 
炸 后 初期 的 物理 是 超 对 称 的 , 即 对 每 个 玻 色 子 有 一 个 相伴 的 粒子 , 而 它 是 一 个 费 米 
F. 例如 , 对 应 于 引力 子 的 费 米子 是 具有 旋 量 3/2 的 引力 微 子 . 

仍然 希望 下 一 代 的 加 速 器 将 能 够 证 实 超 对 称 粒子 的 存在 性 , 它们 至 今 还 没有 被 
观察 到 ; 一 个 加 速 器 的 能 量 越 大 , 就 能 更 好 地 模拟 大 爆炸 后 的 条 件 . 


3.9.6.3 ”项 尔 伯 特 空间 的 克利 福 德 代数 和 旋 量 群 


W X 为 一 实 希 尔 伯 特 空间 , 具有 dim X =n. 于 是 X 的 克利 福 德 代数 (参看 
2.4.3.4) €(X) 是 X 的 一 个 子 集 €(X) C X, 并 且 


对 所 有 uve X, 


uVv+vVu = —2(u,v)x, 


其 中 (wu,v)x 代表 X 上 的 内 积 . 
选取 X 的 一 组 法 正 交 基 el,… en. 于 是 有 


ej; V ex T ek V ej = —2ójk, jk-l.---.n, 


Hl e; Vex = —ex Ve; 5 j £ k, m 


这 个 关系 推广 了 对 虚 单 位 的 方程 这 = 一 1. 我 们 令 eo := 1 以 及 
ea := Ea; V eag V+ V Cay 


X1 <&a <---< ap Sn, a= (a, an) K lal 2010 0. 

基本 定理 ”我 们 有 dim¢(r) = 2”. E(x) 的 一 组 基 可 由 eo 及 ea 的 集合 组 成 . 

例 1: 设 dimX=1 则 elvel = —1. 因此 这 种 情形 中 可 以 在 其 克利 福 德 代数 (X) 
可 对 元 a + bes 进行 正 像 对 复数 那样 的 计算 , 即 存 在 同 构 


E(X) & «(R) XC, 
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即 克 利 福 德 代数 ER) 与 域 C 之 间 的 同 构 . 
希 尔 伯 特 空间 CX) RIRA 多 (X) 一 个 唯一 确定 的 内 积 (.,. )e(x)， 使 得 对 
FER eo, es,… 是 法 正 交 的 , MA (ep,ey) = 04847, WA 8 — y FERT 
(es, €y)e(x) = 1. 


4| 2: 对 于 ER) 有 
(a+ bei, c + dei) ¢ x) = ac + bd. 


克利 福 德 范 数 ”对 任意 uc G(X), 定义 


|u| := sup llu V wl|ecx)- 


在 这 里 的 上 确 界 取 自 所 有 满足 wle) <1 的 We G(X). 


5| 3: 对 于 ER), 有 
|a + be;| = Va? + b?. 


这 个 公式 对 应 于 复数 a+ bi MAX lat bil, 而 这 个 复数 由 上 面 的 例 1 中 那样 , 对 
应 于 a + ber. 
HMAT ”赋值 如 下 : 


y(eo):=e0, Ylei) := —ej j=1,..,n, 


我 们 得 到 一 个 克利 福 德 代数 的 自 同 构 o: (X) 一 v (X), 即 映 射 y 保持 了 线性 组 
EA V RE. 我 们 也 将 plu) WE a. 
例 4: Xt jk=1,---.n, 有 


Ej = —ej, €; V €k = 6; V Ee = ej V ek. 
J| 5: 对 于 € (R) 我 们 特别 得 到 
(a + bei) =a — bei. 


RHY T BIRR a + bi — a 一 bi 的 过 渡 . 
* 算 子 4 


* 


ep:—60, 6€j:—ej, = gm 
而 在 基 的 其 他 元 素 上 这 个 作用 由 将 乘积 的 次 序 相反 : 


(Em V Cag VV ax)” = Ca, Vi V Bag V €ay- 


最 后 再 进一步 要 求 * SET E CX) 上 为 线性 , 于 是 它 被 唯一 确定 . 
例 6: (a + be; + cei V €2) =a + bei + c(e2 ^ €1). 
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哈密 顿 四 元 数 代数 (1843) ”考虑 所 有 形式 和 
à T v, 


它 由 实数 a 和 一 个 经 典 的 (三 维 ) 向 量 v 组 成 . 我 们 以 下 面 规则 定义 在 此 集合 上 的 
加 法 
(a+v)+(b+w) :=(a+b)+(v+w) 


和 一 个 乘法 规则 
(a+v)V(b+w) :=ab+aw + bv + (v x w) — vw. 


这 里 的 v x w (分 别 地 , vw) 代表 经 典 的 向 量 积 (分 别 地 , 经 典 的 内 积 ). 
这 些 运算 满足 结合 律 和 分 配 律 . 令 


a+v:=a-v. 


特别 地 , 得 到 
(a -- v) V (a 4- v) 2 à? +v’. 
最 后 , 令 
|a 4- v| 2 V a? 十 2. 
于 是 所 有 这 些 元 素 的 集合 定义 了 一 个 非 交换 域 , 其 中 
(a+v) = Rm 


|a - v|' 


例 7: W ijik 为 一 组 法 正 交 基 , 于 是 有 


iVj=-jVi=k, iVi=-1. (3.105) 


其 他 的 乘积 则 可 以 以 循环 置换 i 一 7 一 k 一 i 得 到 . Hid 
a+v=a+ai+ ßj+yk, 
则 乘法 也 可 用 (3.105) 容易 得 到 . 例如 , 有 
(l+a)V(Gj+k)=jt+k+ivgt+ivk=jt+tk+k—j=2k. 


EE GX 是 一 个 实 希 尔 伯 特 空间 具 dim X = 2 及 法 正 交 基 i 和 j, 则 克利 福 德 
代数 EX) 同 构 于 (哈密 顿 ) 四 元 数 代数 . 此 同 构 显 式 地 由 映射 


a ad -- Bi 4- y(à V 3) 5 a - od 4- Bj+yk 


给 出 . 它 保持 绝对 值 ( 范 数 ) PRIEST TORRES GTC. 
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哈密 顿 旋转 公式 R 


e . P 
:二 cos — = 
Q os 5 t esin g» 


其 中 e? = 1. 那么 , 这 个 简洁 的 公式 


ga 


对 应 了 向 量 m 以 角 o 绕 轴 e 以 数学 正 向 的 旋转 (图 
3.97). 

我 们 的 目标 是 利用 克利 福 德 代 数 将 公式 (3.106) 推 
广 到 高 维 情形 . 


# Spin(n,X),n>2 所 有 包含 偶数 个 因子 的 图 3.97 
乘积 


a = uy V uz V -+ V Uk 


并 满足 另外 两 个 条 件 
avaw =1l1 和 la|=1 
的 集合 对 于 乘积 “V” 构 成 一 个 群 , 记 其 为 Spin(m, X). 
布 饶 尔 和 外 尔 的 定理 (1955) ”每 个 元 as Spin(n, X) 通过 表现 


D(a)u:=aVuVa*， 所 有 wu EX 
生成 一 个 西 变换 (旋转 )D(a) : X — X. 映射 
a => D(a) 


给 出 了 群 Spin(n, X) 到 群 SO(n, X) 的 同 态 , HRN = (1, 1). 从 而 它 给 出 了 一 
个 同 构 ? 
Spin(n, X)/N SO(n, X). 
对 于 X = R”, 我 们 以 Spin(n) 代替 Spin(n, X). 
例 8: 我 们 有 下 列 的 同 构 ?): 
(i) SO(2)  U(1),, R/Z = SO(2); 实数 的 加 法 群 及 是 SO(2) 87145 BB RE. 
(ii) Spin(3) & SU(2). 
(iii) Spin(4) & SU(2) x SU(2). 
(iv) Spin(n, X) & Spin(n) 对 于 dim X = n 的 所 有 实 希 尔 伯 特 空间 X 成立. 
1) 对 n > 2, Spin(n, X) 是 个 n(n — 1)/2 维 的 紧 实 李 群 .又 , 对 n > 3, Spin(n, X) 是 
SO(n, X) FT 8 SE. 
2) (i). (ii) 是 所 谓 例 外 同 构 的 例子 , 它们 存在 于 某 些 低 维 李 群 间 . 
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椭圆 狄 拉 克 算 子 ”这 个 算 子 定义 为 
D4 = x: e30jwv. 
j=l 


它 作用 在 函数 o : R 一 CX) 上 ， 取 值 于 克利 福 德 代数 vV(X). X, RNE 


义 拉 普 拉 斯 算 子 7 
A= S. 
j=l 


DVD=-—A. 
注 ”此 关系 表明 拉 普 拉 斯 算 子 可 通过 狄 拉 克 算 子 构造 . 这 是 为 什么 狄 拉 克 算 子 在 现 
代 分 析 中 起 着 极端 基础 作用 的 原因 之 一 . 在 流 形 上 的 狄 拉 克 算 子 的 指标 计算 问题 是 
导向 1960 年 阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 发 现 的 问题 之 一 . 这 是 20 世纪 中 最 深刻 的 结果 
之 一 (参看 [12]. 


3.9.7 ERA 
定义 称 一 个 侦 维 2n 的 实 线性 空间 为 歼 复 数 ， 如 果 存 在 一 个 双 射 线性 算 子 J: 
X X 使 得 


定理 ”我 们 有 


J? = -—I. 
定理 HAMA ( 实 ) 线性 空间 X, dim X = 2n, 可 以 在 令 


(a + Bi)u := au + BJu 
后 成 为 一 个 n 维 复线 性 空间 , 其 中 a, 8 ER uc X. 


3.9.8 ” 辛 几 何 
定义 ”一 个 辛 线性 空间 X 是 一 个 偶 维 2n 的 实 线性 空间 , 在 其 上 有 一 个 双 线 性 映 


Rw: X xX RETANA: 
(i) w 为 反 称 的 , 即 有 w(u, v) = —w(v,u) 对 所 有 u,v 成 立 . 
(ii) w 为 非 退 化 的 , 即 对 所 有 u A w(u,v) = 0 WA v = 0. 
基本 定理 ”一 个 任意 的 线性 辛 空间 有 一 组 基 ei, ,en, fo, fn 使 得 


w(ej, ex) — w(fj, fr) = 0, 
w(ej, fr) = iins j,k =1,---,n. 


1) BF D 和 A 在 文献 中 常常 加 上 相反 符号 定义 . 
2) 问题 的 范围 及 其 重要 的 应 用 可 在 [296] 中 找到 . 
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称 具 此 性 质 的 基 为 一 组 辛 基 


w ER d 
dg (ej) = dp (fj) = 0i, dd (fi) = dp (e;) = 0 
2 2 = L jT 

则 有 ( 达 布 定理 ) 

特别 地 , 它 表 明 


现 令 u = qier 十 … t qnen +pifi ap sex + Pn fn, 我 们 得 到 ， 对 所 有 uu EX A 
w(u, u’) = >》 asp; — Pid 
j=l 


以 矩阵 表示 , 这 表明 


其 中 n 代表 n 维 单位 矩阵 . 
辛 映射 ”一 个 辛 映射 4 :XX 一 X 是 个 线性 映射 , 使 得 


w(Au, Av) = w(u,v), 对 所 有 wu ve X. 


一 个 线性 映射 A: X 一 X 为 辛 映射 , 当 且 仅 当 它 把 一 组 辛 基 映射 成 另 一 组 辛 基 . 
辛 群 Sp(2n, X) ”所 有 辛 映射 A: X 一 X 的 集合 形成 一 个 群 , 称 其 为 X 的 辛 群 ， 
WA Sp(2n, X). 根据 埃 尔 兰 根 纲领 的 一 般 原理 (参看 3.1), 这 个 群 的 不 变量 是 X 
的 辛 几何 性 质 . 

体积 ”定义 体积 形式 为 


=wAwA…Aw (n 个 因子 ). 


X 的 一 个 子 集合 € 的 体积 类 比 于 3.9.2, 定义 为 
Vol(¥) := | Ii. 


对 于 A € Sp(2n, X) 我 们 有 Vol(A(Y)) = Vol(Y). 对 于 如 前 面 的 一 组 辛 基 , 形式 j 
可 以 写成 
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ju = adq? ^ dq? A--- ^ dq" ^ dp! A- -+ A dp", 
其 中 a 为 一 个 适当 选取 的 实 固 子 . 因此 辛 体积 与 经 典 的 体积 只 差 一 个 常 因子 . 
正 交 性 ”两 个 向 量 u,v EX 被 称 作 相互 正 交 , WR w(u,v) = 0. 
拉 格 朗 日 子 空间 FX 的 一 个 线性 子 空间 L 是 迷 向 的 , 如 果 对 所 有 uve L8 


w(u,v) = 0. 


空间 ( 即 元 为 迷 向 且 为 具 此 性 质 的 极 大 ). 一 个 拉 格 朗 日 空间 的 维 数 总 是 n. 
一 个 辛 空间 的 殉 复 结构 B el,… ves fis fa A X 的 一 组 辛 基 . 利用 分 式 


(u, u^) : 》 aja; + pip; 
j=l 


可 定义 Y 上 的 一 个 内 积 , HP u= giei 十 … 十 qnen 十 Pil 凡 十 … 十 pnfn, 等 . 于 是 
有 一 个 唯一 确定 的 线性 算 子 J : X x. 具有 性 质 


w(u,v) = (Ju,v) 对 所 有 u,v € X. 


由 于 J? = -I 这 给 了 X 上 一 个 殖 复 结构 (参看 3.9.7). 
定理 ”一 个 线性 映射 A: X 一 X 为 辛 映射 , 当 且 仅 当 它 满足 关系 式 


FERE 车 令 万 := ej,bn+4i := fj = 1,… ,n, 并 且 如 果 对 每 个 线性 算 子 A: 
X — X FUHR a := (aj), 其 中 


ajr := (bj, Abr), 
则 看 作 线 性 映射 的 算 子 7 对 应 于 矩阵 
Pr ( Ü Ia ) 
ME. 
X, 4 AFAT, 当 且 仅 当 它 对 应 的 矩阵 为 辛 和 矩阵,， 即 满足 


ATSA =F. 


MAREE ERAH T FEER Sp(2n). 相伴 关系 4 o 给 出 了 Sp(2n,z) 
5 Sp(2n) 间 的 同 构 . 


S45 数学 基础 


我 们 必须 知道 ， 
我 们 必 将 知道 .1 
D. 希 尔 伯 特 (1862—1943) 


41 数学 的 语言 


与 我 们 日 常 的 交流 形式 相 比 , 数学 使 用 的 是 一 种 非常 精确 的 语言 ; 我 们 先 来 解 
释 一 些 有 关 的 基本 概念 . 


4.1.1 ” 真 命题 和 假 命 题 
一 个 命题 是 一 种 要 么 为 真 要 么 为 假 的 有 意义 的 语言 结构 . 
HM of 和 多 表示 命题 , 则 存在 一 个 复合 命题 


若 两 个 命题 wy 或 多 之 一 为 真 , 则 它 是 真 的 ; 车 两 个 命题 of 和 多 都 是 假 的 , WA 
合 命题 “zf RB” 也 是 假 的 . 这 个 命题 称 为 一 个 析 取 命题 或 者 一 个 或 命题 
例 1: 命题 “2 整除 4 或 3 整除 5” 是 真 的 , 因为 该 命题 的 第 一 部 分 是 真 的 . 
另 一 方面 , 命题 “2 整除 5 或 3 整除 "是 假 的 , 因为 该 命题 的 两 部 分 都 是 候 
的 . 
严格 析 取 ”命题 
EAN, 如 果 两 个 命题 之 一 为 真 , 并 且 (同时 ) 另 一 个 为 假 ; 在 所 有 其 他 情形 中 , 命题 
“要 么 of 要 么 ETT 
例 2: 设 m 是 一 个 整数 . 命题 “要 么 m 是 偶数 要 么 m 是 奇数 " 是 真 的 . 
另 一 方面 , 命题 “要 么 m 是 偶数 要 么 m 被 3 整除 ”是 假 的 . 


am ”命题 


1) 希 尔 伯 特 的 这 段 话 写 在 他 位 于 哥 廷 根 的 墓碑 上 . 尽管 希 尔 伯 特 相当 清楚 人 类 认识 的 局 
限 性 , 但 这 段 话 还 是 表达 了 一 种 乐观 主义 的 认识 论 观点 . 
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被 定义 成 真 的 , 如 果 该 命题 的 两 部 分 都 是 真 的 ; 否则 , 它 是 假 的 ， 这 个 命题 称 为 一 
个 合 取 命题 或 者 一 个 与 命题 
4| 3: 命题 “2 整除 4 且 3 整除 5" 是 假 的 . 


否定 ”命题 
dE of 
是 真 (B) 的 , 如 果 ow 是 假 ( 真 ) 的 . 
存在 命题 KD 是 一 个 固定 的 对 象 集合 . 例如 , D 可 能 代表 实数 集合 . 
略 显 见长 的 命题 


| D 中 存在 具有 性 质 E 的 一 个 对 象 z | 


可 以 简写 成 
Jep : 忆 ( 或 者 43,ep|E). 
这 个 命题 是 真 的 , HD 中 存在 一 个 具有 性 质 E HHA z; RZ, HD 中 不 存 
在 任何 这 样 的 具有 上 述 性 质 的 对 象 zx, 则 这 个 命题 是 假 的 . 这 样 的 一 个 命题 称 为 一 
个 存在 命题 
例 4: 命题 “存在 具有 性 质 z? +1=0 的 一 个 实数 z” 是 假 的 . 
概括 命题 ”同上 面 一 样 , 我 们 也 把 命题 


D 中 的 所 有 对 象 z WRABER E] 


简写 成 
Veep :万 (或 者 Vsep|E). 

这 个 命题 是 真 的 , WR D 中 的 所 有 对 象 x 都 具有 性 质 E; HD 中 至 少 有 一 个 
WR z 不 具有 这 一 性 质 , 则 该 命题 为 假 ， 这 样 的 一 个 命题 称 为 一 个 概括 命题 , 或 者 
更 经 常 地 , 称 为 一 个 全 称 命题 
例 5: 命题 “所 有 的 整数 都 是 素数 ”是 假 的 , 因为 (例如 )4 不 是 素数 . 


4.1.2 ”蕴涵 

对 于 命题 

cf BM (RBH of HEM) 
我 们 使 用 符号 记 作 
(4 

NTS aK AS Re (MAB). KF (4.1) 下 列 术语 是 我 们 再 
熟悉 不 过 的 了 : 

(i) e 对 于 多 是 充分 的 ; 


(i) 多 对 于 of 是 必要 的 . 
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AR ^u! > 多 "是 假 的 , 如 果 假 设 of 是 真 的 而 被 推出 的 命题 多 是 假 的 ; 否则 ， 
该 蕴涵 是 真 的 . 这 与 数学 中 乍 看 起 来 有 些 令 人 惊讶 的 约定 是 相符 的 , 即 从 一 个 假 的 
前 提 (假设 ) 出 发 作出 的 任何 结论 都 是 真 的 . 换 名 话说, 利用 一 个 假 的 假设 , 人 们 可 
以 证 明 任 何事 情 . 下 面 的 例子 表明 这 个 约定 是 十 分 自然 的 并 且 与 数学 命题 的 通常 表 
述 相 一 致 . 
例 1: Wom 是 一 个 整数 . 命题 ox (相应 地 有 , 多 ) 是 “m 能 被 6 整除 "( 相 应 地 有 ， 
^m 能 被 2 整除 "). 于 是 蕴涵 “yf — FB” 能 被 表述 如 下 : 


由 m 关于 6 的 可 除 性 可 以 推出 m 关于 2 的 可 除 性 . (4.2) 

这 也 可 以 表述 为 

(a) m 关于 6 的 可 除 性 对 于 m 关于 2 的 可 除 性 来 说 是 充分 的 ; 

(b) m 关于 2 的 可 除 性 对 于 m 关于 6 的 可 除 性 来 说 是 必要 的 . 

直观 上 读者 会 认为 命题 (4.2) 总 是 真 的 , 即 它 表达 的 是 一 个 数学 定理 . 但 要 实 
际 去 证 明 这 是 对 的 , 我 们 必须 要 考虑 两 种 情形 : 

情形 1: m 能 被 6 整除 . 

这 是 指 有 一 个 整数 使 得 m —6k. 这 也 意味 着 m —2(3k), CERET m 能 被 
2 整除 这 个 事实 ; 因此 , 命题 (4.2) 在 这 种 情形 中 是 正确 的 . 

情形 2: m 不 能 被 6 整除 . 

这 意味 着 前 提 是 假 的 (由 此 推出 的 任何 结论 都 是 正确 的 ), 因此 , 推论 (4.2) 在 
这 种 情形 中 也 是 正确 的 . 

将 两 种 情形 合 起 来 考虑 , 我 们 看 到 命题 (4.2) 总 是 真 的 . 我 们 在 上 面 展示 的 论 
证 就 是 人 们 所 称 的 (4.2) 的 一 个 证 明 . 
逻辑 等 值 Mids d 8| 2 wy” 的 推论 是 假 的 . 例如 , 命题 (4.2) 反方 向 的 
蕴涵 是 假 的 . 这 也 可 表达 成 对 于 m 能 被 6 整除 来 说 , m 关于 2 的 可 除 性 是 必要 的 ， 
但 不 是 充分 的 . 

一 个 形式 为 


d e B (4.3) 


的 命题 的 意思 是 指 两 个 蕴涵 “of > 多 ”和 “ 贸 — d" BAK. 作为 所 说 的 远 辑 
等 值 (4.3) 的 替代 , 下 列 中 的 任何 一 个 都 可 用 来 描述 同样 的 情况 : 

(i) of 成 立 当 且 仅 当 Z 成 立 ; 

(ii) J 对 于 多 是 充分 必要 的 ; 

(iii) 多 对 于 e£ 是 充分 必要 的 . 
例 2: 设 m 是 一 个 整数 . 命题 x (相应 地 有 , 多 ) 是 “m 能 被 6 整除 ”( 相 应 地 有 ,“m 
能 被 2 和 3 整除 ”), MEESE "a es d" 是 指 


整数 m 能 被 6 整除 当 且 仅 当 m 能 被 2 和 3 整除 . 
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人 们 也 可 以 说 : m 关于 2 和 3 的 可 除 性 对 于 m 关于 6 的 可 除 性 而 言 是 充分 
必要 的 . 

逻辑 等 值 形式 的 数学 命题 总 是 包含 一 个 推论 , 因而 对 于 数学 来 说 尤其 重要 . 
蕴涵 的 换 位 ”一 个 给 定 的 蕴涵 “x > B8” 总 是 隐 含 着 并 且 隐 含 于 新 的 (等 价 的 ) A 


iA 


其 中 命题 E wv” 的 意思 是 假定 ox 不成立,“ 非 多 ”具有 同样 的 意思 . 注意 到 每 个 
命题 (A 和 A) 是 被 否定 的 ， 而 殖 涵 的 方向 是 逆 过 来 的 ， 这 称 为 区 涵 “ez > ZB 
的 换 位 或 否定 ， 

例 3: 从 命题 (4.2) 我 们 得 到 新 的 命题 : WR m 不 能 被 2 整除 , 则 m 也 不 能 被 6 
整除 . 

逻辑 等 值 的 换 位 NRE ‘eo P RNASE SA 


例 4: 设 (an) 是 一 个 递增 的 (或 者 递减 的 ) 实数 序列 . 考虑 定理 : D 
(an) EKAR <> (an) 是 有 界 的 . 
对 这 个 逻辑 等 值 应 用 换 位 我 们 得 到 新 定理 : 
(an) EP KS e (an) EARR. 


换 句 话说 , (i) 一 个 递增 的 (或 者 递减 的 ) 序列 是 收敛 的 , 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 ; 
(ii) 一 个 递增 的 (或 者 递减 的 ) 序列 是 不 收敛 的 , 当 且 仅 当 它 不 是 有 界 的 . 
41.3 重 言 律 和 逻辑 定律 


重 言 式 是 复合 命题 , 无 论 组 成 它 的 部 分 命题 的 真 值 为 何 , 它 总 是 真 的 我们 全 
部 的 逻辑 思维 (这 是 数学 的 根基 ) 本 身 是 建立 在 重 言 式 的 应 用 基础 之 上 的 . 这 些 重 
言 式 也 可 看 作 逻 辑 定律 . 以 下 就 是 最 重要 的 重 言 式 . 

(i) 析 取 和 合 取 的 分 配 律 : 


a AZRE) e (o Ba) Be). 
AR(BAC) e (ARB) Brake). 


(ii) 否定 之 否定 : 
dE (SE) <> of. 


1) 这 里 所 说 的 收敛 序列 是 指 它 有 一 个 有 限 极限 . 
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(iii) ZERO A: 

(A => B) e (AEB > 3E). 
(iv) 逻辑 等 值 的 换 位 : 

(f => B) e (AEB > dE). 


(v) 析 取 的 否定 ( 德 摩根 律 )) : 


jE (of BK B) <> (dE HAE). 
(vi) 合 取 的 否定 ( 德 摩根 律 )?: 

非 (gf 且 多 ) & (GEA RIEZ). 
(vii) 存在 命题 的 否定 : 


3E(3.|E) & (V..|3EE). 


(viii) 概括 命题 的 否定 : 


非 (Vz|E) <> (3s |dEE). 


FEl > B) & (4 HARB). 


(ix) 蕴涵 的 否定 : 


非 (gf € B) & (( HAEF) (PF AFELY)}. 


{(f > 2)Hs)- 2. 


(i) 中 的 重 言 式 是 集合 论 ( 见 4.3.2) 中 (关于 并 和 交 的 ) 分 配 律 的 根据 . 

否定 之 否定 律 意味 着 一 个 命题 的 双重 否定 逻辑 等 值 于 原来 的 命题 . 

我 们 已 经 在 4.1.2 的 例 3 和 例 4 中 使 用 了 重 言 式 (ii) 和 (iv). 

ERA (iv) 到 (x) 经 常 被 用 于 数学 中 的 间接 证 明 ( 见 4.2.1). 

分 离 规则 (xi) 蕴涵 着 下 列 逻 辑 定律 , 在 整个 数学 中 经 常 被 使 用 , 因此 有 时 被 称 
为 逻辑 学 基本 定理 : 


如 果 一 个 命题 多 由 假设 .x 推出 , 并 且 如 果 假 
设 oS 被 满足 , 那么 命题 A 成 立 . 

德 摩根 律 (v) 蕴涵 着 下 列 逻 辑 定律 : 

1) 注意 两 边 “或” 和“ 且 ”的 交换 ! 
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一 个 析 取 的 否定 逻辑 等 值 于 否定 后 的 支 命题 的 合 取 . 


例 : Wm 是 一 个 整数 . 则 : 

(i) BR mm 不 满足 : 它 是 偶数 或 它 能 被 3 整除 , 则 m 不 是 偶数 且 m 不 能 被 3 
整除 . 

(i FR m 不 满足 : 它 是 偶数 且 它 能 被 3 整除 , 则 m 不 是 偶数 或 m 不 能 被 3 
整除 . 

重 言 式 (vi) 用 文字 来 表达 就 是 命题 : 若 不 存在 具有 性 质 E 的 对 象 r, 则 所 有 
对 象 都 不 具有 性 质 E, JF EXE dp BUS REC. 

重 言 式 (vii) 用 文字 来 表达 是 说 : 若 所 有 对 象 r 具有 性 质 E 不 是 真 的 , 则 存在 
一 个 对 象 r, 它 不 具有 性 质 E, 并 且 逆 命题 也 成 立 . 


4.2 证 明 的 方法 


4.2.1 ”间接 证 阴 


数学 中 的 许多 证 明 是 按 如 下 过 程 进行 的 . 人 们 假设 (他 或 她 试图 要 证 明 的 ) 命 
题 是 假 的 , 于 是 该 假设 导致 一 个 矛盾 . 

下 面 的 证 明 出 自 亚 里 士 多 德 . 
Bl: V2 不 是 有 理 数 . 
证 明 ( 间 接 的 ): 假设 该 命题 是 假 的 . 于 是 V2 是 一 个 有 理 数 并 且 能 被 写成 

v2=7 (4.4) 
TL 

的 形式 , 其 中 整数 m 和 n 均 不 为 0. 我 们 可 以 进一步 假设 m 和 n 是 互 素 的 (否则 
约 分 这 个 分 数 ). 

应 用 对 于 任意 的 整数 p 都 成 立 的 下 列 基本 事实 : 

(i) Æ p 是 偶数 , 则 p? 能 被 4 整除 . 

(ii) E p 是 奇数 , 则 p HAAR.” 

若 对 (4.4) 两 边 平方 , 则 得 到 


2n? =m. (4.5) 


因此 平方 m? 是 偶数 . 于 是 , 根据 (ii) 的 换 位 知 m 也 一 定 是 偶数 . 同时 根据 
(i) Al m 一 定 能 被 4 整除 , 而 据 (4.5) 这 意味 着 n^ 是 偶数 . 因此 , m 和 n 都 是 偶 
数 . 但 这 与 m 和 n 是 互 素 的 事实 矛盾 . 

这 一 矛盾 表明 所 作 的 假设 , 即 V2 是 有 理 数 , 是 假 的 . 因此 , V2 不 是 有 理 数 . 证 
E. 

1) 这 从 (2k)? = 4k? 和 (2k + 1)? = 4k? + Ak +1 推出 . 
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4.2.2 ”归纳 法 证 明 


在 1.2.2.2 中 介绍 的 归纳 法 原理 , 常常 像 下 面 那样 被 人 们 使 用 . 设 给 定 一 个 命题 
a (n), 对 于 某 个 固定 的 整数 no 它 依赖 于 整数 n(n > mo). WA, 假设 下 面 的 条 件 满 
Æ: 

(i) 命题 A (n) HF n = no 是 真 的 ; 

(ii) g (n) 的 正确 性 蕴涵 着 Z (n+1) 的 正确 性 ， 
则 命题 e (n) 对 于 n> no 的 所 有 整数 n 都 成 立 . 
例 : 下 面 的 等 式 


1424--tn= Mery (4.6) 
对 于 所 有 正 自 然 数 n, 即 对 于 n= 1, 2,--- 是 正确 的 . 
证 明 : 命题 A(n) 是 : (4.6) 对 于 正 自然 数 n 成立. 
步骤 1: (n) 显然 对 于 n=1 是 真 的 . 
步骤 2: Wn 是 任何 选 定 的 正 自然 数 . 假定 e (n) 成 立 ; 我 们 必须 要 推出 这 一 
假定 蕴涵 着 (n-+1) 也 成 立 . 
若 在 (4.6) 两 边 加 上 n+1, 则 得 到 


1424---+n4+(n4+1)= 2 Fip 

3t B, 
2 pe 
(n + 1)(n + 2) nn an+2  n(nck1) |, T 

2 2 2 
这 意味 着 

L2 bn (n 1) = SVs?) 
它 正 是 o (n-1). 


步骤 3: 我 们 断定 命题 of (n) 对 于 n 2 1 的 所 有 自然 数 n WERK. 证 毕 . 


4.2.3 ”唯一 性 证 明 


一 个 唯一 性 命题 表达 了 仅 存 在 有 限 多 个 具有 给 定性 质 的 对 象 这 一 事实 . 
例 : 至 多 有 一 个 正 实数 z 使 得 
r’ +1=0. (4.7) 


证 明 : 假设 有 两 个 解 a 和 5b. T a? +1=0 810 1 — 0 BRE a? — ? — 0. 因此， 


(a — b)(a 4- b) — 0. 


由 于 a >0 并 且 b> 0, 我 们 得 到 a+b > 0. 等 式 的 左边 除 以 a+b, 则 由 此 推出 
a—b=0. AJ a=b. 证 毕 . 
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4.2.4 ”存在 性 证 明 


在 一 个 解 的 唯一 性 和 存在 性 之 间作 出 明确 的 区 分 是 重要 的 . 方程 (4.7) 至 多 有 
一 个 正 实数 解 ， 这 意味 着 它 要 么 有 一 个 解 要 么 根本 就 没有 解 。 事 实 上 , 方程 (4.7) 
没有 实数 解 . 的确 , 假如 z 是 (4.7) 的 一 个 实数 解 , 则 由 z > 0 我 们 立刻 得 到 关系 
ZT? 十 1 > 0, 这 与 2 十 1 =0 F. 一 般 而 言 , 存在 性 的 证 明 要 比 唯一 性 的 证 明 困难 
得 多 . 存在 性 的 证 明 有 两 种 类 型 : 

(i) 存在 性 的 抽象 证 明 ; 

(ii) 存在 性 的 构造 证 明 . 
例 : 方程 

a? =2 (4.8) 


有 一 个 实数 解 . 
存在 性 的 抽象 证 明 ”我 们 设 


A:— (a € R:a « 0 或 {a > 0Ha? < 2}}, 
B := {a E R : a > 0Ha? > 2). 


AZ, 集合 4 由 满足 两 个 条 件 “a <0" 或 “a 20 且 oa? < 2” 之 一 的 那些 实 
数 a 组 成 . . 
同样 , 集合 B 由 a > 0 Ha > 2 的 所 有 实数 a 组 成 . 
显然 每 个 实数 属于 两 个 集合 4 或 B 其 中 的 一 个 . 由 于 0 e 4A 而 2€ B, 所 以 
两 个 集合 都 非 空 . 因此 , 根据 1.2.2.1 中 的 完备 性 公理 , 存在 一 个 实数 w 具 有 性 质 : 
对 所 有 ac ARMA DEB ax<aK<b. (4.9) 
我 们 证 明 o?— 2. 否则 , 由 (ta)?=0? 我 们 有 下 面 两 种 情形 . 
情形 1: a? < 2 并 且 a > 0. 
情形 2: o? >2 并 且 a > 0. 
在 第 一 种 情形 , 我 们 取 一 个 足够 小 的 数 => 0, 使 得 


(a+)? — o? + 2ca+ &? <2. 
2 

例如 , 可 以 取 e= min( 285.1). FE, 有 a tec A. 由 (49) 推出 a +e 
< o, 而 这 是 不 可 能 的 .因此 情形 1 是 不 可 能 的 . 类 似 地 我 们 可 以 证 明 情形 2 是 不 
可 能 的 . 因此 , 所 作假 设 ? 4 2 是 假 的 , 故 得 证 . 
唯一 性 证 明 ”如 同 在 4.2.3, 我 们 可 以 证 明 方程 (4.8) 至 多 有 一 个 正解 
关于 存在 性 与 唯一 性 的 结论 ”由 上 面 推 出 , 方程 z? — 2 有 唯一 的 正解 x, 它 通常 
被 记 作 V2. 
存在 性 的 构造 证 明 ”我 们 证 明和 迭代 


42 证 明 的 方法 879 


Qn 二 1 = ER ye, n= 1,2,--- (4.10) 


收敛 于 一 个 数 V2, 即 Jim an = V2, 其 中 al:= 2. 

步骤 1: 证 明 对 于 n= 1, 2,---, 8 an > 0. 

这 对 于 n= 1 是 正确 的 . 而 且 , 对 某 个 固定 的 n, Man > 0 以 及 (4.10), 我 们 
看 出 也 有 ann > 0. 根据 归纳 法 原理 我 们 得 到 , 对 于 n= 1 2,---, 有 an > 0. 

步骤 2: 证 明 对 于 n= 1, 2,---, 8 02 > 2. 

这 个 命题 对 于 n = 1 是 正确 的 . 若 对 一 个 固定 的 n a2 > 2, 则 由 伯 努 利 不 
等 式 0 推出 : 

2 
a at sa (oti) en 


n 


因此 , a2 ,1 2 2. 于 是 根据 归纳 法 原理 , 对 于 n= 1,2,--- 有 关系 02 22. 
步骤 3: 从 (4.10) 得 到 


1 2 1 2 
On — dns = On - 5 (an+ >) = ga, (an - 2) 20, n-12,.- 


因此 序列 (an) 是 递减 的 并 且 有 下 界 . 从 而 由 1.2.4.1 关于 递减 序列 的 收敛 性 判 据 知 
存在 极限 


lim an = zr. 
n—oo 


若 在 方程 (4.10) 两 边 取 极 限 , 则 得 到 


1 
+=. 
T 


NIS 


c= lim Onia = 

这 意味 着 2c? = 2? +2, 从 而 
r =2. 
从 an > 0 对 于 一 切 n 成立, 我 们 断定 z > 0. 因此 xz = V2. 证 毕 . 


4.2.5 “计算 机 时 代 证 明 的 必要 性 
人 们 可 能 认为 , 由 于 今天 现代 计算 机 所 提供 的 难以 置信 的 计算 能 力 , 数学 的 理 
论 研 究 已 显 多 余 . EAR, 给 定 一 个 数学 问题 , 下 列 步 骤 可 以 用 来 解决 这 个 问题 : 
(i) 证 明 这 个 解 的 存在 性 (存在 性 的 抽象 证 明 ); 
(ii) 证 明 这 个 解 的 唯一 性 ; 
(ii) 对 于 该 问题 参数 的 小 的 扰动 研究 (目前 已 知 是 存在 的 ) 这 个 解 的 稳定 性 ; 
1) 对 于 满足 r > 一 1 的 一 切实 数 > 以 及 一 切 自然 数 n, 有 


(+r) >l+nr. 
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(iv) 开发 在 计算 机 上 计算 这 个 解 (的 近似 值 ) 的 一 种 算法 ; 
(v) 证 明 该 算法 的 收敛 性 , 即 证 明 在 适当 (合理 的 ) 假设 下 该 算法 收敛 于 唯一 的 


(vi) 检验 由 该 算法 所 给 出 的 近似 值 的 一 个 估计 ; 

(vii) 研究 该 算法 的 收敛 速度 ; 

(viii) 证 明 该 算法 的 数值 稳定 性 . 

在 (v) 和 (vi) 中 重要 的 是 已 经 知道 了 唯一 解 的 存在 性 , 因为 否则 的 话 , 计算 机 
计算 得 到 的 可 能 是 一 个 貌似 解 , 但 在 现实 中 却 不 存在 ( 即 所 谓 虚幻 解 ). 

如 果 (i), (ii), (ii) 得 到 保证 , 那么 一 个 问题 就 被 称 为 适 定 问题 . 对 一 个 给 定 的 
近似 值 的 估计 分 为 两 种 : 

(a) 先 验 估计 , 和 

(b) 后 验 估计 . 

这 些 概念 类 似 于 康德 (1724—1804) 的 哲学 . 一 个 先 验 估计 是 在 (计算 机 ) 作 计 
算 之 前 得 到 的 关于 近似 值 误差 的 信息 . 另 一 方面 , 一 个 后 验 估计 使 用 的 是 从 (计算 
pi) 已 经 作 过 的 计算 所 获得 的 信息 . 作为 一 种 实际 经 验 , RITA: 


后 验 估计 比 先 验 估计 更 精确 . 


算法 必须 是 数值 稳定 的 , 即 它们 关于 计算 机 计算 过 程 中 出 现 的 舍 入 误差 必须 是 
稳固 的 . 正如 我 们 已 经 清楚 的 那样 , 迭代 过 程 对 于 数值 计算 尤其 适合 . 
例 : 我 们 考虑 (4.10) 产生 的 序列 (an) 用 于 V2 的 迭代 计算 . 用 An 表示 全 误差 
an — V2. 对 于 mn= 1,2, …, 下 列 估 计 成 立 . 


(i) 收敛 速度 : 
这 就 是 通常 所 说 的 三 次 收敛 , 即 该 过 程 收敛 得 非常 快 .” 
(ii) 先 验 估计 : 
(ii) 后 验 估计 : 
2 a ga, 


从 表 4.1 一 眼 就 看 出 V2 = 1.414213562 + 107°. 


1) (4.10) 的 迭代 法 对 应 于 用 来 解 方程 f(x) := z2 一 2 = 0 的 牛顿 迭代 法 (也 见 7.4.1). 
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#41 V2 的 逐次 近似 值 


n an 2/an 

1 2 1 

2 1.5 1.33 

3 1.4118 1.4116 

4 1.414215 1.414211 
5 1.414213562 1.414213562 


4.2.6 ”不 正确 的 证 明 
证 明 中 的 两 个 最 主要 的 错误 是 在 证 明 中 做 出 了 “被 零 除 ”的 一 步 , 以 及 “ 沿 错 
误 的 方向 ”证 明 命 题 . 
4.2.6.1 REM 
在 解 方程 时 你 必须 时 刻 当 心 出 现 这 样 的 情形 , 即 在 对 某 些 变量 的 值 进行 处 理 时 ， 
你 有 可 能 实施 了 被 零 除 . 
错误 的 断言 : 方程 
(xz —2)(a +1) +2=0 (4.11) 
恰 有 一 个 实数 解 z = 1. 
该 断言 的 “证 明 ”: 容易 验证 x = 1 是 方程 (4.201) 的 解 . 为 了 证 明 这 是 仅 有 的 
解 , 我 们 假定 zo 是 (4.11) 的 另 一 个 解 . 则 我 们 有 
re — 229 +29 — 2+2 =0. 
由 此 我 们 得 到 zi — zo = 0, 于 是 
Lo(Lo <= 1) = 0. (4.12) 


除 以 zo 得 zo —1 = 0, 这 也 就 是 xo = 1. 

显然 该 断言 是 假 的 , AA m = 1 和 zx = 0 同 是 (4.11) 的 解 . 证 明 中 的 错误 在 于 
(4.12), 我 们 只 能 在 zo £0 的 假定 下 除 以 zo. 

正确 的 断言 : 方程 (4.11) RAAME x =1 A 2c = 0. 

证 明 : WR z 是 (411) 的 解 ， 则 可 推出 (4.12); 这 蕴涵 着 要 么 zx = 0 #4 
r—1-0. 经 检验 表明 这 两 个 值 确实 都 满足 (4.11). 证 毕 . 


4.2.6.2” 沿 错误 方向 的 证 明 
常 犯 的 错误 包括 试图 通过 证 明 逆 蕴涵 Zs of 来 证 明 命题 
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所 谓 的 “0 = 0" 证 明 就 属于 这 类 错误 . 用 下 面 的 例子 进行 说 明 . 
错误 的 断言 : 每 个 实数 z 都 是 方程 


z? —4¢+32+1=(2-1)? +32 (4.13) 


的 一 个 解 . 
该 断言 的 “证 明 ”: Wee R, 则 由 (4.13) 有 


i —rtHl1-z5—2z41-4-32—z?4 4 1. (4.14) 


两 边 加 上 -z2 -1% 


-r =T. (4.15) 
将 这 一 结果 平方 得 
r =r’. (4.16) 
这 意味 着 
0=0. (4.17) 


iX — IER ARER H: 
(4.13) => (4.14) => (4.15) — (4.16) — (4.17). 
然而 , 这 并 非 上 述 断 言 的 一 个 证 明 . 相反 , 我 们 必须 要 证 明 蕴 涵 链 
(4.17) = (4.16) = (4.15) = (4.14) = (4.13). 


但 这 是 不 可 能 的 , 因为 蕴涵 (4.15) > (4.16) 不 能 逆 过 来 . 蕴涵 (4.16) > (4.15) 4X. 
对 x = 0 是 真 的 . 

正确 的 断言 : 方程 (413) 有 唯一 的 解 x = 0. 

证 明 : 步骤 1: 假设 实数 r 是 (4.13) 的 一 个 解 . 由 上 面 的 蕴涵 链 得 出 


(4.13) = (4.14) 2 (4.15) > x = 0. 
因此 (4.13) 至 多 能 有 解 zx = 0. 
步骤 2: 我 们 证 明 
z — 0 => (4.15) = (4.14) = (4.13). 


RARE EA, 因此 z = 0 是 一 个 解 . 证 毕 . 

在 这 个 简单 例子 中 , 我 们 可 以 省 略 第 二 步 而 直接 检验 x = 0 是 (4.13) 的 一 个 
解 . 在 更 复杂 的 情形 中 , 人 们 常常 试图 只 作出 逻辑 等 值 的 处 理 , 使 得 两 个 方向 立刻 得 
到 证 明 . 在 上 面 的 例子 中 , 这 就 是 


(4.13) & (4.14) & (4.15) & 2 = 0. 
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43 ”朴素 集合 论 


在 本 节 中 将 叙述 对 于 集合 的 朴素 处 理 . 对 此 给 出 的 一 个 公理 基础 可 以 在 4.4.3 
中 找到 . 


4.3.1 ”基本 概念 
类 和 元 素 “一 个 类 是 对 象 的 一 个 汇集 . 符号 


acA 
的 意思 是 对 象 a 属于 类 A. 符号 
的 意思 是 对 象 a 不 是 类 A 的 元 素 . 要 么 ae A 是 真 的 要 么 a 4 A 是 真 的 . 
在 数学 中 ， 人 们 经 常 考虑 类 的 类 , BA 类 


是 多 重 的 . 例如 , 一 个 平面 是 一 个 类 , 其 元 素 
是 点 . 另 一 方面 , 通过 三 维 空间 原点 的 所 有 
平面 之 集 是 一 个 类 , 称 为 格拉 斯 曼 流 形 . 有 
两 种 类 型 的 类 (图 4.1): 集合 非 集合 

(i) 车 一 个 类 本 身 是 一 个 新 类 中 的 元 素 ， E41 集合 与 非 集合 
则 这 个 类 称 为 集合 ， 

(ii) 车 一 个 类 不 能 成 为 一 个 新 类 的 元 素 , 则 这 个 类 称 为 非 集合 . 

直观 上 , 人 们 可 以 认为 非 集合 是 如 此 巨大 的 类 , 以 致 没有 更 大 的 类 能 够 将 其 纳 
为 一 个 元 素 . 例如 , 所 有 集合 的 类 是 一 个 非 集合 . 

集合 论 是 G. 康 托 尔 (1845 一 1918) 在 19 世纪 最 后 的 四 分 之 一 时 期 创立 的 . 康 
托 尔 的 这 一 惊 世 思 想 是 要 通过 引入 超 穷 基数 ( 见 4.3.4) 以 及 发 展 一 种 超 穷 序数 和 超 
穷 基数 的 算术 (I 4.4.4) 而 给 出 无 穷 的 结构 . 康 托 尔 给 出 了 下 面 的 定义 : 

“一 个 集合 是 我 们 的 想象 或 我 们 的 直觉 中 适当 定义 的 对 象 (因此 它们 是 该 集合 
的 元 素 ) 的 一 个 汇总 .” 

1901 年 ,英国 哲学 家 和 数学 家 B. 罗 素 发 现 “ 所 有 和 集合 的 集 ”的 概念 是 矛盾 的 
(PRL). 这 在 数学 基础 中 产生 了 一 场 危 机 , 然而 , 通过 

(i) 在 集合 与 非 集合 之 间作 出 区 分 , 及 

(ii) 赋予 集合 论 一 个 公理 基础 ， 
这 一 危机 能 够 被 化 解 . 

通过 定义 所 有 集合 的 汇总 不 是 一 个 集合 , 而 是 一 个 非 集合 , 罗素 悖 论 得 以 解决 . 
我 们 将 在 4.4.3 对 此 作 更 详细 的 讨论 . 
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子 集 与 集合 的 相等 WR 4 和 BERA, 则 符号 


ACB 


表示 4 的 每 个 元 素 同时 是 B 的 一 个 元 素 . 

人 们 也 说 4 是 B 的 一 个 子 集 (图 4.2). 若 

两 个 条 件 AC B 和 BOC ARRE, 则 两 个 
A 集合 A 和 B 称 为 是 相等 的 , 用 符号 记 作 


s 
E42 T£ 
MA, 如 果 A C B 并 且 AZ B, 就 写成 
对 于 集合 A, BAC, 下 列 规则 是 正确 的 . 
(i) A C 4( 自 反 性 ); 


(ii) AE AC BA BCC 蕴涵 着 关系 A C C( 传 递 性 ); 

(iii) 条 件 A C B fl B C A 蕴涵 着 关系 4 = B( 反 对 称 性 ). 

性 质 (iii) 用 于 证 明 (而 且 事 实 上 经 常 是 唯一 的 证 明 方法 ) 集合 的 相等 ( 见 4.3.2 
中 的 例子 ). 
集合 的 定义 ”定义 集合 的 最 重要 方法 是 借助 于 公式 


A := {x € B| 对 于 zz MAA (x) IZ}. 


这 意味 着 集合 4 由 集合 B 的 这 样 一 些 元 素 c 组 成 , 对 于 它们 命题 of (e) 是 真 的 . 
9$: KZ 表 示 整 数 集 则 公式 


A := {x € Z|z 被 2 整除 } 


EMT BRE. WH a Al b 是 对 象 , 则 {a} (FAM, (a, b}) 表示 只 包含 元 素 a( 相 
应 地 , 元 素 a M b) 的 集合 . 
Se ”符号 0 表示 空 集 , 它 是 不 包含 任何 元 素 的 集合 (注意 这 个 集合 是 被 唯一 定 
义 的 ). 
4.3.2 ”集合 的 运算 

在 本 节 中 设 A, B, C, X 表示 集合 . 
两 个 集合 的 交 PARE AMB 的 交 记 作 


ANB, 
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按 定义 包含 所 有 既 属于 4 又 属于 B 的 元 素 (图 4.3(a)). 应 用 上 面 的 公式 记号 , 这 


就 是 4mB:={zlzEe4 且 ze 万 }. 
A B 


ANB 


(a) 
E43 集合 的 交 、 并 和 差 


MR ANB =o, 则 称 集合 AM B 是 不 相交 的 . 
两 个 集合 的 并 ”两 个 集合 4 和 B 的 并 记 作 


按 定义 包含 要 么 属于 A 要 么 属于 B 的 元 素 (图 4.3(b)). 
我 们 有 交 和 并 之 间 的 包含 关系 : 


(An B) C AC (AU B). 


而 且 , 4 C B 等 价 于 ANn B= 4 也 等 价 于 AUB=B. 
交 AN BAAD, 并 AUB) 在 表现 方式 上 类 似 于 两 个 数 的 积 (相应 地 , 和 ); E 


Ro 扮演 着 数 0 的 角色 . 显然 , 我 们 有 下 列 规 则 . 

(i) 交换 律 : 
ANB= BNMA, AUB= BUA. 
(ii) BA: 


AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC. 


(iii) 分 配 律 : 
|4n(BuC)=(4nB)u(4nO)， AU(BNC) =(AUB)N(AUC). 


(iv) S70: 
Ane-g8, AUS=A. 


例 1: 要 证 明 AN B= Bn A. 
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步骤 1: 证 明 AN BCBNA4. 事实 上 , 我们 有 
a € (ANB) 2 (a € AHa € B) > (a € BHa € A) >a € (BNA). 


332: 证 明 Bh AC An B. 这 可 按 我 们 证 明 步 又 1 时 同样 的 方法 推出 ( 交 
换 A 和 B). 

从 这 两 个 步骤 我 们 得 到 ANB = BOA. 证 毕 . 
两 个 集合 的 差 £4 

A\B 

按 定义 包含 4 中 不 是 B 的 元 素 的 那些 元 素 (图 4.3(c)). 应 用 上 面 的 公式 记 法 , 这 
就 是 A \B := {x € Alc ¢ B}. 这 一 符号 并 不 普遍 ; 在 某 些 情形 , 它 可 能 被 误 作 陪 
集 符号 . 为 了 避免 误解 , 符号 A 一 B 也 经 常 被 使 用 . 


除了 明显 的 包含 关系 
A\BCA 
以 及 A\A = e 外 , 下 列 规则 成 立 . 

(i) 分 配 律 : 

(AN B)\C = (A\C) N (B\C), (AU B)\C = (ANC) U(B\C). 
(ii) 广义 分 配 律 : 

A\(BNC) = (A\B) U (A\C), A\(BUC)= (A\B)N(A\O). 
(iii) 广义 结合 律 : 


(A\B)\C = A\(BUC), A\(B\C) =(A\B)U(ANC). 
集合 的 补 ， 设 4 和 B 是 集合 X 的 子 集 .4 在 X 中 的 补 
CxA 


4 按 定义 是 X 的 不 属于 4 的 元 素 的 集合 , BU, Cx A:=X\A(A 4.4(b)). 我 们 有 不 
交 的 分 解 X = AUCxA, An CxA — 2. TI BL, 我 们 有 所 谓 的 德 摩根 律 : 


Cx(An B) = CxAUCxB, Cx(AUB)=CxANCxB. 


此 外 , CxX = Ø, Cx@ = X 3H Cx(CxA) = A. AA AC B 等 价 于 
CxBCOxA. 
有 序 对 ”直观 上 , 一 个 有 序 对 (a, b) 是 两 个 对 象 c I 的 一 个 汇总 ,附带 着 一 个 序 
(“a dE"). 其 精确 的 数学 定义 如 下 DY: 


(a,b) :— {{a}, {a, b}}. 
1) 这 意味 着 (a, b) 是 一 个 集合 , 它 由 单元 集 (具有 一 个 元 素 的 集 ){a} 和 集合 {a, b} 所 组 成 . 
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Ta ) X= mer 
图 44 — 


由 此 推出 , (a,b) = (c, d) HENK a=c Hb d. 
对 于 n= i 2, 3,4, eA 应 用 条 件 


a, 对 于 n = 1, 
(a1,--* ,Qn) := 4 (a1, a2), 对 于 n = 2, 
((a1,+++ ,Qn-1),an)， 对 于 n >2 
相继 地 定义 n 元 有 序 组 . 
两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 ”如 果 4 和 B 是 集合 , 则 两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 , 记 作 


按 定 义 包含 所 有 的 有 序 对 (a, b), 其 中 ae4 Hbc B. 对 任意 的 集合 A, B, C, D, 
我 们 有 下 面 的 分 配 律 : 

Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC), Ax(BNC)=(Ax B)N(AxC), 
(BUC) x A=(Bx A)U(Cx A), (BNC)x A=(Bx A)N(C x A), 
Ax (B\C) = (A x BN(AxC), (B\C) x A= (B x A)\(Cx A). 

我 人 有 Ax B= SARS A=oM B=. 
类 似 地 , 对 于 n= 1, 2, ---, 定义 笛 卡 儿 积 
为 所 有 n 元 有 序 对 (ai,… ,an) 的 集合 , 其 中 对 所 有 的 j= 1, 2, …, aj € Aj. 应 
用 积 号 这 也 可 以 记 作 [T 4s. 
j=l 


不 交 并 ”一 个 不 交 并 , 记 作 


是 并 (4 x {1} U (B x {2}). 记号 4UB 也 常用 于 表示 不 交 并 . 
例 2: 对 于 4 := {a,b}, 我 位 有 4U4= A, 但 


AUg A = {(a, 1), (b, 1), (a, 2), (b, 2)). 
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4.3.3 ”映射 
直观 定义 ”两 个 集合 X 和 了 之 间 的 一 个 映射 , 记 作 


是 唯一 定义 的 元 素 y = f(x) 对 每 个 ze X 而 言 的 一 种 关联 ; f(x) BA z HEA. 
映射 也 常常 被 说 成 是 函数 , 尽管 后 面 的 这 个 术语 一 般 地 更 经 常用 于 象 为 实数 集 或 复 
数 集 的 映射 . 

E ACX, 则 我 们 定义 AE f F) 的 像 为 


F(A) := {f(o)la € A}. 


集合 X BA f 的 定义 域 , 集合 FOX) BRA S EHER. 

f 的 定义 域 也 记 作 D(f) 或 者 Dom f; 值 域 也 记 作 R(f) 或 者 Im f, 后 者 表示 
f 的 象 (更 确切 地 说 是 “f 的 定义 域 的 象 ”, 即 f 在 其 上 有 定义 的 整个 集合 的 象 集 ). 

集合 

G(f) := ((z, f(z))|z € X) 

RA f KBR. 
4| 1: 通过 对 所 有 的 实数 r 规定 f(z) := z^ 我 们 得 到 一 个 函数 f : RR, 其 中 
D(f)=R m R(f) = [0, oo]. 图 像 G(f) 由 图 4.5(a) 中 所 描绘 的 抛物 线 给 出 . 


T 


图 4.5 函数 的 图 像 
函数 的 分 类 KATKY f: X 一 Y. 我 们 考虑 方程 


aas) 


(i) f 称 为 满 射 ， 当 且 仅 当 方程 (4.18) 对 每 个 y © Y 有 一 个 解 > E X, 即 
f(X) =Y. 

(ii) f 称 为 单 射 , 当 且 仅 当 方程 (4.18) 对 每 个 ye Y € $8 — E, 即 f(z1) = 
f(z2) 蕴涵 着 zi = zz. 
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(iii) f MARH, 当 且 仅 当 它 既 是 单 射 也 是 满 射 ， 即 对 每 个 y € Y 恰 有 一 个 
(4.18) 的 解 ze X.P 
SRH | 若 映射 了 : X — Y 是 单 射 , 则 (对 于 一 个 给 定 的 yeY) 用 f^! (y) 代表 
(4.18) 的 唯一 解 c X 并 称 [F7 : f(X) X A f 的 逆 映 射 
4| 2: & X := {a,b}, Y := (c, d,e}. & 
f(a):=c, f(b) :=d, 
Wf: X 一 了 是 单 射 , 但 不 是 满 射 . 逆 映 射 [71 :f(X) X B 
f d) -2af'(d- 
给 出 . 
例 3: 若 对 于 所 有 的 实数 m, 设 f(r) := z2, 则 映射 了 := R 一 [0, co) 是 满 射 , 但 不 
是 单 射 , 因为 例如 方程 f(z) = A 有 两 个 解 x = 2 和 z = —2, 因此 (4.18) 不 是 唯一 
可 解 的 (图 4.5(a)). 
另 一 方面 , 车 对 于 所 有 的 非 负 实数 m. 定义 A(x) := r°, 则 映射 h := [0, co) 一 
[0, oo) 是 双 射 . 相应 的 逆 映 射 由 hl (y) = Vy 给 出 (图 4.5(b)). 
例 4: 若 设 pri(a, b) := a, 则 得 到 所 谓 的 投影 映射 pr : Ax B 一 A, 它 是 满 射 . 
恒 等 映 射 ; 复合 ”映射 idx : X 一 X 定义 为 
对 所 有 z EX idx(x):= 2, f 
BA X 的 恒 等 映射 . CERE IR Ix. 如 
果 h a 
f: XoY3tHg:Y—Z 
是 两 个 映射 ， 则 复合 映射 go f :X>Z 
由 关系 | -—— 
(go f)(z) := g(f(x)) 
定义 . 
结合 律 成 立 : 
ho(gof)=(hog)of. 
交换 图 表 ”借助 于 交换 图 表 , 映射 之 间 的 许多 关系 可 以 很 容易 地 变 成 可 视 的 . 称 一 
个 图 表 是 交换 的 , WR h= gof, 即 它 与 我 们 按照 图 表 是 从 X 出 发 经 过 Y 到 2 还 
是 直接 到 2 无 关 . 同样 , 称 一 个 图 表 是 交换 的 , 如 果 gof = s or( 见 上 面 两 个 图 )， 


1) 在 较 早 的 文献 中 人 们 分 别 使 用 “一 一 映射 "、“ 到 上 的 映射 ”和 “一 到 上 的 映射 ”表示 
SAAP, E 
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例 5: 如 果 映 射 f : X — Y 是 双 射 , 则 
fof-idx #H fof’ =idy . 


定理 ”假定 已 给 一 个 映射 f: XX 一 Y, 则 
(i) f 是 满 射 , 当 且 仅 当 存在 一 个 映射 g: Y 一 X 使 得 


fog=idy, 
Bp, 图 4.6(a) 中 的 图 表 是 交换 的 . 


[Z NI 


a) f 是 满 身 (b) 7 是 单身 
图 4.6 通过 图 表 定 义 的 映射 性 质 


(ii) f 是 单 射 当 且 仅 当 存在 一 个 映射 h: Y 一 X 使 得 
ho f =idx, 


BI, 图 4.6(b) 中 的 图 表 是 交换 的 . 
(ui) /是 双 射 当 且 仅 当 存 在 映射 g:Y O X Rn: Y O X 


fog=idy Ñ ho f =idx, 


Bl, 图 4.6 中 的 两 个 图 表 都 是 交换 的 . 在 这 种 情形 , 也 有 h=g= f. 
wR ASPX 一 Y 是 一 个 映射 , 并 且 令 B 是 Y WHR. X 
f~ (B) := {2| f(x) € B}, 
BU, f! (B) 是 所 有 x 的 那些 其 象 位 于 集合 B 中 的 点 的 集合 . 称 J (B) 是 集合 B 
的 逆 象 
WEY 的 任意 子 集 BAC, 有 


f^(Buc)ey (B)uf (Ch f^(Bnc)ef (Bnf (O): 


A BCC 可 以 推出 171(B) c f^ (C) f £^ (0B) = f^ (CN (B). 
BE EAE- DER, 则 2^ 表示 AWER, 即 4 的 所 有 子 集 的 集合 . 
对 应 ”两 个 集合 4 和 B 之 间 的 一 个 对 应 c 是 从 A BER 22 中 的 一 个 映射 
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即 , A 的 每 个 点 a € A 被 映射 到 B 的 一 个 唯一 确定 的 子 集 , 我 们 用 ca) 表示 它 . 

一 个 对 应 c 的 象 集 是 c 的 象 中 所 有 子 集 ca) 的 并 . 
映射 的 精确 集合 论 定 义 MX BY 的 一 个 映射 f ER RIL X x Y 的 一 个 子 
集 , 具有 下 列 两 个 性 质 : 

(i) 对 任何 ze X 存在 一 个 yeY 有 (zx,y) € f. 

(ii) 两 个 关系 (2,y1) € f 和 (m,yo) € f BMS yi = vo. 

(i) 和 (ii) 一 起 是 说 对 任何 z € X 存在 (条 件 (i)) 一 个 唯一 确定 的 由 子 集 定义 
的 yeY( 条 件 (ii)). 唯一 的 元 素 y 也 表示 成 f(z), 对 于 映射 三 我 们 也 记 作 f:X 一 
Y  G(f). 


4.3.4 ”集合 的 等 势 
定义 ”两 个 集合 4 和 B 称 为 是 等 势 的 , 记 作 


当 且 仅 当 存 在 一 个 双 射 o: 4 B. 
对 任意 的 集合 A, B, C, 下 列 定律 成 立 : 
(i) A= A( ARE); 
(ii) A S BM B = 4( 对 称 性 ); 
(iii) AX BA BY C 蕴涵 着 4 e C( 传 递 律 ). 
ARE ”一 个 集合 4 称 为 是 有 限 的 , 如 果 它 要 么 是 空 集 , 要 么 存在 一 个 自然 数 n, 
使 得 A 和 B := {k E€ N|1 < k <n} SR. 在 这 一 情形 , n BA A 中 元 素 的 个 数 
(在 第 一 种 情形 , A 具有 和 零 个 元 素 ). 
如 果 4 由 nn 个 元 素 构成 , Ws 2^ 恰好 有 2" 个 元 素 (这 解释 了 记号 ). 
ERE ”一 个 集合 称 为 是 无 限 的 , 如 果 它 不 是 有 限 的 . 
例 1: 自然 数 集 N 是 无 限 的 . 
定理 ”一 个 集合 是 无 限 的 当 且 仅 当 它 和 一 个 真子 集 等 势 . 
一 个 集合 是 无 限 的 当 且 仅 当 它 包 含 一 个 无 限 子 集 . 
可 数 集 ”一 个 集合 4 称 为 是 可 数 的 , 如 果 它 和 自然 数 集 N SH. 
一 个 集合 4 称 为 是 至 多 可 数 的 , 如 果 它 是 有 限 的 或 者 是 可 数 的 . 
一 个 集合 4 称 为 是 不 可 数 的 , 如 果 它 不 是 至 多 可 数 的 . 
显然 , 可 数 集 和 不 可 数 集 都 是 无 限 集 . 
4| 2: (a) 下 列 集合 是 可 数 的 : 整数 集 、 有 理 数 集 、 代 数 数 集 . 
(b) 下 列 集合 是 不 可 数 的 : 实数 集 、 无 理 数 集 、 超 越 数 集 、 复 数 集 . 
(c) n 个 可 数 集 Mi, , Mn 的 并 仍 是 可 数 的 . 
(d) 可 数 多 个 可 数 集 Mi, M2,:…. 的 并 仍 是 可 数 的 . 
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例 3: 集合 N x N 是 可 数 的 . 
证 明 : 以 矩阵 形式 对 N x N 的 元 素 排序 : 


(0, 0) — (0, 1) (0, 2) --- 
l l 

(1, 0) = (1,1) (1,2) 
l 

(2, 0) — (2, 1) — (2, 2) --- 


若 像 箭头 所 指 的 那样 计数 矩阵 元 素 , 则 每 个 矩阵 元 素 都 关联 着 唯一 一 个 自然 数 ， 
RZ, 每 个 自然 数 被 刚好 一 个 矩阵 元 素 所 代表 . 证 毕 . 
EO ”这 个 证 明 尽管 看 起 来 平凡 , 但 却 是 重要 的 , 它 是 证 明 任意 集合 可 数 性 的 通常 方 
式 . 

使 用 记号 

ASB 

表示 B 包含 一 个 和 A 等 势 的 子 集 . 称 B 比 4 具有 较 大 的 势 , 如 果 4 < B, TA 
不 具有 和 B 相同 的 势 . 
施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 定理 ”对 任意 的 集合 A, B, 下 列 定律 成 立 :” 

(i) AX A(B RB); 

(ii) 两 个 关系 AS B 和 B < A BRS A BIRR); 

(iii) 两 个 关系 A < B 和 B < C 蕴涵 着 A < C( 传 递 律 ). 
康 托 尔 定理 ”一 个 集合 的 寡 集 总 是 具有 比 该 集合 本 身 更 大 的 势 . 


4.3.5 KAR 


直观 地 讲 , 集合 X 上 的 一 个 关系 是 X 的 任何 两 个 元 素 之 间 要 么 成 立 要 么 不 成 
立 的 一 种 联系 . 形式 上 , 定义 X 上 的 一 个 关系 是 笛 卡 儿 积 X x X 的 一 个 子 集 R. 
例 : RR 由 具有 性 质 zx < y 的 实数 > 和 y 的 有 序 对 (m, y) 组 成 . FER xR 的 这 
AFR RR 相应 于 有 序 关系 . 


4.3.5.1 等 价 关系 


定义 ”集合 X 上 的 一 个 等 价 关系 是 X x X 的 一 个 子 集 , 具有 下 列 三 个 性 质 : 
(i) 对 于 所 有 ze X 有 (2,2) € R( 关 系 的 自 反 性 ); 
(ii) 从 (z,y) € R 可 以 推出 (y,z) € R( 关 系 的 对 称 性 ); 
(iii) 从 (z,y) ER 和 (y,z)€ R 可 以 推出 (2, z) € R( 关 系 的 传递 性 ). 


译 者 


x 该 定理 也 称 为 “ 康 托 尔 - 伯 恩 斯 坦 定理 ”或 “ 伯 恩 斯 坦 定理 ”, 一 般 仅 指 (ii). 
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换 名 话说 , 一 个 等 价 关 系 是 一 个 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 的 关系 . 我 们 常 
常 不 用 (z,y) € R, 而 是 写成 zx ~ y. 使 用 这 一 记号 , 上面 的 条 件 就 是 

(a) 对 于 所 有 ze X 有 z ~ z( 关 系 的 自 反 性 ); 

(b) A z ~y 可 以 推出 y ~ z( 关 系 的 对 称 性 ); 

(c) Many Al y~z ADEM z ~ z( 关 系 的 传递 性 ). 

& ce X. 我 们 用 [z] 表示 zx 的 等 价 类 , 根据 定义 , 它 是 与 v 等 价 的 所 有 元 素 
的 集合 , 即 

lz] := (y € X|v ~ y}. 

[x] 的 元 素 称 为 等 价 类 的 代表 . 
定理 ”任何 集合 X( 在 X 上 的 任 一 等 价 关 系 之 下 ) 都 分 解 为 两 两 不 交 的 等 价 类 . 
BE ”用 X/ ~ 表示 所 有 等 价 类 的 集合 . 这 个 集合 也 常 被 称 为 商 集 (或 商 空间 ). 

如 果 存 在 定义 在 集合 X 上 的 运算 , 则 只 要 运算 与 等 价 关 系 相符 , 就 能 将 这 些 运 
算 转 入 商 空间 ; 这 就 是 说 运算 保持 等 价 关 系 ( 见 下 面 的 例子 )， 对 于 构造 新 的 结构 
( 商 结构 0) ) 来 说 这 在 数学 上 是 一 个 普遍 的 原理 . 
例 : WR z Aly 是 两 个 整数 , 则 我 们 记 z ~ y 当 且 仅 当 x-y 能 被 2 整除 . 关于 这 
一 等 价 关 系 , 有 


[0] = {0, +2, +4, ---}, [1] = {41,+3,---}, 


即 等 价 类 [0]( 相 应 地 有 , [1]) 包括 所 有 的 偶 (相应 地 有 , 奇 ) 整数 . 
而 且 , A zy unv 可 以 推出 Zz 十 wu~y 十 v. 因此 , 定义 


[x] + [y] :— [x * v) 


独立 于 代表 的 选取 . 于 是 
[o] + [1] = [1] + lo} = [1], [1] + [1] = [0], [0] + [0] = [0]. 


每 个 认 知 过 程 都 基于 这 样 的 事实 , 即 利用 彼此 的 等 同 区 分 不 同 的 事物 , 并 对 相 
应 的 等 同类 进行 描述 (例如 , 用 哺乳 类 、 鱼 类 、 鸟 类 等 基本 概念 对 动物 进行 分 类 ). 等 
价 关系 是 对 这 一 过 程 的 精确 数学 表述 . 


4.3.5.2 序 关系 


EX REX 上 的 一 个 序 关 系 是 笛 卡 儿 积 X x X 的 一 个 子 集 R, 具有 下 列 三 个 
性 质 : 

(i) 对 于 所 有 ze X 有 (z,z) € RARE). 

(ii) 从 关系 (m, y) € RA (y, x) € RR 可 以 推出 z=y( 反 对 称 性 ). 

(ii) 从 (x,y) € R Al (y, z) € RR 可 以 推出 (z,z) € R( 传 递 律 ). 

我 们 也 把 上 述 (x,y) R WE x « y. 应 用 这 一 记号 , 有 

1) 2.5.1.2 讨论 了 商 群 . 
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(a) 对 于 所 有 zex, z < zx( 自 反 律 ). 

(b) Ma<yMy< z 可 以 推出 x = (反对 称 性 ). 

(c) A z & y fly < z 可 以 推出 r< z( 传 递 律 ). 

符号 zx < y MMR c<ybrsy. 

一 个 有 序 集 X 称 为 是 全 序 的 , 如 果 对 于 X 的 所 有 元 素 zx y, 要 么 关系 Zz < y 
成 立 , BA y <a 成 立 . 

RAE ze X. WR z«z 总 蕴涵 着 x = z, 则 称 z 是 X 的 一 个 极 大 元 . 假设 
MCX. 如 果 对 于 所 有 yc M 和 某 个 固定 的 se X A y< s, N s RATE M 
的 一 个 上 界 . 

最 后 , u RA M 的 一 个 极 小 元 , 如 果 ue M 并 且 对 所 有 ze M fiu. 
ERIR ”如 果 一 个 有 序 集 X 的 任何 全 序 子 集 都 有 一 个 上 界 , 则 x 具有 一 个 极 
大 元 . 

良 序 ”一 个 有 序 集 称 为 是 良 序 的 , 如 果 它 的 任何 非 空子 集 包 含 一 个 最 小 元 . 
例 : 自然 数 集 关 于 通常 的 序 关系 是 良 序 的 . 

另 一 方面 , 实数 集 R 关于 通常 的 序 关 系 不 是 良 序 的 ， 因 为 开 集 (0, 1] 不 包含 一 

个 最 小 元 . 
策 梅 洛 的 良 序 定理 ”任何 集合 都 可 以 被 良 序 化 . 
超 限 归纳 原理 ” 令 M C X ERR X 的 一 个 子 集 . 如 果 对 于 所 有 的 o e X, 有 


BEE {x€ Xlz <a} 属于 M, 则 也 有 ae M, 
那么 就 有 M =X. 
保 序 映 射 两 个 有 序 集 X MY 之 间 的 一 个 映射 p : X — Y 被 说 成 是 保 序 的, 如 
RM x « y 可 以 推出 p(z) € ply). 
称 两 个 有 序 集 具有 同样 的 序 ， 如 果 存在 一 个 双 射 映射 p: X 一 Y 使 得 wp 和 
o! 都 是 保 序 的 . 


4.3.5.3 n FHA 
集合 X EH- nf KAR Æ n SE X x … x X 的 一 个 子 集 . 
这 种 关系 常常 被 用 来 刻画 运算 . 
例 : SRA R 是 由 满足 ab = c 的 实数 a,b,c 的 所 有 三 元 组 (a,b c) 构成 . 则 三 重 
KARCRXRXR 是 实数 的 乘法 . 
43.6 &* 
一 个 集 系 .NM 是 一 个 集合 , 它 的 元 素 是 各 个 集合 X. 根据 定义 , 并 


由 属于 M 的 各 个 集合 X 之 一 的 那些 元 素 组 成 . 
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WR M 包含 至 少 一 个 集合 , 则 根据 定义 , 交 


A 


由 属于 . 的 所 有 元 素 (集合 )X 的 元 素 组 成 . 
根据 定义 , 集 族 (Xa)aea 是 定义 在 指标 集 A 上 的 一 个 函数 并 且 它 对 每 个 we A 
关联 着 一 个 集合 Xa. 
一 个 A 元 组 (za)( 也 记 作 (za)aea) 是 4 上 的 一 个 函数 , 它 对 每 个 we AK 
联 着 一 个 元 素 zo € Xa. BEILA 


aCA 


由 所 有 的 4 元 组 (za) 组 成 . 也 称 (za) 为 一 个 选择 函数 . 并 


acA 


由 包含 在 各 个 集合 Xa 中 至 少 之 一 的 元 素 组 成 . 


假设 A 是 非 空 集 . X 
aCA 


由 一 切 属于 所 有 集合 x. 的 元 素 组 成 . 
44 数理 逻辑 


真理 出 现在 思维 和 现实 相符 之 时 
亚 里 士 多 德 (公元 前 384 一 前 322) 
理论 逻辑 也 称 为 数理 避 辑 或 符号 逻辑 ,是 数学 的 形式 广 
ERIE. 它 把 类 似 于 长 期 用 来 表达 数学 关系 的 


某 种 语言 和 语法 应 用 于 逻辑 .) 
希 尔 伯 特 和 阿 克 曼 ,1928 


逻辑 是 关于 思维 的 科学 . 数理 逻辑 是 最 精确 的 逻辑 形式 . 它 使 用 一 种 严格 的 并 
且 形 式 化 的 演算 来 表达 命题 和 关系 , 同时 在 计算 机 时 代 形 成 了 计算 机 科学 的 基础 . 
1) 摘自 《理论 逻辑 基础 》 第 一 版 的 前 言 . 
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4.4.1 命题 逻辑 
基本 符号 ”我 们 使 用 符号 q1, q2,… (命题 ), 符号 (, ) 以 及 符号 


MA V, >, >. (4.19) 


我 们 也 使 用 qpr, 代替 命题 变 元 qj. 
表达 式 (i) 任何 包含 一 个 单个 命题 的 符号 串 是 一 个 表达 式 . 
(ii) AA B 是 表达 式 , 则 符号 串 


2A, (AVB), (AAB), (A—B) (AB). 


也 是 表达 式 . 这 些 表达 式 依 次 称 为 否定 、 合 取 ( 既 … Xo) MR(BA -- 
XA o). BRM FE. 

(iii) 只 有 上 面 的 (i) 和 (ii) 中 形成 的 符号 串 才 是 表达 式 . 
例 1: 以 下 是 表达 式 的 例子 : 


(pq), ((pq)—r) ((p^q)—r) ((pAq) vr). (4.20) 


去 括号 ”对 于 实数 a,b,c, 乘积 符号 优先 于 加 号 . 因此 将 ((ab) +c) 更 简单 地 写成 
ab + c RATE. 

类 似 地 , 约定 列 在 (4.19) 中 的 符号 具有 从 左 到 右 的 优先 级 ， 允许 我 们 去 掉 不 必 
要 的 括号 . 
例 2: 可 以 写 

pq Paden p^q-r, p^qvr 
以 代替 (4.20). 
真 假 值 函数 k 
non(T) := F, non(F) := T. (4.21) 

这 里 用 符号 “T” 和 “F” 代 表 “ 真 ”和 “ 假 >. (421) 的 背后 含义 是 一 个 真 UH 
应 地 , 假 ) 命题 的 否定 是 假 (相应 地 , R) 的 . 

IFA, 函数 et, vel, seq, eq 由 表 4.2 给 出 的 值 定义 . 


表 4.2 ” 真 假 值 函数 
X Y et(X, Y) vel(X, Y) seq( X, Y) eq( X, Y) 
T T T T T T 
T F F T F F 
F T F T T F 
F F F F T D 
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表达 式 et(X, Y), vel(X, Y), seq(X, Y), eq(X, Y) 依次 具有 下 列 意义 : “X B 
Y", “X BEY”, "X Bi Y" Al *X SHES Y". 例如 , et(T, F) = F, 意思 是 若 X 
AHH Y 假 , 则 复合 命题 X AY” HARM. 
表达 式 的 真 假 值 ”映射 

bai; gaye } > {T, F} 

MAR ZAR, 它 对 于 每 个 命题 变 元 gj 联系 着 一 个 值 T(R) RA FE). 若 给 定 了 
b, 则 根据 下 面 的 规则 任何 表达 式 A,B... 能 被 指派 一 个 值 T 或 者 F: 

(i) value(g;) := b(q;). 

(ii) value(—A) := non(value(A)). 

(iii) value(A A B) := et(value(A), value(B)). 

(iv) value(A V B) := vel(value(A), value(B)). 

(v) value(A — B) := seq(value( A), value(B)). 

(vi) value(A — B) := eq(value( A), value( B)). 
例 1: 对 于 blq) = T All b(p) = F, 我 们 得 到 value(^p) = non(F) 2 T & 


value(q — ^p) = seq(T, T) = T. 


重 言 式 ”一 个 表达 式 称 为 重 言 式 , 如 果 对 于 任何 覆盖 函数 这 个 表达 式 都 取 值 T. 
例 2: 表达 式 
qV ^q 
是 一 个 重 言 式 . 
证 明 : 对 于 bla) = T 我 们 得 到 


value(g V ^q) = vel(T, F) = T, 
而 对 于 wo) = F 则 得 到 
value(q V ^q) = vel(F, T) = T. 证 毕 . 


等 价 表达 式 ”两 个 表达 式 4 和 B 称 为 是 (逻辑 ) 等 价 的 , 如 果 对 于 任何 覆盖 函数 
它们 得 到 相同 的 值 . 用 符号 表示 就 是 


AB. 


定理 ”我 们 有 AY BAERS Ao B 是 重 言 式 . 


例 3: 
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因此 ， 
pqo-cpVq 


是 一 个 重 言 式 . 
在 4.1.3 可 以 找到 经 典 逻 辑 的 一 些 重要 重 言 式 . 


4.4.1.1 公理 


命题 逻辑 的 目标 , 是 刻画 所 有 的 重 言 式 . 这 是 通过 设 定 公 理 和 从 这 些 公 理 出 发 
做 出 推演 的 规则 以 一 种 纯粹 形式 的 方法 来 进行 的 . 现在 就 给 出 这 些 公理 . 
(Al) p 一 ^p. 
(A2) ^7p > p. 
(A3) p > (a > p). 
(A4) ((p > q) > p) > p. 
(A5) (p> q) > ((a — r) > (p > r)). 
(A6) p ^q > p. 
(AT) p^q >q. 
(A8) (p > q) > ((p > r) > (p > q^r)). 
(A9) p>pVq. 
(A10) q — p V q. 
(A11) (p> r) 一 
(A12) (p = q) ^ 
(A13) (p = q) > 
( ) 一 
( ) = 


((q — r) 2 (pVvq r)). 
(p > 9). 
(4> p). 
(A14) (p^ 4) > ( 
(A15) (p > q) > ( 


(q 5 p) > (p ^ q)). 
~q > =p). 


4.4.1.2 ”推演 规则 


用 A, B, C 表示 任意 的 表达 式 . 这 些 推演 规则 是 

(R1) 任何 一 个 公理 能 够 被 推演 出 . 

(R2) (肯定 前 件 式 一 一 分 离 规 则 ) 如 果 (A B) 和 A 是 从 公理 可 推演 出 的 ， 
WW B 也 是 从 公理 可 推演 出 的 . 

(R3) (替换 规则 ) E A 可 以 从 公理 推演 出 , 并 且 若 B 是 通过 将 4 中 的 某 个 命 
题 变 元 q; 全 部 替换 为 一 个 固定 的 表达 式 C 产生 的 , 则 B 也 可 以 从 公理 推演 出 . 

(R4) 一 个 表达 式 能 够 从 公理 推演 出 , 当 且 仅 当 它 是 根据 规则 (R1). (R2) 和 
(R3) 被 推演 出 的 . 
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4.4.1.3 命题 逻辑 的 主要 定理 


(iv) 可 判定 性 : 存在 着 一 个 经 过 有 限 步 后 终止 的 算法 以 判定 一 个 表达 式 是 否 为 
重 言 式 . 
4.4.2 ”谓词 逻辑 


直观 地 讲 ,谓词 演算 研究 个 体 的 性 质 及 其 间 的 关系 . 为 此 我 们 使 用 这 样 的 表 
述 :“ 对 于 所 有 的 个 体 .… 为 真 ” 和 “存在 某 个 个 体 , 对 于 它 有 .……” 
个 体 域 ”形式 地 考虑 , 我 们 假设 存在 一 个 集合 M, 称 为 个 体 域 . 这 个 集合 也 称 作 一 
个 字母 表 或 一 个 基本 集 - 
关系 ”性 质 和 个 体 间 的 关系 由 集合 M 上 的 n 重 关系 来 描述 ， 这 样 一 个 关系 是 n 
EC EJLE M x- x M 的 一 个 子 集 . 符号 


(ai, , Qn) ER 


按 定义 表示 个 体 a1,… ,an 间 存 在 着 关系 R. 如 果 n = 1, 我 们 也 简单 地 说 ol R 
ATER R. 
例 1: 假设 个 体 域 是 实数 集 R. $ RR 是 自然 数 集 , 则 命题 


acR 


表达 的 是 实数 a 是 一 个 自然 数 这 一 事实 . 
E z 表示 所 谓 的 个 体 变 元 , 则 表达 式 


Vz Rr 


4M 中 的 所 有 个 体 都 属于 R( 即 具有 性 质 R) 时 被 认为 是 真 的 . 然而 , 若 这 个 命题 
是 假 的 , 则 在 M 中 存在 一 个 不 属于 OR 的 个 体 . 另 一 方面 , 表达 式 


公理 系统 (A1) 到 (A15) 既 具 有 语义 无 矛盾 性 也 具有 语法 无 矛盾 性 . 
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当 有 一 个 M 中 的 个 体 也 属于 RR 时 是 真 的 , 而 当 M 中 的 任何 个 体 都 不 属于 R 时 是 
假 的 . 类 似 地 , 能 够 定义 二 重 关系 , 如 


VYzVyRzy 等 . 


例 2: 我 们 选取 实数 集 R 作为 个 体 域 , 设 R := {(a,a)la € R}, JJ R Æ R xR Éj— 
ATÈ, 符号 Rab WRB (a,b) € R, 而 形式 表达 式 


Vavb(Rab — Rba) 


的 意思 是 : 对 于 所 有 的 实数 a 和 b, 关系 a = b 意味 着 b= a. 
基本 符号 ”在 一 阶 谓词 演算 中 , 要 用 到 下 列 符号 : 
(a) 个 体 变 元 T1:22,777; 
(b) 关系 变 元 RP, RP, e, 其 中 有 = 1,2,…; 
(c) 3XSRIR- T: n, A, V, 7,03 
(d) 全 称 量词 符 v 和 存在 量词 符 3; 
(e) 括号 (, ). 
关系 变 元 RO 按 定义 应 用 于 n 个 个 体 变 元 , 如 RP ais. 
RER (0) 任何 符号 串 RM ai, zi mu (k,n = 1,2,---) 是 一 个 表达 式 . 
(ii) MR A 和 B 是 表达 式 , W 


^A, (A^ B),(A V B), (A > B),(A e B) 


也 是 表达 式 . 

(iii) 如 果 A(z;) 是 一 个 表达 式 , 其 中 个 体 变 元 zj 全 部 自由 地 出 现 , 就 是 说 虽然 
zj 出 现 但 Va, A 3e, 都 不 出 现 , 则 Ve, A(z;) 和 So, 4(zi) 也 是 表达 式 . 

(iv) 一 个 符号 串 只 有 当 它 是 由 上 面 的 (i) 到 (iii) 形成 的 时 才 是 一 个 表达 式 . 
哥 德 尔 完全 性 定理 (1930) ”在 一 阶 谓词 逻辑 中 存在 着 明确 表达 的 公理 和 推演 规则 , 
使 得 一 个 表达 式 是 一 个 重 言 式 当 且 仅 当 它 能 从 公理 推演 出 . 

对 于 14.13 中 的 命题 逻辑 的 完全 性 0 来 说 情况 是 类 似 的 
印 奇 定理 (1936) 与 命题 逻辑 相反 , 在 一 阶 谓词 逻辑 中 不 存在 任何 经 有 限 步 后 能 
判定 一 个 命题 是 否 为 重 言 式 的 算法 


4.4.3 ”集合 论 的 公理 

按照 策 梅 洛 (1908) 和 弗兰克 尔 (1925) 的 思想 , 为 了 创建 一 个 严格 的 公理 集合 
ie. 我 们 使 用 基本 概念 “集合 ”和 “集合 的 元 素 ”", 并 要 求 满足 下 列 公理 . 

(i) 存在 公理 : 存在 一 个 集合 . 

1) 更 详细 的 内 容 可 以 在 [349] 中 找到 . 
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(ii) BEFAR: 两 个 集合 相等 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 元 素 . 

(ui) 条 件 公理 : 给 定 任何 集合 M 和 任何 命题 of (x), 存在 一 个 集合 A, 它 的 元 
素 恰好 是 M 中 使 (n) 为 真 的 那些 元 素 . D 
例 1: 我 们 选取 一 个 集合 M, 设 of (x) 是 条 件 (命题 )z 关 zx. 则 存在 一 个 集合 A, 
它 由 zeM HaAc 的 那些 元 素 组 成 . 这 个 集合 记 作 o 并 称 为 空 集 . 根据 恒 等 公 
理 , 这 个 集合 是 唯一 的 . 
例 2: 不 存在 其 元 素 是 所 有 集合 的 集合 (没有 “集合 的 集合 ” ). 
证 明 : 假设 确实 存在 一 个 由 所 有 集合 组 成 的 集合 X. 根据 条 件 公理 ， 


4:={zEXlzgez 


也 是 一 个 集合 . 
情形 1: AE A, 则 由 集合 的 构造 有 Ac A. 
情形 2: 我 们 有 Ac A. 但 由 集合 的 构造 有 A ¢ A. 
在 这 两 种 情形 , 我 们 得 到 了 一 个 矛盾 , 因此 假设 这 样 的 X 是 存在 的 为 假 . 证 毕 . 


作为 其 元 素 . 

(v) 并 集 公理 : 对 于 任何 集 系 M, 存在 一 个 集合 , 它 恰好 由 属于 M 的 某 个 集 
合 的 那些 元 素 组 成 . 

(vi) FRAB: 给 定 一 个 集合 M, 存在 一 个 集 系 M, 它 恰好 包含 M 的 所 有 子 


集 . 
我 们 用 条 件 3 
X* := XU(X) 


定义 集合 X 的 后 继 X^. 

(vii) 无 穷 公理 : 存在 着 一 个 集 系 M, 它 包 含 空 集 并 且 对 于 每 个 属于 它 的 集合 
来 说 也 包含 其 后 继 . 

(vii) 选择 公理 : 一 个 非 空 集 合 的 非 空 族 的 笛 卡 儿 积 是 非 空 的. ? 

(ix) RAB: $ A (a, b) 是 一 个 二 元 命题 , 使 得 对 于 集合 A 的 任何 一 个 元 素 
a 我 们 能 够 形成 集合 M(a):={b] (a, b)}， 则 存在 唯一 一 个 以 A 为 定义 域 的 函数 
F 使 得 对 于 所 有 的 ce 4 有 F(a) = M(a). 

在 [347] 中 讲述 了 如 何 从 这 些 公理 出 发 来 建立 集合 论 . 为 了 防止 像 涉及 所 有 集 
合 的 集合 的 罗素 悖 论 那样 的 反常 情况 , 有 必要 极其 仔细 地 表述 这 些 公理 . 

1) 因此 我 们 假设 z 在 (c) 中 没有 量词 Y 和 习 下 的 出 现 至 少 有 一 次 , BI z 是 自由 的 . 


2) 这 里 {X} 表 示 其 唯一 的 元 素 是 集合 X 的 集合 . 
3) 函数 、 集 族 和 笛 卡 儿 积 的 定义 见 4.3. 
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44.4 RERIT AH 

康 托 尔 在 他 关于 集合 论 的 工作 中 , 引入 了 超 穷 序数 和 超 穷 基数 . 序数 相应 于 我 
们 “不 停 地 数 数 (shiishi)” 的 直观 感受 , 而 基数 刻画 的 是 “元 素 的 个 数 ”", 也 称 为 集 
合 的 势 . 


4.4.4.1 序数 
Bw R 


0:29, 1:-0*, 2:17, 3:-2*, +, 
其 中 z+ =rU{r} 是 z 的 后 继 . 则 有 2) 
1={0}, 2= {0,1}, 3= {0,1,2}, 


一 个 集合 M 称 为 后 继 集 , 如 果 它 包含 空 集 并 且 对 于 它 包含 的 每 个 集合 来 说 也 
包含 其 后 继 . 存在 唯一 的 一 个 后 继 集 o, 它 是 其 他 任何 后 继 集 的 子 集 (“ 最 小 的 ”后 
继 集 ). 
定义 w 的 元 素 称 为 自然 数 . 

戴 德 金 递归 公式 KATEA X 上 的 一 个 函数 p : XX X, $ m BRA X 的 一 
个 固定 元 素 . 则 恰好 存在 一 个 函数 


其 中 R(0) =m H R(n*) = e(R(n)). 称 RR 为 一 个 递归 函数 . 

例 1( 自 然 数 的 加 法 ): MX := w 并 令 v 的 定义 为 对 于 所 有 x € w, v(x) := x*, 
则 对 每 个 自然 数 m 存在 一 个 函数 Ri ww 其 中 RO) 2 m 且 对 于 所 有 nEw, 
R(n*) = R(n)*. 我 们 设 m +n := R(n). 这 意味 着 对 于 所 有 的 自然 数 n Alm, 


m+0=m 并 Hf m+nt = (m+n)t. 


特别 地 , m+1l=m*, AA m+1=m+0t =(m4+0)t 2 m*. 
借助 于 集合 论 的 公理 , 用 这 种 方法 可 以 将 自然 数 集 作为 集合 w 引入 并 在 此 集合 

上 引进 加 法 .2” 类 似 地 , 我 们 可 以 在 自然 数 集 上 定义 一 个 乘法 . 通过 使 用 适当 的 等 价 

关系 的 构造 法 , 我 们 可 以 从 这 个 集合 形成 整数 集 、 有 理 数 集 , 并 且 最 终 形成 实数 集 

和 复数 集 . 

例 2( 整 数 ): 整数 集 可 以 用 下 面 的 构造 法 得 到 ， 我 们 考虑 所 有 的 自然 数 对 (mn), 

m,n € w 并 且 记 


(m,n) ~ (a,b) 当 且 仅 当 m+b=a+n. 


1) 注意 1= ØU {Ø} = (e) = {0}, 2-2 1U (1) = (0) u (1) = (0,1) 等 . 
2) 为 了 强调 这 种 构造 的 序数 特征 , 我 们 在 此 按照 集合 论 的 传统 ,用 符号 w 代替 N 表示 自 
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相应 的 等 价 类 [(m,n)] PRA SK.” 例如, 我 们 有 (1, 3) ~ (2, 4). 
定义 ”一 个 序数 是 一 个 良 序 集 X, 具有 性 质 : 对 于 所 有 的 ac X, 集合 


(re X:r«a) 


与 a 相合 . 
例 3: 上 面 定义 的 集合 0, 1, 2, --- 和 w 是 序数 . WE 


wtl:=wt, w-F2:-(w-1)*, 


都 是 序数 . 它们 对 应 于 从 w 开始 的 计数 . 
设 a 和 [6 是 序数 , 如 果 a 是 6 的 子 集 , 记 


定理 (1) 对 于 任何 两 个 序数 a 和 B, 三 个 条 件 a < 8, a = 8, a > B 中 刚好 有 一 
个 为 真 . 

(ii) 每 个 序数 集合 是 良 序 的 . 

(ui) 每 个 良 序 集 X 都 以 恰好 和 一 个 序数 同样 的 方式 被 排序 , 将 它 记 作 ord X 
并 且 称 为 X 的 序数 . 
序数 和 A 和 B 是 两 个 不 相交 的 良 序 集 , 则 定义 序数 和 


“A U B” 


为 具有 下 列 自 然 顺 序 的 并 集 AU B: 
对 于 ce 4 和 be B 有 a « b. 

特别 地 , 这 意味 着 若 a 和 都 属于 4( 相 应 地 , B), Wa<b 对 应 于 4( 相 应 地 ， 
B) 中 的 序 . 
序数 积 FAA B 是 两 个 良 序 集 , 则 这 两 个 的 序数 积 

VA 5c IB? 

定义 为 具有 字典 顺序 的 积 集 4 x B, 即 (a,b) < (c,d) 当 且 仅 当 要 么 a < c, BZ 
a=cHbdb<d. 
序数 的 算术 Kohl 8 是 两 个 序数 . 则 恰好 存在 一 个 序数 7, 它 像 序数 和 “a U 5” 


那样 被 排序 . 用 
at+B:=¥ 


定义 序数 的 和 
1) 直观 上 , 等 价 类 [(m,n)] 是 数 m—n. 
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例 4: 对 于 所 有 的 序数 a, 有 a+1=at. 
并 且 , 恰好 存在 一 个 序数 5, 它 像 序数 积 “a x 86” 那样 被 排序 . 用 
aß := 6 
定义 序数 的 积 . 
例 5: 我 们 考虑 集合 w x w 上 的 字典 顺序 : 
(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) 
(1,0) (L1) (1,2) (1,9) 


à) 第 一 行 像 w 那样 被 排序 , 即 第 一 行 的 序数 是 w. 

(ii) 第 一 行 连同 (1,0) ff w+ 1 那样 被 排序 , 即 这 一 集合 的 序数 是 w+ 1. 

(iii) 第 一 行 连同 第 二 行 的 序数 是 2w. 

(iv) 车 赋予 第 一 和 第 二 列 以 字典 顺序 (0,0), (0, 1), (1,0), (1, 1)…， 则 得 到 一 
个 序数 为 w2 的 集合 M. 另 一 方面 ，M 像 自然 数 集 那 样 被 排序 . 因此 , w2 = w, 即 
2w x w2. 

(v) 整个 矩阵 的 序数 是 ww, 即 ord(w x w) = ww. 
布 拉 里 - 福 蒂 悖 论 ”所 有 序数 的 全 体 不 是 一 个 集合 - 


4.4.4.2 基数 


设 给 定 任意 集合 A. 能 够 双 射 到 A 的 所 有 序数 形成 一 个 良 序 集 . 这 一 集合 中 
的 最 小 序数 称 为 A 的 基数 , 记 作 card A. 
关系 card A < card B 对 应 于 序数 间 的 关系 . 
E (i) 我 们 有 card A = card B 当 且 仅 当 4 和 具有 双 射 关系 . 
(ii) 我 们 有 card A < card B 当 且 仅 当 A 双 射 到 B 的 一 个 子 集 . 
例 : 对 于 有 限 集 A, 基数 card A 就 是 该 集合 的 元 素 个 数 . 
基数 的 算术 Gt 4 和 B 是 不 相交 的 集合 . 用 关系 


cardA + cardB := card(A U B) 
定义 基数 的 和 
对 于 两 个 任意 集合 4 和 B, 用 
(cardA)(cardB) := card(A x B) 
定义 基数 的 积 . 
这 个 定义 独立 于 A 和 B 的 代表 的 选取 . 
康 托 尔 悖 论 ”基数 的 全 体 不 是 一 个 集合 . 


x 更 确切 的 说 法 是 ,假如 所 有 序数 的 全 体 是 一 个 集合 ， 则 将 导致 矛盾 ， 该 矛盾 称 为 “ 布 拉 
里 - 福 蒂 悖 论 ”. 4.4.4.2 中 的 “ 康 托 尔 悖 论 ” 也 作 同 样 的 理解 .一 一 译 者 
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4.4.4.3 连续 统 假设 


习惯 上 用 No 表示 自然 数 集 w 的 基数 cardw. 还 存在 着 确实 比 No 大 的 最 小 
基数 Ni. 可 以 想象 到 有 下 面 两 种 情况 : 

(i) No < Ni = card R. 

(ii) Xo < Ni < card R. 

实数 集 的 基数 card R 称 为 连续 统 的 基数 ， 康 托 尔 曾 试 图 证 明 连 续 统 假设 (i)， 
但 没有 成 功 . 直观 上 , (i) 说 明 在 自然 数 集 的 基数 和 连续 统 的 基数 之 间 不 存在 别 的 基 
数 . 


1940 年 , 哥 德 尔 证 明了 连续 统 假设 (i) 与 集合 论 的 其 余 公理 是 相 容 的 ; 1963 F, 
科恩 证 明了 (ii) 也 是 如 此 
哥 德 尔 - 科 恩 定理 ”选择 公理 和 连续 统 假设 独立 于 集合 论 的 其 余 公理 . 

更 确切 地 说 , 这 意味 着 如 果 在 4.4.3 给 出 的 集合 论 公理 是 无 矛盾 的 ， 则 ( 和 
(i) 都 能 成 立 而 不 产生 矛盾 . 如 果 我 们 将 选择 公理 换 成 它 的 否定 也 有 同样 的 结果 ! 

这 一 惊人 的 结果 表明 , 不 止 有 一 种 集合 论 , 而 是 有 好 几 种 可 能 的 集合 论 , 与 读者 
通常 所 认为 的 相反 , 4.4.3 的 非常 自然 的 公理 并 没有 完全 确定 无 穷 的 结构 . 

20 世纪 物理 学 和 数学 的 深刻 发 现 之 一 , 就 是 当 我 们 研究 那些 远离 人 们 日 常生 活 
的 概念 时 , 普通 的 “常识 ”可 能 会 是 完全 不 适合 的 . 这 一 点 对 于 量子 论 (原子 层面 )、 
相对 论 (高 速 和 力 ) 以 及 集合 论 (无 穷 概 念 ) 而 言 确实 如 此 . 


4.5 公理 方法 及 其 与 哲学 认识 论 之 关系 的 历史 


在 你 开始 对 事物 进行 公理 化 之 前 , 要 确 
信 你 首先 有 一 些 数学 材料 . 
H. 外 尔 ? (1885—1955) 


在 数学 史上 , 可 以 观察 到 两 种 基本 趋势 ; 

(i) 与 其 他 自然 科学 的 交互 作用 ， 

(ii) 与 哲学 认识 论 的 交互 作用 . 

在 本 节 中 我 们 想 简要 地 考察 一 下 (ii). 在 [212] 中 有 关于 (i) 的 详细 讨论 , 其 中 
包括 (最 近 ) 几何 与 现代 物理 (基本 粒子 理论 和 宇宙 学 ) 之 间 令 人 炫目 的 交互 作用 . 
本 卷 末尾 收录 了 一 系列 在 数学 史上 产生 影响 的 人 名 和 事件 . 

1) 符号 N 是 希 伯 来 字母 表 中 的 第 一 个 字母 , 读 作 阿 列 夫 . 

2) H. 外 尔 在 1930 年 成 为 D. 希 尔 伯 特 在 哥 廷 根 的 继任 者 .1933 年 他 移民 到 美国 , 在 新 泽 
西 州 著名 的 普林斯顿 高 等 研究 院 与 A. 爱 因 斯 坦 共事 ，R. 库 朗 也 于 1933 年 移民 到 美国 , 并 在 
纽约 创立 了 现在 称 为 库 朗 研 究 所 的 著名 研究 机 构 . 
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公理 ”一 个 数学 学 科 的 公理 化 表述 符合 下 列 模式 : 
A 在 顶部 我 们 有 所 谓 的 公设 或 公理 ， 这 
eem 些 是 公认 的 、 不 加 证 明 的 假设 , 它们 形成 了 
演绎 推理 过 程 的 基础 ， 然 而 , 这 些 公理 并 不 
是 任意 陈述 的 , 它们 的 表述 通常 是 对 某 个 课 
题 的 核心 获得 洞 见 的 艰难 而 漫长 的 数学 过 
程 的 结果 . 借助 于 这 些 公理 ， 人 们 做 出 被 称 
作证 明 的 逻辑 推导 , 从 而 导致 某 些 数学 结果 
( 引 理 、 命题 、 定理) 尤为 重要 的 , 是 给 出 称 
数学 定理 为 定理 的 某 些 结果 D, 
定义 赋予 反复 使 用 的 概念 以 名 称 . 做 出 
可 行 的 证 明 的 关键 常常 是 形成 正确 的 定义 . 
欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 ” 欧 几 里 得 所 写 的 著名 教科 书 《几何 原本 》 是 公理 方法 的 
一 个 闪光 例子 , 它 已 经 为 其 后 2000 年 的 科学 活动 树立 了 榜样 ， 这 本 书 大 约 写 于 公 
元 前 325 年 的 亚历山大 里 亚 ， 它 以 下 列 定义 作为 开始 : 点 是 没有 部 分 的 某 种 东 
西 . @ 线 是 广 延 的 长 . ©. 
平行 公理 尤其 著名 . 用 现代 语言 将 它 表 述 如 下 ; 
(P) 如 果 点 P 不 在 直线 1 上 , 则 在 由 P 和 / 张 成 的 平面 上 恰 有 -一 条 直线 通过 
P 而 不 与 ! 相交 . 
直到 19 世纪 才 由 波 尔 约 、 高 斯 和 罗 巴 切 夫 斯 基 证 明 , 平行 公理 独立 于 其 他 的 
欧 几 里 得 公理 . 这 意味 着 有 (P) 成 立 的 几何 , 也 有 (P) 不 成 立 的 几何 ( 见 3.2.7 节 ). 
希 尔 伯 特 的 《几何 基础 》 ”现代 公理 方法 是 由 希 尔 伯 特 在 他 写 于 1899 年 的 《几何 基 
fb) 中 创立 的 . 相 比 于 欧 几 里 得 , 希 尔 伯 特 对 公理 方法 作出 了 更 彻底 的 发 展 . 他 不 去 
尝试 定义 点 是 什么 , 而 是 将 理论 建立 在 “点 " 、“ 线 " AL “ 面 "概念 以 及 “通过 ” 、' 全 
等 " 和 “位 于 ”关系 的 基础 之 上 , 但 并 不 赋予 它们 以 固定 的 含义 . 接着 他 用 这 些 概念 
表述 公理 ,由 此 产生 几何 概念 ， 例 如 , 他 的 第 一 条 公理 很 简单 : 通过 任何 两 点 有 一 


逻辑 ( 证明 ) 


“ 线 ” 就 是 中 心 位 于 z 轴 上 的 一 个 圆 ( 见 3.2.8 节 ). 
希 尔 伯 特 关于 几何 相对 无 矛盾 性 的 证 明 ”在 代数 和 分 析 的 某 些 部 分 是 无 矛盾 的 假 
设 下 , 希 尔 伯 特 能 够 证 明 几 何 的 无 矛盾 性 , 方法 是 利用 笛 卡 儿 坐 标 , 然后 将 几何 命题 
翻译 成 代数 的 和 分 析 的 命题 . 例如 , 欧 几 里 得 几何 中 的 定理 “两 条 不 平行 的 直线 恰好 
相交 于 一 点 ”对 应 于 以 下 事实 : 对 于 给 定 的 实数 4, B,C, D, E,F H AE-BD £0, 
方程 组 
Az + By+C=0, 
| Dr+Ey+F=0 


1) 为 了 构建 证 明 , 先 表述 一 些 称 为 引 理 的 中 间 结 果 常 常 是 有 帮助 的 . 
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刚好 有 一 组 解 (x,y). 
关于 数学 无 矛盾 性 之 绝对 证 明 的 希 尔 伯 特 规划 KAE 1920 年 , 希 尔 伯 特 提出 了 
一 个 规划 , 其 目标 是 要 证 明 全 部 数学 的 无 矛盾 性 . 4.4.1.3 中 命题 逻辑 的 主要 定理 为 
这 种 证 明 充 当 了 样板 . 它 的 基本 思想 是 , 人 们 能 够 以 一 种 纯 形 式 的 方式 , 通过 应 用 固 
定数 目的 推演 规则 , 从 固定 数目 的 公理 出 发 获得 一 个 理论 的 全 部 “定理 ”. 
哥 德 尔 不 完全 性 定理 1931 年 , 哥 德 尔 发 表 了 他 的 基础 性 工作 “ 论 《 数 学 原理 》 及 
相关 系统 中 的 形式 不 可 判定 命题 ”. 在 这 篇 论文 中 , 他 证 明了 以 公理 为 基础 建立 的 足 
够 丰富 到 包括 数论 系统 在 内 的 任何 理论 总 存在 着 不 能 纯粹 从 这 些 公理 推演 出 的 定 
理 , 尽管 它们 肯定 是 真 的 并 且 能 够 被 证 明 . 

而 且 , 哥 德 尔 还 证 明 要 证 明 这 样 一 个 公理 系统 是 无 矛盾 的 唯一 方法 就 是 把 它 传 
递 给 更 大 的 系统 . 由 此 , 寻求 数学 无 矛盾 性 证 明 的 希 尔 伯 特 规划 原来 是 行 不 通 的 . 按 
照 哥 德尔 的 理解 , 数学 远 不 止 是 由 公理 和 做 出 推演 的 规则 构成 的 形式 系统 . 
数理 逻辑 ” 哥 德 尔 的 工作 代表 了 数理 逻辑 的 一 个 亮点 . 形式 逻辑 一 一 哲学 的 一 个 
重要 部 分 一 一 产生 自 亚 里 士 多 德 . 

据 亚 里 士 多 德 , 第 一 个 基本 的 思维 原则 是 矛盾 律 . 他 写 道 :“ 茶 物 能 够 既 存 在 同 
时 又 不 存在 是 不 可 接受 的 .” 

亚 里 士 多 德 的 第 二 个 基本 原则 是 排 中 律 :“ 一 个 命题 要 人 么 为 真 要 么 为 假 .” 数学 
中 的 所 有 间接 证 明 都 以 下 列 形式 应 用 这 一 原则 : 如 果 一 个 命题 的 否定 是 假 的 ， 则 命 
题 本 身 一 定 是 真 的 .D) 

逻辑 这 个 词 是 由 斯 多 万 学 派 的 芝 诺 (公元 前 336 一 前 264) 引进 的 . 希腊 词 logos 
的 含义 是 词语 、 演说 、 思 维和 理性 . 

Ai JERK (16461716) 表达 过 将 数学 符号 引入 逻辑 的 思想 . 第 一 个 这 样 的 系 
统 是 由 英国 数学 家 G. 布尔 (1815—1864) 创立 的 . 现代 数理 逻辑 开始 于 G. 9b: 
格 (1848 一 1925) 在 1879 年 出 版 的 《概念 文字 》. 然而 , IE B. 罗素 (1872—1970) 
Al A. 怀特 黑 德 (1861 一 1947) 的 三 大 卷 《 数 学 原理 》 的 发 表 才 以 一 套 精简 的 形式 符 
号 体系 为 现在 所 有 的 数学 提供 了 必需 的 数学 工具 . 这 一 发 展 随 着 希 尔 伯 特 和 阿 克 曼 
的 《理论 逻辑 基础 》 在 1928 年 的 出 版 , 以 及 希 尔 伯 特 和 贝尔 奈 斯 的 两 卷 本 专著 《 数 
学 基础 》 在 1934 年 和 1939 年 的 出 版 而 达 至 顶点 . 

[349] 是 一 本 极 好 的 现代 数理 逻辑 导论 . 受 量 子 论 和 计算 机 科学 需求 的 影响 ， 人 
们 已 经 建立 了 一 种 多 值 逻 辑 , 除 “ 真 ”和 “ 假 ” 外 , 它 还 允许 更 多 的 可 能 真 值 (例如 
“Ty Ae”). 与 这 种 逻辑 相应 的 集合 论 是 模糊 集合 论 . 


1) 并 非 所 有 的 数学 家 都 接受 这 一 原则 . 在 20 世纪 20 年 代 , 布 劳 威 尔 建立 了 所 谓 的 直觉 
主义 数学 , 它 拒绝 接受 间接 证 明 而 只 接受 构造 证 明 . 
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世界 上 存在 的 最 完美 的 东西 都 是 上 帝 安排 的 SERE 
无 疑问 , 世界 上 所 有 的 活动 都 可 以 通过 计算 相应 原因 下 的 极 
大 值 和 极 小 值 来 得 到 . 
L. 欧 拉 (Euler, 1707-1783) 
在 整个 数学 史 中 , 除了 希腊 哲学 黄金 年 代 , RAL. 欧 
拉 时 代 更 好 的 时 代 了 . 让 数学 完全 改变 面 狐 , 使 其 成 为 当今 
强 有 力 的 工具 , 这 是 他 的 特权 
A. 施 派 泽 (Speiser, 1885-1970) 
通过 推广 变 分 法 中 欧 拉 的 方法 , J. L. 拉客 良 日 发 现 了 如 
何 能 用 单独 一 行 写 出 分 析 力学 中 所 有 问题 的 基本 方程 
C. G. J. 雅 可 比 (Jacobi, 1804-1851) 
真正 的 最 优化 是 近代 数学 研究 对 于 决策 过 程 有 效 设计 的 
革命 性 贡献 ， 
G. B. 上 丹 齐 格 (Dantzig， 1914-)” 


5.1. 单 变量 函数 的 变 分 法 


5.1.1 Kft- 伯 努 利 方程 
设 给 定 实数 to,t1, qo, gl 满足 如 < ti. 我 们 考虑 极 小 化 问题 


ia L(q(t), q (t), t)dt = min, En 
q(to) =a, q(tı) = b, 


* 欧 拉 无 疑 是 一 位 伟大 的 科学 家 . 在 他 赞美 大 自然 如 此 完美 地 服从 力学 定律 的 同时 ， 对 为 
什么 如 此 完美 却 给 予 了 “上 帝 安 排 的 神学 解释 , 如 同 伟大 科学 家 牛顿 在 解释 行星 为 何 绕 太 阳 旋 
转 时 提出 上 帝 是 第 一 推动 力 . 这 是 时 代 的 局 限 , 后 人 无 须 苛 求 ， 人 类 对 科学 真理 的 探索 永 无 止 
Ht 随 着 科学 的 发 展 , 宇宙 起 源 之 谜 终 将 被 逐步 揭 开 . 译 者 

1) 丹 齐 格 (Dantzig) 于 1950 年 前 后 在 美国 提出 了 线性 最 优化 中 基本 的 单 形 法 ( 见 5.5). 
这 是 现代 最 优化 理论 的 基础 , 随 着 越 来 越 多 地 使 用 功能 强大 的 计算 机 , 单 形 法 取得 了 (并 且 正 在 
取得 ) 巨大 进展 . 
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以 及 更 一 般 的 极 小 化 问题 


| 10.40.02: 5 8 T 
alto) =a, a(t) =h 


这 里 L 就 是 所 谓 的 拉 格 朗 日 函数 , 假定 它 充 分 正则 
EEE 车 g= g(t), to<t<ti X (5.1) 或 (5.2) 的 C? fgg, 则 对 于 所 述 的 拉 格 朗 
日 函数 L, 有 如 下 的 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 ”): 


(5.3) 


这 个 著名 的 定理 是 欧 拉 于 1744 年 在 他 的 著名 的 论文 “寻求 具有 某 种 极 大 或 极 
小 性 质 的 曲线 的 方法 ”“ (Moethodus inveniendi lineas curvas maximi minimive pro- 
prietate gaudents, sive solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu 
accepti) ”中 证 明 的 . 据 此 , 他 奠定 了 变 分 法 作为 一 门 数 学 学 科 的 基础 1762 年 , 拉 
格 朗 日 简化 了 欧 拉 对 上 述 结果 的 推导 , 并 且 用 该 方法 可 以 把 方程 (5.3) 推广 到 多 变 
量 函 数 (UL (5.46)). C. FAREL E (Carathéodory, 1873-1950) 把 欧 拉 的 变 分 法 
称 为 “ 现 有 的 最 漂亮 的 数学 成 果 之 一 ” 我 们 将 在 5.1.2 中 给 出 一 些 例子 . 
注 “” 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 等 价 于 方程 (5.2). 另 一 方面 , 方程 (5.3) 仅仅 表达 了 极 小 
化 问题 (5.1) 的 一 个 必要 条 件 .(5.1) 的 解 满足 (5.3), 但 反之 则 未 必 正 确 . 在 5.1.5 中 
我 们 将 给 出 一 些 充 分 条 件 , 使 得 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 (5.3) 的 解 确实 也 是 极 小 化 问 
题 (5.1) 的 解 . 
推广 到 方程 组 ”者 在 (5.1) 或 (5.2) 中 q 是 一 向 量 g = (qi,… ,gr), 则 (5.3) 必须 
用 如 下 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 组 代替 : 


(5.4) 


力学 中 的 拉 格 朗 日 运动 方程 ”在 力学 中 , 当 力 与 时 间 无 关 , 并 且 有 势能 时 , 拉 格 朗 


日 函数 可 以 选 成 
[2 = 动能 -势能 .| 
1) 例如 , RÆ L:RxR x [to,ti] ^ R WC? 函数 即 可 . 
2) 详细 写 出 这 些 方程 为 


d AL (q(t), q(t), t) | OL(a(t), d (t), t) 
dt aq’ aq 


= 0. 


3) 该 拉丁 文 标题 的 英 译 是 “A method of finding curves which have a property of 
extremes or solution of the isoperimetric problem, if it is understood in the broadest 


sense of the word" . 
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于 是 系统 (5.4) 就 是 著名 的 拉 格 朗 日 运动 方程 . 参数 t 对 应 于 时 间 , 而 9 是 任意 的 
位 置 向 量 . 

若 考虑 质点 沿 曲线 或 曲面 的 运动 (例如 圆周 或 球面 摆 ), 则 必须 把 约束 力 加 到 牛 
顿 方程 中 , 以 使 质点 保持 在 曲线 或 球面 上 . 这 是 一 个 复杂 的 过 程 . 拉 格 朗 日 创造 性 
地 引入 了 适当 的 坐标 而 完全 不 用 约束 力 ,， 从 而 使 得 方程 优雅 得 多 . 牛顿 方程 常 表达 
成 “ 力 等 于 质量 乘 加 速度 ”, 这 种 形式 无 法 推广 到 像 电 动力 学 、 相 对 论 和 粒子 物理 
这 样 一 些 更 一 般 的 物理 对 象 . 相反 ， 


拉 格 朗 日 公式 可 以 推广 到 物理 中 出 现 的 所 有 场 论 . | 


相应 的 讨论 见 [212]. 
变 分 问题 解 的 解释 ”考虑 通过 点 (to, qo) 和 (t1, qi) 的 一 族 曲 线 


[a= +eh), to<t<th,| (5.5) 


这 里 所 谓 通过 点 (to,qo) 和 (t1,q1) 是 指 满 
Æ h(to) = h(ti) = 0 (Él 5.1). 此 外 , We Æ 
一 小 参数 . 若 将 这 一 族 曲 线 代 入 积分 (5.1), 
则 得 到 表达 式 


(e) := is L(q(t)+eh(t), q'(t)--eh' (t), t)dt. 


to 


(i) E q = g(t) 是 极 小 化 问题 (5.1) 的 
f£, 则 函数 y = (e) 在 点 e = 0 处 达到 极 
小 , 特别 地 有 


2:(0) = 0. (5.6) 


(ii) 依据 定义 , 问题 (5.2) 是 意 指 函数 p = yle) 在 e = 0 达到 临界 点 .由 此 可 
见 (5.6) 成 立 . 
从 (5.6) 我 们 得 到 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 这 在 [212] 中 有 详细 的 证 明 . + 


7@ =| Klatt). a’), Dat 


to 


k 


lale := Y, max |a?" (t|, 


tokt«t 
j=0 OSFST1 
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其 中 g(t) = g(t). FRA ple) = J(q 十 eh)， 根 据 定义 , 积分 J 的 一 阶 变 分 是 
8J(g)h := wp'(0). 因此 方程 (5.6) KE 


8J(q)h — 0 
(一 阶 变 分 为 零 ). 这 在 物理 学 中 通常 简 记 作 OJ = 0. 三 阶 变 分 定义 成 
82J(g)h? := g" (0). 


下 面 是 一 个 基本 概念 . 

强 和 弱 局 部 极 小 值 KENE [tot] 上 的 C' 函数 q = g(t) 满足 g(to) = a, 
q(t1) =b. 根据 定义 , 函数 g 是 (5.1) 的 强 极 小 值 (相应 地 弱 极 小 值 ), 如 果 存 在 一 数 
n > 0, 使 得 对 于 定义 在 [to, t1] 满足 ge (to) = a, qx(t1) = 和 


lla — all < n 
的 所 有 C1 函数 qe, 25 k= 0( 相 应 地 大 = 1) 时 成 立 
J(qx) 2 J(q). 


这 一 定义 可 以 逐 字 逐 句 地 推广 到 方程 组 情形 . 每 一 弱 (相应 地 强 ) 局 部 极 小 值 
都 是 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 的 一 个 解 . 
守恒 律 ”对 于 Llalt) g (t), t) 的 拉 格 朗 日 方程 , 即 


d 
a ers La =0 
可 以 写作 
Lygad” + Laad + Lg — Lg =0. (5.7) 
E! 


称 为 (J X)s8 €. 
(i) 能 量 守恒 : 若 拉 格 朗 日 函数 与 时 间 t 无 关 (系统 相对 于 时 间 齐 性 ), 则 (5.7) 
取 形 式 


Sr Ly - L) =0. 
于 是 
q'(t)p(t) — L(q(t), q' (t), t) = 常数 . (5.8) 
左 端 对 应 于 力学 中 系统 的 能 量 . 
(i) BEF: 若 工 与 位 置 无 关 , 即 不 依赖 于 q, (系统 相对 于 位 置 齐 性 ), 则 
d 


ae 一 0, 
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因此 

9 

(ui) 速度 守恒 : AL 既 不 依赖 于 位 置 g, 又 不 依赖 于 时 间 孔 W Ly (q(t) = 常 

数 , 其 解 为 

q(t) = 常数 . (5.10) 
由 此 可 得 曲线 族 q(t) = a + 8t 是 (5.7) 的 解 . 
诺 特 定理 和 本 性 守恒 律 ”一 般 来 说 , 变 分 法 对 于 拉 格 朗 日 积分 , 即 变 分 积分 的 任何 
对 称 性 质 都 会 产生 守恒 律 . 这 是 E. 诺 特 (Noether)1918 年 证 明 的 一 个 著名 定理 的 
AA. 这 个 定理 可 以 在 [212] 中 找到 . 
推广 到 带 高 阶 导 数 的 变 分 问题 ”如 果 拉 格 朗 日 函数 依赖 于 直到 n 阶 导 数 ,那么 欧 
jr - DUE BHHZPER (5.4) 必须 用 下 列 方程 代替 : 


d d? "T 
n -al«4* age 7c +(—1) áp uo gH Ler FE. 


按照 稳 态 作 用 原理 , Bum qi k= 0,1,… ,n 一 1 在 to M t 时 刻 的 值 . 


5.1.2 ”应 用 
两 点 之 间 的 最 短路 径 问 题 ” 变 分 问题 


(5.11) 


意味 着 我 们 要 找 出 两 点 (to, qo) 和 (t1,q1) 之 间 的 最 短路 径 . 根据 (5.10), 欧 拉 一 拉 
格 朗 日 方程 (Ly)! — Lg = 0 的 解 是 曲线 族 


q(t) =a+ Bt. 


自由 常数 a 和 8 可 以 通过 边界 条 件 g(to) = a 和 g(t1) = b 唯一 确定 . 
定理 (5.11) 的 解 必定 具有 形式 


q(t) =a+ 5 


a 
t — to). 
=m 0) 


这 些 解 是 直线 , 丝毫 也 不 奇怪 . 
几何 光学 中 的 光线 ( 费 马 原理 ) ” 变 分 问题 


[re VAT y Gdr min, (5.12) 
y 


(zo) = vo, y(z12 2 $1 
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是 在 点 (m, y) 处 的 折射 指数 ).(5.12) 左 端的 积分 等 于 光 在 折射 介质 中 从 (mo, yo) 到 
达 (21, yr) 所 需要 的 时 间 (图 5.2(a)). 因此 (5.12) 表达 的 是 费 马 (1601 一 1665) 原 理 : 


[光线 在 两 点 之 间 以 最 小 时 间 量 的 方式 通过 介质 .| 


2 (“sto — ny(z, y) 14 y (z)? =| (5.13) 


Ly (zy 


E52 光线 : 费 马 原理 


特殊 情形 : 若 折射 指数 n = n(y) 与 位 置 变量 r 无关, 则 (5.8) 意味 着 在 这 种 情形 
下 从 (5.13) 得 到 


my(z)) 5 
LE 常数 . (5.14) 


短 时 距 S 和 波 前 ” 固定 点 (zo,yo), 并 令 
S(z1, y1) = n S d l4 y'(z)?dz. 


这 里 y = y(x) 是 变 分 问题 (5.12) 的 解 , 即 S(ai, y1) 表示 光线 从 (zo,yo) 到 (21, y1) 
所 要 的 时 间 . 


[se y)? + Sy(z,y)? = ny). (5.15) 


[e 


它 仅 是 哈密 顿 - 雅 可 比 微分 方程 的 一 种 特殊 情形 ( 见 5.1.3). 
由 方程 
S(x,y) = 常数 
确定 的 曲线 称 为 波 前 ， 这 是 由 某 一 固定 原点 出 发 在 相同 时 刻 到 达 的 点 组 成 的 集合 
(图 5.2(b)). 
横 截 性 ”所 有 从 某 一 固定 原点 出 发 的 光线 都 与 波 前 横 截 相交 ( 即 相 交角 为 直角 ). 
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w: 老 折 射 指数 n(z,y) 三 1, 则 依据 (5.14) 光线 是 直线 . 在 这 种 情形 下 波 前 是 圆周 


(图 5.3). 

惠 更 斯 原理 (图 5.4) ” 若 考 虑 波 前 
S(x,y) = Sı, 

并 且 从 该 波 上 每 一 点 的 光线 出 发 , 则 经 过 时 间 上 以 后 它们 都 到 达 第 二 个 波 前 
S(x,y) = S2, 


这 里 S, = 51 +t. 这 第 二 个 波 前 可 以 作为 “基本 波 ” 的 包 络 得 到 . 这 些 是 由 固定 点 
经 过 时 间 t 后 产生 的 波 前 . 


lg, 


图 5.3 单位 折射 指数 下 的 波 前 图 5.4 韦 更 斯 原理 


非 欧 几 里 得 几何 和 光线 : 变 分 原理 


1 +y'(z) eda = = min, 
(5.16) 


) = vo; y(x )=y, 


可 以 给 出 两 种 解释 . 
(i) 在 几何 光学 意义 下 , (5.16) 描述 光线 在 折射 指数 为 n = 1/y 的 介质 中 的 运 
动 . 联合 (5.14), 这 就 意味 着 光线 具有 形式 


(z-a? +y =r’. (5.17) 


这 些 是 中 心 位 于 zx 轴 的 圆周 (图 5.5). 
(ii) 我 们 在 上 半 平 面 引 入 度量 


由 于 
[as = | eee ae 


(5.16) 描述 两 点 A(zo, yo) 和 B(x1,y1) 之 间 的 最 短路 径 问题 . 圆周 (5.17) 是 这 种 
几何 下 的 “直线 ”, 因此 它们 与 庞 加 莱 模 型 下 非 欧 几 里 得 双 曲 几何 相合 ( 见 3.2.8). 
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£988 . 伯 努 利于 1696 年 提出 的 著名 的 最 速 降 线 问题 ”在 Leipziger Acta Erudi- 
torium™ 1696 年 6 月 版 中 (该 杂志 当时 在 莱比锡 刚 创刊 不 久 ), 约翰 . 伯 努 利 发 表 了 
如 下 的 问题 :“ 找 出 在 重力 作用 下 运动 质点 的 轨迹 "(图 5.6). 


A 
A B 4 5 
一 hh oB 
T 
图 5.6 ”最速 降 线 


图 5.5 光线 : 1/y 


这 一 问题 是 变 分 法 的 开端 ， 伯 努 利 在 其 处 理 中 还 没有 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ; 然 
而 我 们 现在 则 应 用 此 方程 来 处 理 最 速 降 线 问题 . 
解答 ” 变 分 问题 是 


(5.18) 


相应 的 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 (5.14) 的 解 为 
z—C(u—sinu) y=C(cosu-1), 0< u< uo, 


其 中 常数 C 和 u 由 条 件 yla) = —h 确定 . 这 是 一 条 摆 线 . 
落石 运动 律 ” 拉 格 朗 日 函数 是 


= 动能 一 势能 = 2 my" — mgy 
(这 里 m 是 落石 的 质量 , g 是 重力 常数 ) 由 此 得 到 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
其 解 y(t), 即 落石 在 t 时 刻 的 高 度 是 


2 
y(t) =h—wt— ©. 


1) XX 4*4 Magazine of the educated. 
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圆周 摆 和 拉 格 朗 日 的 适应 坐标 法 (图 5.7) 
对 于 地 球 重力 场 中 圆周 摆 的 运动 , 以 笛 卡 儿 
坐标 z(t) 和 y(t) 表达 , 其 拉 格 朗 日 函数 为 


E 1 
也 = 动能 -势能 = jmG +y’) — mgy. 


然而 , 对 于 相应 的 变 分 问题 , 必须 考虑 约束 
条 件 


图 5.7 BA 


a(t) + y(t) =P, 
这 里 m 和 1 分 别 为 摆 的 质量 和 长 度 , 9 为 重力 常数 . 处 理 这 一 问题 需要 使 用 拉 格 朗 


HÆFT (JL 5.1.6). 
使 用 极 坐标 而 不 是 用 笛 卡 儿 坐 标 来 处 理 这 一 问题 则 要 简单 得 多 . 用 极 坐 标 写 出 


方程 相当 简单 : 
e = p(t), 


a(t) =Isiny(t), y(t) = —lcos (t). 


由 于 x (t) = ve' (t) cos e(t), y(t) = ly’(t) sin y(t) 和 sin? y + cos? e = 1, 我 们 得 到 


拉 格 朗 日 函数 的 表达 式 
L= jmPg? + mgl cos q. 


d 
gle be =0 


其 中 w? = g/l. 车 po 是 摆 的 最 大 摆 角 (0 < po < x), 则 运动 p(t) 从 方程 
NNNM XE 
2wt | E 


k2 — sin? = 
sin 2 


从 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 


得 到 


推出 , 其 路 = sin. 代入 sin £ = ksin o 得 到 椭圆 积分 


wt | dn 


o V1-k?sin?g 


摆 的 周期 从 著名 的 公式 
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得 到 , 这 里 K(k) 是 第 一 类 完全 本 加 积分 
[3 dv (Ox k? 
K(k) = | ] = = (i+ dem + O(K*)). k — 0. 
只 要 最 大 辐 角 wo 小 于 70°, 近似 式 


x l £0 
T = 2] - (1 $5) 
精确 到 约 196. 


小 振动 圆周 摆 和 谐振 子 — 当 摆 的 振动 o 很 小 时 , 有 cosp =1+ g Lo 略 去 高 
阶 项 , 拉 格 朗 日 函数 L 近似 地 为 
1 


L= jme — 5mgle?. 


相应 的 变 分 问题 
[ Lat + 稳 态 
ica e(t1) 
的 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 为 


其 中 w= g/l, 其 解 为 
y(t) = po sin(wt + a), 


这 里 最 大 振幅 wo 和 相位 a 从 初始 条 件 p(0) = a 和 yp'(0) = 8 推出 . 至 于 周期 T, 
则 有 


T = 2n,/-. 
g 


几何 和 物理 中 其 他 重要 的 变 分 问题 ( 见 [212]) 
(i) 推导 极 小 曲面 方程 
(i) 推导 毛细 管 曲面 和 太空 旅行 实验 方程 . 
(ui) 找 出 缠 "理论 和 基本 粒子 理论 的 方程 . 
(iv) 找 出 黎 曼 几何 中 的 短程 线 . 
(v) 找 出 非 线性 弹性 理论 的 方程 . 
(vi) 应 力 和 分 岔 方程 
(vii) 导出 高 黏 性 液体 和 硬 材料 的 流 变 学 中 的 非 线性 守恒 方程 . 
(viii) 根据 爱 因 斯 坦 狭 义 和 广 义 相对 论 找 出 粒子 迁移 运动 方程 . 
(ix) 找 出 广义 相对 论 中 重力 场 的 基本 方程 . 
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(x) 导出 电动 力学 中 麦克 斯 韦 方程 . 
(xi) 导出 电子 、 正 电子 和 光子 的 基本 方程 . 
(xii) 导出 规范 理论 和 基本 粒子 的 基本 方程 . 


5.1.3 ”哈密 顿 方 程 


数学 的 固有 特征 之 一 是 其 任何 实在 的 进展 都 伴随 着 新 方 

法 的 发 现 和 发 展 , 以 及 原 有 程序 的 简化 ……: 数学 的 统一 特 

征 在 于 其 非常 自然 ; 实际 上 , 数学 是 一 切 精 确 的 自然 科学 的 
基础 . 

D. 希 尔 伯 特 (Hilbert) 

1900 年 在 巴黎 ICM 大 会 上 的 演讲 


在 18 世纪 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 开创 性 工作 之 后 ， 哈 密 顿 (1805—1865) 将 几何 
光学 的 光辉 思想 应 用 到 曾经 用 拉 格 朗 日 方法 研究 过 的 力学 问题 . 这 就 导致 了 如 下 的 
“词典 ” : 


几何 光学 哈密 顿 力 学 
光线 一 粒子 轨 线 , 哈密 顿 典 范 方 程 
短 时 距 S — 作用 函数 S 
短 时 距 方程 和 波 前 — 哈密 顿 - 雅 可 比 微分 方程 
费 马 原理 一 > 哈密 顿 最 小 作用 原理 


欧 拉 一 拉 格 朗 日 二 阶 微分 方程 用 一 组 新 的 一 阶 方程 代替 : 


哈密 顿 典范 方程 . 


这 样 就 有 可 能 把 流 形 ( 相 空 间 ) 上 的 动力 学 系统 理论 应 用 到 经 典 力学 . 原来 隐藏 在 经 
典 力学 背后 有 一 种 几何 , 即 所 谓 的 辛 几何 ( 见 1.13.1.7). 19 HER, 吉 布 斯 (1839 一 
1903) 认识 到 哈密 顿 力学 公式 可 以 方便 地 用 来 处 理 统 计 物 理 范 畴 下 的 许多 粒子 系统 
(例如 气体 ). 其 出 发 点 是 这 样 一 个 事实 : 基于 辛 几何 , 哈密 顿 相 位 流 保持 相 空间 的 体 
积 不 变 ( 刘 维 尔 定理 ). 

作为 自然 界 基本 量 的 作用 量 《作用 量 是 一 种 物理 量 , 其 量 纲 为 


作用 量 = 能 量 x 时 间 . 


1900 Æ, M. 普 朗 克 (Planck, 1858—1947) 提出 了 划时代 的 量子 假设 , 即 自 然 界 中 
出 现 的 任何 作用 量 都 不 可 能 是 任意 小 的 . 最 小 的 作用 量 单位 是 普 朗 克 作 用 量子 


h = 6.626 - 107?4J.s. 
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这 是 完成 量子 理论 的 关键 , 它 与 爱 因 斯 坦 的 相对 论 (从 1905 年 算 起 ) 一 起 彻底 改变 
了 物理 学 ( 见 1.13.2.11). 

这 种 形式 体系 可 用 于 经 典 场 论 以 及 更 一 般 的 量子 场 论 范畴 中 的 量子 化 (典范 量子 
化 , 或 使 用 路 径 积分 的 费 因 曼 量子 化 ) 


当 按 照 哈密 顿 使 用 (广义 ) 位 置 和 托 量 变量 并 研究 
作用 量 的 传播 时 , 力学 的 更 深刻 的 意义 就 变 得 显 而 
易 见 了 . 
在 量子 力学 中 位 置 和 拢 量 之 间 的 密切 联系 特别 明显 ， 根 据 海 森 伯 测 不 准 原理 ， 
ALE q MEE p 无 法 同时 测量 到 . 更 确切 地 说 , 如 果 Ag 和 Ap 表示 这 些 变量 的 方 


差 , 则 
h 
这 里 令 A= h/2n. 


与 现代 控制 理论 之 间 的 联系 ” 此 外 , 1960 年 前 后 哈密 顿 力学 也 成 为 最 优 控制 理论 
的 模型 ( 见 5.3.3), 后 者 是 基于 L. S. 庞 特 里 亚 金 (Pontryagin) 极 大 值 原理 发 展 起 
来 的 . 

下 面 通 过 方程 


来 描述 粒子 的 运动 , 这 里 t 表示 时 间 , 而 位 置 坐标 g = (qi,… ,gr). MF MARS 
的 自由 度 . 坐标 9 一 般 说 来 不 是 笛 卡 儿 坐 标 , 而 是 某 类 合适 的 坐标 (例如 , 圆周 摆 
的 摆 角 , 见 图 5.7). 

哈密 顿 稳 态 作用 原理 


| L(a(t), d (0), tat 5 fs, 
"q(to) =a, q(t1) =b, 


这 里 19,1; € R, a,b € RP ARE. 左 端的 积分 具有 作用 量 的 量 纲 . 
欧 拉 -- 拉 格 朗 日 方程 ”在 充分 正则 的 情形 下 , 问题 (5.19) 等 价 于 如 下 方程 组 : 


(5.19) 


EZ (q(t), q (t), t) = Ly (a(t), q (t), t) =0, j=1,--- F] (5.20) 


勒 让 德 变换 “引入 新 的 变量 


(5.21) 
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该 变量 称 为 广义 短 量 . 再 者 , 假定 方程 (5.21) 可 以 解 出 q' 3 
q = q'(q,p,t). 


使 用 哈密 顿 函数 H = H (q, p, t): 


F 
H(q,p,t) = Y; ajpj — L(g, qt) 


j=l 


代替 拉 格 朗 日 函数 L 在 此 方程 中 , q 必须 用 q'(q p, t) 代替 . 变换 
(q, q', t) — (a. p.t) 
勒 让 德 函数 L 一 哈密 顿 函数 H 


称 为 勒 让 德 变换 . 我 们 称 q 坐标 的 FF 维 空间 M 为 构 形 空间 , 而 (q, p) 坐标 的 2F 
维 空间 为 相 空间 . 这 里 我 们 把 M ERR 中 的 一 开 子 集 , 而 把 相 空 间 看 成 R27 中 
的 开 子 集 . 当 我 们 使 用 流 形 语言 时 这 一 理论 的 强大 的 威力 就 显现 出 来 了 .2) 
哈密 顿 典 范 方程 ”从 拉 格 朗 日 函数 的 欧 拉 -- 拉 格 朗 日 方程 , 我 们 得 到 拉 格 朗 日 函数 
在 勒 让 德 变换 下 一 组 新 的 一 阶 方程 ” 


p; = —Hg, qj = Hy; j=l, Fk (5.23) 


哈密 顿 一 雅 可 比方 程 


(5.22) 


Si(q, t) + H (q, Sq(q,t),t) = 0. (5.24) 


常 微 分 方程 组 (5.23) 和 一 阶 偏 微分 方程 (5.24) 之 间 有 密切 联系 . 
(i) 从 (5.24) 的 依赖 于 参数 的 解 组 可 以 得 到 (5.23) 的 解 . 
(ii) RZ, 从 (5.23) 的 解 族 可 得 到 (5.24) 的 解 . 


1) 如 果 满足 严格 的 勒 让 德 条 件 


L ' 
det (agg o qb, to)) > 0, 


WW (5.21) 可 以 利用 隐 函 数 定理 在 (qo, qo. to) 的 邻 域 中 唯一 地 解 出 . 


2) 于 是 M 是 实 F 维 流 形 , 而 相位 空间 不 是 别 的 , 正 是 M 的 余 切 从 T* M. 
3) 方程 (5.23) 详细 写 出 来 是 


; oH , aH 
pj (t) = Gq; VO PO: t. qj(t) = ~ Bp; COPD. 
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这 些 问 题 在 1.13.13 中 讨论 . 在 几何 光学 中 ， 
从 波 前 构造 光线 隐藏 在 (i) 中 , 而 在 (ii) 中 则 是 波 p 


前 作为 光线 族 被 构造 出 来 . 
哈密 顿 流 假定 哈密 顿 函数 H 不 依赖 于 时 间 t, GE 


并 把 典范 方程 的 解 
q=a(t), p=p(t) (5.25) 图 5.8 流 


理解 成 粒子 在 流 道中 运动 的 轨 线 (图 5.8). 称 其 为 
哈密 顿 流 . 
(i) 能 量 守 恒 : BAH 是 哈密 顿 流 的 守恒 量 , 即 


H (q(t), p(t)) = 常数 . 


函数 H 解释 为 系统 的 能 量 . 
(ii) 相 体积 的 守恒 ( 刘 维 尔 定理 ): “哈密 顿 流 的 体积 保持 不 变 .) 


作用 函数 的 意义 ”在 时 刻 to 固定 一 点 q, 并 令 


tı 


Slat) = | L(a(t), q (t), Wat 


to 


在 积分 中 选择 欧 拉 -- 拉 格 朗 日 方程 (5.20) 在 边界 条 件 
q(to) = qx,  q(t1) = que 


下 的 解 q= q(t). 假定 这 个 解 是 唯一 确定 的 

定理 若 解 是 充分 光滑 的 , 则 作用 函数 S 是 哈密 顿 _ 雅 可 比 微分 方程 (5.24) 的 解 
这 里 所 要 求 的 光滑 性 得 不 到 满足 的 情形 在 几何 光学 中 对 应 于 波 前 彼此 接触 或 

EM ( 焦 散 线 ). 

泊 松 括号 与 守恒 量 # A= A(g,p,t) 和 B= B(g p.t) 是 函数 , 则 泊 松 括号 定义 

为 


F 


(A, B) = (As, Bs, — Aa; By;). 


j=l 
我 们 有 
{A, B} = —{B, A}, 
于 是 特别 有 (A. A} = 0. 其 次 , 有 雅 可 比 恒等式 


| (4. {B,C} + (5. (C A}} (C (4. B}} = 0.] 


1) Æ t — 0 时 刻 区 域 Go 中 流 粒子 在 t 时 刻 位 于 区 域 Gt 中 , 并 且 G 与 Go 有 相同 的 
体积 . 
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李 代数 HEWER C” 函数 相对 于 加 法 , ( 实 ) 标量 乘法 , 和 作为 乘法 的 泊 松 括 
号 , 构成 一 个 无 穷 维 李 代数 . 
泊 松 运动 方程 ” 沿 着 哈密 顿 流 的 轨 线 (5.25), 对 于 所 有 充分 光滑 的 函数 Alq, p, t), 


有 关系 式 ? 
d4 


定理 ”车 4 与 上 无 关 , 并 且 (H,A) = 0, 则 A 是 一 个 守恒 量 , 即 沿 着 哈密 顿 流 的 
轨 线 有 
A(q,p) = 常数 . 
例 1: 若 蛤 密 顿 函数 也 与 t 无 关 , 则 HASAN SPER. 这 可 从 明显 
的 关系 {H, H} = 0 得 出 . 
例 2: 广义 变量 q MEE p; 之 间 的 泊 松 括号 满足 
{Pj qr} = Sik, (qd) —0, {pj,pr}=0. (5.27) 


从 (5.26) 看 出 


4 —-(H,gh p;={H,p;}, j=1, F. (5.28) 


这 些 就 是 哈密 顿 典 范 方程 . 
玻 尔 和 索 末 菲 的 半 经 典 量子 化 规则 (1913) 


(q,p) 相 空间 由 数量 为 hn” 个 晶 格 组 成 . (5.29) 


这 一 规则 受 如 下 事实 的 启发 得 到 : AqAp 具有 作用 量 的 量 纲 , 而 普 朗 克 作 用 量 量 子 h 
是 最 小 可 能 的 作用 量 单位 . 
海 森 伯 括号 ”对 于 线性 算 子 4 和 B, 定义 


[A, Bloe = TAB _ BA). 


海 森 伯 的 基本 量子 化 规则 (1924) 


通过 把 广义 变量 % MEE p; 提升 为 算 子 , 并 用 
海 森 伯 括号 代替 泊 松 括号 ， 可 以 将 经 典 力学 系统 
量子 化 . 


1) 更 清楚 地 表达 这 个 关系 式 为 


S AG pt) = (As HO pt) + Ala pt); 
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自从 普 朗 克 于 1900 年 提出 量子 化 假设 以 来 , 物理 学 家 们 一 直 在 致力 于 寻找 这 
一 类 量子 化 过 程 的 一 般 公 式 . 从 (5.27) 和 (5.28) 导出 海 森 伯 量 子 力学 观点 下 的 基 
本 方程 : 


pj = [H.pj]»e, q; = |H,aj]»e; j= 1 ,Bb, 
[p;.dk]oe = 6jk, [pj pr] = [qj, Qe] oe = 0. 


(5.30) 


1925 Æ, 苹 定 计 发 现 了 一 种 表面 看 来 完全 不 同 的 量子 化 规则 , 从 而 导出 一 偏 微 
分 方程 —— eA (J 1.13.2.11). 但 事实 上 可 以 证 明 , 量子 化 过 程 的 这 两 种 
提 法 是 等 价 的 . 他 们 代表 了 希 尔 伯 特 空间 中 事物 同一 状态 的 两 种 不 同 的 表达 方法 . 


5.1.4 MB 
一 维 运动 ”我 们 考虑 质量 为 m 的 粒子 沿 着 q 轴 的 
一 维 运动 q = g(t)( 图 5.9). 车 U = U(q) 为 势能 ， 


q(t) 
则 拉 格 朗 日 函数 是 


图 5.9 一 维 中 的 运动 
L = 动能 一 势能 -2 -ug 


从 稳 态 作用 原理 ， 
| L(a(t), q (t), t)àz + BAS, 
‘g(to) =a, q(&h)-b 
导出 欧 拉 一 拉 格 朗 日 微分 方程 (Lg) — La = —U' (q), Bl 
mq" = —U'(q). (5.31) 
这 也 就 是 在 力 F(q) = —U'(q) 作用 下 的 牛顿 运动 定律 . > 
P :一 Ly (q, q^), E:— q'p — L. 
那么 p=md 是 经 典 的 矩 量 (质量 x 速度 ). 
(i) REP: 量 
E= sma? + U(q) 
与 经 典 的 能 量 相同 (动能 加 势能 ). 根据 (5.8), E 是 一 守恒 量 (第 一 积分 ), 即 沿 着 每 
一 个 运动 ((5.31) 的 解 ) 有 


Smalt)” +U(q(t)) = 常数 . 


出 现 的 ， H(qp) 二 而 — L, At 
2 


H(q,p) = Z= + U(). 
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这 一 表达 式 与 能 量 E 相同 . 

(ii) 典范 方程 

p=-H,, qd =H). 

这 些 方程 对 应 于 q = p/m 和 牛顿 运动 定律 mq" = —U(q) 两 个 方程 . 
应 用 于 谐振 子 ”谐振 子 是 力学 系统 中 最 简单 的 非 平凡 的 数学 模型 . 然而 , 从 这 个 简 
单 的 数学 模型 可 以 洞察 深 疼 的 物理 含义 . 例如 , 谐振 子 的 量子 化 导致 爱 因 斯 坦 的 光 
子 理论 , 从 而 推出 辐射 的 普 朗 克 定 律 , 这 对 于 理解 宇宙 的 起 源 和 寿命 是 基础 性 的 ( 见 
[213], 第 IV Æ). 

我 们 考虑 具有 如 下 性 质 的 一 维 运动 : 

(a) 假定 系统 关于 平衡 态 仅 有 小 偏离 . 

(b) 在 平衡 点 处 没有 作用 力 . 

(c) 势能 是 正 的 . 

把 势能 展开 成 泰勒 级 数 得 到 


U(q) = U(0)+ U'(0)g + 


于 是 假设 (b) 隐 含 0 = F(0) = —U'(0). 由 于 常数 U(0) 与 力 不 相关 (因为 F(1) = 
—U'(q)), 从 而 也 与 运动 方程 mq" = F 不 相关 , 故 不 失 一 般 性 我 们 可 以 设 U(0) = 0. 
这 样 就 导出 谐振 子 势能 的 公式 


U" (0) 
2 lt 


2 
Ug) =f, 
其 中 大 := U"(0) > 0. 


q(0) = qo (初始 位 置 )， 9 (0) = q (初始 速度 )， 
其 中 w= Vk/m. 该 方程 的 唯一 解 是 
q(t) = qo coswt 十 a sin wt. 


(v) HEM PHARMA: 哈密 顿 函 数 (能 量 函 数 ) 是 


由 此 可 知 典范 方程 p' = 一 Hs, 9 = Hp MIBK 


1 


p=-kg g= 


Shs 


相应 的 解 曲线 
q(t) = qo cos wt 十 = sin wt, 


p(t) = —qomw sin wt + po cos wt 
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描述 (q,p) 相 空间 中 哈密 顿 流 的 轨 线 (po := q/m). 能 量 守恒 导致 


p(t)? , w?ma(t)? 
2m 2 


即 轨 线 是 椭圆 , 其 大 小 随 能 量 增加 而 增 大 (图 5.10(a)). 


= E, 


7A 


q ZZ TP 


fe 去 ((q,p) 相 空间 中 能 量 E 处 椭圆 的 面积 ). 
于 是 
jaf 
-三 
因此 哈密 顿 函 由 H = z 给 出 . 新 的 变量 I = 常数 和 w := wt 满足 新 的 哈密 顿 方 


程 组 
y zB rs —Hy. 


h 的 晶 格 组 成 . 如 果 我 们 考虑 能 量 El 和 Ey 处 (Eo > Fi) 的 两 根 轨 线 , 那么 对 于 
相应 的 两 椭圆 之 间 曲 面 区 域 , 得 到 


2n12 —2n]i =h 
(图 5.10(b)). #4 AE = E» — Ex, 则 得 到 方程 
AE = hw. 


这 就 是 普 朗 克 于 1900 年 提出 的 著名 的 量子 假设 . 
爱 因 斯 坦 在 1905 年 提出 假设 : 光 由 称 作 光子 的 量子 组 成 . 对 于 频率 为 v 和 和 角 
频率 为 w= Inv 的 光 , 根据 爱 因 斯 坦 , 光子 的 能 量 是 


€ = hw. 


爱 因 斯 坦 因 光 量子 理论 于 1921 年 获得 诺 贝 尔 物理 奖 (值得 注意 的 是 他 并 没有 
因 相 对 论 而 获得 诺 贝尔 奖 ). 
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各 个 精确 的 能 级 , 得 到 


(5.32) 


我 们 已 经 在 1.13.2.12 BBM MAES ASH (5.32). 

有 意思 的 是 , 基态 n — 0 对 应 于 非 零 能 量 E = hw. 实际 上 , 这 一 事实 在 量子 
理论 中 具有 基本 的 重要 性 . 它 意味 着 量子 场 的 基态 具有 无 穷 能 量 . 这 又 引起 粒子 从 
基态 到 激发 态 的 自发 跃迁 , 从 而 解释 (可 能 发 生 的 ) 黑洞 的 骨 解 . 

5.1.5 ”局 部 极 小 值 的 充分 条 件 
除了 实 函 数 q= q(t) 的 极 小 化 问题 


| coated’, dt = min, (5.33) 
q(to) =a, (ti) =), 
我 们 还 考虑 网 拉 一 拉 格 朗 日 方程 
d 
glr- L=. (5.34) 
和 雅 可 比 本 征 值 问题 
-(RW') 十 有 = Xi， to&t&t, (5.35) 
h(to) = h(ti) = 0, 
这 里 Q := (a(t), q' (t), t), 而 
R(t) := Lys (Q), P(t) := Laa — SLog (Q). 
其 次 , 考虑 雅 可 比 初 值 问题 
-(Rh')'+Ph=0, to<t<t, (5.36) 


h(to) =0, (ts) = 1. 


Wh = h(t) 是 (5.35) 的 解 , 我 们 把 h(t) 的 满足 t. > to 的 最 小 的 零点 ts 称 为 to 
£f] Je s. 

根据 定义 , 实数 和 是 (5.35) 的 一 个 本 征 值 , 是 指 该 方程 有 非 平 凡 (不 恒 等 于 零 ) 
fi h. 
光滑 性 ”假设 拉 格 朗 日 函数 L 充分 光滑 (例如 属于 C? 型 ). 
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极 值 ” 欧 拉 - 拉 格 衣 日 方程 (5.34) 的 每 一 个 C? 解 都 称 为 一 个 极 值 . 然而 , 这 样 的 
极 值 未 必 对 应 于 (5.33) 中 局 部 极 小 , 正如 函数 情形 一 样 . 为 了 存在 极 小 , 需要 满足 
附加 条 件 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 EBM ”这 个 函数 定义 为 


E(q, q',u,t) := L(q, ut) — L(q,q',t) —(u-q')Ly (q, q^, t). 


拉 格 朗 日 函数 的 凸 性 ”区 相对 于 gd 的 凸 性 是 一 个 特别 重要 的 事实 . 为 了 得 到 工 的 
这 种 凸 性 , 只 需 假定 下 列 两 条 件 之 一 满足 : 

(i) Lye (gt) 20, Yqg ER, Vt€ [to, ta]. 

(ii) E(q,q',u,t) 20, Yg u ER, Vt€ [to, ti. 


5.1.5.1 雅 可 比 充 分 条 件 
勒 让 德 充分 条 件 (1788) WÈ q= q(t) 是 C? 函数 , 并 且 是 (5.33) 的 一 个 弱 局 部 


| Lara (alt), a (£),0) > 0, vte lto,til. 


雅 可 比 条 件 (1837) q= g(t) 是 (5.33) 的 极 小 , 满足 alto) = a 和 g(t1) = b, 


| Larg (a(t), q(t),t) > 0, Vt € [to, tı]. | 


如 果 满 足 如 下 两 个 附加 条 件 之 一 的 话 : 
(i) 雅 可 比 本 征 方程 (5.35) 的 所 有 本 征 值 都 正 ， 
(ii) 雅 可 比 初 值 问题 (5.36) 的 解 在 区 间 ]to,ti[ 中 无 零点 , 即 该 区 间 不 含 to 的 
HPA. 
那么 g Æ (5.33) 的 一 个 弱 局 部 极 小 . 
例 : (a) 函数 q(t) =0 是 两 点 之 间 最 短路 径 问题 (图 5.12) 


ti 
| V1+q'(t)?dt E min, (5.37) 


di) ah 6 


的 一 个 弱 局 部 极 小 . 
(b) 直线 q(t) =0 是 (5.37) 的 一 个 全 局 极 小 . 
(a) 的 证 明 : RITE L=/1+q?, 由 此 得 
1 


L ————- 2 
(1+ q' (02)? 


qug = 
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雅 可 比 初 值 问题 
=h" 20 fE[to,ti].E, — h(to) 20, h'(to) 21 


的 解 h(t) = —t — to 仅 有 单个 零点 在 to. 
雅 可 比 本 征 值 问题 


-K = NB 1E (to, tı] E, h(to) = h(ti) = 0 


的 本 征 函 数 为 
Lud na(t — to) - nx? - 
h(t) — sin hcm = sy = 1, Zg 
即 所 有 本 征 值 都 是 正 的 . 


(b) 的 证 明 : 我 们 把 极 值 曲 线 g(t) = 0 嵌入 到 由 g(t) = 常数 组 成 的 极 值 曲线 
族 . 从 Log 2 0 可 知 拉 格 朗 日 函数 L 相对 于 9 是 凸 的 ,从 而 所 需 结论 从 下 面 的 
5.1.5.2 推出 . 


5.1.5.2 魏 尔 斯 特 拉 斯 充分 条 件 
假定 我 们 给 定 一 族 含 参数 a 的 光滑 的 极 值 曲线 


q = q(t, a), 


它 按 正则 方式 覆盖 (64) 空间 中 一 区 域 D, 即 各 极 值 曲 线 之 间 没 有 交点 或 接触 点 . 
作 如 下 假设 . 
(i) 这 族 曲 线 中 含有 一 条 通过 点 (to,a) 和 (t1,b) 的 极 值 曲 线 q,( 图 5.11(a)). 


ty t t 
(a) (b) 


图 5.11 通过 (to,a) 和 (t, b) 的 极 值 曲线 qx 


(ii) 拉 格 朗 日 函数 L 相对 于 qg 是 凸 的 . 
那么 q. 是 (5.33) 的 强 局 部 极 小 . 


5.1 单 变 量 函 数 的 变 分 法 


推论 FAE- KANEA (tq) 空间 ( 意 
指 D = R?) 的 极 值 曲线 g = g(t,a), W q 
是 (5.33) 的 全 局 极 小 . 

几何 光学 中 的 解释 ” 极 值 曲线 族 对 应 于 几 
何 光学 中 的 光线 族 . 交点 (RA) 和 接触 点 to 
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h t 


( 焦 散 线 ) 表示 奇异 行为 . 在 图 5.11 中 我 们 图 5.12 ”局 部 弱 极 小 中 的 极 值 曲 线 q 


看 到 两 个 焦点 . 特殊 情形 是 这 里 不 一 定 每 一 
条 光线 都 是 两 点 之 间 的 最 短路 径 . 


车 极 值 曲线 通过 两 个 焦点 , 则 5.1.5.1 的 雅 可 比 条 件 未 必 成 立 ; 于 是 这 些 焦点 也 


PARR. 


5.1.6 RERBA ART 
设 g = (qi,… qr). 考虑 带 约束 的 极 小 化 问题 


| " E(a(£),d (5,5) émi, 


to 


q(to) =a, q(ti) =b (边界 条 件 )， 


约束 条 件 是 : (i) 积分 约束 


f Nz (q(t), q (t), t)dt = BMW, k=1,---,K. 


0 


(ii) RAR 


Ni (q(t), q'(t),t)dt 20 在 [to,ti] E, k=1,---,K. 


我 们 假定 函数 LA Ni 充分 光滑 . 
隐藏 在 拉 格 朗 日 乘 子 背后 的 思想 ” 我们 用 修正 的 拉 格 朗 日 函数 


K 
L LEM A- kN 


k=1 


SPAS BA FL BBL, 并 在 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 中 用 .2 代替 LIU 


Lat, — Lan =0, k=1,---,K. | 


1) 更 明显 地 写 出 来 , 这 个 方程 是 


a: (a(t), a(t), t) — £a, (a(t), q' (t), t) = 0. 


(5.38) 


(5.39) 


(5.40) 


(5.41) 
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函数 Ax = Arlt) 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 . 我 们 希望 从 (5.41), 以 及 约束 条 件 和 边界 条 件 
确定 函数 ok = qu(t) 和 Ak = Ax(t), k=1, , K. 

主 定理 ” 设 g qt) 是 带 有 约束 条 件 (5.39) 或 (5.40) 的 极 小 化 问题 (5.38) 的 C? 
解 , 并 假定 不 是 线性 情形 .2 那么 存在 充分 光滑 的 拉 格 朗 日 乘 子 Ar 使 得 (5.41) 成 立 . 
附注 : 在 积分 约束 (5.39) 的 情形 , 拉 格 朗 日 乘 子 是 实数 , 而 非 函数 . 


5.1.7 MA 


KS (BA) 女王 的 经 典 等 周 问题 ” 据 传 说 , WAR (Carthago) 建造 之 初 , KS 
女王 仅 被 允许 获得 由 一 张 公 牛皮 所 能 界定 的 那样 多 的 土地 . 聪明 的 女王 把 牛皮 前 成 
薄 条 , 然后 用 它 围 成 一 个 圆周 . 
定理 MAKEN | 所 围 成 的 二 维 区 域 D 中 , 圆周 所 围 的 面积 最 大 . 

为 了 启发 这 种 情况 , 我 们 考虑 极 小 化 问题 


-| dzdy=min (负面 积 )， 
D 


NCEI (界线 的 长 度 ). 
oD 


我 们 寻找 形式 x = c(t), y = y(t), to < t < 的 边界 曲线 (图 5.13(a)). 于 是 其 外 
法 向 单位 向 量 的 分 量 为 


图 5.13 


分 部 积分 得 到 


u Or , Oy _ 
?| dady = | (= + 5y andy ES | mm + yn2)ds. 


1) 这 是 为 了 排除 某 些 病态 情形 , 但 若 在 问题 的 提 法 中 适当 留意 , 则 通常 不 会 发 生 这 种 情形 . 
这 里 叙述 的 主要 定理 的 确切 的 表述 可 以 在 [213], 第 TII 卷 , 37.41 节 中 找到 . 
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这 样 , 我 们 把 问题 重新 表述 得 到 新 的 问题 
| li (—y (t)(t) + z' (£)y(t))dt = min, 


to 


z(to) = z(tı)= R, y(to) = y(t) = 0, 
i Va (D? * y (tdt = 1. 


这 里 R 是 一 实 参数 . 对 于 修正 的 拉 格 朗 日 函数 Z := 一 yz 十 XYy 十 VX? 十 Yy2, 得 
到 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 


即 


be rere UE TTA nis 
于 是 当 入 = —2 时 , 得 到 解 r= Reost, y = Rsint, 其 中 1 = 2xR. 
术语 : 按照 雅 各 布 . 伯 努 利 (Jakob Bernoulli, 1655—1705), 我 们 称 带 积分 约束 的 
变 分 问题 为 等 周 问题 . 
BRR ”我 们 寻找 一 根 长 度 为 | 的 悬 索 在 重力 作用 下 的 形状 y = yle) BES 
REWA (—a,0) 和 (a,0) 固定 起 来 (图 5.14). 
解答 : 最 小 势能 原理 使 我 们 得 到 如 下 的 变 分 问题 : 


[ pgu(z)v1 4 y'(x )2de = min, 
y(—a) = y(a) = 0, 


| 1+y (zdz = 1. 图 5.14 


(这 里 p 是 悬 索 的 密度 常数 , 而 9 是 重力 加 速度 常数 ). 为 了 简化 公式 , $ Ag = 1. 
修正 的 拉 格 朗 日 函数 为 Z := (y 十 和 V1 十 y?, 这 里 实数 和 为 拉 格 朗 日 乘 子 . 由 此 
根据 (5.18) 从 相应 的 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 得 到 关系 式 


y Ly -Z = 常数 . 


于 是 经 计算 推出 aS — c, 从 而 得 到 解 族 
ty 


y — ccosh (£49) — A. 
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这 些 就 是 悬 链 线 U. 常数 D. c 和 入 从 边界 条 件 和 约束 条 件 得 出 . 

测 地 线 ”在 由 M(z,y,z) = 0 给 出 的 曲面 上 , 寻找 点 Alzo, yo, zo) 和 B(x, y1, 
a) 之 间 的 最 短路 径 z = r(t), y = y(t), z = z(t), to < t < ti. 如 图 5.15. 

解答 : 变 分 问题 是 


N 
| Jel? 3- y (6 dt 5 min, 


(ame (to) = to, y(to) = yo, 2(to) = zo, 


z(tj) 2 z1, y(ti)=y, z(t1) = 21, 
图 5.15 测 地 线 的 变 分 问题 
M(a,y,z)=0 (AR). 


对 于 修正 的 拉 格 朗 日 函数 2 := VIE yF Z + AM(c.y,2), 其 欧 拉 - 拉 格 朗 昌 
d d d 
ql ~ geas, g-i 
在 以 弧 长 s 作为 参数 进行 变量 替换 后 就 变 成 
r”(s) = n(s)(grad M)(r(s)). | 


几何 上 这 意味 着 ,曲线 r = r(s) 的 主 法 向 量 或 者 
平行 于 曲面 的 法 向 量 N, 或 者 与 其 反 平 行 . 
圆周 摆 及 其 约束 (图 5.16) WR x = x(t), 
y = y(t) EKA | 质量 为 m 的 圆周 摆 的 轨 线 , 那 
么 将 稳 态 作用 原理 用 于 拉 格 朗 日 函数 


图 5.16 圆周 摆 


1 / 
了 = 动能 -势能 = 3m ? 4 y^) — mgy 


就 得 到 如 下 的 变 分 问题 : 


3 L(s(t).z'(t), y(t), y (t), tjat + FH, 
z(to) = zo, y(to) = yo, z(t1) = zx, y(ti) = vi. 
r(t) +y)? -P =0 (AW). 


对 于 带 有 实 参数 A 的 修正 的 拉 格 朗 日 函数 2 := L-A? e y? — 0). 得 到 欧 拉 -- 拉 
格 朗 日 方程 


d d 
Gilt ~ B= GH - B=. 


1) APRA R ART OC, 意 指 链条 . 这 是 一 个 悬 链 的 问题 . 
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上 式 化 成 
ma” -—-—2AXr, my" = -mg — 2dy. 


mr" = gj—22r. 


这 里 -gj 对 应 于 重力 , -2》Xr 则 是 摆 沿 圆周 运动 相反 方向 作用 的 附加 力 . 
5.1.8 ”自然 边界 条 件 
自由 端点 问题 ” 变 分 问题 


T] ; 
| 12). (o, ade min, 
TQ 


y(ro) =a 
的 充分 光滑 的 解 满足 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 
d 
3zbv — Ly =0 (5.42) 


和 附加 的 约束 条 件 


[LG 0.2) - 0. | 
这 个 条 件 称 为 自然 边界 条 件 , 因为 它 并 不 出 现在 原来 提出 的 变 分 问题 中 


端点 位 于 一 条 曲线 上 的 问题 ” 如 果 端 点 位 于 由 


C: z = X(T), y = Y(7) 确定 的 曲线 上 ,那么 我 vy C 
们 得 到 问题 p 
X(T) 7 
| L(y(z), y(x), z)dz = min, a 


加 z 
A517 AR 


y(zo) =a, y(X(7)) = Y(7), 


这 里 解 曲线 y = yl) 与 给 定 曲线 交点 P 的 参数 值 
T 也 是 待定 的 (图 5.17). 
这 个 问题 的 每 一 个 充分 光滑 的 解 都 满足 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 (5.42), 以 及 在 交 


[ Lv (QY¥ (7) + Ly (OY G]X" 7) = 0. (5.43) 


这 里 已 经 令 Q :一 (y(a1), y (x1), 21), Tı = X(r). 
4|: 在 几何 光学 中 有 工 = n(z, y) /1-- y?. 利用 此 关系 式 , (5.43) 取 形 式 


y (zi)Y'(7) + X'(7) =0, 


即 光线 以 直角 射 到 曲线 C. 特别 地 , 波 前 C 就 是 这 样 (图 5.17). 
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5.20 多 变量 函数 的 变 分 法 


5.2.1 ” 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
假设 给 定 R” 中 一 有 界 区 域 D 和 边界 OD 上 一 函数 v. 考虑 极 小 化 问题 


| L(x, q,0q)dx = min, 
D 


(5.44) 
q—v, 0DE, 


以 及 更 一 般 的 问题 


(5.45) 


在 这 里 , BAS 0, = 9/9zj, B. 
x = (£1, ,ZN), q= (d, ,gr), ðq = (05qx). 


我 们 还 假定 函数 LA y 在 边界 OD 上 充分 光滑 . 
主 定理 ”如 果 q= g(t) 是 (5.44) 或 (5.45) 的 解 , 那么 g 在 D 上 满足 如 下 的 欧 拉 
-ARATE D 


N 
X ðjLoja La =0, k=1, KB (5.46) 


j=1 


这 些 著名 的 方程 是 拉 格 朗 日 在 1762 年 推导 出 来 的 . 物理 中 各 领域 的 理论 都 可 借助 
于 (5.46) 用 公式 表达 , 在 这 里 (5.45) 对 应 于 稳 态 作用 原理 . 

推论 ”对 于 充分 光滑 的 函数 q, 问题 (5.45) 等 价 于 (5.46). 

5.2.2 应 用 

平面 (二 维 ) 问题 ” 极 小 化 问题 


| L(a(z, y), qz (x, y); qy (x, y), T, y)dzdy = min, 
q=v, 在 6D 上 


(5.47) 


1) 以 更 详细 的 方式 表达 , 这 些 方程 是 


N 8 ALQ) _ aL(Q) 


=0, k=1,---,K, 
Sj Ox; Oj de) ^ Oak 


其 中 Q = (x, q(2),0q(2)). 
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可 解 的 一 个 必要 条 件 是 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 


ð ð 


a; Le + By ^ -L = 0 (5.48) 


可 解 . | 
极 小 曲面 (图 5.18) ”我们 寻找 一 个 曲面 F: z = g(x,y), 它 在 通过 给 定 边界 曲线 
C 的 曲面 中 有 最 小 的 曲面 面积 . 相应 的 变 分 问题 是 


| v1 + qs (, y)? + q(T. y)? drdy = min, q=1, Eap 上 ,| 
D 
其 在 D 上 的 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 是 


(5.49) 


dz o qy = 
rere) * y (ora) : 
这 一 方程 的 所 有 解 都 称 为 极 小 曲面 ， 方 程 (5.49) 在 几何 上 意味 着 曲面 的 平均 曲率 
恒 等 于 零 , 即 在 OD 上 H=0. 


Lew [4 


图 5.18 极 小 E519 ti 


awha (图 519) ”我 们 让 一 条 曲线 y = y(zx) 围绕 > 轴 旋 转 . 目的 是 按 这 一 方 
式 产生 一 个 面积 最 小 的 曲面 . 相应 的 变 分 问题 是 


" Dueh imm, sea He = th, 


这 里 L=yy1 +y. 根据 (5.8), 从 欧 拉 -- 拉 格 朗 日 方程 得 到 Tv — L = 常数 , BR 
有 


悬 链 曲 面 y = ccosh (= 十 b) 是 一 个 解 . 


这 个 悬 链 曲面 是 通过 旋转 曲线 得 到 的 唯一 的 极 小 曲面 . 
泊 松 方程 的 第 一 边界 问题 ” 极 小 化 问题 


| jd *g,-2fq)zdy = min, 9= 沙 在 9D 上 (5.50) 
D 
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的 每 一 个 充分 光滑 的 解 都 满足 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 


一 qzz — Gy = f, TED. Lb, q=%, f£0D E. (5.51) 


这 就 是 治 松 方程 的 第 一 边 值 问题 
弹性 膜 物理 上 , (5.51) 对 应 于 由 边界 C. 张 成 的 膜 z = g(x,y) 的 极 小 势能 原理 
(图 5.18). & q 在 这 里 对 应 于 外 力 密度 . 至 于 重力 我 们 选择 flx, y) = 一 pg(p AB 
度 , 而 9 为 重力 常数 ). 


泊 松 方程 的 第 二 和 第 三 边界 值 问题 ” 极 小 化 问题 


| (qe + i — 2fq)dady + | (aq? — 2bq)ds + min (5.52) 
D aD 


的 每 一 个 充分 光滑 的 解 都 满足 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 


—qzz — lyy = f. EDE, (5.53) 


SN. a x +aq=b, ODE. (5.54) 
这 里 s 表示 在 数学 意义 下 正定 向 的 边界 曲线 上 的 


D 
MK, 而 
E 520 ” 泊 松 方程 边 值 问题 PL lei del 
一 二 1r y 


on 
表示 外 法 向 导数 , 其 中 n = ni+ ng 为 单位 外 法 
向 向 量 (图 5.20). 


第 三 ) 边 值 问题 . 
边界 条 件 (5.54) 在 变 分 问题 (5.52) 中 并 未 出 现 . 因此 , 这 是 一 个 自然 边界 条 
件 . 对 于 a = 0, 函数 f 和 5b 不 是 任意 的 , 而 必须 满足 可 解 性 条 件 


| jdzdy 十 i bds — 0. (5.55) 


证 明 轮 廓 ” 设 g Æ (5.52) 的 解 . 
步骤 1: 我 们 用 gq 十 eh RB q, 其 中 e 为 实 小 参数 , 得 到 


ple) =| tt. + eha)? + (gy + chy)? — 2f (q + ch)]dzdy 
+| [a(q + Eh)? — 2(q + &h)b]ds. 
aD 
由 于 (5.52), 函数 y 在 e = 0 处 达到 极 小 , BA v^ (0) = 0. 于 是 


1 (0) = | (azhz + Qyhy — fh)dxdy +| (agh — bh)ds = 0. (5.56) 
2 D aD 
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如 果 a= 三 0, 则 (5.55) 从 (5.56) Mh = 1 推出 . 
步骤 2: 分 部 积分 得 到 


-| (qzz + Qyy + f)hdady + | (à 十 ad 一 ) hds = 0. (5.57) 
D aD ôn 


步骤 3: 我 们 介绍 一 种 启发 式 的 论证 ， 它 的 正确 性 是 完全 可 以 证 明 的 .方程 
(5.57) 对 于 所 有 光滑 函数 h 成 立 . 

(i) 首先 考虑 沿边 界 0D 为 0 的 所 有 光滑 函数 h 组 成 的 集合 . 于 是 (5.57) 中 的 
边界 积分 为 0, 从 而 由 于 h 是 任意 的 , 得 到 


dzz + Qyy + f — 0, EDE. 


(ii) 于 是 (5.57) 中 D 上 的 积分 为 0. 由 于 可 以 选择 函数 h 在 边界 上 取 任 意 值 ， 
从 而 有 
Og 
= +ag—b=0, LODE. 


口 
HE “对 于 变 分 问题 (5.50), 类 似 的 讨论 导致 类 似 的 结果 . 由 于 在 OD 上 9 = v, 
此 在 这 种 情形 我 们 将 限制 函数 h 在 OD E h =0. 于 是 从 结论 (1) 得 到 (5.51). 
振动 弦 的 稳 态 作用 原理 设 方程 g = q(zt) 描述 一 根 弦 t 时刻 在 点 z 处 的 位 移 
(图 5.21(a)). & D:={(2,t) CR? :0<2<l, to<t< ti}. 


(a) (b) 
图 5.21 振动 弦 的 平稳 作用 原理 


对 于 拉 格 朗 日 函数 
上 一 动能 一 势能 一 了 pg — ikg? 


(这 里 p 表示 密度 , M k 是 材料 常数 ), 稳 态 作用 原理 是 说 


L Ldr + 3Ef&, 


gq 沿 着 边界 OD 给 定 . 
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相应 的 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 (Lac): + (Lar oe = 0 导致 弦 振 动 方程 
其 中 = k/p. 


定理 (5.58) 的 最 一 般 的 C? 解 是 
q(x, t) = a(x—ct)+b(z+ct), (5.59) 


这 里 a Al b ATER C? 函数 . 解 (5.59) 对 应 于 以 速度 c 在 相反 方向 传播 的 两 个 波 
的 全 加 (一 个 从 左 到 右 , 另 一 个 从 右 到 左 ). 
5.2.3 ” 带 约 束 的 问题 和 拉 格 朗 日 乘 子 
用 一 个 例子 来 讨论 这 一 重要 的 方法 . 
拉 普 拉 斯 方程 的 本 征 值 问 题 ”为 了 求解 变 分 问题 


| (q --q2)dzdy = min, q=0 在 0D 上 ， 
D 


| gds =i 
aD 


类 似 于 5.1.6, 选择 拉 格 朗 日 函数 


(5.60) 


L=L+rAP=G+ È+. 


实数 MOU RT. .2 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 


a a 
afe + Sv a=. 


这 对 应 于 本 征 值 问题 


qzz + Qyy=Aq, ÆDE, q=0, ÆDE. (5.61) 


可 以 证 明 (5.61) Æ (5.60) 存在 C? 解 的 一 个 必要 条 件 . 在 这 种 情形 下 拉 格 朗 日 乘 
子 成 为 一 个 本 征 值 . 


5.3 控制 问题 


目的 ”控制 理论 研究 通过 适当 选取 控制 量 (或 控制 ) 开发 用 于 最 优化 过 程 的 数学 工 
R. 


5.3 控制 问题 939 


例 1: 当 宇宙 飞船 从 月 球 返 回 时 , 必须 对 其 进入 大 气 层 的 轨道 进行 控制 , 以 尽量 减少 
热 护 单 上 的 热量 . 对 此 没有 办 法 进行 试验 ; 更 确切 地 说 , NASA 必须 使 用 工程 师 的 
模型 方程 并 应 用 这 些 方程 作 数值 模拟 ， 计算 机 计 M 

算 对 于 控制 参数 的 小 变化 极为 敏感 ， 实 际 上 , 为 返 Cb 

回 舱 可 能 的 进入 仅 有 一 个 小 窗口 .如 果 错过 这 个 窗 e 

口 ,返回 舱 将 熔化 , 或 者 被 弹 回 宇宙 ， 图 5.22 表示 agg 

轨道 ， 跟 人 们 的 预期 有 些 相反 , 返回 舱 首 先 下 降 至 

相当 深 的 大 气 层 , 然后 直到 进入 稳定 的 圆 轨道 才 令 
其 调整 姿态 作 最 后 的 降落 .3 

例 2: 火箭 的 发 射 应 使 用 最 少量 的 燃料 达到 预定 姿态 .这 个 问题 在 [212] 中 有 研究 . 
例 3: 月 球 登陆 车 的 控制 是 使 得 登陆 尽 可 能 平稳 ,并 要 使 用 最 少量 的 燃料 . 

例 4: 飞 向 火星 的 字 宙 飞船 的 飞行 要 求 使 用 最 少量 的 燃料 ， 为 此 , 计算 机 仿真 计算 
轨道 时 要 考虑 其 他 行星 的 重力 影响 . 

控制 理论 中 两 种 不 同 的 对 策 ”现代 控制 理论 诞生 于 1950 年 至 1960 年 期 间 . 它 在 
两 个 方向 推广 了 经 典 的 变 分 法 : 


哈密 顿 力学 控制 理论 


图 5.22 


作用 泛 函 S 的 哈密 顿 - 雅 可 比 微分 方程 ”一 贝尔 曼 动态 最 优化 
能 量 函 数 H 的 哈密 顿 典范 方程 一 > 庞 特 里 亚 金 极 大 值 原理 


5.3.1 贝尔 曼 动 态 最 优化 
基本 问题 ”考虑 极 小 化 问题 
F(z(t1),t1) = min. (5.62) 


此 外 , 有 如 下 约束 条 件 . 
(i) 状态 了 的 控制 方程 (函数 u 称 为 控制 ): 


z'(t) = f (z(t), u(t), t). 


z(to) =a. 
t€42,  z(ht)e . 
1) 这 个 问题 在 [213], 第 TII 4, 48.10 节 中 应 用 庞 特 里 亚 金 极 大 值 原理 进行 了 讨论 . 
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u(t) € V, E [to tı] E. 
参数 t 对 应 于 时 间 . 未 知 量 是 末 时 刻 t UR 
轨 线 z = z(t) 和 最 优 控制 u = u(t). 


这 里 采用 记号 : z = (21,---,2n), u = (u, um). 初始 时 刻 to 随 初始 状态 给 
©, 7 为 时 间 区 间 , 而 多 c RN, CR”. 
容许 对 ”一 对 函数 


z=2(t), u(t) to<t<t 
称 为 容许 的 , 是 指 这 些 函 数 除了 有 限 个 跳跃 点 外 , 都 是 连续 的 , 并 且 还 满足 上 述 约束 
(i) 到 (iv). 所 有 这 样 的 容许 对 组 成 的 集合 将 记 作 Z (to, a). 
贝尔 曼 作 用 函数 S EX 


[st a) = ae F (z(t), 9» 


即 我 们 在 所 有 容许 对 上 取 下 确 界 . 下 面 让 初始 条 件 (to, a) 变化 , 研究 函数 S. 
主 定理 (必要 条 件 ) ” 设 (z*,u*) 是 控制 问题 (5.62) 的 解 . 那么 下 列 三 个 条 件 满足 : 
(i) 函数 S = S(z(t), t) 对 于 所 有 容许 对 (z, u) 在 时 间 区 间 [to,t1] 上 是 严格 下 
降 的 . 
(ii) 函数 S = S(z*(t),t) 在 [to, t1] 上 取 常 值 . 
(iii) 有 S(b,t1)=F(b,ti) vbe Z,t e 7. 
推论 (充分 条 件 ) ”如 果 函 数 5 与 容许 对 (2*,u*) 一 起 满足 上 述 (i) 到 (iii), 那么 
(z*,u*) 是 控制 问题 (5.62) 的 解 . 
哈密 顿 - 雅 可 比 - 贝尔 曼 方 程 ”假定 作用 函数 S 充分 光滑 ， 对 于 每 一 个 容许 对 
(z,u), 我 们 有 不 等 式 


| se(z(b)， t) + Sz(z(t),t)f(z(t), w(t),t) > 0, Vt € [to ts]. (5.63) 
对 于 控制 问题 (5.62) 的 解 , (5.63) 中 的 不 等 式 是 一 个 等 式 . 
5.3.2. fH 
带 二 次 成 本 函数 的 线性 控制 问题 
[ew eult) dt + min, (5.64) 
[ z'(t) = Az(t)+ Bu(t), z(to) =a, | (5.65) 


AF, A 和 B 是 实数 . 
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EE Kw 是 里 卡 蒂 微 分 方程 
w'(t) = -2Aw(t) + B'w(t? —1, Vt € [to, ti] 


满足 w(t) = 0 的 解 . 那么 为 了 得 到 控制 问题 的 解 x = a(t), 只 需求 解 微分 方程 
z(t)  Az(t) + B(—w(t)Bz(t)), z(to)= a. (5.66) 
最 优 控制 由 下 式 给 出 ; 
u(t) = —w(t)Ba(t). (5.67) 


反馈 控制 ”方程 (5.67) 刻画 了 状态 z(t) 和 最 优 控制 u(t)( 反 馈 控 制 ) 之 间 的 耦合 . 
这 样 的 最 优 控制 在 工程 中 可 用 这 种 方式 非常 有 效 地 设计 出 来 , 并 且 在 生物 系统 中 也 
常会 遇 到 . 方程 (5.66) 是 通过 将 (5.67) 耦合 到 控制 方程 (5.65) 得 到 的 . 

证 明 : 第 一 步 (问题 的 转化 ): 我 们 引入 新 的 函数 y(-): 


y (t = a(t)’ + u(t)’, — y(to) = 0. 
将 y 作为 变量 我 们 得 到 等 价 的 问题 


y(t1) = min, 
y(t) = a(t)? + u(t), y(to) =0, 
x(t) = Ax(t)+ Bu(t), za(to) =a. 


此 外 , & z := (x,y). 
第 二 步 : 对 于 贝尔 曼 作 用 函数 S, 使 用 


S(z,y,t) := w(t)x? + y. 


第 三 步 : 我 们 验证 5.3.1 中 推论 的 假设 . 
(i) WR w = w(t) 是 里 卡 蒂 方 程 的 解 , 并 且 z = c(t), u = u(t) 满足 控制 方程 
(5.65), 那么 


dS(z(t), y(t), t) 


dt = w’(t)2(t)? + 2w(t)z(t)z (t) + y (t) 


= (u(t) + w(t) Bz(t))? > 0. 


于 是 函数 S = S(x(t), y(t), t) 相对 于 时 间 t 是 下 降 的 . 

(ii) 如 果 耦 合 条 件 (5.67) 满足 , 那么 在 (i) 中 我 们 有 等 式 , 即 S(a(t), y(t), t)= 
常数 . 

(ii) 从 w(ti) = 0 我 们 得 到 S(z(t1), (t) t) = y(t). a 
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5.3.3 ” 庞 特 里 亚 金 极 大 值 原理 
控制 问题 ”我 们 考虑 极 小 化 问题 


| " L(q(t), £ min. (5.68) 


to 


另外 我 们 有 如 下 约束 条 件 : 
O 雪线 g 的 控制 方程; 


q(t) = f(a(0. u(t), t). 


q(to) =a. 


h(q(ti), ti) = 0. 
u(t) € 7, Vté [to,ti]. 
注 ”必须 要 考虑 所 有 可 能 的 有 穷 区 间 [tot]. 假定 控制 u(t) 除了 有 穷 个 间断 点 外 
是 连续 的 . 此 外 , 假定 轨 线 是 连续 的 , 并 且 除 了 有 穷 个 点 外 , 相对 于 t 一 阶 可 导 . + 
q= (qN), u = (u1, uM), T = (nafy), h = (hi,... , hw). 


给 定量 是 初始 时 刻 to, 初始 位 置 a c RN, 和 控制 集 Y C RV. 最 后 我 们 假定 给 定 
函数 L, fMh RFO. 
广义 哈密 顿 函 数 0 ”我 们 定义 


N 
H (q, u, p, t, ^) — Y phla u, t) 7 AL(q, u, t). 
ja 


主 定理 ”如果 q, u, ti 构成 控制 问题 (5.68) 的 一 个 解 , 那么 存在 数 入 = 1 或 入 = 0, 
向 量 a € RN 和 [to th] 上 的 连续 函数 p; = pj(t), 使 得 如 下 条 件 满足 . 


Pi = Haj» d; = Jo, ju. 


1) 这 意味 着 - - 
p(Q-—-(Q. Y= (Q), 
J 


Op; 
其 中 Q := (q(t), u(t), p(t), A). 
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(c) KETAN HAH: P 
p(ti) = —ha(q(ti), ti)a. 


式 中 , 或 者 入 = 1, 或 者 入 = 0, 并 且 0 z 0. W A=O, MA 入 = 1. 
推论 “如果 在 右 端 的 连续 点 上 令 


po(t) := X (q(t), u(t), p(t), t, A), 
那么 po 可 以 扩展 成 整个 [to,t1] 上 的 连续 函数 。 此 外 , ? 
po = 26, (5.69) 


Al 
po(t1) = he(q(tr), ti)a. 
Fi (a), (b) 和 (5.69) 在 最 优 控制 u = u(t) 连续 的 所 有 时 刻 t € fto, ti] 处 都 连续 . 


5.3.4 ”应 用 


理想 化 的 机 动车 的 最 优 控制 ”假定 质量 为 m 

的 车 辆 W 在 初始 时 刻 to = 0 在 点 z = 一 

处 于 静止 状态 . 现在 车 辆 在 沿 x 轴 的 发 动机 的 -一 一 一 -一 -一 一 一 一 
Jj u- u(t) 的 作用 下 开始 运动 . 要 寻找 一 运动 
a = z(t) 使 得 车 辆 W 在 尽 可 能 短 的 时 间 t1 达 
到 点 z = b, 并 且 处 于 静止 状态 (图 5.23). 这 里 
重要 的 是 发 动机 的 功率 满足 约束 |u] <1. 
问题 的 数学 提 法 : 


tı 
| dt + min, 2’ (t)=u(t), |u| <1, 
t 
z'(t1) = 0. 


apap see: 现在 证 明 , 最 优 控制 使 得 车 辆 在 运动 中 最 大 加 速 紧 跟着 最 大 减速 . 这 一 
过 程 是 在 前 半路 程 让 发 动机 开 足 马力 u = 1 直到 x = 0, 然后 用 = —1 减速. 


ell), ain aic 


d—4, Q=u, 
qı(0) = —5 (0-0, q(h)-5-0, q»(t) — 0. 


N 
1) 这 意味 着 pk(t0) =- D> Falta ota )ay. 


j=1 


2) 这 意味 着 polt) = H lalt), u(t), pt), X). 
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根据 5.3.3, 广义 哈密 顿 函 数 是 
H := piqo + pou — A. 
R q=q(t)Mu=u(t) 是 其 一 个 解 . + 
po(t) := pı (t)q2(t) + po(t)u(t) — A. 

FEM 5.3.3 可 得 

(i) po(t) = max (pı (t)q2(t) + px(t)w — A). 

(ii) pi(t) = 一 %gi = 0, (t) = 一 a1. 

(iii) p2(t) = —26, = —pi(t), pa(ti) = —a2. 

(iv) po(t) = #4 = 0, po(ti) = 0. 
从 (ii) 到 (iv) 得 到 po(t) = 0, (t) = —a1, p2(t) = ai (t — ti) — oo. 
第 一 种 情形 : 设 ai = a2 = 0, 那么 和 = 1. 这 与 (i) 矛盾 , AA polt) = p(t) = 
pa(t) = 0, 从 而 这 种 情形 被 排除 . 
第 二 种 情形 : af +03 #0. 于 是 pz £0, 并 且 从 (i) 可知 


pa(t)u(t) = max p2(t)w. 


由 此 可 见 
u(t) 21, # p2(t) > 0; u(t) 2 —1, # po(t) <0. 


由 于 po 是 线性 函数 , 它 至 多 只 能 改变 一 次 正 负 号 . 假定 符号 改变 发 生 在 时 刻 t... 由 
于 在 时 刻 t 必须 减速 , 故 得 到 


u(t) 21, d 0<t<t; ult)=—-l, At <t<t. 


从 运动 方程 x" (t) = u(t), 我 们 得 到 
lg, O<t<t, 
2 
z(t) = 1 
| git - P +h te <tSty 
在 加 速 变 成 减速 的 时 刻 t, 位 置 和 速度 必须 重合 . 因此 
g (5) = t. = tı — t», 
BN t, = 6/2. 最 后 从 
ü ti 
a(t) = et te 
我 们 看 出 x(t.) = 0. 这 意味 着 小 车 在 加 速 变 成 减速 的 时 刻 t. 必须 位 于 x = 0. 
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5.4 经 典 非 线性 最 优化 


5.4.1 ”局 部 极 小 化 问题 
设 给 定 定义 在 点 2* METER U 上 的 函数 


f:UCR >R. 


只 要 研究 极 小 化 问题 就 够 了 , 因为 用 一 了 RS f, 极 大 化 问题 就 转换 成 极 小 化 问题 . 
设 x = (71,:… ,ZN). 


EX 称 函 数 f 在 点 m 处 有 局 部 极 小 , 是 指 存在 z* 的 一 个 邻 域 V, 使 得 


f(x") < f(z), VaeV. (5.70) 


如 果 f(z*) < f(x), Ve eV 2 £ x*, WK c" 是 一 严格 的 局 部 极 小 . 
必要 条 件 ”如 果 f 是 C1 函数 , 并 且 SER z* 有 局 部 极 小 , 那么 


f'(e*) =0. 


这 等 价 于 ) 0; f (z") —0,j3 = le ,N. 
FARE KS 属于 C? 型 , 并 且 f(z*) 20, 那么 只 要 f 满足 


f 在 z* 处 的 二 阶 偏 导 数 算 阵 f" (z*) 仅 有 正本 征 值 ， (D) 


f 在 点 mt 处 就 有 严格 局 部 极 小 . 条 件 (D) 等 价 于 所 有 主子 式 


det (850 (z*)), j k-1,-:,M 


都 是 正 的 . 

bi: 函数 f(z) = F(a? +03) + of 在 zw* = (0,0) 有 严格 极 小 

证 明 : 经 计算 得 到 0 f(z) = 21 + 327, Oof(w) = 22, 7 f(0,0) = 03 f(0,0) = 1, F 
H 8185f(0,0) = 0. 由 此 可 见 


01 f (0, 0) = 8» f (0,0) = 0, 
3H 


O102f(0,0) 92f(0,0) | |01 | ai 


1) 0; := 0/0. 
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5.4.2 ”全 局 极 小 化 问题 和 凸 性 


定理 WOR K 上 的 凸 函 数 f : K C RN OR, 其 每 一 个 局 部 极 小 都 是 其 全 局 
极 小 . 

如 果 f 是 严格 凸 的 , 那么 f 至 多 只 有 一 个 全 局 极 小 . 
Ses: 设 f :UC RN ~R 是 开 凸 集 U 上 的 一 个 C? 函数 , 如 果 和 矩阵 f" (a) 
在 所 有 点 x € U 处 仅 有 正本 征 值 , 则 f 是 严格 是 函数. 


: 函数 f(x) = 33010. 37 —-(rceR'"|z;20,j21.-,N) 上 是 严 
j—1 
格 凸 的 . 因此 -f dE U 上 上 严格 凹 的 . RRAS ( 见 5.4.6) 就 属于 这 一 类 型 函数 . 
证 明 : 所 有 行列 式 


zi’ 0 … 0 
r3 = 0 

det (3jðk(x)) =] . à n. fy RS lye MM 
Ü.- 9 ses Nu 


都 是 正 的 . 

BSA FOU 上 的 每 一 个 凸 函 数 f : U CRY 一 及 都 是 连续 的 . 
存在 性 结果 如 果 DIR" m 是 一 凸 函 数 , 并 且 当 |z| — too 时 f(x) 一 +00, 
那么 函数 f 有 全 局 极 小 . 


5.4.3 ”对 于 高 斯 最 小 二 乘法 的 应 用 
设 给 定 如 下 N 组 量 测 数 据 : 


T1,Y1; T2,Y2; `>; TN,YN. 


我 们 希望 通过 一 族 依赖 于 M 个 参数 a,- am 的 曲线 


y = f(z;am,--- ,QM ) 


RBIS. 为 此 , 我 们 应 用 如 下 的 极 小 化 问题 : 
flzi;a1,. ,aar))? = min. (5.71) 


定理 (5.71) 的 解 a = (a1, , a) 满足 方程 组 


N 
i — f(z5;a 


j=1 


a 


2 (zj;a) — 0, zm (5.72) 
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证 明 : 对 (5.71) 相对 于 am REM, 并 令 此 导数 等 于 零 . 证 毕 . 

1795 4E, FM 18 岁 的 高 斯 找到 了 这 种 最 小 三 乘法 .后 来 他 在 天 文 计算 以 及 测 
地 问题 中 曾 反 复 使 用 了 这 一 方法 . 

(5.72) 的 数值 解 将 在 7.2.4 中 讨论 . 
5.4.4 “对 于 伪 逆 的 应 用 

设 给 定 一 实 n x M 和 矩阵 A 和 一 实 nx 1 列 和 矩阵 b. 目的 是 找 出 一 实 mx1 列 


矩阵 z, 使 得 


这 意味 着 我 们 在 高 斯 最 小 二 乘法 意义 下 求解 问题 Am =b.) 然而 问题 (5.73) 并 不 
总 是 唯一 可 解 的 . 
定理 ”在 (5.73) 的 所 有 解 中 间 , 存在 唯一 确定 的 使 得 |z| 最 小 的 元 c. 对 于 每 一 个 


b, 这 一 特 解 可 以 表示 成 
AP, A* 是 一 实 m x n EE, 称 为 A 的 擅 逆 . 

如 果 b; 表示 第 j 个 元 为 1 而 其 余 元 为 0 的 nx 1 列 矩 阵 , 并 且 m; 表示 (5.73) 
2 b — b; 时 的 特 解 , 那么 我 们 有 


At =(a4,-++ , 24). 


41: 如 果 A 是 一 逆 为 A-! NAA, 那么 (5.73) 有 唯一 解 zx = A b. 并 且 
A= A 


5.4.5 ” 带 约束 的 问题 和 拉 格 朗 日 乘 子 
考虑 极 小 化 问题 


(5.74) 


XE, $ s= (zi ,ZN), NS J. XX PE. 


fig: U CRY 一 及 是 点 a^ 的 菜 个 邻 域 U 中 的 C^ 型 函数 , 并 假定 满 
足 重要 的 边界 条 件 D 


rank g (z^) = J. 


此 外 , 假定 g;(z') 20,4 1,--- ,二 


N m 2 m 
1)|b- Aa? = D aC -5 un). 并 且 |a? = 》 z2. 


k= 
2) 这 意味 着 在 ao” 00 - EH SAORI (Org; (7) ARI 


948 553€ ” 变 分 法 与 最 优化 


必要 条 件 ”假定 (H) 当 = 1 时 成 立 . 如 果 z” 是 (5.74) 的 局 部 极 小 , 那么 存在 
实数 入,… Ay ( 拉 格 朗 日 乘 子 ), 使 得 


F'(x*) =0, (5.75) 


其 中 多 := ff 一 和 Tg.? 

充分 条 件 ”假定 (H) 当 n = 2 时 成 立 , 存在 实数 M, Av, 使 得 F (27) = 0, 并 
A 多 ”(x*) = 0 仅 有 正本 征 值 . 那么 2* 是 (5.74) 的 一 个 严格 局 部 极 小 . 

一 条 曲线 上 两 点 之 间 的 最 短 差 


a ee d aug 
f (v1, v2) := vi + rj = min, (5.76) 
C: g(zi,22) = 0. 


这 里 假定 9 是 C 类 函数 .目的 是 找 出 曲线 C LARA (0,0) 最 近 的 点 z^ (图 
5.24(a)). 


Ti 


(b) 
图 5.24 极 小 化 距离 


g 的 秩 条 件 rankg'(z) = 1 意味 着 gz (x)? = gr. (m)? 40, 即 曲线 在 点 x 的 
法 向 量 存在 . 
$ 
F(x) := f(x) — Ag(z). 


(5.76) 存在 局 部 极 小 的 必要 条 件 是 多 '(z*) = 0, BB 
2zj 2x9 = Age, (m^). (5.77) 


这 意味 着 连接 原点 与 点 z* 的 直线 与 曲线 C 相交 成 直角 . 
4|: 如 果 我 们 选择 直线 g(zi, zz) := 21 + £2 — 1 = 0, 那么 (5.76) 的 解 是 


z$ = iile 5 (5.78) 


1) 更 明显 写 出 来 是 F(æ):= f(x) 一 E Ajg;(z), 并 且 0; Z(m*) =0, j — 1, ,J. 
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证 明 : (i) 必要 条 件 满足 : 从 (5.77) 我 们 看 到 
2z] =) 225224, 
Bl zi = z3. RÀ zi 23—1-—0 可 知 (5.78) 成 立 , 并 且 入 = 1. 
(ii) 充分 条 件 满足 : 我 们 选择 F(x) = f(z) 一 和 (zi 十 x2 一 1), A — 1. 于 是 


20 


F"(a") = det (djk (x*)) = 02 


>0, 


由 此 得 证 所 需 结论 . im 
5.4.6  XHEBII FH 
我 们 希望 证 明 气体 的 绝对 温度 可 以 看 成 一 个 拉 格 朗 日 乘 子 . 


统计 物理 的 基本 问题 
S fit = max, 
》 ay sh X wE; = Ff, >》 wN; =N, (5.79) 
j=l j=l j=l 
Og wig1, j-l--,n. 


解释 ”考虑 一 热 动力 系统 X (PM, 处 于 化 学 反应 中 的 粒子 数 可 变 的 气体 ). 假定 E 
具有 能 量 Ej 和 粒子 数 Ni 的 概率 为 wj. 根据 定义 ， 


E -ký wj In wj 
j=1 


是 系统 E BUS (或 信息 ), 这 里 k 表示 玻 尔 兹 曼 常数 . 假定 知道 平均 总 能 量 E 和 平 


l d xod 
rank | E, E2--- E, | 23. 
Ni NS es Nn 


定理 ”如 果 (w, ,wn) 是 (5.79) 的 一 个 解 , 0 < wj < 1, j = 1,… ,n, 那么 存 
在 实数 7 和 6, 使 得 对 于 了 = 1,… ,n, 有 


wj = .exp(YyE; +N) (5.80) 


》 exp (yE; + óN;) 


k=1 
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注 ”在 统计 物理 中 , 通常 设 


并 称 T 为 绝对 温度 , Ww 为 化 学 势 . 如 果 把 wj 放 到 (5.79) WARP, M TA y 
RA BAN 的 函数 . 公式 (5.80) 是 整个 统计 物理 的 经 典 和 现代 理论 的 出 发 点 ( 详 
细 讨 论 见 [212]). 
证 明 : 令 
F(w) = S(w) + o( Y w — 1) +(X wE; - E) +6( >> wN) -N). 
这 里 求 和 是 指 相 对 7 了 JA. 138 n. 数 a, YY 和 5 是 拉 格 朗 日 乘 子 . 从 F'(w) =0 可 知 
F 相对 于 w 的 偏 导 数 等 于 零 , HU 
—k(In wj +1)+a+7E;+6N; — 0. 

由 此 推出 wj = 常数 .exp (y E; 十 6N;). 式 中 的 常数 从 关系 式 yw; 二 1 得到, 定 
理 证 毕 . 
5.4.7 次 微分 

次 微分 是 现代 最 优化 理论 的 重要 的 工具 . 在 函数 没有 足够 光滑 性 的 情形 下 通过 
定义 次 微分 来 代替 微分 .7) 
定义 ” 设 给 定 函数 f : RY 一 及 .次 微分 9f(z*) 由 满足 下 式 的 所 有 pc RY 组 
成 : 2) 


[ Fla) > f(7) + (plz - 27), ve eR". 
8f(z*) 中 的 元 p 称 为 /在 点 a 处 的 次 梯度 
极 小 值 原理 如 果 满足 广义 欧 拉 方 各 


0e8f(z*)， (5.81) 


那么 f 在 点 mt AB). 

定理 ”如果 f 是 点 z* 的 某 个 邻 域 中 的 CO 型 函数 , 那么 afla) 与 导数 fa) 
相等 , 而 (5.81) 就 是 经 典 的 方程 f'(z*) = 0. 

例 : Ky = f(z) 是 一 实 值 函数 . 那么 z* 处 的 次 梯度 是 通过 点 (m^, f(z*)) 的 一 条 
直线 , 并 且 f 的 图 像 在 此 线 上 方 (图 5.25(a)). 于 是 


[次 微分 9f(z*) 由 a^. 处 的 所 有 次 梯度 的 斜率 组 成 


1) 次 微分 的 详细 介绍 及 其 众多 应 用 可 在 [213] 中 找到 . 
N 

2) (ple) := 》 pjzj. 
j=l 
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方程 (5.81) 表达 的 事实 是 说 在 f 的 极 小 点 m^ 处 存在 一 水 平方 向 的 次 梯度 (图 
5.25(b)). 


y 次 切线 y 
l M 
x z q* a 
(a) (b) 
E525 次 梯度 


5.4.8 “对 偶 理论 和 鞍点 
设 给 定 一 个 极 小 化 问题 


inf F(x) =a. (5.82) 
我 们 希望 再 构造 一 个 极 大 化 问题 

sup G(y) = 8, (5.83) 

yceY 


它 能 为 我 们 给 出 (5.82) 可 解 的 充分 条 件 . 为 此 , 我 们 选择 一 函数 L= L(x, y) 并 假 
XE F 可 以 写成 
F(x) := sup L(z, y). 
ycY 


于 是 我 们 可 以 定义 G: 
G(y) := inf L(x, y). 


这 里 工 是 任意 两 个 非 空 集 X MY 上 的 函数 , 卫 : X xY OR. 
鞍点 ”根据 定义 , (z*,y*) 是 工 的 鞍点 , 是 指 它 满足 


max L(x", y) = L(a",y") = min L(x, y"). 
ER “如果 已 知 点 z* CX My EY 满足 
F(x") < G(y^), 


那么 xz* 是 原 问 题 (5.82) 的 一 个 解 , 而 y^ 是 对 偶 问 题 (5.93) 的 一 个 解 . 
推论 (i) 对 于 任意 两 个 点 ze X Aly cy, 我 们 有 极 小 值 o fpi: 


Gly) < a < F(a). 


此 外 , Gly) < 8 < F(a), FH. 8 <a. 
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(ii) 点 z* 是 (5.82) 的 解 且 y* 是 (5.83) 的 解 , 当 且 仅 当 (z*,y*) EL 的 一 个 
这 一 简单 的 原理 具有 众多 的 应 用 . 其 中 的 一 些 应 用 可 以 在 [213], 第 III 卷 , 第 
49-52 章 中 找到 . 


5.5 线性 最 优化 


线性 最 优化 研究 线性 函数 在 线性 等 式 或 线性 不 等 式 这 样 一 些 约束 下 的 极 小 问 
题 . 在 几何 上 线性 最 优化 对 应 于 线性 函数 在 有 穷 多 个 超 平面 和 半空 间 的 交集 上 的 极 
小 化 问题 . 
使 用 Mathematica 的 线性 最 优化 ”这 一 软件 包 运 用 单 形 法 可 以 解决 任意 线性 最 
优化 问题 ( 见 下 面 的 5.5.4). 下 面 我 们 仪 描述 线性 最 优化 的 基本 理论 , 至 于 实验 工作 
或 具体 的 计算 , 我 们 推荐 Mathematica. 


5.5.1 基本 思想 
设 


In 
对 于 二 维 或 三 维 空间 , 就 写 z = 21, y= zz Ñl z= r3. 
极端 点 ”一 个 凸 集 K 的 点 r 称 为 极端 点 , 是 指 它 不 是 任意 端点 位 于 K 中 的 区 间 
的 内 点 , 即 它 不 可 能 是 如 下 形式 的 点 : 


zr—tyt(l-t)zg 0<t<1, yzcK,yzz. 


4| 1: 图 5.26(a) 中 三 角形 K 的 极端 点 正好 是 其 顶点 . 
克 赖 因 -- 米 尔 曼 定理 ” 设 K ER 的 紧 凸 子 集 , 那么 包含 K 的 所 有 极端 点 的 最 小 
ZURE K AG. 
线性 最 优化 的 主要 定理 wR: RY 一 及 是 一 线性 函数 , K 是 RN 的 一 非 空 紧 
LF, 那么 极 小 化 问题 
F(x) = min, 
rckK 

有 解 , 并 且 是 K 的 一 个 极端 点 . 

上 述 问题 所 有 解 的 集合 本 身 是 一 凸 集 . 

集合 K 称 为 问题 的 容许 域 . 今后 也 将 把 极端 点 看 作 顶 点 (至 少 在 线性 凸 集 范围 
内 ). 
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单 形 法 的 思想 ”著名 的 单 形 法 的 最 简单 的 模式 是 : 取 FF EK 的 所 有 顶点 的 值 , 并 
选 出 F 取 值 最 小 的 一 个 顶点 ， 然而, 单 形 法 则 更 巧妙 和 优雅 ， 它 从 一 个 顶点 开始 ， 
并 且 不 用 作 任 何 比较 就 能 确定 这 个 顶点 是 否 已 经 是 一 个 解 了 .如 果 它 不 是 解 , 就 检 
查 下 一 个 顶点 , 等 等 . 


例 2: 
a+y=min, (5.84) 
e+ty<l, 
- (5.85) 
r20, y20. 


约束 条 件 (5.85) 定义 容许 域 K, 它 是 一 个 三 角形 (图 5.26(a)). K 的 极端 点 是 顶点 
(0,0), (0,1), (1,0). 
对 于 函数 F(a) := zx 十 y, 我 们 得 到 
F(0,0) —0, F(0,1)=1, F(1,0)=1. 


因此 (0,0) 是 (5.84) 和 (5.85) 的 解 . 
几何 解释 ”考虑 容许 域 K 上 方 的 平面 BE: z = z 十 y, 并 寻找 平面 上 离 K 最 近 的 
点 的 (z,y)( 图 5.26(b)). 


y g 


K m K c 
(a) (b) 
图 5.00 克 赖 因 一 米尔 曼 定 理 
对 于 平面 容许 域 的 图 像 解 法 MKPR 


F(z,y)— c 


并 让 c 越 来 越 小 ; 然后 我 们 确定 使 得 水 平 线 离开 容许 域 的 c 的 值 . 
4| 3: 在 (5.84) 和 (5.85) 中 , 我 们 要 考虑 水 平 线 + y = c( 图 5.27). 
几何 复杂 性 
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例 5: 问题 
es min, 
O<y<l1,r20 
的 容许 域 K 是 图 5.29 中 画 出 的 带 条 纹 的 区 域 . 这 个 问题 没有 解 . 另 一 方面 , 问题 
y E min, 
O<y<l, r20 


在 同样 的 容许 域 中 则 有 解 (例如 (0,0)). 


图 5.29 


在 非 降 秩 情形 , 顶点 P 是 R" 中 (恰好 )n 个 超 平面 的 交点 . 降 秩 情形 则 是 多 于 
n 个 超 平面 在 P 相交 . 
扰动 ”通过 小 扰动 法 可 以 把 降 秩 情形 转化 成 非 降 秩 情形 . 


单 形 法 可 能 在 降 秩 情形 失效 . 


例 6: 在 图 5.30(a) F, P 是 一 降 秩 顶点 , 因为 有 三 条 直线 在 此 处 相交 . 图 5.30(b) 
则 表明 如 何 通过 小 扰动 达到 解决 问题 . 
y y 
P 


K T K z 
(a) 降 秩 (b) 非 降 秩 
图 5.30 扰动 降 秩 顶 点 


5.5.2 ”一 般 线 性 最 优化 问题 
Al FASE S, 一 般 线性 最 优化 问题 可 以 表示 成 如 下 方程 组 : 
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(5.86) 
向 量 z 和 y 待定 . 
利用 坐标 显 式 地 写 出 来 , 这 些 方程 为 
Pıtı + + Pain 十 qiyi + 十 gryr = min, 
augti + + Gindn + buyi coc +biryr =b, 
amizi + +++ + QmnTn + bmi Y1 E 5 +0mrYr = bn, 
catı + + Cinzn + duy + tdiry 21, 
CkiXi He + CkaTa + driyi doc days > Ch 
m 20y ee p Bo 20. 
实数 x1,… ,zn 和 yi ,yr 待定 . 
为 了 单 形 法 的 公式 化 , 过 渡 到 标准 形 较 方便 . 
LOP 型 问题 ”术语 LOP 用 来 表示 如 下 形式 的 线性 最 优化 问题 : 
pz £ min, 
Az — b, (5.87) 
z 20. 
我 们 假定 b 2 0, 并 且 m x n 矩阵 4 的 秩 等 于 m, m <n. 
容许 域 (5.87) 的 容许 域 K 是 集合 
K = {x € R” : Ax =b,z > 0}. (5.88) 


于 是 K 是 第 一 象限 与 m 个 线性 独立 的 超 平面 之 交 (m < n). 
例 1: 图 5.31 表示 在 平面 情形 n = 2 时 容许 域 的 一 些 可 能 | 


图 5.31 LOP 型 问题 的 容许 域 
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化 成 形式 (5.87) ”必要 的 话 , 通过 引入 几 个 新 的 变量 , 每 一 个 线性 最 优化 问题 都 可 
以 化 成 LOP 型 问题 . 

(i) # bj < 0, 则 我 们 用 (—1) 乘 以 相应 的 行 . 

(ii) 通过 引入 以 新 的 变量 z, 不 等 式 可 以 变 成 等 式 . 
例 2: 把 不 等 式 z +y < 1 变 成 等 式 z 十 y 十 z= 1, 这 里 假定 z > 0. 

Gii) 如 果 z > 0, WS z= y- z, y 2 0, z > 0, KB y Az 是 新 变量 . 

把 问题 表达 成 LOP 形式 的 优点 是 我 们 很 容易 刻画 容许 域 K 的 顶点 . 为 此 我 
们 写 A = (al,…: ,an), 这 里 a; 表示 AWA 7 列 . 
顶点 定理 ”点 z= (z1,… ,ZXn) ”是 KK 的 顶点 当 且 仪 当 如 下 条 件 成 立 : 

(i) z 是 方程 组 4z = b 的 解 . 

(ii) 所 有 分 量 zj 非 负 . 

(ii) A 的 属于 正 分 量 zj 的 列 a; 都 是 线性 独立 的 . 

如 果 问 题 (5.87) 可 解 , 那么 K 的 顶点 是 其 解 . 
定义 K 的 一 顶点 称 为 非 降 秩 顶点 , 是 指 它 有 最 大 正 分 量 数 , 即 其 正 分 量 数 为 m. 
基 ”顶点 r 的 基 是 指 4 的 m 个 线性 独立 的 一 组 列 向 量 , 它 包含 所 有 属于 正 分 量 
Tj 的 列 向 量 . 

任意 非 降 秩 的 项 点 都 有 唯一 确定 的 基 . 
例 3: 对 于 容许 域 

K: atyt+z=1, 220,9y20,220, 


我 们 有 A = (1,1,1), 并 且 m = rank A = 1. 三 个 顶点 (1, 0,0), (0, 1,0) 和 (0,0, 1) 
是 非 降 秩 的 (图 5.32(a)). 


(a) 非 降 秩 顶 点 (b) 降 秩 项 点 
图 5.32 容许 域 的 顶点 


例 4: 对 于 容许 域 
K: r+y+z=1, z=1,220, y20, z20, 


111 
A= j 
001 


于 是 m= rank A = 2. WA P = (0,0,1) 是 非 降 秩 的 (图 5.32(b)). 


我 们 有 
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5.5.3 ”最 优化 问题 的 标准 形式 和 最 小 试验 
定义 ”线性 最 优化 问题 称 为 标准 形 的 , 是 指 它 具 有 如 下 形式 : 


ie 
Pıtı +--+ PmIm +c = min, 


01121 + +++ d Q1,n-mZn-m = 01 — Tn m-4l; 


Q2171 F:::d- 02,n—mYn—m = b2 — Tn-m +2, (5 89) 


05 H- + Gm,n—mXTn—m = bm — Tn, 


Er 20,:::,%n 20. 


此 外 , 我 们 假定 对 于 所 有 j, bj > 0. 
例 1: 问题 
Eh +ar2+C i min, 
zi +222 = 3— T3, (5.90) 
32, +4972 = 5 — T4 
是 一 标准 形 线性 最 优化 问题 . 变量 r, r 是 非 基 变量 , 而 rs, va 是 基 变 量 . 这 种 
标准 形 的 一 大 优点 是 从 表达 式 直接 可 以 看 出 解 的 特性 . 
最 小 试验 (i) 如 果 对 于 所 有 j.p; > 0, 那么 


[1:922 =…… = 24 =0, Tami = bpe , in = Om (5.91) 


是 (5.89) Æ c 为 最 小 值 下 的 解 . 这 个 解 称 为 基 解 , 并 表示 容许 域 的 一 个 顶点 . 

如 果 对 于 所 有 j, p; > 0, 那么 (5.91) 是 (5.89) 的 唯一 解 . 

(ii) 如 果 存 在 一 ( 列 ) 指数 j, 使 得 p; < 0, 并 且 对 于 所 有 的 (47) 指数 i, 有 
aij > 0, 则 问题 (5.89) 无 解 . 
BR — 如果 这 两 种 情形 都 不 发 生 ,， 那么 单 形 法 就 过 渡 至 一 新 的 标准 形 . 为 此 , 我 们 
选择 一 适当 的 基 变 量 rj 和 一 适当 的 非 基 变量 zk, 并 作 变 量 替换 , 即 把 zj 变 成 一 非 
基 变 量 , 而 把 zx 变 成 一 基 变 量 . 然后 我 们 可 以 将 最 小 试验 应 用 于 这 一 新 的 标准 形 . 
退化 情形 ”有 可 能 这 一 过 程 永远 不 会 结束 , 因为 可 能 出 现 一 种 (非常 的 ) 退化 情形 . 
在 这 种 情形 下 ， 对 原 问 题 作 一 小 扰动 就 得 到 非 退 化 情形 .为 此 ， 只 要 对 某 个 d, 用 
b; te 代替 bi, 这 里 为 一 充分 小 的 正 数 . 一 旦 得 到 这 个 非 退 化 问题 的 解 , 令 ==0 
就 可 以 得 到 原 问 题 的 解 . 


5.5.4 ” 单 形 法 
为 了 有 一 种 方便 的 方法 进行 单 形 法 的 计算 , 可 使 用 所 谓 的 单 形 表 . 对 于 标准 形 
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(5.89), 这 一 格式 如 下 : 


Tn—m+l 


Tn—m+2 


(5.92) 


在 第 一 行 中 排列 非 基 本 变量 , 而 在 第 一 列 中 排列 基本 变量 . 
对 于 (5.90), 单 形 表 是 


(5.93) 


具体 计算 时 , 右边 的 形式 更 方便 些 , 这 里 向 量 v; 用 标号 7 RE. 


5.5.5 ”最 小 试验 
现在 将 5.5.3 的 最 小 试验 应 用 于 单 形 表 . 
例 : 考虑 表 (5.93). 
情形 1: 如 果 a > 0, 则 根据 最 小 试验 问题 (5.90) 有 解 


21 = 22 = 0, d$ =3, t= 5, 


并 且 c 是 希望 极 小 化 的 函数 的 最 小 值 . 
情形 2: WR a < 0, 则 我 们 需要 对 单 形 法 作 变 量 蔡 换 . 
替换 : 我 们 将 表 (5.92) 中 所 有 的 量 用 质 化 后 的 量 代替 得 到 如 下 新 的 表 : 


(5.94) 


主 列 ”我 们 在 (5.92) 最 后 一 行 中 选 最 小 的 p;, 其 所 在 的 列 数 记 作 s. 依据 定义 , 表 
(5.92) 中 由 ais, i = 1,2,--- 组 成 的 列 称 为 主 列 . 
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情形 1: 主 列 的 所 有 元 都 非 正 . 那么 给 定 的 最 优化 问题 无 解 . 
情形 2: 情形 1 不 出 现 , 则 我 们 进行 如 下 步骤 . 
主 行 ”对 于 主 列 中 的 所 有 正 元 ais, 作 商 
bi 
Qis : 
现在 将 对 应 于 上 述 商 最 小 的 列 z( 若 这 样 的 列 不 是 唯一 的 , 则 从 中 任 取 一 列 ), 称 之 
为 主 行 . 
主 元 Fas 为 主 元 ， 并 令 


变量 替换 FER 


其 余 所 有 变量 保持 不 变 . 下 面 假定 i 4 2,7 zs. 
新 主 行 


a; = QzjQ, b, = bza. 


新 主 列 


其 余 行 和 列 


d ll ln 7 . M : 1 
Qij = dij —0;;Qis, Pj = Pj—AzjPs, 


c -— CT b, ps, b; = bi = bh ais. 


5.5.5.1 一 个 例子 
对 于 典范 形式 下 的 问题 


Ari — 6r2 + 923 + 66 = min, 


271 — T2 + 323 = 1-24, 
3x = 2 — £5, 

3 n (5.95) 
221i = 6-— T6, 
T2 = 6 — zz, 
—2xzi1 + 22 = 3zs = = 


zı 2 0, ---, z8 20, 
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我 们 得 到 单 形 表 
2 3 
—1 3 1 
0 3|2 
o o | 6 
1 0 | 6 
-入 | 2 
-6 9 | 66 


这 里 主 元 带 方 框 . (zs 和 zs BJ) 第 一 个 替换 是 


这 里 替换 的 元 加 上 了 圆圈 . 在 最 后 一 行 中 , 所 有 系数 p; 并 非 全 正 , 从 而 我 们 要 继续 
ERR, 
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直至 最 后 我 们 得 到 如 下 的 表 


(5.96) 


4 
© 
6 
1 
2 


这 里 所 有 的 量 p; > 0( 最 后 一 行 ). 
解 : (5.96) 的 第 一 行 包含 基 变 量 的 指数 , 根据 最 小 测试 结果 , 我 们 从 (5.96) 读 出 基 
本 解 


z4 = 3, 25 = 2, z6 = 2, 131 = 2, x2 = 6 Ñ m; = T8 = T3 = 0. 


在 (5.96) 的 右 下 角 则 是 我 们 所 希望 极 小 化 的 函数 的 最 小 值 , 即 38. 


5.5.6 ”标准 形式 的 获得 


使 用 初始 顶点 ”我 们 首先 假定 已 知 容许 域 K 的 一 个 顶点 . 然后 我 们 总 可 以 按 如 下 
方式 产生 标准 形式 . 

我 们 选择 属于 顶点 r 的 一 组 基 . 在 重新 编号 后 , 我 们 可 以 假定 这 组 基 由 A 的 
列 an-m+1;, ,Qan AR. 方程 Ar = b 对 应 于 方程 


0121 T :::-F Gn-mZn-m + Gn-m4in mH +t Onta b. (5.97) 


我 们 可 以 对 基 变 量 ms uis , zn 求解 这 一 方程 , 由 此 即 得 问题 的 标准 形式 . 
计算 初始 项 点 ”假定 我 们 给 定 LOP 型 问题 


F(x) = min, 


(5.98) 
Az=b, x20. 
引入 附加 变量 zw+1 …… ,zn+m, 并 考虑 辅助 问题 
Tasty t =H Yom E min, 
@1121 + +++ c @indn = bi — Tni, (5.99) 


Qm1T1 + ``: + Gmnn = bm 一 Tn4m; 


$1 > 0,::* ,Tntm 2 0, 


显然 , 这 已 经 是 一 标准 形式 了 . 
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定理 ”如 果 (5.98) 的 容许 域 非 空 , 那么 (5.99) 的 每 一 个 解 都 具有 形式 
(Z1) „Zn, 0, ,0), 


并 且 是 (5.98) 的 一 个 顶点 . 

如 果 辅 助 问题 (5.99) 有 正极 小 值 的 解 , 那么 原 问题 (5.98) 的 容许 域 是 空 的 . 
标准 形式 ”给 定 LOP 型 问题 (5.98). 

(i) 对 于 辅助 问题 (5.99) 应 用 单 形 法 , 并 得 到 (5.98) 的 一 个 顶点 a. 

(ii) 选择 属于 a 的 一 组 基 , 然后 从 (5.97) 得 到 标准 形式 . 


5.5.7 ”线性 最 优化 中 的 对 偶 性 
除了 对 于 (x,y) 的 原 问 题 


pz 十 gTy = min, 


Az + By =b, 


(5.100) 
Cz + Dy œc, 
z 20, 
还 考虑 对 于 (u,v) 的 对 偶 问 是 
cu 4- bTv = max, 
D*u+ Biv=4, (5.101) 


CTu + ATv <p, 
u 290. 


定理 (i) 如 果 这 两 个 问题 中 一 个 可 解 , 则 另 一 个 也 可 解 , 并 且 函 数 的 极 值 相 同 (? ). 
(ii) 再 作 一 次 对 偶 又 回 到 原 问 题 . 
解 的 充分 必要 条 件 RIRE (x,y) 和 (u,v) 分 别 满足 (5.100) 和 (5.101) HA 
R, 那么 下 列 两 个 命题 等 价 : 
(a) (x,y) 是 (5.100) 的 解 , 而 (u,v) 是 (5.101) 的 解 ， 


(b) 我 们 有 
nc +Dy—c)=0, cx(C*u- ATwv — p) —- 0. (5.102) 
例 : 
plz + min, 
Cr2c, r20 
的 对 偶 问题 是 


! 
cTu = max, 


CT <p, u 20. 


WR p > 0, 那么 通过 如 5.5.2 那样 引入 新 变量 , 对 偶 问题 可 以 直接 变 成 标准 形式 . 
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5.5.8 ” 单 形 法 的 修改 


单 形 法 有 一 些 比较 经 典 且 方便 的 节省 计算 量 的 修改 方案 , 这 里 列 出 如 下 两 种 : 

(i) 修正 单 形 法 ， 

(ii) 对 偶 单 形 法 . 

在 (i) 中 使 用 基 的 倒 换 . 在 大 系统 ( 即 很 多 变量 ) 情形 , 这 可 以 使 得 在 所 要 求 的 
计算 步 数 内 大 大 减少 计算 量 , 并 可 以 大 幅 提高 精度 . 

在 (ii) 中 使 用 对 偶 问 题 的 结构 . 我 们 计算 对 偶 问题 的 非 退 化 解 , 并 通过 (5.102) 
得 到 一 组 线性 方程 , 其 解 就 是 原 问 题 的 解 . 

如 果 对 偶 问 题 包含 的 约束 数 比 原 问题 的 少 , 或 者 对 偶 问题 可 以 比较 容易 地 化 成 
标准 形 , 则 我 们 就 使 用 对 偶 问 题 . 
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自然 发 生 的 大 量 的 问题 可 以 化 成 线性 最 优化 问题 . 下 面 用 几 个 典型 的 例子 予以 
说 明 .2 


5.6.1 ”容量 利用 问题 

例 : 假定 我 们 生产 4 种 产品 Ai, 其 产量 在 a; 和 b; 之 间 , 单价 为 pi, i = 1,2,3,4. 
每 一 种 产品 4; 需要 在 三 台 机 器 M; 上 工作 ai; 分钟, 7 = 1,2,3, 机 器 M; 的 使 用 
时 间 在 n; 和 m; 分 钟 之 间 . 目的 是 要 找 出 代价 最 小 的 生产 规划 . 

变量 Zi: Wa 是 生产 产品 A; 的 件数 . 

数学 模型 : 


pizi- p212 十 pazs + paT4 = min, 

Q17121 十 Q2772 十 03jiZ3 十 0Q4j24 X mj, J = 1,2,3, 

a1771 十 a2j£2 + a3j£3 + a4jT4 2 nj, J =1,2,3, 
qx D 0205 m$ > 0, 212,94. 


EX: Kp; 表示 利润 而 不 是 成 本 , 这 就 变 成 最 大 化 问题 . 
其 他 例子 : 


Ai Mi 
农业 单位 劳动 力 , 机 器 
畜 禽 品种 劳动 力 , BE, 饲料 


1) 本 节 相 当 程 度 上 参考 了 [354] 的 6.2 和 6.3 节 . 
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5.6.2 ”混合 问题 

例 : 我 们 有 三 种 金属 原料 Mi, 相应 的 密度 为 aa, KEEN an, 黄 磷 含量 为 ais. 我 
们 打算 把 它们 混合 起 来 制 成 一 种 合金 , 要 求 每 种 金属 原料 的 用 量 在 ai 和 b; 之 间 . 
每 种 金属 原料 的 价格 是 每 千克 pi 元 , 并 且 要 求 合金 的 密度 在 ni 和 mi 之 间 , KE 
EE ns 和 ma 之 间 , BAB na 和 ms 之 间 . 总 的 产量 应 是 c 千克 , 成 本 应 最 小 . 
变量 zi: Bj 种 金属 原料 的 干 克 数 . 


数学 模型 : 
pit: + paz2 + pas = min, 
Q1jT1 + 02;12 + a3jT3 < Mj, 
Q1jX1 + Q2172 + a3jT3 2 Nj, 
cr; & bj cr; 2 a4, mj 2 0, j =1,2,3. 
其 他 例子 : 
M; Qij 
饲料 营养 值 , 有 害 物 质 含量 ， 
RRA IMA, 硫 和 人 尘埃 含量 
各 种 大 头 菜 叶 和 根 的 产量 


5.6.3 ”资源 或 产品 的 分 配 问题 

例 : 我 们 打算 生产 m 种 产品 Pj 产量 为 a;. 我 们 有 n 台 机 器 M; 进行 生产 , 每 
台 机 器 工作 时 间 为 b; 分 钟 . P; 的 每 一 件 产品 可 以 在 任何 一 台 机 器 M; 上 进行 生产 ， 
需要 花费 ci; 分 钟 和 pi; 元 钱 . 目的 是 确定 最 优生 产 规划 , 以 使 代价 最 小 . 

变量 ry: 在 机 器 Mi 上 生产 的 产品 P; 的 数量 . 

数学 模型 : 


n m 
NT 
> J pijti; = min, 
i=1 j=1 
n m 
> Tig = Qj, J=1,---,m; X CijTij S bi, i=1,--- ,N; 
i=1 j=l 


zi; 20, V(t, 3). 


RA: 使 得 机 器 所 用 时 间 总 量 最 小 . "TW 
我 们 选择 模型 (M), 其 待 极 小 的 函数 PAF = 》 》 piti. 


i=1 j=1 
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例 1: 
Pj Mi Cij Pij 目的 
农业 单位 土地 成 本 收入 最 大 ! 
ERE 能 量 供给 成 本 利用 程度 最 大 ! 
产品 IJ 成 本 利润 最 大 ! 
例 2 
Pj Mi Pij 目的 
m 个 产品 由 个 工厂 生产 成 本 最 小 ! 
m 个 待 建 工厂 n 个 地 点 建造 成 本 最 小 ! 
m 列 待 编 火车 n 条 铁路 线 调度 运转 最 小 ! 
m 个 任务 n PTA 花费 时 间 最 小 ! 


5.6.4 设计 问题 和 轮班 计划 

例 1: 对 于 以 长 为 1 的 细 长 棒 形 式 交 付 的 原材料 , 有 2; 个 设计 变 式 Zi, i = 1 ,6， 
以 生产 如 下 订单 : 长 1; 的 部 件 T, 4a; 个 , j = 1,2,3,4. 对 于 设计 变 式 Zi, 所 生 
产 的 部 件 T; 的 数目 是 kyj. 订单 应 该 用 最 少数 量 细 长 棒 进 行 生产 . 

变量 zi: MARK Z 所 需要 的 细 长 棒 数 量 . 

数学 模型 : 


2Z1 十 Z2 十 23 十 Z4 十 25 十 06 = min, 

kijti + kojte + kajma + kajza + ksjrs + kejre 2 aj, j=1,..:,4; 

zi > 0, t7=1,--- ,6. 
注 ” 通 过 引进 新 的 变量 并 用 -1 AE, 我 们 直接 得 到 对 偶 - 容许 标准 形式 , 从 而 
单 形 法 有 意义 . 


更 多 的 例子 : 
原材料 T; 
胶合 板块 切割 板块 


SHER E 工 米 长 的 材料 或 宽 ! 的 金属 薄板 。 较 小 块 材料 或 宽 1; 的 细 长 金属 薄板 


推出 图 书馆 、 售 票 店 等 的 轮班 计划 都 可 以 用 同样 的 方法 进行 建 模 . 设 2Z; 是 一 天 
中 的 各 种 轮班 , T; 为 一 天 的 某 些 时 刻 , 而 车 在 T; 轮班 2 是 主动 轮班 的 , 则 ku; = 1, 
否则 ki; = 0. 此 外 , 设 a; 是 在 T) 时 刻 主动 轮班 的 工人 数 , 而 则 表示 轮班 Z; 中 
的 那些 工人 . 

在 ay =1, kg = 0,1 的 特殊 情形 下 , 会 发 生 某 些 超出 (整数 ) 范围 的 问题 , 这 就 
需要 用 整 线性 最 优化 方法 来 讨论 . 
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例 2: 设想 有 6 个 建设 水 电厂 的 地 点 Z, 每 一 地 点 都 供给 4 个 镇 区 T; 中 的 几 个 ; 
如 果 Z 供给 Tj, W ki; = 1, 否则 ki; = 0. 通过 建造 尽 可 能 少 的 电厂 , 使 得 4 个 镇 
区 T; 中 的 每 一 个 至 少 有 一 个 电厂 供给 . 

变量 : 者 电厂 建 在 Zu Wk zi = 1, 否则 zx; = 0. 

数学 模型 : 我 们 选择 设计 模型 时 , W al = aa = aa = as = 1, 以 及 附加 约束 条 件 
zi 08k 2;—1,i—1,--,6. 

dX: 在 Zi 建造 电厂 的 成 本 是 pi; 目标 是 使 得 成 本 最 小 , 同时 确保 所 有 镇 区 供电 . 
于 是 待 极 小 的 函数 是 


PiT1 + pote + D373 + pata + pss + pore. 


我 们 也 可 以 要 求 n 个 电厂 供电 , 这 时 就 要 满足 条 件 a; = n. 


更 多 的 例子 : 
Zi T; 
交通 信号 灯 变 换 周期 待 调节 的 交通 流量 
探险 申请 人 需要 提供 的 服务 (医疗 、 网络、 语言 ee: ) 


5.6.5 ”线性 运输 问题 
线性 运输 问题 是 具有 特殊 结构 的 线性 最 优化 问题 . 因此 利用 单 形 法 的 特殊 变种 

来 处 理 这 些 问题 特别 有 效 , 并 将 其 恰当 地 称 为 运输 算法 . 

问题 的 提 法 我们 寻找 

从 m 个 仓库 (编号 为 i= 1,… ,m) 

到 n 个 顾客 (编号 为 j= 1n) 


运输 产品 的 最 经 济 有 效 解 . 
如 果 顾 客 7 从 仓库 i 提取 一 单位 产品 , 则 要 花费 的 


我 们 假定 运输 成 本 与 所 运输 的 产品 数量 成 比例 , 并 引入 如 下 记号 : 


a; ”顾客 j 的 需求 ， 
b; 在 仓库 i 提取 的 产品 的 总 量 . 


这 里 假定 
(5.103) 
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注 ”如果 b> 》 aj, 那么 差 》、b; - 》、oj 仍然 在 仓库 里 . 为 了 讨论 这 种 情 


j-1 i=l j=1 
形 , 我 们 引入 一 虚拟 顾客 n +1, MEERE Sb: -Y aj, 并 且 对 于 这 个 虚拟 顾 


客 , 令 运 输 成 本 piny 等 于 0. 量 zin+1( 见 下 面 ) 可 以 视 为 留 在 仓库 中 的 总 量 . 
变量 zij: 表示 从 仓库 i 运输 到 顾客 j 的 产品 数量 . 利用 (5.103), 我 们 要 求解 如 下 
线性 最 优化 问题 : 


n m 
1 
) >》 pizi = min, 


(5.104) 


ai an 
bi Til Lin 
bm Tmi Pu mn 


这 里 第 i TA a, 第 ; 行 的 和 是 aj, 并 要 求 所 有 zi; AEM. 
例 : 


我 们 得 到 如 下 线性 最 优化 问题 : 
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211 十 Z12 十 Z13 十 Z14 +215 =15, 
121 十 ZT22 十 ZT23 +224 +225 =15, 
T31 +232 十 Z33 +134 +235 = 20, 
T1 +221 +231 = 20, 
712 +222 +232 =5, 
213 +223 +233 =10, 
T14 +224 +234 = 10, 
T15 +2025 +235 =5, 
aij 20, 1j—1,2,3,4,5, (5.105) 
这 里 待 极 小 的 函数 是 


5x11 + 6212 十 3713 + 5214 + 9215 
+6221 + 4122 + 12:33 + 3124 + 9125 
+2231 + 5132 + 3133 + 234 + 8735. 


主 定理 每 一 个 运输 问题 都 有 解 . 
整数 定理 — 如 果 运 输 问 题 的 所 有 a; 和 b; 都 是 整数 , 则 在 任何 基 中 (特别 是 相对 于 
任何 最 优 解 ) 写 出 的 变量 zi 也 取 整 数值 . 
5.6.5.1 获得 初始 构 形 
首先 列 出 表 


(1) 选择 一 对 标号 (i*, 3"). 
(2) 在 表 中 的 位 置 (i*, 7*) 用 Bej = mingoe, aj} RE: P 


(a) bi- < aj*: 58 i* 行 的 其 余 元 素 删 掉 (这 意味 着 仓库 i 的 全 部 产品 被 送 到 
gf). 然后 元 Qj* H Qj* — bi» RE, 而 bi- 用 0 RS. 
1) 如 果 min{bi* ,aj*} = 0, 那么 就 放 上 一 个 0. 放 一 个 0 与 根本 不 放 元 素 是 有 区 别 的 . 
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(b) bix > ajz: 第 六 列 的 其 元 删除 . (这 意味 着 顾客 六 已 经 收 到 了 他 或 她 所 需 
要 的 全 部 产品 .) TOR bi 用 b;: — aj. 代替 , 而 oj* 用 0 RE. 

例外 情形 : 如 果 表 仅 由 一 列 组 成 , 则 不 删除 这 列 , 但 要 删除 第 4. 

(3) 表 的 其 余部 分 所 包含 的 行 (或 列 ) 小 于 原 有 的 行 (或 列 ). 

这 一 过 程 不 断 重 复 , 直至 表 中 不 含 空位 为 止 . 

在 有 限 步骤 后 , 我 们 可 以 把 原始 表 中 的 每 一 个 元 与 一 个 被 删除 的 元 或 某 一 个 数 


可 能 为 0, 这 时 就 涉及 退化 情形 ) 
一 般 说 来, 我 们 选择 属于 最 小 运输 成 本 (min pi = pij) 的 元 (j°), 以 便 得 
到 最 方便 的 初始 基 . 
例子 中 初始 位 置 的 选择 | 
(i) 应 用 西北 角 规则 : 在 左上 角 我 们 放 min (15, 20} = 15, 该 行 的 其 余 元 删除 ， 
得 到 


0 
15 
20 


在 剩余 表 的 左上 角 , 有 min{5, 15} = 5; 将 此 数 放 在 中 间 , 并 删除 该 列 的 其 余 元 得 到 


最 后 , 得 到 表 
0 0 
0 0 0 
5] [10] [io] [5 
0 T = - - 一 
0 15|| 5 5 5 - = 
o [5] [m] [20] | | | 5 10 5 
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这 对 应 于 基 解 ri; = 15, r2: = 5, £22 = 5, £23 = 5, £33 = 5, 134 = 10, £35 = 5( 这 
些 是 基 变 量 ), 而 其 余 变量 是 非 基 变 量 , 在 基 解 中 , 它们 的 值 为 0. 
(ii) min pij = 2 = paa: 在 (3, 4) 位 置 我 们 放 min{20, 10} = 10, 并 删除 所 在 列 
的 其 余 元 . 
min pij — 2 = pai: 在 (3, 1) 位 置 我 们 放 min{10, 20} = 10, 并 删除 第 三 行 的 
其 余 元 . 
min pi; —3 = pia: 在 (1, 3) 位 置 我 们 放 min{15, 10} = 10, 并 删除 第 三 列 


iz3,jz4 


的 其 余 元 . 如 果 继 续 按 这 种 方法 作 下 去 , 则 结果 得 到 表 


E 
— 
C 
— 
e 
2 1 fae 


0 
o [s] [1] [15 
0 


5.6.5.2 运输 算法 

假定 给 定 一 运输 表 , 其 初始 解 为 : 基 变 量 Tij = Tij, 而 非 基 变量 为 zij( 这 意味 
着 非 基 变量 所 在 的 位 置 仍然 是 空 的 )， 其 次 , 我 们 需要 由 给 定 值 pi; 组 成 的 成 本 表 . 
下 面 我 们 将 会 引用 (5.105) 中 描述 的 例子 . 
单 形 乘 子 的 确定 ”复制 成 本 表 , 但 让 对 应 于 非 基 变量 的 位 置 空 着 . 在 最 右 列 中 , 放 
进 不 确定 的 值 us , um, 而 在 最 底 行 中 , 我 们 放 进 不 确定 的 值 va ,vm( 图 5.33). 
这 min 个 不 确定 的 值 要 求 对 于 所 有 的 标号 对 (2 力 , 满足 wi t+ v; = pi. 


图 5.33 单 形 乘 子 的 确定 


可 以 证 明 对 于 所 有 基 解 , 这 一 方程 组 具有 三 角形 式 , 其 秩 为 ni 十 m 一 1, 从 而 它 
总 是 可 以 如 此 求解 : 
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(i) 第 一 步 , BATS v, = 0. 

(ii) 如 果菜 一 个 变量 的 值 在 第 步 被 确定 , 那么 在 系统 中 总 会 有 还 未 确定 的 变 
量 , 它 可 以 在 第 十 1 步 从 方程 wi 十 v; = pij; 唯一 地 被 确定 , 因为 这 个 方程 中 的 其 
余 变量 都 是 已 知 的 . (只 要 有 未 确定 的 变量 , 这 个 结论 就 成 立 .) 

可 以 在 第 上 十 1 步 确定 的 变量 是 通过 试 凑 的 办 法 确定 的 . 元 素 ui 和 v; 在 单 形 
法 的 一 般 理论 中 作为 单 形 乘 子 是 已 知 的 , 因为 在 这 个 程序 中 要 用 到 这 些 数 . 有 时 也 
将 之 称 为 “位 势 ”, 而 算法 本 身 称 为 “位 势 算法 ”. 
例 : 


ui vs —0— u3 = 8 AW us + vs = pas = 8 
uz — v4 = —7 AW ust v4 = pa4 = 1 


ME Us — v = —5 AA us +v =3 


— u2 = 12 > V2 = 8 *U] = 6 »u- ll. 


主 列 的 确定 ” 单 形 乘 子 也 给 了 我 们 一 个 暗示 : 在 蔡 换 的 某 一 步 产生 一 非 基 元 加 进 
到 基 中 (这 对 应 于 在 单 形 法 中 找 出 主 列 ). 按照 上 述 办 法 将 值 


Piz = Pig — Ui — 05 
加 到 空位 上 以 确定 单 形 乘 子 (我 们 要 相对 于 非 基 变量 极 小 化 的 函数 的 系数 )， 如 果 所 
有 pi; 都 非 负 , 则 基 解 是 最 优 的 (使 用 最 小 试验 ). 否则 的 话 , 选择 一 任意 元 pas < 0; 


通常 我 们 选择 具有 这 种 性 质 的 最 小 元 . 标号 (a, 6) 表示 应 该 输入 到 基 变 量 的 一 非 基 
变量 . 我 们 在 表 中 相应 处 标 以 “+, 号 


-6 -8 -5 -7 0 
最 小 元 -7 (o,8) = (2,5). 


主 行 的 确定 ”除了 位 置 (a,b) 外 , 我 们 在 有 数 的 位 置 加 上 标记 + 或 -, 直到 每 一 
行 和 每 一 列 中 有 相同 个 数 标记 + 和 一 . 这 总 能 用 唯一 的 方式 做 到 在 每 一 行 和 每 一 
列 至 多 有 一 个 + 和 一 个 一 . 

例 : 


(解释 : 首先 在 位 置 (2, 5) 加 上 +. 那么 在 最 后 一 列 要 加 上 一 , 这 只 可 能 在 位 置 (3 
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5) 做 到 . 然后 我 们 要 在 最 后 一 行 加 一 个 +, 这 只 可 能 在 位 置 (3, 3) 做 到 . 一 旦 这 样 
做 后 , 必须 在 位 置 (2, 3) 加 上 一 , 这 样 就 做 成 了 : 若 要 在 第 二 行 中 加 上 另 一 个 +, 则 
也 必须 加 一 个 —, 这 是 不 可 能 的 .) 

最 后 我 们 确定 所 有 带 一 号 位 置 的 最 小 值 M. 并 选择 达到 该 最 小 值 的 一 个 位 置 
(7,5). 在 我 们 的 例子 中 , M = 5, 并 且 可 以 选择 (4,6) = (2,3); 然后 (7,6) 表示 应 
该 加 到 非 基 中 的 基 变 量 , 对 应 于 单 形 法 中 的 主 行 . 
替换 步骤 (过 渡 到 一 新 的 运输 表 ) 

(a) 在 新 表 的 位 置 (7,5) 放 M. 

(b) 在 新 表 的 位 置 (y, 6) 不 放 元 . 

(c) 在 标 以 “=” (相应 地 标 以 “+”) 的 其 余 位 置 , 将 给 定 元 减 去 (相应 地 加 上 )M， 
结果 就 是 新 表 中 相应 位 置 处 的 值 . 

(d) 不 带 标 号 的 数 留 在 新 表 的 原 位 . 新 表 的 所 有 其 余 处 保留 空白 . 

f] 1: 


按 这 种 方式 得 到 一 新 的 运输 表 , 对 它 我 们 可 以 再 次 利用 这 一 程序 . 除了 在 退化 
情形 理论 上 有 出 现 封 闭 循环 的 可 能 性 , 一 般 说 来 , 这 一 过 程 总 会 在 有 限 多 步 后 满足 
最 小 试验 . 

例 2: 图 5.34 表示 例 (5.105) 的 整个 过 程 . 第 一 个 运输 表 是 利用 西北 角 规 则 推出 的 . 


20 5 10 10 5 


图 5.34 fi (5.105) 的 解 
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第 一 个 辅助 表 和 第 二 个 运输 表 的 生成 正如 上 所 述 . 之 后 , 通过 一 般 程 序 至 四 步 以 后 
达到 最 优 状 况 (满足 最 小 试验 ), 就 产生 一 新 的 辅助 表 和 一 新 的 运输 表 . 

注意 紧 随 最 后 一 个 运输 表 的 正好 是 在 5.6.5.1 为 找到 初始 解 使 用 改进 程序 所 导 
出 的 表 . 从 这 步 出 发 只 要 再 往 前 作 一 步 (与 此 相反 , 当 使 用 西北 角 规 则 时 则 需要 走 四 
5). 
退化 的 特征 如 果 原 始 的 运输 表 是 退化 的 (这 可 用 一 0 值 元 来 识别 ), 那么 元 am 
可 以 改 成 am + ne, 并 且 所 有 by BUR by te, 其 中 < > 为 小 数 , 而 同时 修改 基 变 量 
y 以 使 我 们 得 到 新 值 a; 和 by 下 的 新 的 基 解 . 这 一 点 是 总 能 做 到 的 (按照 类 似 于 
确定 单 形 乘 子 的 方法 ). 


车 如 此 得 到 的 zt 中 有 一 个 是 负 的 , 那么 必定 在 同一 行 中 有 某 个 正 的 Fer, 在 
同一 列 中 有 某 个 正 的 zu. 于 是 得 到 位 置 (s,r); 现在 这 里 放置 + 号 并 作 替 换 步 又 . 
按 此 方式 , 所 有 这 样 的 负 值 都 可 以 去 掉 . O 在 这 样 变更 以 后 , 在 所 得 的 运输 表 基 础 
上 作 运 输 算法 , 并 且 这 样 完全 可 以 避免 退化 情形 . 通过 在 解 中 考虑 极限 € 一 0, 即 得 
到 原 问 题 的 解 . 


1) 通常 只 需 在 每 处 用 —6 RË e. 
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我 相信 思维 敏锐 的 读者 在 阅读 下 面 的 内 容 时 会 认识 到 ， 

这 个 话题 不 仅 是 一 个 关于 机 会 游戏 的 问题 ,而且 形成 了 一 个 
非常 有 趣 同 时 也 极 有 意义 的 理论 的 基础 ， 

C. 惠 更 斯 (Huygens, 1654) 


De Ralionciniis in Aleae Ludo? 


这 个 世界 的 真正 逻辑 可 以 在 概率 论 中 找到 . 
J. C. 麦克 斯 韦 (Maxwell, 1831—1897) 


随机 性 理论 是 研究 关于 机 会 , 或 者 如 人 们 更 愿意 说 的 ,是 关于 随机 性 的 数学 定 
律 的 一 个 数学 分 支 ， 概率 论 关注 对 随机 性 进行 数学 研究 的 理论 基础 , 而 统计 理论 则 
关注 通过 大 量 原始 数据 探 明 决定 研究 对 象 行为 的 定律 或 法 则 的 方法 ， 因 此 , 数理 统 
计 是 所 有 处 理 经 验 数 据 的 科学 (如 医药 、 自 然 科 学 、 社 会 科学 和 经 济 ) 不 可 缺少 的 
数学 工具 . 


[ES es 


读者 只 需 掌握 最 少量 的 知识 便 可 以 应 用 它们 . 


创造 和 研究 适用 于 不 同 具 体 问 题 的 模型 是 概率 论 和 数理 统计 的 典型 问题 . 因此 ， 
与 在 其 他 科学 中 一 样 ， 非常 仔细 地 为 所 研究 的 问题 选择 适当 的 模型 是 很 重要 的 . 不 
同 的 模型 应 用 于 同样 的 场合 一 般 会 导致 不 同 的 结果 , 因此 会 得 出 不 同 的 结论 . 

J. C. 麦克 斯 韦 和 L. 玻 尔 效 曼 (Boltzmann，1844- 1906) 在 19 世纪 创立 了 统 
计 物 理学 . 他 们 用 概率 论 方法 描述 由 大 量 粒 子 构成 的 系统 (如 气体 ). 19 世纪 的 物理 


1) 此 书 名 译 为 《 论 机 会 游戏 的 计算 》( 英 译本 书 名 为 On the Calculation of Games of 
Chance). 这 是 历史 上 第 一 本 关于 概率 论 的 书 . 关于 机 会 游戏 (MEAT) 的 数学 研究 15 
世纪 始 于 意大利 . 

概率 论 的 数学 规则 是 雅 各 布 . 伯 努 利 在 他 的 著名 论著 《 猜 度 术 》(4rs Conjectanti) 中 创 
建 的 . 他 在 书 中 给 出 了 “大 数 定律 ”的 一 个 数学 证 明 . 该 书 出 版 于 1713 年 , 当时 , 雅 各 布 4E 
努 利 已 经 去 世 8 F. 

概率 论 的 经 典 标准 参考 书 是 法 国 数学 家 和 物理 学 家 P. S. 拉 普 拉 斯 的 《分 析 概 率 
i£) (Théorie analytique des probabilités). 该 书 出 版 于 1812 年 .现代 公理 化 概率 论 是 前 
苏联 数学 家 A. N. 科 尔 英 戈 罗 夫 在 其 1933 年 出 版 的 著作 《概率 论 基础 》 中 建立 的 . 
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学 家 们 在 统计 物理 学 理论 中 假定 粒子 服从 经 典 力学 定律 , 因此 沿 着 确定 的 轨道 运动 ， 
而 这 些 轨 道 则 是 由 初始 条 件 (位 置 和 速度 ) 完全 确定 的 . 然而 , 对 于 包含 107? 个 气 
体 分 子 (1 摩尔 分 子 ) 的 集合 来 说 , 确定 这 些 初 始 条 件 事 实 上 是 不 可 能 的 . 为 了 消除 
这 种 不 可 能 性 , 就 需要 使 用 统计 方法 . 

1925 年 前 后 , 随 着 W. K. 海 森 伯 (Heisenberg) 和 E. RES (Schródinger) 引 
入 量子 力学 , 这 种 情况 发 生 了 根本 性 的 转变 . 量子 力学 理论 从 一 开始 就 是 一 种 统计 
理论 . PGR REE Ss MUN ERE, 我 们 不 可 能 同时 知道 (测量 ) 一 个 粒子 的 位 置 和 速 
EL. SK, 大 多 数 物理 学 家 确信 , 基本 粒子 的 基本 运动 过 程 本 质 上 是 随机 的 , 而 不 是 
由 于 不 能 确定 隐 参 数 而 无 法 识别 的 . 因此, 随机 理论 对 于 现代 物理 学 来 说 具有 根本 
的 重要 性 . 
基本 概念 在 概率 论 中 , 有 如 下 基本 概念: 

(i) 随机 事件 (例如 , 一 个 新 生 儿 (胎儿 ) 的 性 别 ); 

(ii) 随机 变量 (例如 , 人 的 身高 ); 

(iii) 随机 函数 (例如 , 纽约 在 某 一 给 定年 份 中 的 温度 ). 

概念 (ui) 也 称 为 随机 过 程 . 此 外 还 有 “独立 ”的 概念 , 这 一 概念 对 于 (~(i) 
都 适用 . 
标准 符号 


P(A4) 表 示 事件 4 发 生 的 概率 . 


人 们 约定 , 事件 的 概率 介 于 0 和 1 之 间 , 其 意义 如 下 : 

(b) Æ P(A) = 1, 则 说 事件 4 是 几乎 必然 事件 . 
例 1: 一 个 新 生 儿 是 女孩 (或 男孩 ) 的 概率 是 p = 0.485( 相 应 地 , p = 0.515). 这 意味 
着 , 平均 来 说 , 每 1000 个 新 生 儿 中 有 485 名 女孩 , 515 名 男孩 . 

数理 统计 的 任务 之 一 是 研究 频率 与 概率 之 间 的 关系 ( 见 6.3). 
例 2: 让 一 根 针 垂直 落 在 桌面 上 , 那么 针尖 几乎 不 可 能 扎 中 某 个 指定 点 Q, 或 者 说 
针尖 几乎 必定 扎 不 中 该 指定 点 . 

设 X 是 一 个 随机 变量 (定义 见 后 面 的 6.2.2), 则 


P(a < X < 0b) 表示 对 XX 进行 一 次 测量 
得 到 的 测量 值 x 满足 a < z < b 的 概率 . 


FE 
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6.1 基本 的 随机 性 


现在 , 我 们 讨论 概率 论 的 几 种 基本 形式 , 这 几 种 形式 在 概率 论 的 发 展 过 程 中 至 
关 重 要 . 


6.1.1 古典 概 型 
基本 模型 ”考虑 一 个 随机 试验 , 并 用 


€1,€2,°°" ,En 


表示 其 全 部 可 能 结果 . 我 们 称 ei e2,… ,en 为 该 试验 的 基本 事件 . 
进一步 地 , 我 们 使 用 下 面 一 些 符 号 . 
(i) 全 体 事件 E, 它 表示 由 所 有 e; 组 成 的 集合 . 
(ii) 事件 4, 指 的 是 E 的 一 个 子 集 . 
对 于 给 定 的 事件 4, 我 们 通过 如 下 法 则 赋予 它 一 个 概率 P(A)” 


A 所 包含 元 素 的 个 数 


T, 


P(4) := (6.1) 


在 古典 文献 中 , 人 们 称 A 中 的 基本 事件 为 “有利 结 果 ”, 而 称 由 所 有 基本 事件 
组 成 的 集合 为 由 “可 能 结果 ”组 成 的 集合 . 于 是 , 我 们 有 
_ 有利 结果 数 
” 可 能 结果 数 ” 
概率 概念 的 这 个 定义 式 是 雅 各 布 . 伯 努 利 在 17 世纪 末 引 入 的 . 下 面 我 们 考虑 
几 个 例子 . 
BART ”这 个 随机 试验 的 全 部 可 能 结果 由 基本 事件 


P(A) (6.2) 


€1,€2,°°* ,€6 


组 成 , 其 中 e; MEFR j 点 . 
(i) 事件 A := (e1) 表示 掷 出 1 点 . 由 (6.1), 我 人 有 P(A) = 5 
(i) 事件 B := (es, ea, es) 表示 据 出 偶数 点 . 由 (61), 我 人 有 P(B) = = = 5. 
这 证 明了 我 们 的 直觉 , 即 掷 出 偶数 点 与 掷 出 奇数 点 的 机 会 各 占 50%. 


HAART ”在 这 种 情形 , 可 能 结果 由 基本 事件 
ex hh 
1) 记号 P(A) 来 源 于 概率 的 法 文 单词 probabilité. 
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组 成 . 这 里 eos 表示 第 一 粒 山 子 掷 出 2 点 , MAC TH 3 点 . 本 试验 共有 36 
个 基本 事件 . 

(i) 对 于 A := {eij}( 对 于 任何 固定 的 i, j), 由 (6.2), 有 P(A) = 35. 

(ii) 事件 B := {en, ez2,e33,e44,e55,e66} 表示 两 粒 仍 子 搓 出 的 点 数 相同 . 由 
(6.1) 可 得 P(B) = = - 3 
抽 彩 问题 ”考虑 “45 取 6” 的 抽 彩 游戏 . 在 这 里 , 45 个 数 中 有 6 MTT A, 要 从 这 
45 个 数 中 任 取 6 个 以 决定 赢家 . WA n 个 打 了 勾 的 正确 数字 的 概率 是 多 少 ? 有 关 
结果 见 表 6.1. 


表 6.1 “45 取 6” 的 抽 彩 游戏 
抽 得 正确 数字 的 个 数 概 率 1000 万 个 抽奖 者 中 获胜 的 人 数 


39 
4 i a= 10-3 10 000 
4 2 


200 000 


w 
4 07x 
w D 
AS" 
, 
w g 
p 

[e] 

| 

N 

= 

© 
© 


在 这 个 例子 中 , 基本 事件 的 形式 为 


其 中 , ij = 1,… 45, WA i «do «o «de. 本 试验 共有 ( 2 ) 个 这 种 形式 的 


基本 事件 ( 见 2.1.1 例 5). 例如 , 如 果 获 胜 数字 是 1, 2, 3, 4, 5, 6, 则 A = {er23456} 
表示 有 6 个 正确 数字 这 一 事件 . 由 (6.1), 我 们 有 


为 了 确定 抽 到 5 个 正确 数字 的 所 有 基本 事件 , 我 们 从 1, 2, 3, 4, 5, 6 PLE 
Hy 5 个 , 从 剩 下 的 39 个 错误 数字 7, 8,- , 45 中 任 取 1 个 . 因此 有 利 结 果 共 有 
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(iem 
5 


用 类 似 方法 可 以 检验 表 6.1 中 给 出 的 所 有 数值 . 

如 果 用 参加 抽 彩 游戏 的 人 数 乘 以 上 述 各 概率 , 便 可 得 到 表 中 最 后 一 列 给 出 的 每 
类 获胜 者 的 大 致 人 数 . 
生日 问题 “n 位 客人 参加 一 个 聚会 . 这 n 位 客人 中 至 少 有 两 人 生日 在 同一 天 的 概 
3E p 是 多 少 ? 由 表 6.2 可 知 , 即使 客人 只 有 30 位 , 也 可 以 相当 有 把 握 地 打赌 说 至 少 
有 两 个 人 的 生日 在 同一 天 . 事实 上 , 我 们 有 


_ 365" — 365 x 364 x --- x (365 —n +1) 
an 365" 


(6.3) 


这 个 试验 的 基本 事件 为 


例如 , eliz,14.… 表示 事件 第 一 位 客人 的 生日 是 一 年 中 的 第 12 天 , 第 二 位 客人 的 生日 
是 一 年 中 的 第 14 天 :……… 本 试验 共有 365" 个 基本 事件 . 而 “这 n 个 人 生日 各 不 
相同 ”所 包含 的 基本 事件 共有 365 x 364 x --- x (365 n +1) 个 . 这 样 , (6.3) 中 的 
分 子 就 是 有 利 结果 数 . 


表 6.2 生日 问题 
客人 数 20 23 30 40 
至 少 有 两 位 客人 
生日 相同 的 概率 0.4 0.5 0.7 0.9 


6.1.2 ” 伯 努 利 大 数 定律 


人 们 的 一 个 基本 经 验 是 如 果 将 一 个 随机 试验 重复 许多 次 , 那么 所 得 到 的 事件 的 
频率 将 会 越 来 越 接 近 该 事件 的 概率 . 这 是 概率 论 的 大 量 应 用 的 基础 .“ 大 数 定律 ”从 
数学 上 证 明了 这 个 事实 . 大 数 定律 是 由 雅 各 布 . 伯 努 利 最 早 提出 并 证 明 的 . 下 面 我 


们 以 抛 硬币 为 例 对 该 定律 进行 解释 . 
抛 一 枚 硬币 ” 抛 一 枚 硬币 的 试验 可 能 是 所 有 试验 中 最 简单 的 一 个 . 这 个 试验 的 基本 
事件 为 

(6.4) 


其 中 , el 表示 “正面 向 上 ”, ez 表示 “反面 向 上 ”. 事件 A = (e1) 相应 于 抛 抑 结 果 为 
正面 向 上 . 由 (6.1) 可 知 4 的 概率 为 
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频率 “经验 告诉 我 们 : 将 一 枚 硬币 抛 n 次 , 并 大 量 重复 进行 这 个 试验 , 所 得 到 的 正 
面向 上 和 反面 向 上 的 频率 均 接近 于 1/2. 现在 , 我 们 将 给 出 这 个 问题 的 数学 讨论 . 
将 一 枚 硬币 抛 n 次 ”基本 事件 为 


Cijiz ins 


这 里 eni, 表示 第 一 次 抛 硬币 得 到 由 (6.4) 给 出 的 基本 事件 e, 第 二 次 抛 硬币 
得 到 由 (6.4) 给 出 的 基本 事件 ei, s. 这 样 , 对 于 所 有 的 j, d; = 1 或 i = RN 
赋予 这 个 基本 事件 的 频率 为 (这 里 是 关于 “正面 向 上 ”的 ) 


Hle) = 正面 向上 发 生 的 次 数 
saca) = EE E 


因此 , 上 式 中 的 分 子 等 于 基本 事件 ei, ig in 的 下 标 中 “1” 出现 的 次 数 . 
伯 努 利 大 数 定律 0) e> 为 任意 给 定 的 实数 . 记 As 为 满足 


1 
Bie -3| e. 


的 所 有 基本 事件 eii. 组 成 的 集合 . 上 式 意味 着 事件 eius 的 下 标 中 “1”( 以 及 
«2") 所 占 的 百分比 与 1/2(50%%) 的 差 小 于 上 述 给 定 实数 s. 伯 努 利 利用 公式 (6.1) 
计算 了 概率 P(A,), 并 且 证 明了 


lim P(A,) = 1. 
这 个 定理 也 可 以 用 一 个 公式 表示 为 
lim P (|a= 5] <e] =f. 


6.1.3 RARE 

概率 论 中 最 重要 、 最 深刻 的 研究 之 一 就 是 得 到 对 于 试验 次 数 n 一 oo 时 的 极限 
情形 易于 理解 的 结果 . 我 们 还 是 利用 抛 硬币 的 试验 对 此 进行 解释 . 设 Anas 表示 由 
恰好 及 个 下 标 为 “1” 的 所 有 基本 事件 ei,i…i,, 组 成 的 集合 . 这 个 集合 相应 于 n 
次 试验 中 正面 向 上 的 次 数 为 的 所 有 试验 组 成 的 集合 . 于 是 , 在 Ann 的 每 个 基本 
事件 中 , 正面 向 上 的 频率 


Ay = A 
n 
而 P(Anx) = ( ) x 这 个 结果 也 可 以 用 一 个 式 子 表示 如 下 : 


p(m=a)-( a 


1) 这 个 著名 的 定律 是 在 雅 各 布 . 伯 努 利 去 世 (1705 年 )8 年 以 后 , 即 1713 年 发 表 的 . 
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这 是 n 次 试验 中 正面 向 上 的 频率 H, 等 于 = 的 概率 . 
EE (1730) ” 当 试 验 次 数 n 很 大 时 , 有 下 面 的 渐 近 等 式 D 


k 1 " 2 yy, 2 
P| Hn = — | oce 6-979. Rkc12,..,n. 6.5 
( d cV 2x : (6.5) 


其 中 , BR — n/2, o = Vn/4. 表达 式 (6.5) 中 右边 的 函数 就 是 所 谓 的 高 斯 正 态 
分 布 的 概率 密度 (图 6.2). 正如 我 们 预料 的 一 样 , 当 k= n/2 时 , (6.5) 中 的 概率 P 
取得 最 大 值 . 

6.1.4 ”高 斯 正 态 分 布 


测量 过 程 的 基本 模型 ”假设 给 定 了 一 个 连续 (或 者 更 一 般 地 , 几乎 处 处 连续 ) 函数 
yp: ROR, CHE 


| pdg = 1. 


这 种 情况 可 以 用 概率 的 方式 解释 如 下 : 

(i) 假设 给 定 了 一 个 随机 测量 变量 X, 它 由 取 某 些 实数 值 的 测量 结果 确定 , 如 人 
的 身高 . 

(ii) 规定 


b 
P(ax X «€ b):— | 2(z)dz， 


这 个 表达 式 是 被 测量 的 量 X 落 入 区 间 [a,b] 的 概率 . 直观 地 说 , Pla < X < b) 
相当 于 以 曲线 p 为 项 , 以 区 间 [a, b) 为 底 的 图 形 的 面积 (图 6.1(a)). 3 y X X 
的 概率 密度 , 并 称 函 数 


65(z) := PEJE, eR 


A v MAERA AAE 6.1(b 


ee 


(a) 概率 密度 b) 分 布 函 数 
图 6.1 a 


1) 对 于 固定 的 有, 当 n 一 oo 时 , (6.5) 中 两 个 表达 式 的 商 的 极限 等 于 1. 
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(iii) 称 


X= | axp(x)dz 


为 X 的 均值 (或 期 望 ). 进一步 地 , 称 


(AX)? := ii (x — X)! e(z)da 


一 Do 


AX 的 方差 或 平方 离 差 , 并 称 非 负 量 AX AX 的 标准 差 . 
如 果 我 们 将 yp 理解 为 质量 密度 , 那么 X 就 是 质量 中 心 . 
切 比 雪夫 不 等 式 “对 于 任意 的 8 > 0, 有 
P(X -X| > BAX) < a 
特别 地 , 当 AX = 0 时 , 我 人 有 P(X =X) =1. 
置信 区 间 ” 设 0 < a < 1. 随机 变量 X 的 测量 值 落 入 区 间 


的 概率 大 于 1- o. 
例 1: o = ccs 则 X 的 测量 值 游 入 区 间 [ 双 -4AX, X +4AX] 内 的 概率 大 于 E. 


这 一 结果 使 均值 和 标准 差 的 含义 更 加 精确 : 


标准 差 AX BY), X 的 测量 值 就 越 密集 在 均值 X 附近 . 
高 斯 正 态 分 布 N(j,o) ”这 种 分 布 的 概率 密度 为 


1 25:2 
— —(x-—p)*/20 
z):— e , TER 
p(x) e 


其 中 参数 u, o 均 为 实数 , B. o > 0( 图 6.2). 对 于 这 种 分 布 , 有 


y 


-o n pto 


图 6.2 高 斯 正 态 分 布 
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正 态 分 布 是 概率 论 中 最 重要 的 分 布 . 这 是 因为 根据 中 心 极限 定理 , 任何 随机 变 
量 , 只 要 它 是 由 大 量 相 互 独 立 的 随机 变量 县 加 而 成 的 , BAC RUM IEA 8 
( 见 6.2.4). 


指数 分 布 ”相应 的 概率 密度 见 表 6.3. 这 种 分 布 用 于 描述 产品 (如 灯泡 ) 的 使 用 寿 
命 等 . 于 是 
[3 —2/p 
一 e dz 


aH 


就 是 产品 的 使 用 寿命 值 落 入 区 间 [a, b] 的 概率 . 产品 的 平均 使 用 寿命 为 u. 
表 6.3 ” 几 种 连续 型 分 布 


分 布 名 称 概率 密度 p 均值 x 标准 差 AX 
正 态 分 布 1 ~(e—p)?/20? 
N(u,co) oun. " j 7 
loa z 2 0(u 0) 
指数 分 布 (图 6.3) H u u 
0, xv <0 
1 
, [aS E 
均匀 分 布 (图 6.4) | b—a "S m 
0, 其 他 
y 
p 
H E 
E63 ”指数 分 布 图 6.4 均匀 分 布 


随机 变量 的 函数 的 均值 ” 设 2Z = F(X) 是 随机 变量 X 的 函数 . 由 ox 的 每 个 测量 
值 可 以 得 到 Z 的 一 个 对 应 值 . 2 的 均值 Z 和 方差 (2)? 由 下 面 的 公式 给 出 : 


Z= ie F(z)yp(a)dz, (AZ)? = | (F(z) — Z)?p(z)da. 


一 Doe 一 Do 


例 2: (AX)? = (X -X) = | (x — X)? v(x) de. 
均值 加 法 公式 
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6.1.5 ”相关 系数 


对 于 任意 的 测量 来 说 , 最 重要 的 量 是 均值 , 标准 差 和 满足 -1 < r < 1 的 相关 
系数 >. 对 于 上 述 最 后 一 个 量 , 我 们 有 下 述 事实 : 


相关 系数 的 绝对 值 r| RAK, 所 测量 的 两 
个 量 的 相关 性 ( 即 其 相互 依赖 性 ) 越 强 . 


测量 两 个 随机 变量 的 基本 模型 ”假设 给 定 了 一 个 几乎 处 处 连续 的 非 负 函数 p: 
R? >R, 它 满足 


| p(x, y)dzdy = 1. 
R2 


对 于 这 种 情况 可 以 给 出 如 下 的 概率 解释 : 

(i) 设 有 两 个 随机 变量 X ALY, 它们 的 取 值 是 两 个 由 测量 给 出 的 实数 值 . 我 们 
称 二 元 组 (X,Y) 为 一 个 随机 向 量 . 

(ii) 概率 : 规定 


P((X,Y) €G) =| y(x, y)dzdy. 
G 
这 是 当 (X,Y) 的 坐标 分 别 取 X 和 Y 的 测量 值 时 , 相应 点 落 在 集合 G 中 的 概率 . 


称 o 为 随机 向 量 (X,Y) 的 概率 密度 . 
(ui) X ALY 的 概率 密度 px 和 py 分 别 为 


[x := | e(zx,y)dyw  vv(v):— 上 p(x, y)dz. 


(iv) X 的 均值 X 和 方差 (AX)? 由 下 式 给 出 : 


X r zex(r)dz, (AX)? = | (x — x px (z)dz. 


Y Al (AY)? 可 类 似 计算 . 
(v) 函数 Z = F(X,Y) 的 均值 由 下 式 给 出 : 


a | , F(a, y)e(a,y)dedy. 
R 


(vi) Z = F(X,Y) 的 方差 (AZ)? 由 下 式 给 出 : 


(A2)? = Z-Z} = | (Ge) - Z)*ole,w)dedy. 


984 第 6 3€ 随机 演算 一 一 机 会 的 数学 


(vii) 均值 加 法 公式 为 


F(X,Y) + G(X,Y) = F(z,y) + G(X,Y). 


协 方差 WH 
Cov(X, Y) := (X - X) (Y - Y) 


AX AY 的 协 方差 . BR, 有 


Cov(X,Y) = ]. (a — X) (y — Y) p(x, y)dzdy. 
相关 系数 ”关于 两 个 随机 变量 的 一 个 基本 问题 是 : X 和 Y 是 强 相 关 还 是 弱 相 关 ? 


这 个 问题 的 答案 由 相关 系数 
_ Cov(X, Y) 
~ AXAY 
给 出 . 相关 系数 r 恒 满 足 -I«r«1 Br? <1. 
EX PRA, X SY 的 相关 性 越 强 . 
解决 方案 ”考虑 最 小 化 问题 


(Y -a—bX?) 2 min, a,bcR. (6.6) 


也 就 是 说 , 我 们 要 寻找 一 个 最 密切 逼近 Y 的 线性 函数 a + bX. 这 个 最 小 化 问题 相 
应 于 高 斯 的 最 小 二 乘法 . 
(a) (6.6) 的 解 是 所 谓 的 回归 直线 


— AY - 


(b) 对 于 这 个 解 , 有 
(Y -a- bX} = (AY)? (1- r?). 
对 于 r? = 1k r = 0), 我 们 得 到 的 是 
最 好 (或 最 差 ) 的 逼近 . 
例 : 在 实际 情形 , X ALY 的 测量 值 z1,…， 


zn 和 yi, ,yn BREN. 将 所 有 这 些 测 
TB (2;,y;) 描 在 (z,y) 平面 上 . 回归 直线 


图 6.5 回归 直线 i-Yerhe-x) 


是 最 好 地 拟 合 所 有 这 些 点 的 直线 (图 6.5). 
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AX,AY 和 7 的 真 值 未 知 , 但 可 以 利用 已 经 得 到 的 测量 值 对 它们 进行 估计 : 


z_i< 8B. 1d ^2 
ze x t (AX) = Doles - X}, 


j=l 


1 LS 
= &—DpAxay 2465 - 0s Y) 


随机 变量 的 独立 性 ”车 随 机 变量 X ALY 的 (联合 ) 概率 密度 具有 如 下 因 式 分 
解 形式 : 


|.) =a(z)bly), (ry) € R*.] 


此 时 ,我 人 有 
(i) ex (x) = a(z), ev (y) = b(y). 
(ii) 概率 乘法 公式 : 


[P(a« X <b c< Y «d) - P(a« X «P(c«Y « à). 


(iii) 均值 乘法 公式 : 


(iv) 相关 系数 r 为 0. 
(v) 方差 加 法 公式 : 


1 


e7 (9-uy)? 2o 


en (272)? /203 


这 个 概率 密度 是 两 个 一 维 正 态 分 布 概率 密度 的 乘积 , 它 相 应 于 两 个 相互 独立 随 
机 变量 X AY 的 联合 分 布 . 对 于 这 个 分 布 , 有 


以 及 
(A(X +¥))? =02 +02. 


1) 这 可 由 X —X =—0 Ml (X —X)(Y -Y) =(X —-X)-(Y—-Y) =0 得 到 . 
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6.1.6 ”在 经 典 统计 物理 学 中 的 应 用 


利用 上 一 段 的 结果 , 全 部 经 典 统计 物理 学 可 以 描述 得 非常 优美 和 简洁 . 考虑 由 
NN 个 质量 为 m 的 粒子 组 成 的 系统 . 在 开始 对 经 典 统计 物理 学 进行 描述 之 前 , 我 们 
首先 给 出 系统 能 量 E 的 如 下 表达 式 : 


E= H(q.p). 


自由 度 , 以 及 /或 者 其 他 来 自 于 旋转 或 震动 的 自由 度 ). 设 
q=(q,; ,qfN), P= (py, ,PIN). 


这 里 , g; 是 粒子 的 坐标 , p; 是 与 粒子 的 速度 有 关 的 (广义 ) 动量 变量 . 
经 典 力学 ”粒子 在 时 刻 t 的 运动 q = a(t), p= p(t) 的 方程 由 下 面 的 方程 组 给 出 : 


q(t) = Hp; (a(t), p(t), p;(t) = -Ha (a(t), P(t), F=1,-+-, FN. 


假设 变量 (q,p) 在 RIN 的 一 个 区 域 IT 中 运动 , BK 为 系统 的 相 空间 (有 关 这 
些 哈密 顿 力 学 的 基本 概念 , 见 5.1.3). 
经 典 统 计 力 学 ”我 们 从 概率 密度 


lq, p) := Ce 号 (q,P)MAT 


出 发 开始 讨论 , 其 中 常数 C 由 | edqdp = 1 确定 . 这 里 , T 表示 系统 的 绝对 温度 ， 
II 


在 , 我 们 可 以 借助 引入 一 些 重要 的 量 . 
(i) 系统 落 入 相 空间 的 子 区 域 G 中 的 概率 P(G): 


P(G) = | p(q, p)dgdp. (6.7) 
(i) 函数 F = F(q, p) 的 均值 和 方差: 
F= |. F(q,p)e(q.p)dadp, (AF)? = |, (F(a: p) — F)? ola, p)dadp. 
(iii) 两 个 给 定 函数 4 = Alq, p) 和 B= B(q,p) 的 相关 系数 : 


e mang A8 - B. 
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(iv) 系统 在 绝对 温度 T IB LR: 


对 麦克 斯 韦 速 度 分 布 的 应 用 ”考虑 由 N 个 质量 为 m 的 粒子 组 成 的 , Æ R? 的 有 
界 区 域 中 运动 的 理想 气体 . 设 Y 表示 区 域 2 的 体积 . 第 j 个 粒子 用 坐标 向 量 
zi = zj(t) 和 动量 向 量 

p;(t) = ma (t) 
描述 , 其 中 z(t) 是 粒子 在 时 刻 t 的 速度 . 如 果 我 们 用 v 表示 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 第 
j 个 粒子 的 速度 向 量 的 任意 一 个 分 量 , 则 有 


b 
P(a < mv € b) = | 一 or da (6.8) 
a CV 20 


这 是 mv 落 入 区 间 [a, b] 的 概率 . 相应 的 概率 分 布 是 均值 元 5 = 0, 标准 差 
A (mv) = o = VmkT 


的 高 斯 正 态 分 布 . 

这 条 定律 是 麦克 斯 韦 在 1860 年 确立 的 . 他 利用 这 条 定律 为 玻 尔 兹 曼 建立 统计 
力学 葛 定 了 基础 . 
推理 : 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 我 们 令 pj = pii + peg + psk, po = pai 十 psj 十 pek,:…， 
以 及 zi = qi 十 927 +ask,---. 因为 (理想 气体 的 ) 粒子 之 间 没 有 相互 作用 , 所 以 
理想 气体 的 总 能 量 EE 是 每 个 粒子 动能 的 和 : 


3N 
p- MLS BI 
2m ' 2m 2m' 


例如 , 考虑 pi = mv. 由 (6.7), 有 ? 
b 2 
Plagpi «8-c| exp (--27) dpi - J, 


其 中 , J 由 对 po--- pau. 从 —oo 到 oo 的 积分 , 以 及 关于 坐标 9 的 积分 得 到 . 然后 ， 
CJ 的 值 就 可 以 从 规范 化 条 件 P(—oo < p < oo) = 1 RH. 这 样 就 得 到 了 (6.8). 
波动 原理 ”经典 统计 力学 中 的 一 个 关键 问题 是 : 为 什么 要 了 解 气体 的 统计 性 质 必 
须 具备 非常 灵敏 的 测量 能 力 ? 这 个 问题 的 答案 可 以 在 对 理想 气体 成 立 的 基本 公式 
AE 1 Ae 


UWE (6.9) 


1) 注意 o 依赖 于 T. 
2) 为 清楚 起 见 , 这 里 使 用 记号 exp(z) := e. 
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中 找到 . 这 里 , 我 们 使 用 的 符号 的 意思 分 别 是 : N 为 粒子 数 , D EARE, e 是 单个 
粒子 的 能 量 . 由 于 Asy/s 近似 等 于 1, 而 N 的 量 级 为 10”, 因此 气体 能 量 的 相对 方 
# AE/E 相当 小 , 在 日 常生 活 中 没有 任何 明显 作用 . 


机 变量 . 因此 , 可 以 应 用 均值 和 方差 的 加 法 公式 . 这 样 可 以 得 到 
B=WNe, (AEF =N (de). 


由 此 可 得 (6.9). 

具有 可 变 粒 子 数 和 化 学 势 的 系统 ”在 化 学 反应 期 间 , 粒子 数 可 以 变化 . 因此 , 相应 
的 统计 物理 学 就 需要 考虑 参数 了 (绝对 温度 ) 和 参数 j( 化 学 势 )、 有 关 讨 论 见 [212]. 
在 那里 , 我 们 考虑 了 一 个 也 可 以 应 用 于 现代 量子 统计 (原子 , 分 子 , 光子 和 基本 粒子 
的 统计 ) 的 一 般 方案 . 


6.2 ” 科 尔 莫 戌 罗 夫 的 概率 论 公理 化 基础 


科 尔 莫 戈 罗 夫 的 一 般 概率 模型 ” 设 有 非 空 集合 E, 我 们 称 之 为 全 体 事件 . E 的 元 素 
e 称 为 基本 事件 . $ P 为 上 的 一 个 测度 , 它 满足 


P(E) =1. 


在 这 种 模型 中 , 一 般 事 件 A 是 有 确定 测度 P(A) 的 子 集 AC E. 
与 测度 论 的 联系 利用 这 些 假设 , 概率 论 就 只 不 过 是 测度 论 这 个 现代 数学 分 支 的 一 
种 特殊 情形 . 有 关 测 度 论 的 详尽 阐述 见 [212]. 集合 E 上 满足 性 质 P(e) = 1 的 测 
度 称 为 概率 测度 . 事件 相应 于 可 测 集 . 下 面 将 简洁 而 系统 地 介绍 概率 测度 的 定义 . 
科 尔 莫 戈 罗 夫 公理 简 述 ”假设 在 集合 E 上 给 定 了 一 个 由 互 的 子 集 4C 互 组 成 的 
RAS, 它 满足 如 下 条 件 : 

(i) 空 集 o 与 集合 E UE. 的 元 素 . 

(ii) 4$ A WI BMBF Z, WAS BFR AUB, CR ANB, HR A-B 
WR A 的 补 集 CEA := E-—A 都 属于 Z. ^" 

(iii) # 41, 42,… 都 属于 Z, W (无 限 ) 并 U An 与 (无 限 ) 交 N An 也 属 
FS. ui E 

事件 是 S 的 元 素 . 对 于 每 个 事件 A, 赋予 它 一 个 实数 P(A), 满足 : 

(a) 0< P(A) <1. 

(b) P(E) = 1, P(2) = 0. 

(c) 对 于 任意 两 个 事件 A 和 B, 如 果 An B — e, 则 


P(AU B) = P(A) + P(B).] 
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(d) 如 果 A, 4A2,… 是 可 数 无 穷 多 个 事件 , 而 且 对 于 所 有 的 下 标 j Ak, 都 有 
Aj n Ak = 2, 则 


P (U D - Y^ P(An). (6.10) 


解释 ”基本 事件 相应 于 随机 试验 的 可 能 结果 ; P(A) 就 是 结果 4 发 生 的 概率 ; P 就 
是 定义 在 . 上 的 所 谓 概率 测度 . 
EX ERRETA (E, Z, P) 称 为 概率 空间 . 
哲学 背景 ”这 种 概率 论 的 一 般 方法 是 由 科 尔 莫 戈 罗 夫 在 1933 年 提出 的 . 这 种 方法 
假定 随机 试验 的 每 个 结果 都 有 一 个 明确 的 , 而 且 与 从 该 试验 得 到 的 任何 测量 结果 无 
关 的 概率 . 

在 历史 上 , 也 曾经 有 人 试图 建立 基于 试验 结果 以 及 由 试验 得 到 的 频率 的 概率 理 
论 , 但 没有 取得 任何 成 功 . 

通过 假定 概率 先 验 存在 , 科 尔 莫 戈 罗 夫 的 方法 也 与 I 康德 (Kant, 1724—1804) 
的 哲学 一 致 . 而 另 一 方面 , 频率 是 实验 观测 的 产物 , 因此 是 后 验 的 . 
我 们 体验 到 的 三 个 事实 FARE, 我 们 使 用 下 面 三 个 基本 事实 . 

(i) 概率 很 小 的 事件 极 少 会 发 生 . 

(ii) 概率 可 以 用 频率 来 估计 . 

(iii) 当 完 成 并 记录 一 定数 量 的 试验 之 后 , 事件 的 频率 是 稳定 的 . 

大 数 定律 从 数学 上 说 明 , 事实 上 , ER (ii) 和 (ui) 可 以 由 (i) 推出 . 
wl 1: 在 “45 取 6” 的 摸 彩 游戏 中 , 抽 到 6 个 正确 数字 的 概率 为 10-7. 人 人 都 明白 ， 
在 这 样 的 游戏 中 , 获胜 概率 可 以 忽略 不 计 . 
例 2: 人 寿 保险 公司 需要 知道 其 各 年 龄 段 顾客 的 死亡 概率 . 当然 , 这 种 概率 不 能 用 
6.1.1 中 介绍 的 组 合 方法 进行 推算 , 而 是 需要 通过 对 大 量 数据 进行 详细 分 析 才 能 得 
到 . 例如 , 为 了 确定 一 个 人 活 到 TO 岁 的 概率 p, 我 们 随机 选取 n 个 人 . 如 果 其 中 有 
k 个 人 的 年 龄 是 70 岁 或 更 大 , 那么 就 可 以 近似 地 说 

k 


p--. 
n 


例 3: 为 了 确定 新 生 儿 为 女 婴 或 男 婴 的 概率 , 也 必须 使 用 数据 分 析 . 拉 普 拉 斯 曾经 研 
究 了 从 伦敦 、 柏 林 、 圣 彼得 堡 等 城市 获得 的 数据 , 以 及 更 多 来 自 于 法 国 的 数据 .他 


发 现 , 女孩 出 生 的 频率 大 约 为 

然而 , 在 巴黎 女 婴 出 生 的 频率 却 大 约 是 p= 0.5. 因为 拉 普 拉 斯 相信 或 然 性 法 则 的 普 
遍 性 , 所 以 他 试图 解释 这 种 差异 . 他 发 现 , 在 巴黎 被 人 发 现 的 弃 婴 也 被 统计 在 内 了 ; 
而 当时 巴黎 人 遗弃 的 多 数 是 女 婴 . 一 旦 不 统计 这 些 弃 婴 , 那么 在 巴黎 女 婴 出 生 的 频 
率 也 接近 p = 0.49. 
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有 限 多 种 可 能 结果 如 果 一 个 随机 试验 有 n( 有 限 数 ) 个 可 能 结果 , 那么 我 们 可 以 
假设 集合 E 由 元 素 
er 


构成 , 并 给 每 个 基本 事件 e; 赋予 一 个 数 P(e;), CWE 0 < P(e;) « 1, ME 
P(e1) + P(ez) + … 十 P(en) — 1. 


E 的 所 有 子 集 A 都 叫做 事件 . 对 于 每 个 事件 A = {ei,,… enh 我 们 赋予 它 一 个 
概率 : 


[ P(A) := Plein) + Plein) +--+ + Plein): 
例 ARAT): ”对 于 这 个 试验 n=6. 如 果 
P(ej) = s. 
那么 这 粒 般 子 是 均匀 的 ,否则 它 可 能 就 是 一 粒 骗 人 的 仍 子 
投 针 试验 、 无 穷 多 种 可 能 结果 以 及 蒙特 卡 罗 方法 。 让 一 枚 针 垂直 沙 入 单位 正方 形 
E: (2,9) 0 < e, < 1), 则 落下 的 针尖 扎 中 E 的 子 集 4 的 概率 


P(A) := 4 的 面积 


在 这 种 情形 , 我 们 可 以 观察 到 如 下 两 个 令 人 惊讶 的 事实 : 
(i) 并 非 E 的 每 个 子 集 4 都 是 事件 . 
(ii) P({e}) = 0. 


J= les , 6， 


(b) 
图 6.6 概率 对 应 于 表面 积 


事实 上 , 我 们 不 可 能 对 E 的 每 个 子 集 4 都 赋予 一 个 表面 积 , 并 由 此 得 到 巨 上 
的 一 个 满足 (6.10) 的 测度 . 我 们 自然 考虑 选择 R 上 的 勒 贝 格 测度 作为 E 上 的 这 
种 测度 . 对 于 足够 合理 的 集合 4, 概率 P(A) 恰好 就 是 4 的 表面 积 . 然而 , 也 存在 
着 五 ARK TEA, 它们 不 是 勒 贝 格 可 测 的 , 因此 不 是 事件 . 对 于 这 些 “ 奇 异 
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的 ”集合 , 我 们 不 可 能 以 任何 合理 的 方式 赋予 它 一 个 数值 , 并 使 这 个 数值 成 为 针尖 
扎 入 该 集合 的 概率 . 
若 我 们 考虑 的 集合 A 是 由 单位 正方 形 EE 除去 一 个 点 e 以 后 得 到 的 集合 , 则 


P(A) 21- P((e]) 2 1. 


对 此 , 可 以 用 针尖 几乎 必然 落 入 集合 4 来 解释 . 

vis, i 
adem 若 P(A) = 1， rire A nd ME. 
例 5: 取 一 个 落 入 上 述 单位 正方 形 E 的 半径 为 r BE A, WEHA 4 的 概率 
P(A) = rr?. 因此 , 我 们 可 以 利用 上 述 投 针 试 验 确定 x 的 实验 值 . 落下 的 针 可 以 用 
计算 机 中 的 随机 数 发 生 器 来 模拟 . 这 是 蒙特 卡 罗 模 拟 方法 潜在 的 基本 思想 . 蒙特 卡 
罗 方 法 可 用 于 计算 原子 物理 , 基本 粒子 理论 以 及 量子 化 学 中 的 高 维 积分 . 
例 6( 蒲 丰 投 针 问题 ): 下 面 这 个 问题 是 法 国 
自然 科学 家 薄 丰 在 1777 年 提出 的 .假设 在 
平面 上 等 间距 d 画 着 一 些 平行 直线 (图 6.7). 
现在 将 一 枚 长 度 为 L(L < d) 的 针 抛 向 该 平 
面 . 问 这 枚 针 能 与 一 条 直线 相交 的 概率 是 多 b 
A>? 这 个 问题 的 答案 是 : 


_2L d 


1850 F, 苏黎世 (瑞士 ) 天 文学 家 沃 尔 夫 
(Wolf) 投 针 5000 次 , 得 到 了 概率 p( 的 一 CENE AFRA 
个 近似 值 ), 并 由 此 获得 了 nx 的 一 个 近似 值 
x z 3.16, 这 个 值 与 x 的 真 值 (保留 两 位 小 
数 为 3.14) 非常 接近 . 
6.2.1 事件 与 概率 的 计算 

事件 是 集合 . 集合 论 的 每 一 种 关系 和 运算 都 对 应 着 一 个 概率 论 的 解释 和 意义 ， 
有 关 结 果 见 表 6.4. 事件 的 运算 根据 集合 论 的 有 关 规 则 (有 关 说 明 见 4.3.2) 进行 . 
概率 的 单调 性 ”车 A,A- 为 事件 , 则 对 于 N=1,2,--- MN = co 均 有 不 等 
式 


N N 
P (U an) € 3 P(An). 
由 (6.10) 可 知 , 车 对 于 所 有 的 大 二 ) A 和 Ar 都 没有 共同 元 素 , 即 这 些 事件 两 两 
互 不 相 容 , 则 上 式 中 的 等 号 成 立 . 
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表 0.4 ”事件 的 逻辑 演算 


事件 解释 概率 
E 全 体 事件 P(E) = 1 
Ø 不 可 能 事件 P(@)=0 
A 任意 事件 0< P(A) <1 
AUB 事件 A R BRE P(AU B) = P(A) + P(B) — P(An B) 
ANB 事件 A 和 B 都 发 生 P(An B) = P(A) + P(B) — P(AU B) 
ANB=9 S A BARANRE P(AU B) = P(A) + P(B) 
A-B 事件 4 REM B 不 发 生 P(A— B) = P(A) - P(A N B)* 
事件 4 不 发 生 
CgA P(CgA) 2 1— P(A) 
(CgA:— E — A) 
ACB 车 事件 4 BE, 则 B 发 生 P(A) < P(B) 
事件 4 与 B 相互 独立 P(An B) = P(A)P(B) 
* AXA P(A — B) = P(A) - P(B), 但 这 个 结果 仅 当 B C A 时 才 成 立 . 译 者 
极限 性 质 
(i) Yi Ai € A2 C-:-, Bl] lim P(A«) -r(0 An) 
n700 n=1 
(ii) #7 A1 2 A2 D---, Bl] lim P(A«) =P a An) 
ee n=1 
6.2.1.1 条 件 概率 
选择 一 个 固定 的 全 体 事件 E, 并 考虑 属于 E 的 事件 A, B, o. 
定义 ” 设 P(B) 关 0, WH 
. P(ANB) 
P(A|B) := P(B) (6.11) 


称 为 在 B 已 经 发 生 的 条 件 下 A 发 生 的 条 件 概率 . 
解决 方案 ”选择 集合 B 作为 一 个 新 的 全 体 事件 并 考虑 B 的 子 集 ANB, 其 中 4 
是 关于 BW ( 即 A C E, 图 6.8). 在 B 上 建立 一 个 概率 测度 Pp, 它 满足 


Pp(B):=1, UR Ps(ANB):= P(ANB)/P(B). 


于 是 , 我 们 有 P(A[B) = Ps(An B). 

例 1( 抛 两 枚 硬币 ): ”考虑 两 个 事件 4 和 B. 
A: 两 枚 硬币 均 为 正面 向 上 ， 
B: 第 一 枚 硬币 为 正面 向 上 ， 
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则 有 
1 1 
P(A)=3: P(AB)- 5. 
(i) 概率 的 直观 确定 : 试验 结果 (基本 事 ^ 
tt) A ; 
HH, HT, TH, TT. ANB 
图 6.8 


这 里 AT 表示 第 一 枚 硬币 正面 向 上 , 而 第 二 
枚 硬币 反面 向 上 ; ------ . 有 


A-(HH) B-(HH,HT). 
由 此 可 得 P(4) = 1/4. 若 知道 事件 妃 GAR, 则 就 只 有 HH 或 HT RE, 这 意 
味 着 P(A|B) = 1/2. 

(ii) 使 用 定义 (6.11): 由 ANB = (HH), P(An B) = 1/4, UR P(B) = 1/2, 
可 得 


P(A|B) = "m. =}. 
区 分 清楚 普通 概率 与 条 件 概率 是 重要 的 
全 概率 公式 。 如 果 
E-(JB, 而 且 对 于 所 有 的 j 六 WAB B=, —— (612) 


j=l 


那么 , 对 于 任何 事件 A, 都 有 


P(4) = >, P(B;)P(A|B;). 


例 2: RAARAR MMT, 其 中 
(i) B- Rie Tae 1 粒 白色 弹 球 和 4 粒 黑色 弹 球 ; 
(i) $8 — RE TAE. 1 粒 白色 弹 球 和 2 粒 黑色 弹 球 . 
从 这 两 只 色 子 中 任 取 一 粒 弹 球 . 考虑 事件 
A: 取 到 的 是 一 粒 黑色 的 弹 球 . 
By: 取 到 的 弹 球 是 从 第 7 RUE T PAH A. 
于 是 , 对 于 取出 一 粒 黑色 弹 球 的 概率 P(A), 有 


P(A) = P(Bi)P(A|Bi) + PCUBa)PC4IBa) = 5-3 + 
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贝 叶 斯 定理 (1763) Ut P(A) 40, 则 在 假设 (6.12) ZF, 有 


例 3: 在 例 2 中 , 假设 我 们 已 经 取 到 了 一 粒 黑色 的 弹 球 , 那么 这 粒 弹 球 取 自 第 一 只 
钠 子 的 概率 是 多 少 ? 
由 上 例 可 知 P(B1) = 1/2, P(A|Bi) = 4/5, P(A) = 11/15, 所 以 我 们 有 
P(Bi)P(A|Bi) 6 


MM a 


6.2.1.2 ”独立 事件 
概率 论 中 最 重要 的 问题 之 一 是 给 出 事件 相互 独立 这 一 直观 概念 的 精确 数学 定 
X. 
定义 WLAGD B E PHBA, F 
P(BnA) = P(A)P(B), 


则 称 事件 4 与 事件 B 是 相互 独立 的 . 类 似 地 , WH Ais LAS 是 E PA n 个 事件 ， 
车 对 于 所 有 的 m = 2,:… ,n, 以 及 任意 的 1 < ji < j<- < jm <n, 都 成 立 等 式 


P(Aj, NAj N= N A5,) = P(A) P (Aja) P(A,); 


则 称 事件 Ai, , An 是 相互 独立 的 . 
定理 ” 设 P(B)z0, 则 事件 A 与 事件 B 是 相互 独立 的 , 当 且 仅 当 其 条 件 概率 满 
Æ 
P(A|B) = P(A). 

解决 方案 ”在 日 常生 活 中 , 我 们 经 常用 频率 代替 概率 . 我 们 预计 事件 4( 相 应 地 事 
件 B) 在 n 次 试验 中 发 生 的 次 数 为 nP(A4)( 相 应 地 nP(B)). 

若 4 与 B 是 相互 独立 的 , 则 直觉 告诉 我 们 , 事件 “4 和 B 都 发 生 ” 在 n 次 试 
验 中 发 生 的 次 数 为 (nP(A)) x P(B). 
例 : BWR, 并 考虑 如 下 事件 : 

A: 88 —PHBCT “1 A, 

B: PARTA "3" AB "6" 点 . 

本 试验 共有 36 个 基本 事件 : 


(i,j), 4j =1,--- ,6 


这 里 , (i, j) 表示 事件 BARTA i TUS —EHCTOS. j 点 ". 事件 A, B 以 及 
An B 分 别 相 应 于 如 下 基本 事件 : 


6.2 BRR RNR BE ee 995 


A: (1, 1), (1,2), (1,3), (1, 4), (1, 5), (1, 6). 
B: (1, 3), (2, 3), (3, 3), (4, 3), (5, 3), (6, 3), 
(1, 6), (2, 6), (3, 6), (4, 6), (5, 6), (6, 6). 


ANB: (1,3), (1,6). 
因此 , P(A) = 6/36 = 1/6, P(B) = 12/36 = 1/3, 而 P(An B) = 2/36 = 1/18. 于 
是 , RATA P(An B) = P(A)P(B), 也 就 是 说 , 事件 4 与 B 是 相互 独立 的 . 
6.2.2 ”随机 变量 

在 这 一 节 中 , 我 们 引入 随机 变量 的 概念 . 这 个 概念 用 于 刻画 具有 随机 性 特征 的 
观测 量 (如 人 的 身高 等 ). 
6.2.21 基本 思想 

B E= {e1,--- ,en} 是 有 限 个 可 能 结果 , 而 且 结 果 e1,--- ,en 发 生 的 概率 分 别 
为 p1,… ,pn. E ERI Moi d 


是 一 个 将 每 个 基本 事件 e; 映射 为 一 个 实数 X(e;) := v; 的 函数 . 这 意味 着 , 如 果 
对 X 进行 一 次 测量 , 那么 我 们 将 以 概率 p; 得 到 测量 值 rj 对 于 这 种 函数 , 重要 的 


人 们 通常 将 标准 差 的 平方 称 为 方差. E AX = (AX)! 称 为 标准 差 , 因为 它 是 观 
测 值 与 期 望 值 的 平均 偏差 

下 面 的 结果 是 切 比 雪夫 不 等 式 的 一 个 特殊 情况 , 它 解释 了 方差 和 标准 差 的 重要 
Bk. X 的 任意 一 个 测量 值 落 入 区 间 


[X —4AX, X + 4AX] (6.13) 


的 概率 大 于 0.93( 见 6.2.2.4). 
例 : 一 个 (假想 的 ) 卡 西 诺 游戏 允许 玩家 掷 一 粒 仍 子 并 根据 掷 出 的 点 数 按照 表 6.5 
所 列 的 数额 付 钱 给 该 玩家 . 其 中 , 负数 (或 正 数 ) 是 此 卡 西 诺 赢 (或 输 ) 的 钱 数 . 


表 6.5 ”一 场 卡 西 诺 牌 戏 中 的 输赢 情况 


玩家 掷 出 的 点 数 1 2 3 4 5 6 
卡 西 诺 支付 的 钱 数 /美元 1 2 3 —4 =5 6 


Tj T1 To Ta T4 ts T6 
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假设 这 种 卡 西 诺 游戏 每 天 要 玩 10 000 次 . 


解答 : 先 建立 全 体 事件 
E = {el…… ,en}. 


这 里 e; BRIE PEL i 点 ". 进一步 地 , 4 
X(e;) := HARRA ;点 时 卡 西 诺 支付 的 钱 数 ”， 
则 作为 平均 结果 , 有 


这 样 , 开设 这 种 卡 西 诺 游 戏 平均 每 天 可 挣 1.5 x 10 000 美元 =15 000 美元 . 然 
m, 由 于 X 的 标准 差 AX = 3.6 非常 之 大 , 所 以 该 卡 西 诺 游戏 每 天 的 收益 会 有 巨大 
的 变化 . 一 般 来 说 , 这 会 促使 该 卡 西 诺 的 老板 开发 更 加 有 利 可 图 的 游戏 . 

17 世纪 ,人 们 在 进行 机 会 游戏 的 过 程 中 认识 到 了 均值 (期 望 ) 误 这 一 基本 概念 
的 重要 性 . 而 当时 最 好 的 数学 家 中 的 两 位 帕斯卡 (Pascal，1623 一 1662) 与 费 
马 (Fermat, 1601—1665) 之 间 一 组 著名 的 通信 对 此 起 了 非常 重要 的 作用 . 


6.2.2.2 分布 函数 
EM R(E, J, P) 是 以 PP 为 概率 测度 的 概率 空间 . 马上 的 随机 变量 X = ER 
是 一 个 函数 , 而 且 对 于 每 个 m ER, 集合 


A; = {e€ E: X(e) < x} 
都 是 一 个 事件 D. 这 样 , X 的 分 布 函数 
(z) := P(X < x) 
就 是 有 明确 定义 的 . 这 里 P(X < z) 代表 P(A). 
策略 ”我 们 将 对 随机 变量 的 全 面 研 究 简化 为 对 分 布 函 数 的 研究 . 
分 布 函数 的 直观 解释 ”假设 我 们 已 经 在 实数 轴 上 赋予 了 一 个 质量 分 布 , 并 且 使 得 整 


个 数 轴 的 质量 为 1. 分 布 函 数 P) 的 值 表示 的 是 区 间 J :=] — co,z[ 所 包含 的 质 
量 . 这 个 质量 值 也 是 X 的 测量 值 落 入 区 间 J 的 概率 . 


S(x) BK, X 的 测量 值 落 入 区 间 ] — ec, z[ 的 概率 越 大 . 
例 1: 车 点 zl 的 质量 p = 1, 则 相应 的 分 布 函数 如 图 6.9 所 示 . 


* 原文 为 : X(e;) := AMARE j 点 时 卡 西 诺 挣 得 的 钱 数 . 一 一 VERE 
1)X 是 随机 变量 , 当 且 仅 当 对 于 博 雷 尔 域 ZR) 中 的 每 个 集合 M, WR X-1(M) 是 
一 个 事件 . 
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T 


E69 具有 单位 质量 的 点 p 


例 2: 车 两 个 点 mi 和 co SHARE pi 和 po, EL pi + pa = 1, 则 相应 分 布 函数 如 
图 6.10 所 示 . 


Pi p 
T T2 
图 610 两 点 分 布 
更 明确 地 , 有 
0, T XT 
$(r)—-4 p, Ti € X € 2, 


pı +p2=1, T2< T. 
5| 3: 若 分 布 函数 ORR 是 连续 可 微 的 , 则 其 导 函 数 
p(x) := 9'(x) 
是 一 个 连续 质量 密度 yp : R 一 展 , MAA 


o(x)=| ed zer 


区 间 [a,b] 所 包含 的 质量 等 于 图 6.11 中 阴影 部 分 的 面积 . 


> ae 


图 6.11. 视 概 率 密 度 和 分 布 函数 为 质量 函数 
函数 io 称 为 质量 密度 (或 概率 密度 ). 例如 , 高 斯 正 态 分 布 的 概率 密度 为 7) 
cpm] 


1) 分 布 函数 与 概率 密度 之 间 关 系 的 说 明 见 6.1.4 节 . 
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离散 型 随机 变量 与 连续 型 随机 变量 — 若 一 个 随机 变量 X 的 分 布 函数 只 取 有 限 多 个 
值 , 则 称 X 为 离散 型 随机 变量 . 


我 们 规定 B(x 土 0) := „im 9(t). 
定理 1 ”分布 函数 S: R 一 及 有 如 下 性 质 : 
(i) 6 是 单调 增加 函数 , 而 且 是 左 连续 的 , 即 对 于 所 有 的 ze R, 都 有 8(z 一 0) = 
P(x). 
(ii) ums (x) = 0, lm. @(r) = 1 
定理 2 ”对 于 一 切实 数 a, bla <b), 有 
(i) Pla < z < b) = Ob) — Ha). 
(ii) P(a € x < b) = (b -- 0) — D(a). 
(iii) P(X =a) = O(a + 0) — (a — 0). 
HERE (Stieltjes) 积分 ”对 于 随机 变量 的 运算 ， 3t 39 DMARD 


da | 而 


是 最 基本 , 也 是 最 重要 的 工具 (I 6.2.2.3)， 上 述 积分 是 关于 实数 轴 上 相应 于 $ 的 
质量 密度 所 形成 的 测度 的 . 直观 地 讲 , 近似 有 等 式 


S = V. f(z))Am;. 


这 意味 着 ， 我 们 先 将 实 直 线 划分 成 了 质量 
EE A Am; 的 小 区 间 [jejel FERIER 
”f(zj)Amj, 并 在 整个 实 直线 上 对 所 有 这 些 乘积 
dirs RA (图 6.12)， 最 后 , 通过 无 限 缩小 区 间 长 度 

得 到 了 一 个 极限 . 因此 , 我 们 有 


[p dô =R LK ARE = 1. 


斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 严格 定义 可 以 在 [212] 中 找到 . PRA HARA UL 6 2 
足 最 实用 的 目的 . 
斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 计算 ”假设 f: RoR 是 一 个 给 定 的 连续 函数 . 


() 着 分 布 函数 6 R — RU, 则 只 要 经 典 积分 | 。 f(z) (ads HO, He 


一 CS 


有 


| f(x)d = r f(x) 9'(z)dz. 
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(ii) i 6 只 取 有 限 多 个 值 , 则 


i f()à9 = 5 / f(z))(9(z; +0) - 9(v; o] 


其 中 , 求 和 运算 是 关于 o 的 所 有 不 连续 点 zj 进行 的 . 
(iii) 者 6 只 取 可 数 个 值 , 而 且 对 于 不 连续 点 rj 有 关系 式 jim zj = +00, 则 


只 要 》 f(zj) (S(x; +0) — (a; — 0)) WH, 就 有 


j=l 


f(z;)( O(a; +0) — (z; — 0)). 


(iv) 著 分 布 函数 6 除去 有 限 多 个 不 连续 点 z1,.… ,z。 外 可 微 , 则 只 要 积分 
| ”J(z)@'(z)dz 收敛 , 就 有 


fae -[ f(a) @"(@)de + > fG)(9G, 0) - 9; - 0). 


6.22.3 期望值 (均值 ) 

期 望 值 是 随机 变量 的 最 重要 的 数量 特征 ,随机 变量 的 所 有 其 他 重要 的 数量 特征 
(例如 , 标准 差 、 高 阶 矩 、 相 关系 数 、 协 方差 ) 都 可 以 通过 构造 随机 变量 的 适当 函数 并 
求 其 期 望 获得 . 

EM BX: RAMA, 若 积分 | X (e) dP 存在 , 则 X 的 期 望 (均值 
五 
为 
x= | X(e)dP. (6.14) 
E 


上 述 积分 应 当 作为 一 个 抽象 的 测度 论 积 分 ( 见 [212]) 来 理解 . 不 过 它 可 以 简化 
ARF X 的 分 布 函数 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 对 此 , 有 


x«| rdó. 


直观 意义 ”期 望 X 是 对 应 于 6 的 质量 分 布 的 质量 中 心 . 
计算 ”关于 期 望 运算 , 有 如 下 法 则 : 
(i) 可 加 性 : WR X AY 都 是 E 上 的 随机 变量 , 则 有 


+Y=X4+Y. 


>< 


1000 38 6 3€ 随机 演算 一 一 机 会 的 数学 


F:R— REDE ERR, 则 复合 函数 Z := F(X) 也 是 E 上 的 随机 变量 , 而 且 
只 要 积分 eL. F(z)do 收敛 , 就 有 2 的 期 望 值 


z= I: F(X(e))dP = | F(z)dó 


6224 方差 与 切 比 雪夫 不 等 式 
EM HX: ER 是 一 个 随机 变量 , 则 X 的 方差 定义 为 


(AX)? := (X — Xy. 
E $ 是 X 的 分 布 函数 , 则 只 要 B (z — X) ao 收敛 , 就 有 


(ax - | Gto -3y'ae- [^ (@-X)*ae. 
E 一 oo 
X 的 标准 差 AX 定义 为 
AX := V(AX)” 


例 1( 连 续 型 随机 变量 ): 若 5 在 R 上 有 连续 导数 yp = p, 则 


E = | rp(z)dr, (AX)? = ie (r— XP ele 


4| 2( 离 散 型 随机 变量 ): 若 X 只 取 有 限 个 值 z1,… ima, MAME p; := P(X =2;), 
则 


切 比 雪夫 不 等 式 ” 若 和 :已 一 及 是 一 个 随机 变量 , 且 其 标准 差 AX < co, 则 对 于 
任何 实数 8 > 0, 都 有 如 下 重要 不 等 式 : 


1 


P(|X -X| > BAX) < A 


特别 地 , A AX =0, WA P(X — X) = 1, 即 X 几乎 必然 只 取 其 期 望 值 . 
对 置信 区 间 的 应 用 ”如 果 我 们 选择 一 个 满足 0 < a < 1 的 实数 o. 则 X 的 观测 值 
沙 入 区 间 


X———,X- 


Ak mta 


6.2” 科 尔 莫 戈 罗 夫 的 概率 论 公理 化 基础 1001 
的 概率 大 于 1-a. 
例 3 (4AX 准则 ): 假设 a = 1/16. M X 的 所 有 观测 值 落 入 区 间 
[X — 4AX, X + AAX] 


的 概率 大 于 0.93. 
PRES XH RES 


Uk: X5 k=0,1,2,--- 
RA X Wk pA. 如 果 8 是 X 的 分 布 函数 , 则 有 
Bk = 上 X*dP= Ws z^dó. 
SH) "ARD: X 的 各 阶 矩 的 值 能 唯一 确定 其 分 布 函数 吗 ? 在 适当 的 假设 
F, 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 ( 见 [212]). 


6.2.3 ”随机 向 量 


在 数理 统计 中 , 为 了 处 理 一 个 随机 变量 的 一 系列 测量 (观测 ) 值 , 必须 考虑 所 有 
DE X; 均 为 随机 变量 的 向 量 (Xi,… , Xn). 直观 地 说 , X; 是 X 在 第 j 次 试验 中 
的 测量 值 . 


6.2.3.1 KADA 
定义 ”假设 (E, F, P) 为 一 个 概率 空间 . E 上 的 一 个 随机 向 量 (X,Y) 就 是 一 个 满 
足 条 件 : 对 于 任意 一 对 实数 (m, y), 集合 
Azy := {e € E: X(e) <2, Y(e) < y) 
都 是 事件 的 函数 对 X, Y : E 一 R. 此 时 , 分 布 函数 


D(z, y) = P(X <2,Y <y) 


是 有 明确 定义 的 . 这 里 , P(X < z, < y) 代表 P(Acy). 我 们 称 上 述 分 布 函数 为 
X ALY 的 联合 分 布 函 数 , 或 随机 向 量 (X,Y) 的 分 布 函数 . 

策略 ”与 前 面 类 似 , 我 们 将 对 随机 向 量 的 研究 简化 为 对 分 布 函 数 的 研究 . 

分 布 函数 的 直观 解释 ”假设 平面 上 赋予 了 某 种 使 整个 平面 质量 为 1 的 质量 密度 . 分 
布 函数 的 值 6(zo, yo) 表示 的 是 集合 
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{(x,y) € R':z«moy«c yo} 
(El 6.13) 所 包含 的 质量 . 该 质量 值 等 于 
X AY 的 测量 值 落 入 相应 开 区 域 ] — oo, 
zo| 且 ] 一 oo, yol 内 的 概率 . 
定理 ”随机 向 量 (X,Y) HDE XAY 是 
随机 变量 , 其 分 布 函数 分 别 为 


gx(z) = lim (x,y), 


dy(y) = lim | 9(z,y). 
概率 密度 ” 若 存在 一 个 非 负 连续 函数 o: 
R?  R, 使 得 | (a, y)dady = 1, H. 


R2 
S(x,y) = | | (E, n)dédn, x,y €R, 
则 称 o 为 随机 向 量 (X,Y) 的 概率 密度 , 或 随机 变量 X 和 Y 的 联合 概率 密度 . 此 
时 , 随机 变量 X A Y 的 概率 密度 分 别 为 
ex (zr) := | e(z,y)dy py(y) | p(z, y)dz. 


—oo 


随机 向 量 (Xi, , Xn) ”以 上 所 有 讨论 都 可 以 很 容易 地 推广 到 n 维 向 量 的 情形 . 

6.2.3.2 相互 独立 的 随机 变量 

定义 ” 设 有 两 个 随机 变量 X,Y: B 一 民 , 若 随机 向 量 (X,Y) 满足 如 下 乘法 性 质 : 
| 对 于 所 有 的 z,y CR, WA (n y) = Bx(2z) Pry), (6.15) 


Y 的 分 布 函数 . 
运算 法 则 AX SY 是 相互 独立 的 随机 变量 , 则 有 
(i) XY - XY. 
(ii) (A(X +Y)) = (AX)? + (AY)?. 
(ui) X ALY 的 相关 系数 "( 见 下 段 ) 等 于 零 . 
(iv) Æ J 和 K 是 实 区 间 , 则 
P(X € SY €K)=P(X e J)P(Y e K). 


定理 ” 若 随机 向 量 (X, Y) 有 连续 概率 密度 2, 则 X 与 Y 相互 独立 的 充 要 条 件 是 
对 于 所 有 的 z,y ER, 都 成 立 乘 积 关 系 式 


[v(2,y) = ex (er (y). | 
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随机 量 的 相依 性 ”在 实际 应 用 中 ， 人 们 经 常会 怀疑 两 个 给 定 的 随机 变量 X 5Y 
之 间 有 某 种 相依 性 . 关于 这 一 点 , 有 两 种 数学 方法 可 以 检验 实际 情况 是 否 果真 如 此 . 
这 两 种 方法 分 别 是 : 

(i) 使 用 相关 系数 ( 见 6.2.3.3). 

(ii) 使 用 回归 直线 ( 见 6.2.3.4). 


6.2.3.3 ”相依 随机 变量 及 相关 系数 
定义 1 设 (QX,Y) 为 随机 向 量 , 则 称 
Cov(X, Y) := (X - X) (Y - Y) 


AX SY 的 协 方差 , 并 称 

_ Cov(X, Y) 

~ AXAY 

AX SY 的 相关 系数 . 对 于 相关 系数 r, 总 成 立 关 系 式 -1 入 7 芯 1. 
EX2 PRA XSY 的 相关 性 越 强 . 

解决 方案 ”最 小 化 问题 


T 


[Y 2-133 + min, a,b ER] 


的 解 是 所 谓 的 回归 直线 : 


-— AY — 
Y T "Ax UE c X), 
且 此 时 上 述 问 题 的 最 小 值 为 (AY)? (1 — r2?)( 见 6.1.5 的 讨论 ). 
对 于 协 方差 , 我 们 有 


Cov(X, Y) := | xo - XyY(e) -Y)aP- J. (x — X)(y - Y)d9, 


其 中 , 5 是 XX 和 了 的 联合 分 布 函数 . 
4| 1 (离散 型 随机 变量 ): dp (X,Y) 只 取 有 限 多 个 值 (zj yx), APA pie := 
P(X =2;,Y = yx), j= bers nyk=1,--- ,m, 则 


3 


Cov(X,Y) = 》 9 ^ (zi - X) (uk — Y)pix, 


j=1 k=1 


其 中 ， 
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例 2: Zi (X,Y) 有 连续 概率 密度 o, 则 Cov(X,Y) Ar 可 以 用 6.1.5 中 所 述 的 方法 
进行 计算 . 
协 方 差 阵 ” 若 (Xi1,… , Xn) 是 一 个 给 定 的 随机 向 量 ， 


则 称 xm 的 矩阵 C = (cje) 为 (X1,… Xn) 的 协 方差 阵 . 任何 一 个 随机 向 量 的 
协 方差 阵 都 是 对 称 矩 阵 , 且 其 所 有 特征 值 都 非 负 . 
解释 (i) cjj = (AX;)? ,j=1, ,n. 
(ii) 34 j ARN, 数 
c? 
r? :一 一 此 
ik cijckk 
是 Xi Xy 的 相关 系数 的 平方 . 
(iii) 车 Xie j 相互 独立 ， 则 对 于 所 有 的 j # k, 都 有 Cjk Ex). 即 (Xi, D 
Xn) 的 协 方 差 阵 为 对 角 和 矩阵 ， 且 其 主 对 角 线 元 素 依次 为 各 随机 变量 的 方差 . 
广义 高 斯 分 布 ”假设 4 是 n x n 的 实 对 称 正定 矩阵 ， 车 随机 向 量 (X1,---, Xn) 


g(a) := Ke 99, 2 eR", 


其 中 , Q(z, £) := 507 Az, K? := a 则 称 (X1,.… , Xn) 服从 协 方差 阵 为 


(Cov(X;, Xk)) = A^, 


# A = diag( 和 A1,… , An) 是 特征 值 为 A; RAIER, 则 随机 变量 X, Xn 
相互 独立 . 进一步 地 , 有 


(AX;) = AX! 47 = k, 


Cov(X;, Xx) = | 0, 24j z KAN. 


6.2.3.4 两 个 随机 变量 间 的 相关 曲线 
条 件 分 布 ”假设 (X,Y) 是 一 个 随机 向 量 . 我 们 固定 一 个 实数 值 z, 并 规定 


ox Pas Leth Y ey 
区 2 Wy € R, 9, (y) = lim. Pe ae 


若 上 述 极限 存在 , 则 称 o. 为 在 X = z 的 条 件 下 , 随机 变量 Y 的 条 件 分 布 . 
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相关 曲线 (回归 曲线 ) ”曲线 


区 = | yd z(y) 


称 为 随机 变量 Y 关于 随机 变量 X 的 相关 
曲线 (或 回归 曲线 ). 
解释 yle) EE X =r 的 假设 下 Y 的 
期 望 值 (图 6.14). MR z = zo 处 ,Y 有 
观测 值 yi,… ,yn, 则 可 取 

y tH- +F Yn 

n 

YEA y(xo) 的 观测 值 (图 6.14). 
概率 密度 8 (X,Y) 具有 连续 概率 密度 o, WA 


| e(z,)dn 
fg) = 二 过 一， 
gn p(x, y)dy 


以 及 


6.2.4 ”极限 定理 

极限 定理 将 雅 各 布 . 伯 努 利 1713 年 发 表 的 古典 大 数 定律 进行 推广 , 是 全 部 概率 
论 中 最 重要 的 结果 之 一 
6241 弱 大 数 定律 


切 比 雪夫 定理 (1807) B Xi, Xo,--- 是 同一 个 概率 空间 上 相互 独立 的 随机 变量 . 
规定 


Zn = 3 (Xj — Xj). 
j=1 
E Xi, X2,… 的 标准 差 一 致 有 界 (BI sup AX, < oo), 则 对 于 任意 小 数 = > 0, 我 们 


有 关系 式 
lim P(|Zn| « e) = 1. (6.16) 


这 个 定理 是 刚才 提 到 的 伯 努 利 大 数 定律 的 推广 ( 见 6.2.5.7). 
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6.2.4.2 强大 数 定律 
科 尔 莫 戈 罗 夫 定理 (1930) WW Xi, Xo,--- 是 同一 个 概率 空间 上 相互 独立 的 随机 
变量 , 其 标准 差 满足 


(如 sup AX, < oc), 则 极限 等 式 


也 一 DC 


几乎 必然 成 立 0. 进一步 地 , (6.16) 是 (6.17) 的 推论 . 

博 雷 尔 (Borel) 和 坎 泰 利 (Cantelli) 分 别 在 1909* 年 和 1917 年 证 明了 一 个 弱 于 
上 述 定 理 的 结果 . 
期 望 的 重要 性 ”如 果 科 尔 莫 戈 罗 夫 定理 的 假设 成 立 , 而 且 对 于 所 有 的 j, BAX; = 
me 


几乎 必然 成 立 , 
6.2.4.3 中心 极限 定理 
设 X1,X2,.… 是 同一 个 概率 空间 上 相互 独立 的 随机 变量 . 我 们 规定 


1 Š = 
Yn := Fig Foy 0 73 


m 1/2 
- 1 
其 中 , 平均 标准 差 An = E > xy) 


中 心 极限 定理 ”下 面 两 个 条 件 等 价 : 
(i) 34 n — oo 时 , Yn 的 分 布 函数 5 收敛 于 N(0,1) 的 分 布 函数 , 即 有 


| e-*/2gt, 
—oo 


al 
a 


[urna 的 ze R, lim gn(z) = 


* 原文 为 1905. 一 一 TEX 
1) MR A 是 满足 
Jim Zn(e)=0 
的 所 有 基本 事件 组 成 的 集合 , M P(A) = 1. 
2) 这 个 重要 结果 的 研究 有 很 长 的 历史 切 比 雪夫 (1887)、 马 尔 可 夫 (1898)、 李 雅 普 诺 
夫 (1900)、 林 德 伯 格 (1922) 和 费 勒 (1934), 以 及 其 他 一 些 人 对 这 个 定理 的 研究 作出 了 贡献 . 
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(ii) 对 于 所 有 的 7 > 0, Xn 的 分 布 函 数 o. 满足 林 德 伯 格 条 件 : 


lox => 、2 
jim =a TM (x - Xj) dé;(z) — 0. (L) 
it AMA X 都 有 相同 的 分 布 函数 o, 且 均 值 为 , 标准 差 为 o, 则 林 德 伯 格 条 件 
(L) 满足 . 此 时 , (L) 等 价 于 
lim =| (a — u)’ d(x) = 0. 
|z—p|>nto 


n—oog 


如 果 所 有 Xi 的 分 布 函数 o. 在 无 穷 远 点 以 及 关于 期 望 和 标准 差 具 有 相同 的 结构 ， 
那么 条 件 (L) 也 满足 . 

中 心 极限 定理 的 重要 性 — 中 心 极限 定理 是 概率 论 中 最 重要 的 结果 . 它 解释 了 为 什么 
高 斯 正 态 分 布 会 如 此 经 常 地 出 现 . 中 心 极 限定 理 也 使 下 面 的 直观 原理 具有 了 数学 上 


的 严格 性 : 
如 果 随 机 变量 X 是 大 量 可 以 在 相同 基础 上 进行 
处 理 的 随机 变量 的 又 加 , 则 X 服 从 正 态 分 布 . 
6.2.5 ”应 用 于 独立 重复 试验 的 伯 努 利 模型 


雅 各 布 ， 伯 努 利 提出 并 研究 了 下 面 的 模型 .该 模型 可 广泛 应 用 于 许多 情形 , 是 
概率 论 中 最 重要 的 模型 之 一 . 特别 地 , 利用 它 可 以 得 到 理论 概率 与 频率 之 间 的 关系 . 


6.2.5.1 基本 思想 
直观 情形 (i) 首先 做 一 个 试验 (比较 试验 或 基本 试验 ), 它 有 两 个 可 能 结果 


假设 结果 e; 出 现 的 概率 是 p. 进一步 地 , 我 们 规定 p:= pi, FR po =1—p. Kp 
为 该 基本 试验 的 概率 . 

(i 现在 将 这 个 试验 进行 n 次 . 

(ui) 所 有 这 些 试验 相互 独立 , 也 就 是 说 它们 的 结果 彼此 互 不 影响 . 
例 : 将 一 枚 硬币 抛 一 次 的 试验 是 一 个 基本 试验 , 其 中 el 表示 “正面 向 上 ”, 而 eo 表 
示 “ 反 面向 上 ?. WR p = 1/2, 我 们 认为 这 枚 硬币 是 公平 的 ; 如 果 p z 1/2, WEE 
然 不 是 一 枚 公平 的 硬币 . 在 6.2.5.5 H, 我 们 将 说 明 如 何 通过 分 析 评价 一 系列 试验 揭 
露 一 个 使 用 不 公平 硬币 行 骗 的 骗子 . 


6.2.5.2 概率 模型 
概率 空间 ”全 部 事件 由 基本 事件 


eiliziny ij = 1,2,7=1,---,n 
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组 成 , 且 相 应 概率 为 


| Pe is.) = Wh -pin | (6.18) 
解释 cian... 表示 该 试验 序列 的 结果 依次 为 €1,€2,€1,°°°- 例如 ， P (e121) = p(1 一 
p)p = p° (1 — p). 
试验 的 独立 性 ”我 们 定义 事件 
AC 事件 e; 在 第 k 次 试验 中 发 生 ， 
则 对 于 所 有 可 能 的 下 标 duos yin, 事件 


AQ AQ —- AC 
4 17d. ? p^ i 


相互 独立 . 
证 明 : 考虑 n = 2 的 特殊 情形 . 事件 AP = {eii, ei2} 由 基本 事件 eii 和 eio 组 成 . 
因此 ， 

P(A) = P (ea) + P (eia) = pipi 十 pipa = pi. 
By A?) = {e1;,e2;}, 所 以 我 们 有 AC! nA = {ei}. H (6.18), f P (eij) = pip; 
XHTP (4) P (4?) = pip;, 所 以 


P (aP n AP) sP (4) P (4?) 


这 就 是 我 们 所 需要 的 独立 事件 所 满足 的 概率 乘法 性 质 ， 因 此 AM 与 AC 相互 独 
X. 口 


作为 E 上 的 一 个 随机 变量 的 频率 ”由 


Hali, ^m es = . (e... 的 等 于 1 的 脚 标 个 数 ) 


定义 一 个 函数 Hn: E >R. 则 及 ,是 事件 el 在 试验 序列 中 发 生 的 频率 (例如 在 抛 
硬币 试验 中 “正面 向 上 ”发 生 的 频率 ) 
我 们 的 任务 是 研究 随机 变量 Hn. 
定理 1 ()3Tk-0e ovt (Hn á 3 = | Jra- 
(ii) Hn = p( 期 望 ). 
(ii) AH, = VP —P aae, 
Vn 


(iv) P (|Ha —p| < €) 21— PC) < 切 比 雪夫 不 等 式 ) 


TL 
在 (iv) 中 , Me > 0 必须 充分 小 . 我 们 将 会 看 到 ， 当 试验 次 数 n WAN, 频率 
与 期 望 值 的 差 会 变 得 越 来 越 小 .这 个 期 望 值 就 是 ei 在 这 个 比较 试验 中 发 生 的 概率 
p. 如 上 所 述 , 在 硬币 公平 的 情形 , p = 1/2. 
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雅 各 布 . 伯 努 利 (Jacob Bernoulli, 1654—1705) 最 早 考虑 了 这 个 概率 模型 (i) 
中 给 出 的 概率 计算 公式 使 用 起 来 不 方便 . 为 了 解决 这 个 问题 , 棣 莫 弗 (de Moivre, 
1667 一 1754)、 拉 普 拉 斯 (Laplace, 1749—1827) 和 泊 松 (Poisson, 1781—1840) 都 曾 
经 尝试 寻找 适当 的 逼近 公式 ( 见 6.2.5.3). 切 比 雪夫 (Chebychev, 1821—1894) 不 等 
式 对 于 任意 的 随机 变量 都 成 立 . 
频数 ”函数 An := nH, 刻画 事件 er 在 试验 序列 中 出 现 的 次 数 (例如 在 一 系列 抛 
硬币 试验 中 得 到 “正面 向 上 ”的 总 次 数 ). 


定理 2 (i) MF k=0,--- ,n, P(An =k) P (He =) ( Jra- 
(ii) An = nHn = np( 期 望 ). 


(iii) AA, = Vnp (1 一 p)( 标 准 差 ). 
示 性 函数 “利用 如 下 规则 


1, 25-1, 


Xe | o HA 


定义 一 个 随机 变量 Xi : E OR. 于 是 , X; 等 于 1 当 且 仅 当 ei 在 第 j 次 试验 中 发 
^E. 
定理 3 9 P(X; =1) = 

(ii) X; =p, AX; = \/p(1—p). 

(ui) Xa, , Xn 相互 独立 . 

(iv) H. == (Xi Het Xn). 

(v) A = Bat X, 

于 是 , 频数 A, dé — en] DA EADS AT BELA B.A, 考虑 到 中 
心 极限 定理 , 我 们 预期 当 n 很 大 时 ，4， 近似 服从 正 态 分 布 . 这 就 是 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 
斯 定理 的 内 容 . 


6.2.5.3 imi ew 
大 数 定律 (ABFA) ”对 于 任意 的 s > 0, 我 们 都 有 


lim P(|Hn —p| < e) 2 1. (6.19) 


雅 各 布 . 伯 努 利通 过 大 量 计算 发 现 了 这 条 定律 . 事实 上 , (6.19) 可 由 切 比 雪夫 
不 等 式 (6.2.5.2 中 的 定理 1) 得 到 . 

如 果 利 用 6.2.5.2 中 定理 3 的 结论 (iv), W (6.19) 是 切 比 雪夫 弱 大 数 定律 ( 见 
6.2.4.1) 的 一 种 特殊 情况 . 
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棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 局 部 极限 定理 “n> oo 时 , 关于 频数 有 如 下 渐 近 关系 式 


1 2 9,2 
P(An =k) e ———e- C7» /2e 6.20 
区 ) oV/2n ( ) 


其 中 , p= An = np, o = AA, = v/np(1 = p). 

这 意味 着 , 对 于 每 个 = 0, 1,…, 24 n 一 oc Rf, (6.20) 式 两 边 表达 式 商 的 极 
限 是 1. 

现在 我 们 研究 频率 


Hy — An 
AH, 
显然, 我 人 有 Zn = 0,406, = 1. 我 们 用 On 表示 H 的 分 布 函数 . 假设 JS 
ffi. = 0, 标准 差 o = 1 的 标准 高 斯 正 态 分 布 N(0, 1) 的 分 布 函数 . 标准 化 的 频数 
re d 
AAn 
等 于 标准 化 的 频率 Ha. 因此 , ty 的 分 布 函数 也 是 Dn. 
棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 全 面 极 限定 理 ”对 于 所 有 的 zc R, 均 有 


Ln = 


Ay i= 


lim $,(x) = (x). 


n—oo 


对 于 所 有 的 区 间 [a, b], 可 以 由 此 得 到 等 式 


b 
lim P(a € H « b) = — | en? /2dz. (6.22) 


a 


事实 上 , 还 有 一 个 非常 精确 的 估计 式 : 
p+ (1-py 
sup | n(x) $(z)| € ET em 
REO H n 较 大 时 , BOREXICDUIUA SB Hu. = p, RHA, = Vpl — p)/n HIER 
分 布 . 因此 , 4 n BEAM, 对 于 每 个 区 间 [a, 0], 有 如 下 重要 关系 式 : 


n212,.-. (6.23) 


b 
Pip-+ oA, < Hy < p bAH,) = oil) — fala) = I e-2?/2dz | (624) 
T Ja 


1) 为 了 证 明 这 个 结果 , 住 在 伦敦 的 A. 棣 莫 弗 (de Moivre, 1667—1754) 在 n 的 值 很 大 
时 , 使 用 了 近似 公式 


ni=Cyn(=)", n o6; (6.21) 
其 中 C 的 值 近似 为 C z 2.5047. 当 棣 莫 弗 向 斯 特 林 (Stirling, 1692—1770) 寻求 帮助 时 , 斯 特 
林 发 现 C 的 精确 值 为 C = v2n. 相应 公式 (6.21) 称 为 斯 特 林 公式 . 
2) REE p = 1/2 和 对 称 边界 b = 一 a 的 情形 发 现 了 这 个 公式 . 拉 普 拉 斯 在 其 1812 
年 出 版 的 重要 著作 《分 析 概 率 论 》( Théorie analytique des probabilitiés) 中 证 明了 这 里 给 出 
的 一 般 公 式 . 
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上 式 左边 是 频率 有 HH 的 观测 值 落 在 区 间 [p + aAHn, p+bAH,] 内 的 概率 . 这 个 式 
子 给 出 了 伯 努 利 大 数 定律 的 一 个 精确 表述 . 
Bo 的 值 可 以 在 表 0.34 中 查 到 . 


当 z 取 负 值 时 , 有 60(z) = —Go(—z)*. 
公式 (6.24) 等 价 于 


= y—Pp)\ | z—p 
P(e < Ha < y) = % (A) a(z) 


因为 An T nHn, 所 以 频数 A 满足 关系 式 


= v—np E u— np 
SIR E NA (25) " (5) 


这 里 ， —oo«rz«yc«oo,-—oo«ucxuvuc«oo. 

比较 试验 中 的 小 概率 p EWR p 非常 小 , 则 公式 (6.23) 告诉 我 们 , 只 有 当 n dE 
常 大 时 , HESSE ©, AAR. S. D. 泊 松 (Poisson, 1781—1840) REL, 当 p 
的 值 较 小 时 , 有 一 个 更 好 的 逼近 公式 . 

泊 松 分 布 的 定义 ”假设 我 们 在 实数 轴 上 的 点 z = 0,1,2,- 处 分 别 赋予 质量 mo, 
mi, EP 


这 里 , 入 0 是 参数 . 则 相应 质量 分 布 函数 
G(x) := 区 间 ] — co,z[ 所 包含 的 质量 


A 6.15 ARAA EX 


* 本 章 中 的 B0(z) 与 我 国 普遍 采用 的 标准 正 态 分 布 函数 的 符号 相同 但 意义 不 同 ， 详 见 表 
0.34. 一 一 译 者 
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定理 “如果 随机 变量 X 服从 上 述 泊 松 分 布 (BD X 的 分 布 函数 是 上 述 泊 松 分 布 函 
数 ), 则 有 

X =) (均值 )， AX = VA( 标 准 差 ). 
泊 松 逼近 定理 (1837) 如 果 比 较 试 验 的 概率 p 非常 小 , 则 对 于 频数 An, 近似 有 


(i) P(An = r) = “Ve, 其 中 A-—np,r-0,1,--,n. 


(ii) An 的 分 布 函数 Sn 近似 等 于 参数 和 = np 的 泊 松 分 布 的 分 布 函数 . 更 精确 
地 , 有 估计 式 


sup|$,(z) — (x)| € TE ‘ 
rzER n 


Are intr 以 在 0.4.6.9 中 查 到 . | 


r! 


6.2.5.4 在 质量 控制 中 的 应 用 
假设 某 工厂 生产 一 种 产品 多 ( 如 灯泡 ), 而 且 P 是 次 品 的 概率 非常 小 , 设 此 概 
率 为 p( 例 如 p = 0.001). 我 们 进一步 假设 在 一 个 运输 集装箱 中 装 有 n 件 这 种 产品 . 
(i) 根据 6.2.5.2 中 给 出 的 模型 , 集装箱 中 恰好 装 有 r 件 次 品 的 概率 为 


P(An —r) = ( ý jza 一 名 六 


(ii) 集装箱 中 的 次 品 数 介 于 k 和 m 之 间 的 概率 为 
P(k& A, <m)= Y P. =r). 
r=k 
近似 ”现在 我 们 希望 给 出 计算 上 面 这 些 概率 的 实用 近似 公式 . 为 此 , 注意 到 p 很 
小 , 因此 可 以 采用 泊 松 逼近 , 即 有 


其 中 入 = np. 泊 松 分 布 的 数值 表 见 0.4.6.9. 
例 1: 假设 在 集装箱 中 装 有 1000 只 灯泡 , 而 且 一 只 灯泡 为 次 品 的 概率 p = 0.001. 
由 0.4.6.9, 以 及 入 = np = 1, 得 到 


P( A1000 = 0) = 0.37, 
P(A1000 = 1) = 0.37, P(Aiooo = 2) = 0.18. 


由 此 可 得 
P( A1000 < 2) = 0.37 + 0.37 + 0.18 = 0.92. 
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因此 , 集装箱 中 无 残 次 灯泡 的 概率 为 0.37(37%%); 集装箱 中 至 多 有 两 只 残 次 灯泡 的 
概率 为 0.92. 
En 充分 大 , 则 可 以 假设 4。 服 从 正 态 分 布 . 由 (6.24) 以 及 紧 接 其 后 的 等 式 ， 


可 以 得 到 
P(k« An < m) = » (aa) — go (5) 
np(1— p) np(1— p) 


Do 的 值 可 以 在 表 0.34 中 查 到 . 
例 2: 现在 , 假设 一 只 灯泡 为 次 品 的 概率 是 0.005. 那么 在 装载 的 10 000 只 灯泡 中 
至 多 有 100 只 次 品 的 概率 为 ? 


P(Aio ooo 和 100) = o(7) — o(—7) = 280(7)= 1. 
因此 , 几乎 可 以 肯定 在 这 10 000 只 灯泡 中 至 多 有 100 只 残 次 灯泡 . 


6.2.5.5 在 假设 检验 中 的 应 用 
我 们 的 目标 是 只 通过 对 一 个 实验 的 试验 观测 , 揭露 使 用 不 均匀 硬币 行 骗 的 骗子 . 


的 主要 特性 之 一 是 , 它 认为 “揭露 一 个 骗子 ” 只 能 在 一 定 的 残 概率 (比方 说 a) FA 
能 进行 . 这 里 所 说 的 残 概率 是 指 所 作 结 论 不 正确 的 概率 ”. 对 于 = 0.05, 这 意味 
着 , 如 果 我 们 试图 揭露 一 个 骗子 100 次 , 那么 平均 来 说 我 们 大 约会 有 5 次 作出 错误 
的 结论 , 此 时 我 们 会 把 一 个 无 率 的 人 当成 骗子 . 
揭露 一 枚 不 公平 硬币 (HPA) 的 试验 ”将 一 枚 硬币 抛 n 次 , 观察 “正面 向 上 出 现 
k 次 ”这 一 事件 . 我 们 称 hn = k/n 为 随机 变量 H (SHE) 的 实现 . 我 们 用 p 来 表示 
在 一 次 试验 中 正面 向 上 出 现 的 概率 . 现在 我 们 作 如 下 假设 : 

(H) 硬币 是 公平 的 , Pp = 1/2. 
数理 统计 基本 原理 如 果 


hn 不 在 置信 区 间 ; 一 zaAHn, 3 4 zo AH, | A, (6.25) 


我 们 便 以 残 概率 a 放弃 假设 (H). KH AH, := 1/2 /n, 而 zo 的 值 则 根据 等 式 
2G (za) = 1—a, FER 0.34 ME. 对 于 o = 0.01( 或 者 0.05 和 0.1), RNA 
za = 1.6( 相 应 地 2.0 和 2.6). 

1) 60(7) 的 值 可 以 在 表 0.34 中 找到 , 其 值 近似 等 于 0.5. 

* 由 下 面 的 数理 统计 基本 原理 可 知 , 这 里 所 说 的 残 概率 a 就 是 我 们 通常 所 说 的 假设 检验 的 
显著 性 水 平 . 需要 注意 的 是 , 本 书 作 者 没有 区 分 假设 检验 的 两 类 错误 , 并 认为 犯 两 类 错误 的 概率 
都 是 给 定 的 残 概率 o. 一 一 译 者 
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推理 ”根据 (6.24), 34 n 的 值 很 大 时 , 理论 量 A, 的 实测 值 hn 落 入 (6.25) 给 出 的 
置信 区 间 的 概率 是 
Do (za) — o (—Za) 2 1— o. 


如 果 五 的 实测 值 没有 落 入 上 述 置 信 区 间 , 那么 就 放弃 假设 (H). 这 时 , 作出 错误 结 
论 的 概率 是 a* 
例 : 当 抛 硬币 的 次 数 n = 10 000 时 , 我 们 有 AA, = 1/200 = 0.05. 于 是 , 相应 于 残 
概率 a = 0.05 的 置信 区 间 是 
[0.49, 0.51]. (6.26) 

如 果 抛 了 10 000 次 硬币 , 其 中 有 5200 次 是 “正面 向 上 ”, 那么 hn = 0.52. 这 
个 值 落 在 置信 区 间 (6.26) 之 外 , 因此 我 们 以 0.05 的 出 错 概率 下 结论 说 : 这 枚 硬币 
不 公平 . 

另 一 方面 , 如 果 抛 了 10 000 次 硬币 , 其 中 “正面 向 上 ”出 现 了 5050 次 , 那么 
hn = 0.505, 因为 hn 落 在 置信 区 间 (6.26) F, 所 以 我 们 相信 硬币 其 实 是 公平 的 . 这 
个 结论 正确 的 概率 是 95%, 错误 的 概率 a = 0.05** 


6.2.5.6 ”关于 概率 p 的 置信 区 间 的 应 用 
考虑 一 枚 硬币 . 假设 p 是 在 一 次 比较 试验 中 出 现 “ 正 面向 上 ”的 概率 . 将 此 硬 
币 抛 n 次 , 并 观测 “正面 向 上 ”出 现 的 频率 nu. 现在 , 我 们 认为 p 是 未 知 的 , 因此 


希望 以 一 定 的 置信 度 确定 它 的 值 . 
数理 统计 基本 原理 ”在 错误 概率 a F, 假定 未 知 的 p 值 落 在 区 间 


[p-, p+] 


A. 这 里 , 有 2 


2 2 
CLIE P R 
一 般 来 说 , 对 于 6.2.5.2 中 伯 努 利 模型 的 概率 p 的 估计 , 这 个 结论 是 正确 的 . 
推理 ”由 (6.24) 可 知 , 当 的 值 较 大 时 , 不 等 式 


hn — p 
AH, 


€ Za (6.277) 


* 这 时 所 犯 的 是 所 谓 的 第 一 类 错误 GRE), 其 概率 等 于 检验 的 显著 性 水 平 o. 一 般 来 说 , 
在 假设 检验 中 , 犯 第 一 类 错误 的 概率 不 大 于 显著 性 水 平 a. 故 下 面 对 第 一 类 错误 不 再 一 一 指明 . 
一 一 译 者 

xx 这 时 所 犯 的 是 第 二 类 错误 , 其 概率 一 般 不 等 于 检验 的 显著 性 水 平 a. — TER 

1) 关于 a 与 za 意义 的 解释 见 6.2.5.5. 
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成 立 的 概率 为 60(za) — Go(—za) = 1— o. 由 于 (AHn)? = p(1— p)/n, 所 以 (6.27) 
等 价 于 


Sek? 2 p(1 — p) 
(hn p) < Za n , 
也 就 是 
2 Ze z 2 
P (i+ 又) = (2h. + 2) p+r <0. (6.28) 


当 且 仅 当 p 的 值 介 于 相应 二 次 方程 
p (i &) = (2h. +22) p+ nk =o 


的 两 个 根 p- 和 pj 之 间 时 , 不 等 式 (6.28) 成 立 . 
例 : 将 一 枚 硬币 抛 10 000 次 , 假设 “正面 向 上 ”出 现 了 5010 次 , 则 hn = 0.501, IE 
面向 上 的 未 知 概率 p 落 在 区 间 [0.36, 0.64] 中 , 其 残 概率 a = 0.05. 

然而 ,这 个 估计 还 是 十 分 粗糙 的 ， 若 将 一 枚 硬币 抛 丘 10 000 次 , 得 到 正面 向 
上 的 频率 为 0.501, 则 我 们 可 以 在 相同 的 残 概率 a = 0.05 下 断定 p 的 值 落 在 区 间 
[0.500, 0.503] A. 


6.2.5.7 强大 数 定律 


无 穷 多 重 试验 ”前 面 已 经 考虑 了 n 重 伯 努 利 试验 .为 了 系统 阐述 强大 数 定律 , 我 
们 需要 将 试验 重 数 增加 到 无 穷 大 . 

考虑 由 基本 事件 
组 成 的 全 体 事 件 E, 其 中 每 个 i; 的 值 都 等 于 1 或 2， 符 号 e2. 表示 在 第 一 次 
试验 中 e RE, 在 第 二 次 试验 中 ez RE- 我 们 用 Anin 表示 由 所 有 形 如 
€i is 的 基本 事件 组 成 的 集合 , 并 规定 


P(Aizig--in) — Pijiz---ins (6.29) 


其 中 pı := p, p2 = 1 一 p( 见 (6.18)). 我 们 用 ^ 表示 对 于 所 有 的 n, 包含 一 切 集合 
Aii, H E EAD o R. 

ER EI 的 子 集 上 存在 满足 性 质 (6.29) 的 唯一 确定 的 概率 测度 P. FÆ, (E, 
F, P) 是 一 个 概率 空间 . 

频率 ”我 们 通过 


Hy (€iq---in--) = > x (e 的 满足 i; = 1 且 1 < j < n 的 脚 标 ij 的 个 数 ) 
定义 随机 变量 H,: E >R. 
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博 雷 尔 (1909)- 坎 泰利 (1917) 强大 数 定律 ”在 E 上 几乎 必然 成 立 0 极限 关系 
式 
6.3 数理 统计 
不 要 相信 任何 你 没有 亲自 的 腾 过 的 统计 . 
+E 


数理 统计 以 对 随机 变量 的 观测 数据 为 基础 来 研究 我 们 日 常生 活 中 遇 到 的 随机 
现象 的 性 质 . 这 需要 非常 负责 任 地 使 用 统计 程序 . 不 同 的 方法 和 模型 会 导致 完全 不 


数理 统计 的 每 一 个 结论 都 是 建立 在 一 定 的 假设 之 上 的 . 如 果 不 全 部 
阐明 一 个 结论 所 依赖 的 所 有 假设 , 那么 这 个 报告 就 是 没有 价值 的 . 


6.3.1 BABB 
置信 区 间 ”假设 o 是 随机 变量 X 的 分 布 函数 . 如 果 


P(r;« X€zi)-1-o, 


则 称 [22,22] 为 X 的 一 个 a 置信 区 间 . 
解释 X 的 测量 值 落 在 置信 区 间 [zz，, ot] 内 的 概率 为 1 一 a 

例 1: 车 X 有 连续 概率 密度 p, WA 1.16 中 相应 于 置信 区 间 [zz, ot] 的 阴影 部 分 
的 面积 等 于 1 - a, ME 


A616 EAH 


D 如 果 用 A 表示 E 中 所 有 满足 lim Ha (e) = p 的 元 素 e 的 集合 , 则 P(A) = 1. 
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例 2: 对 于 均值 为 u, 标准 差 为 o YES AY ARN (u, 0), 置信 区 间 [za,zd] 由 


at =ptoza 


给 出 . 其 中 , za 的 值 可 由 等 式 Polza) = LV 并 借助 表 0.34 得 到 . 特别 地 , 对 于 


a = 0.01,0.05 和 0.1, FHA za = 1.6, 2.0 和 2.6. 
变 列 ”假设 X 是 一 个 给 定 的 随机 变量 . 在 实际 情况 中 ,人 们 将 通过 一 系列 观察 或 
试验 对 X 进行 n 次 测量 , 并 由 此 得 到 n 个 实数 


21,72,:** ,Zn 


是 这 些 观测 结果 彼此 独立 , 即 每 次 得 到 的 测量 结果 都 不 影响 以 后 的 测量 . 
数学 随机 样本 每 次 试验 的 测量 结果 不 尽 相同 . 为 了 从 数学 上 描述 这 一 事实 , 考虑 


随机 向 量 
它 的 各 个 分 量 是 相互 独立 的 随机 变量 , 而 且 所 有 分 量 X; 都 与 X 具有 相同 的 分 布 
函数 . 
数理 统计 基本 策略 
(i) 提出 假设 (H): 


和 的 分 布 函数 o 具有 性 质 E 
(ii) 构造 一 个 所 谓 的 样本 函数 
Z = 2( Ki, X.) 


并 在 假设 (H) 成 立 的 条 件 下 确定 其 分 布 函 数 Sz. 
(ui) 经 过 一 系列 测量 得 到 测量 值 z1,… ,zw 之 后 , 计算 实数 z := Z(t, 
r4). 我 们 称 z 为 样本 函数 2 的 一 个 实现 . 
(iv) 车 z 的 值 落 在 Z 的 a 置信 区 间 之 外 , 则 以 出 错 概率 o 拒绝 假设 (H). 
(v) € z 的 值 落 在 2 的 o 置信 区 间 里 , 则 说 观测 结果 与 假设 (H) 不 矛盾 , A 
此 接受 假设 (H), 这 时 我 们 犯错 误 的 概率 仍 为 a* 
| 3: 例如 , 假设 (H) TUE: “8 是 正 态 分 布 函数 ”. 
参数 估计 ”如果 分 布 函数 @6 依赖 于 某 些 参 数 , 那么 我 们 希望 知道 这 些 参数 的 取 值 
区 间 . 对 此 , 一 个 典型 的 例子 可 以 在 6.2.5.6 中 找到 . 


* 这 时 所 犯 的 是 第 二 类 错误 , 其 概率 一 般 并 不 等 于 检验 的 显著 性 水 平 o. 一 一 译 者 
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两 个 变异 序列 的 比较 ” 若 我 们 的 工作 同时 涉及 两 个 随机 变量 X AY, 则 假设 (H) 
可 以 是 关于 X 和 Y 的 分 布 函 数 的 . 此 时 , 样本 函数 的 形式 为 

Z = Z(X1,-°- Kn, Vi, Yn). 
E XAY 的 一 组 测量 值 21,… ,zn,y1,… ,yn 可 以 确定 该 样本 函数 的 一 个 实现 


z = Z(zi: smesso ys). 这样 ,我 们 前 面 所 说 的 基本 策略 中 的 步骤 (iv) 和 
(v) 就 简化 为 只 考查 一 个 样本 函数 Z, 并 由 此 推断 出 结论 . 


6.3.2 ”重要 的 估计 量 


假设 (Xi , Xn) 是 随机 变量 X 的 数学 样本 . 
期 望 值 的 估计 — 称 样本 函数 


AX HEX HEHE. 如 果 有 必要 指出 M 对 于 n 的 依赖 性 , 可 以 采用 符号 Mn. 
(i) 估计 量 M 无 偏 , 即 我 们 有 
(ii) # X 服从 正 态 分 布 N( o), W M 服从 正 态 分 布 N(u,0//n). 
(iii) 假定 AX < oo. WRH ©, 表示 Mn 的 分 布 函数 , 则 极限 函数 
(x) := Jim 9, (r) 


EH NX, AX/A/n) 的 正 态 分 布 的 分 布 函数 . 
方差 的 估计 ” 称 样本 函数 


1 ox = 
区 n-1 $5 -xy 
j=l 


8? = (AX)2. 
(ii) # X BREST BN (u, c), W 
M-p 
S 
服从 自由 度 为 n 一 1 的 t 分布 . 进一步 地 ， 
2. (n-1) S? 


为 X 的 方差 的 估计 量 . 


(i) 该 估计 量 无 偏 , 即 


qe vn 


o? 


服从 自由 度 为 n 一 1 的 x? 分 布 ( 表 6.6). 
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X 6.6 上 了 分布 与 X” 分 布 的 概率 密度 
分 布 名 称 概率 密度 


r n+1 

( 2 ) nh NN 

vant (2) ( ý 3 
g(n/2)-16-2/2 
Li 


自由 度 为 n 的 t 分布 


自由 度 为 n 的 x? 分 布 


6.3.3 ” 正 态 分 布 测 量 值 的 研究 

人 们 通常 假定 一 个 给 定 的 随机 变量 服从 正 态 分 布 . 这 个 结果 理论 上 的 合理 性 来 
自 于 中 心 极限 定理 ( 见 6.2.4.3). 关于 下 面 各 程序 的 例子 可 以 在 0.4 中 找到 . 
6.3.3.1 期 望 的 置信 区 间 


假设 ”X 服从 正 态 分 布 N(j,o). 
EF h X 的 测量 值 zi 22,--- ,zn, 可 以 算出 经 验 期 户 


以 及 经 验 标准 差 


统计 说 明 AFRA j 的 不 等 式 


Az 


[z n ul < Js ec (6.30) 


成 立 的 概率 为 1 — a. 其 中 , tan- 的 值 可 以 在 0.4.6.3 中 查 到 . 
推理 ”随机 变量 Yn (M — 1) /S RAB HEA n 一 1 B t 分 布 . 我 们 有 P(T| < 
tana) —1- a, 因此 ， 不 等 式 


Iz — y| 
CAR VA < ta,n-1 
成 立 的 概率 为 1— o. 由 此 可 得 (6.30). 


6.3.3.2 ”标准 差 的 置信 区 间 
假设 x 服从 正 态 分 布 NU 0). 
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统计 说 明 ”关于 标准 差 的 不 等 式 


(n- 1)(Az)? 2 (n= D(Az)* (6.31) 
b re; a l 

成 立 的 概率 为 1 - a, 这 里 a := Xia 5 b := Xay 的 值 可 以 在 0.4.6.4 中 查 到 ， 

其 中 分 布 的 自由 度 为 m =n — 1. 

推理 ”4 := (n- 1) S?/o? 服从 自由 度 为 n 一 1 的 x? 分 布 . 由 图 0.50, 有 Pla < 


A<b)=P(A20) -P(A20)=1-F-F=1-a 因此 , 不 等 式 
boiar 


成 立 的 概率 为 1 - o, 而 (6.31) 是 由 此 导出 的 一 个 结果 . 


6.3.3.3 基本 显著 性 检验 (t 检验 ) 
本 检验 的 目的 是 通过 对 随机 变量 X 和 了 的 两 个 变异 序列 的 研究 , 确定 X ALY 
是 否 具有 相同 的 期 望 , 即 x SY 之 间 是 否 有 显著 的 差异 . 
BE XAY 服从 标准 差 相 同 的 正 态 分 布 !) . 
假设 x MY 具有 相同 的 期 望 . 
Ba Fen X AY 的 观测 值 


<b 


21,7 Ei 和 y1,.…: 1 Una (6.32) 


算出 经 验 期 望 (均值 )z, y, 以 及 经 验 标 准 差 Az Al Ay 的 值 ( 见 6.3.3.1), 再 进一步 计 
算 


— nino (ni + n3 — 2) 


z 
"m — 1) (Az)? + (na — 1) (Ay)? nina 


t := (6.33) 


的 值 . 
统计 说 明 ”如 果 


[t| 2 lom; 


那么 在 错误 概率 a 下 拒绝 上 述 假设 , 即 认 为 X 5E Y 的 期 望 有 显著 的 差异 . tam 的 
值 可 以 在 0.4.6.3 中 找到 , 其 中 分 布 的 自由 度 m = ni n2 一 2. 

推理 ”如 果 分 别 用 X,Y, S%, S2 代替 (6.33) 中 的 zy, (Ax)? , (Ay)?, 那么 就 可 以 
得 到 一 个 随机 变量 T, 它 服从 自由 度 为 m 的 t 分 布 . 由 于 P(|T| > ta) = a, 因此 ， 
WR |t| > ta, 就 拒绝 所 作假 设 . 


1) 该 假设 可 以 借助 F 检验 来 验证 , 见 6.3.3.4. 
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6.3.3.4 下 检验 


这 种 检验 用 于 确定 两 个 正 态 分 布 随机 变量 的 标准 差 是 否 相同 . 
假定 ”随机 变量 X MY 均 服从 正 态 分 布 . 
假设 X MY 具有 相同 的 标准 差 . 
变 列 ”由 观测 值 (6.32), 可 以 计算 出 经 验 标 准 差 Az 和 Ay. 不 妨 假设 Ar > Ay. 
统计 说 明 ”如 果 


2 
(Z) > Fa, (6.34) 
那么 就 拒绝 所 作假 设 . 这 时 犯错 误 的 概率 为 a. Fa 的 值 可 以 在 0.4.6.5 中 找到 , 其 中 


m; = nı — l, ma = n3 — 1. 

另 一 方面 , 如 果 不 等 式 (6.34) 的 右边 是 “< Fo”, 则 观测 结果 与 所 作假 设 不 矛 
E, 此 时 犯错 误 的 概率 为 a* 
推理 ” 若 上 述 假设 成 立 , 则 随机 变量 PF := 93/9 服从 自由 度 为 (m,m) 的 下 
分 布 . 由 于 P(F > F4) =a, 所 以 , 如 果 (6.34) R, 就 拒绝 所 作假 设 , 这 时 犯错 误 
的 概率 为 a. 


6.3.3.5 ”相关 检验 


相关 检验 用 于 检验 两 个 随机 变量 X 和 Y 是否 相关 . 
假定 ”随机 变量 X 和 YY 均 服从 正 态 分 布 . 
假设 相关 系数 r = 0, 即 X 与 Y 不 相关 . 
变 列 WOH X AY 的 测量 值 


Eg may, ; Uns (6.35) 
计算 其 经 验 相关 系数 
_ mxyY 
din AzAy” 

其 中 , 经 验 协 方差 mxy := 一 > (z; — 2) (yj - 
统计 说 明 | 25 

pVvn— 2 

/1— p? > tam (6.36) 


成 立时 , 拒绝 X 与 Y 不 相关 的 假设 , 这 时 犯错 误 的 概率 为 o. tam 的 值 可 以 在 
0.4.6.3 中 找到 , 其 中 m =n — 2. 


* 这 时 所 犯 的 是 第 二 类 错误 , 其 概率 一 般 不 等 于 检验 的 显著 性 水 平 o. 一 一 译 者 
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n 


+ (Y; - Y) 


j—1 


R:= a 


($w - ms 5- M 


j71 j=l 


RUBE BLE OT BA E BOR n —2 的 + 分 布 .由 现 测 信 (635) 可 以 得 到 R 


的 一 个 实现 p. 由 于 P(|R| > ta) = o, 所 以 如 果 (6.36) 成 立 , 就 拒绝 所 作假 设 , 这 
时 犯错 误 的 概率 为 a. 

正 态 分 布 检验 ”为 了 确定 一 个 随机 变量 是 否 服从 正 态 分 布 , 我 们 可 以 使 用 x? WA 
检验 ( 见 6.3.4.4). 


6.3.4 经验 分 布 函数 
随机 变量 的 经 验 分 布 函数 是 其 真实 分 布 函数 的 一 个 近似 . 数理 统计 主 定理 精确 
描述 了 这 一 结果 . 
6.3.4.1 数理 统计 主 定理 及 分 布 函 数 的 科 尔 莫 义 罗 夫 检 验 
定义 ”假设 给 定 了 随机 变量 X 的 观测 值 z1/，z2，:… ,zn. 规定 


F(z) := È- (小 于 的 观测 值 的 个 数 )， 


并 称 阶梯 函数 到 NBR A BH 
例 : 假定 我 们 的 观测 值 为 zi = zs = 3.1, z3 = 5.2, za = 6.4， 则 经 验 分 布 函数 为 
( 见 图 6.17) 


e 


go 3.1, 


31«r«52, 


5.2 < x <S 6.4, 


E 
2 
2 
4 
1, 


x > 6.4. 


m e 


3.1 5.2 6.4 
图 6.17 经 验 分 布 函数 
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随机 变量 X HARARE, 与 其 真实 分 布 函数 5 之 间 的 差异 由 


dn := sup |Fn(£) — (x)| 
TER 


来 度量 . 
数理 统计 主 定理 ( 格 利文 科 (Glivenko), 1933) 


几乎 必然 成 立 . 


科 尔 莫 戈 罗 夫 -斯 米尔 诺 夫 定理 。” 对 于 所 有 实数 A, 都 有 


lim P (Vnd, < à) = QJ), 


其 中 QUO) := 》 (pea, 


大 一 一 co 


科 尔 莫 戈 罗 夫 -斯 米尔 诺 夫 检验 。 选择 一 个 分 布 函数 0 : RR 一 及. WR 
Vnd, > ra; 


便 拒 绝 认 为 $ 是 X 的 分 布 函数 , 这 时 , 犯错 误 的 概率 为 a. 

这 里 , 和 Aa 是 方程 QUAS) = 1- o 的 一 个 解 , 其 值 可 由 0.4.6.8 查 得 . 

E Vndn < àa, 则 认为 观测 结果 与 OB X 的 分 布 函数 的 假设 不 矛盾 , 因此 接 
受 这 个 假设 , 这 时 犯错 误 的 概率 为 a.* 

只 有 当 观 测 值 的 个 数 n 充分 大 时 , 才能 使 用 科 尔 莫 戈 罗 夫 -斯 米尔 诺 夫 检验 . 
而 且 , 当 分 布 函数 依赖 于 某 些 参数 , 而 这 些 参 数 本 身 又 必须 通过 这 些 观测 值 才能 估 
计时 ， 也 不 能 采用 科 和 尔 莫 戈 罗 夫 -斯 米尔 诺 夫 检验 .这 时 ， 可 以 使 用 X^ 检验 ( 见 
6.3.4.4). 

对 于 均匀 分 布 情形 的 应 用 ”假设 给 定 了 随机 变量 X, 其 值 为 a ca ceca. 
而 且 X 服从 均匀 分 布 , 即 X. 取 每 个 值 a; 的 概率 均 为 z. 对 于 这 种 情形 , BREE 
罗 夫 -斯 米尔 诺 夫 检验 步骤 如 下 : 

(i) 确定 观测 值 zi 12,- , En- 

(ii) 设 落 入 区 间 [a-,ar+i[ 内 的 观测 值 的 个 数 为 me. 

(iii) 给 定 错误 概率 a, 由 表 0.4.6.8 确定 满足 Q(Xa) = 1 一 a 的 A, 的 值 . 

(iv) 计算 检验 量 


* 这 时 所 犯 的 错误 是 第 二 类 错误 , 其 概率 一 般 不 等 于 检验 的 显著 性 水 平 a. 一 一 YER 
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统计 说 明 Æ nd, Ae, 则 拒绝 X 服从 均匀 分 布 的 假设 , 此 时 犯错 误 的 概率 为 
Q. 


WR nd, < Aa, 则 我 们 接受 X 服从 均匀 分 布 的 假设 , 此 时 犯错 误 的 概率 为 


* 


Q. 

检验 一 个 抽 彩 装置 “将 分 别 标 有 数字 r= 1,… ,6 的 6 个 球 放 入 一 个 摸 彩 装 
E, 并 进行 600 次 摸 彩 试验 , 在 这 600 次 试验 中 摸 到 标 有 数 r 的 球 的 次 数 mr 见 
表 6.7. 


表 6.7 ”观测 到 的 次 数 
mr 99 102 101 103 98 97 


假设 a = 0.05. 由 Q(Aa) = 0.95 HER 0.4.6.8 可 得 A. = 1.36. 由 表 6.7, 我 


们 可 以 得 到 da = zs = 0.005. 由 于 V600d, = 0.12 < Aa, 所 以 我 们 没有 理由 怀 


疑 该 装置 的 公平 性 (错误 概率 a = 0.05)**. 
6.3.42 直方 图 


直方 图 相应 于 经 验 概率 密度 . 
EX 设 有 观测 值 
X1, “yy X. 


选择 数 a1 < az < … < ak 以 及 相应 区 间 A, := [ar ar+1l, 使 得 每 个 观测 值 至 少 落 
入 其 中 一 个 区 间 , 称 


m, :二 落 入 区 间 A, 中 的 观测 值 个 数 
为 第 7 组 的 频数 . 经 验 概率 密度 函数 由 
pn (7) := 了 ,对 于 所 有 的 z cA, 


给 出 . 该 函数 的 图 像 称 为 直方 图 
例 : 车 观测 值 z1,… ,zio 如 表 6.8 所 示 , 则 表 6.9 给 出 了 这 些 观测 值 的 一 个 可 能 的 
分 组 方式 , 相应 的 直方 图 如 图 6.18 所 示 . 


表 6.8 
Ti T2 T3 T4 T5 T6 T7 T&R T9 T10 
1 1.2 2.1 2.2 2:3 2.3 2.8 2.9 3.0 4.9 


* 这 时 所 犯 的 错误 是 第 二 类 错误 ， 其 概率 一 般 不 等 于 检验 的 显著 性 水 平 a. 一 一 译 者 
** 这 时 所 犯 的 错误 是 第 二 类 错误 , 其 概率 一 般 不 等 于 检验 的 显著 性 水 平 a. 一 一 译 者 
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表 6.9 
r A; Mr ta = 10) 
n 
i L&S 2 2 a 
i H pu 
QS2< 10 
2 2<2<3 6 = 
bui 10 
3 3s&s2«5 2 Z 
m =e 
bi 10 
y 
-6 
10 
2 
10 
1 2 3 4 T 
图 6.18 


6.3.4.3 DA KA X? 拟 合 检验 

分 布 函数 的 x? 拟 合 检验 用 于 确定 一 个 函数 5 是 否 为 某 个 给 定 随机 变量 X 的 
分 布 函数 . 
假设 X 的 分 布 函数 为 o. 
变 列 (i) 获取 X 的 测量 值 z1:，:… ,zn， 分 别 将 这 些 测 量 值 划 入 区 间 A, := 
lar, Qr4il, T = 1, ,k. 

(ii) 确定 区 间 A 内 所 包含 的 测量 值 的 个 数 m. 

(ii) $ pr := G(ar41) — G(a,), 并 计算 检验 量 


k 2 
Ae y (Mr — npr) 
r=1 npr 


(iv) 选择 一 个 错误 概率 a, 并 由 0.4.6.4 确定 自由 度 为 m — k — 108 x2 的 值 . 
统计 说 明 Ee >x, WAA O 不 是 X 的 分 布 函数 , 此 时 犯错 误 的 概率 为 a. 
E c < x2, 则 断定 我 们 的 假设 是 正确 的 , BU o 是 X 的 分 布 函数 , 此 时 犯错 误 
的 概率 也 为 a. * 
推理 ” 当 n 一 oo 时 , 检验 量 e 渐 近 服从 自由 度 为 m=k—-1 的 x? 分 布 . 
含有 未 知 参数 的 分 布 的 x? 检验 若 分 布 函 数 6 含有 未 知 参数 bi Bs, WY 
须 先 利用 所 得 到 的 观测 值 估 计 这 些 参数 . 
x 这 时 所 犯 的 错误 是 第 二 类 错误 ， 其 概率 一 般 不 等 于 检验 的 显著 性 水 平 o. 一 一 译 者 
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当 观 测 值 分 为 k 组 时 , 需要 规定 m—k—1- s, 并 利用 表 0.4.6.4 确定 x2 的 
值 . 
例 : 正 态 分 布 的 均值 和 标准 差 可 分 别 由 经 验 均值 和 经 验 标准 差 Az 来 估计 ( 见 
6.3.4.4). 

对 于 一 般 的 情形 , 可 以 用 最 大 似 然 估 计 法 来 估计 这 些 参数 的 值 ( 见 6.3.5). 


6.3.44 正 态 分 布 的 X? 拟 合 检验 


本 段 介绍 的 检验 法 用 于 检验 一 个 从 实验 观测 来 看 是 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 
是 否 真 的 服从 正 态 分 布 . 其 步骤 如 下 : 
(i) 获取 X 的 观测 值 z1，… , zn, 并 计算 其 经 验 期 望 7 和 经 验 标准 差 Az: 


— ONE E EC 
dir? a (Az) es ae 


(ii) 选择 数值 ai < a2 < :… < an, 并 确定 落 入 各 个 区 间 A, := [ar，ar+i[ 内 的 
X 的 观测 值 个 数 . 
(iii) 借助 表 0.34 计算 


(iv) 构造 检验 量 
n B 2 
if X (mr E m 
(v) 给 定 错误 概率 a, 借助 0.4.6.4 确定 自由 度 为 m = 一 3 的 x2, 的 值 . 
统计 说 明 GE 


则 接受 X 服从 正 态 分 布 的 假设 , 这 时 犯错 误 的 概率 为 a. 

Bc? > x2, 则 认为 假设 X 服从 正 态 分 布 不 正确 因此 拒绝 接受 它 , 这 时 犯错 误 
的 概率 也 是 a* 

这 里 保证 np, 2 5 是 重要 的 . 这 一 点 可 以 通过 适当 选取 ar 的 值 来 实现 . 
测量 仪器 的 误差 考虑 一 个 测量 某 种 尺度 (如 长 度 ) 的 仪器 . 想 要 证 实 该 仪器 的 测 
量 误差 服从 正 态 分 布 . 为 此 , 对 某 个 标准 物体 ( 即 知 道 测量 值 正确 与 否 的 物体 ) 进行 
100 次 测量 , 并 将 每 次 测量 的 误差 记 入 表 6.10. 例如 , 假定 五 = 1, Az = 10. 对 于 这 
种 情形 , 先 利用 表 0.34 算出 每 个 pr 的 值 , 如 


15-7 10-7 
pa = 0( = ) «( Az ) = 6p (1.4) — So (0.9) = 0.42 — 0.32 = 0.10. 


+ 这 时 所 犯错 误 是 第 二 类 错误 , 其 概率 一 般 不 等 于 检验 的 显著 性 水 平 a. 一 一 译 者 
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表 6.10 ”测量 仪器 的 误差 


1 " E 2 
i 测量 区 间 测量 频率 -" "E usu 
Mr npr 
1 xz < —20 1 0.01 1 0 
2 —20 < x < —15 4 0.03 3 0.3 
3 —15 < z < —10 9 0.09 9 0 
4 -10€z«-5 10 0.14 14 11 
5 -5 和 z<0 24 0.19 19 1.3 
6 0<z<5 26 0.20 20 1.8 
7 5«zr«10 16 0.16 16 0 
8 10€ z « 15 6 0.10 10 1.6 
9 15 € z < 20 2 0.06 6 2.7 
10 20€ zr 2 0.02 2 0 
和 100 1.0 100 c2 一 8.8 


2 
接着 计算 相应 的 np， 以 及 (= PP) 的 值 , 然后 算出 e 的 值 (有 关 结 果 


npr 
见 表 6.10). 最 后 , 例如 , 如 果 选 择 a = 0.05, 则 由 0.4.6.4 可 知 , 当 自 由 度 为 m = 
10-3=7WH, x2 = 14.1. 由 于 c < 144, 因此 , 可 以 推断 该 仪器 的 测量 误差 的 确 
服从 正 态 分 布 , 这 时 犯错 误 的 概率 为 a* 

事实 上 , EK 6.10 中 , 条 件 np, > 5 不 满足 ， 为 此 ,分别 将 + = 1,2,3 和 
r=9,10 的 区 间 合 并 在 一 起 . 


6.3.4.5 ”用 威 尔 科 克 森 检 验 比 较 两 个 分 布 函 数 


可 以 利用 威 尔 科 克 森 检 验 法 检验 两 个 给 定 的 变异 序列 是 否 确实 属于 不 同 的 统 
计量 . 这 种 检验 法 最 根本 的 优点 是 它 对 分 布 函 数 不 作 任何 假定 , 而 且 使 用 起 来 非常 
方便 . 
假设 随机 变量 X 与 随机 变量 Y 的 分 布 函数 相同 . 

变 列 ”假定 X AY 的 观测 值 分 别 为 


Pyza Zn Mly, s Una 
E y < zj, 则 称 数 对 (zj,yk) 为 倒置 的 . 考虑 量 
u := 倒置 的 个 数 . 


对 于 给 定 的 a, 可 以 由 0.4.6.7 确定 ua WY. 


* 这 时 所 犯 的 错误 是 第 二 类 错误 , 其 概率 一 般 不 等 于 检验 的 显著 性 水 平 a. 一 一 译 者 
1) 当 ni 和 no RAN, 有 


nin2(ni 4 n2 + 1) 
Ua = Zev 12 : 


(1 一 o) FAR 0.34 确定 . 


这 里 ,ze 由 方程 dolza) = 5 
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统计 说 明 若 


| _ nina 
2 


则 拒绝 假设 , 也 就 是 说 断定 这 两 个 随机 变量 有 显著 差异 , 这 时 犯错 误 的 概率 为 a. 
检验 两 种 药物 ”假设 4 与 B 是 治疗 某 种 疾病 的 两 种 药物 . 表 6.11 列 出 的 是 病人 康 
复 前 的 用 药 天 数 . 这 里 , 每 个 v; 对 于 所 有 的 zx 倒置 . 因此 , 倒置 个 数 w = 4x5 = 20. 


| > ua, 


X 6.11 
T c2 z3 T4 T5 
药物 4 3 3 3 4 5 
y m y3 m m 
药物 B 2 1 2 1 e 


由 0.4.6.7, $F a = 0.05 和 ma —5,n2 = 4, A ua —9. 由 于 


E — m| Z |20 — 10] = 10 > ua, 


2 


因此 , 可 以 在 错误 概率 a 下 断定 , 这 两 种 药物 对 于 这 种 疾病 的 疗效 非常 不 同 . 换 句 
话说 , 看 到 的 药物 B 的 疗效 更 快 并 不 仅仅 是 一 个 偶然 结果 . 


6.3.5 ”参数 估计 的 最 大 似 然 方法 


最 大 似 然 法 是 数理 统计 中 的 基本 方法 , 这 种 方法 使 获得 某 种 意义 下 最 优 的 未 知 
参数 的 估计 成 为 可 能 . 
连续 型 随机 变量 ”假设 y = ylz, p) 是 随机 变量 X 的 概率 密度 ， 它 依赖 于 参数 
(B1,… , Bx), 将 此 参数 简 记 为 B. 通过 求解 关于 B1,:… ,Bi 的 方程 组 


(6.37) 


例 1( 正 态 分布 ): 设 


三 -(z-uy* /20? 
(a, p, o) oe a 

1) 这 个 名 字 起 源 于 这 样 一 个 事实 ， 即 对 于 所 谓 的 似 然 函 数 L = p(z, 8)e(2. 8) 
ern, B), 条 件 


L ES max 
导出 方程 
aL — 
OB. — 
而 它们 除 以 L 后 就 等 价 于 (6.37). 


0; f= lk 
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是 均值 为 n, 标准 差 为 o 的 正 态 分 布 的 概率 密度 . 因为 b = p, bo = c, 


Bp. oe, 9e ft, ee 
Ou o? Oo c g? 


所 以 方程 组 (6.37) 相当 于 


> (u-2;) = i, ~= > ye 
j=i j=l 
由 此 可 得 最 大 似 然 估计 值 


== is o=- Si (a; — 0)”. 
je j=l 


Mer 设 随 机 变量 X 分 别 以 概率 pl (8) ,--- ,pr (8). 取 有 限 多 个 值 


ái yn. 用 hy JUS ay ERITA cx a AEE, NUS 
计 值 oe = P (zi,-- s Lr), r= 1,- , I, 可 由 方程 组 
E h; Óp;(B) 
E - r=1,-::,k 6.38 
pe po wies ain 


解 得 , 这 里 ja 十 … 十 大 三 1 
例 2: 假设 事件 4 发 生 的 概率 为 p. > 
1, AR, 
reb) 
则 X 是 一 个 随机 变量 , H P(X —1) =p, P(X 20) = 1— p. 使 用 一 个 参数 8 = p. 
由 (6.38), 有 


=Q, hi the — 1. 
p 


这 表明 概率 p 可 以 由 4 发 生 的 频率 ni 来 估计 . 
例 3: 设 随 机 变量 X 以 概率 


由 此 可 得 最 大 似 然 估计 值 


取 值 j =0,1,---, BI X 服从 泊 松 分 布 . 车 用 hy 表示 了 在 X 的 观测 值 r1, ,zn 
中 出 现 的 频率 , 则 8 的 最 大 似 然 估计 值 为 


1 n 
=- » Tj. (6.39) 
j=l 
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推理 ”在 这 里 , 方程 (6.38) 为 
3 i -i)i =o. 
CSDL 


由 此 可 得 8 = ^ hjj. 由 于 nh; 是 等 于 j 的 观测 值 zr 的 个 数 , 因此 这 个 表达 式 等 
j=l 


th (6.39). 


6.3.6 ”多 元 分 析 

面 对 大 量 数据 , 我 们 要 解决 的 一 个 中 心 问题 就 是 : 

| 这 些 测量 值 是 完全 随机 的 呢 , 还 是 依赖 于 有 限 个 某 种 类 型 的 随机 变量 ? 
为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 可 以 使 用 多 元 分 析 方 法 . 多 元 分 析 方 法 起 源 于 美国 统计 学 
RR. 费 希 尔 (Fisher，1890 一 1962) 的 工作 . 在 多 元 分 析 中 ,最 重要 的 影响 量 也 称 
为 因子 . 

下 面 我 们 只 描述 多 元 分 析 的 一 些 基 本 思想 . 使 用 统计 软件 SPSS 或 者 SAS 公 
司 的 各 种 软件 包 可 以 将 这 些 方法 用 于 解决 具体 问题 . 


6.3.6.1 方差 分 析 


已 知 因子 与 聚 类 ”方差 分 析 法 用 于 研究 已 知 因 子 对 于 一 个 数据 集 的 影响 . 为 此 , 对 
测量 结果 划分 为 聚 类 . 

方差 分 析 的 基本 思想 是 因子 的 标准 差 (或 方差 ) 比 数据 的 随机 扰动 的 标准 差 (或 
方差 ) 要 大 得 多 . 从 理论 上 看 , 这 种 方法 与 F 检验 有 关 (参见 6.3.3.4). 
例 : 我 们 希望 研究 肥料 对 某 种 谷物 年 产量 的 影响 . 为 此 , 选择 n 种 不 同 的 肥料 


Fee Ton 


并 在 实验 田 里 施用 不 同 量 的 各 种 肥料 . 

我 们 允许 将 几 种 不 同 的 肥料 同时 施用 于 同一 块 试验 田 . 

(i) 因子 是 各 类 肥料 Fi,- LE, 

(ii) 观测 量 是 所 有 试验 田 的 年 产量 . 

(ui) 所 有 以 相同 浓度 施用 相同 肥料 的 试验 田 是 分 析 的 聚 类 . 

利用 方差 分 析 可 以 确定 所 观测 的 量 (年 产量 ) 是 否 受 肥料 的 影响 . 当 观 测量 受 
肥料 影响 时 , 人 们 可 以 用 多 种 方法 得 到 受 相应 肥料 影响 最 大 的 聚 类 , 从 而 得 到 肥料 
的 最 佳 配 比 . 


6.3.6.2 因子 分 析 


因子 ”与 方差 分 析 相反 , 因子 分 析 使 用 事先 不 知道 的 因子 . 使 用 因子 分 析 方法 的 目 
的 是 寻找 能 够 尽 可 能 好 地 确定 数据 (以 及 它 所 依赖 的 大 量变 量 ) 的 尽 可 能 少 的 背景 
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变量 (因子 ). 为 此 , n 个 强 相关 的 变量 要 集中 或 组 合成 一 个 因子 . 
例 : 想 要 知道 哪些 因素 决定 森林 的 损害 程度 . 为 此 , 先 选 出 个 性 质 


Mi, , Mk 


(例如 , 这 些 性 质 可 以 是 某 种 类 型 的 树 上 的 树叶 数 、 树 皮 的 厚度 等 ) 并 在 不 同 森林 中 
进行 观测 . 
借助 于 因子 分 析 , 可 以 从 所 得 到 的 测量 值 确定 n 个 因子 


Fi,- QFu 


对 数据 是 否 有 本 质 影响 . 利用 计算 机 程序 , 也 可 以 试验 n 的 不 同 的 可 能 值 . 

注意 到 这 种 统计 方法 本 身 对 于 可 能 很 重要 的 因子 类 型 并 不 作 任何 表述 是 重要 
的 . 更 确切 地 说 , 甄别 因子 的 重要 性 是 研究 者 自己 的 工作 , 需要 一 定 的 经 验 和 技巧 
然而 , 一 旦 重要 因子 被 确定 下 来 , 统计 方法 就 的 确 可 以 为 我 们 的 研究 提供 一 个 额外 
的 帮助 : 所 谓 的 因子 权 描 述 了 不 同 因子 Fi- , Fp 对 性 质 Mi, Me 的 影响 的 
强度 . 


6.3.6.3 RRA 


聚 类 划分 ”为 了 将 一 个 给 定 的 数据 集合 进行 聚 类 划分 , RAAT. RAMA 
集 具有 相似 性 质 的 数据 . 我 们 也 用 它 表 示 具 有 相似 性 质 的 数据 的 集合 . 
例 : 某 银行 希望 将 其 客户 聚 类 为 


G1, G2, Ga, Ga. 


为 了 得 到 一 个 合理 的 划分 , 需要 许多 关于 客户 的 信息 , 这 些 信 息 也 许 不 得 不 从 
其 他 渠道 获得 , 如 其 他 银行 , 私人 信息 (年 龄 、 收 入 等 ). 聚 类 分 析 是 实现 这 种 划分 的 
合适 工具 . 


6.8.6. 判别 分 析 


应 用 聚 类 分 析 进 行 聚 类 划分 之 后 , 我 们 可 以 使 用 判别 分 析 . 判别 分 析 法 使 我 们 
有 可 能 以 某 种 最 优 的 方式 确定 刻画 聚 类 的 原始 特性 .这样 , 我 们 就 可 以 立即 将 新 数 
据 划 入 现 有 的 聚 类 中 . 判别 分 析 的 一 个 重要 假设 是 我 们 已 经 有 了 一 个 聚 类 划分 . 
例 1: 如 果 像 在 6.3.6.3 中 那样 , 我 们 已 经 根据 其 信用 等 级 对 银行 客户 进行 了 聚 类 划 
分 , 那么 判别 分 析 就 使 我 们 能 够 确定 那些 刻画 不 同 聚 类 的 (可 测量 的 ) 因子 . 这 样 ， 
对 于 一 个 新 客户 , 就 不 难 将 她 或 他 归 入 这 些 聚 类 之 一 , 也 就 是 说 , 确定 她 或 他 的 信用 
等 级 . 


1032 ROM 随机 演算 一 一 机 会 的 数学 


例 2: 判别 分 析 经 常用 于 药品 研究 . 将 那些 患 有 某 种 疾病 的 病人 根据 他 们 对 某 些 药 
物 的 反应 划分 为 聚 类 . 于 是 , 相应 测量 数据 (温度 、 血液 成 分 等 ) 的 性 质 就 是 这 些 聚 
类 的 特征 . 借助 于 判别 分 析 , 医生 就 能 够 开 出 有 望 使 初诊 病人 康复 的 药方 . 


6.3.6.5 ”多 元 回归 
设 有 随机 变量 
X1,.… ,Xn 和 Y Yn. 


寻找 形 如 
瑟 = 三 万) 十 E7 j=l; ym 


的 函数 对 应 关系 . 为 了 在 一 个 给 定 的 函数 类 中 估计 (未 知 ) 函数 F, , Fm, 使 用 测 
HB X1,… Xn 和 Yi ,Ym. 随机 量 e; 表示 微 扰 . 
线性 回归 ”如 果 假 定 所 有 函数 F; 都 是 线性 的 , 那么 就 得 到 了 一 个 (线性 ) 方程 组 


m 


Y; = Y aj Xx + bj + £j, jl, 


k=l 


假定 所 有 的 系数 aj 和 b; 都 取 实 数值 , 需要 根据 观测 数据 对 它们 进行 估计 . 在 这 里 
要 做 的 就 是 将 6.2.3.3 中 讨论 过 的 回归 度 和 相关 系数 的 概念 进行 推广 . 

计算 机 程序 具有 很 大 的 灵活 性 , 能 够 通过 删 掉 某 些 充分 小 的 系数 aj, 和 bj 确 
定 出 最 重要 的 因子 . 
实际 应 用 时 的 注意 事项 ”要 在 各 种 不 同 的 统计 方法 中 确定 哪 一 种 方法 适合 给 定 问 
题 ， 需 要 一 定 的 经 验 . 必须 注意 一 个 事实 , 那 就 是 每 种 统计 方法 都 依赖 于 一 些 特定 
的 假设 , 而 这 些 假设 通常 只 是 近似 满足 . 

如 果 不 能 确定 应 该 怎么 做 , 那么 最 好 的 办 法 就 是 去 找 一 位 专家 , 也 就 是 有 应 用 
统计 方法 解决 实际 问题 的 经 验 的 人 , 进行 咨询 . 这 种 专家 可 以 在 大 学 的 计算 机 中 心 
或 者 其 他 科学 研究 机 构 联系 到 . 


6.4 随机 过 程 


我 们 将 在 本 论文 中 说 明 , 根据 分 子 热 力学 理论 ， 作 为 热 
运动 的 结果 , 悬浮 于 液体 中 的 微观 粒子 必然 要 做 这 种 只 有 在 
显微镜 下 才能 观察 到 的 运动 . 可 能 这 里 所 描述 的 运动 与 所 请 
的 “布朗 运动 "恰好 一 致 . 然而 , 由 于 我 对 后 者 的 有 关 信息 
了 解 得 很 不 精确 , 因此 我 对 此 不 作 更 加 明确 的 说 明 . 

阿尔 伯 特 . 爱 因 斯 坦 , 1905 


1) 这 种 运动 是 英国 植物 学 家 R. 布朗 (Brown, 1773 一 1858)1827 年 在 显微镜 下 观察 花粉 
粒子 在 水 中 的 运动 时 发 现 的 . 
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随机 过 程 是 存在 于 自然 界 、 工 程 和 经 济 活动 中 的 , 在 某 种 程度 上 依赖 于 随机 因 
素 的 时 间 - 相 关 过 程 . 古 埃及 人 就 已 经 试图 确定 尼罗河 水 泛滥 的 规律 , 以 便 保护 其 国 
民 免 遭 洪水 的 损害 . 关于 随机 过 程 的 更 多 例子 , 如 某 个 确定 位 置 在 一 定时 间 内 的 温 
度 、 人 口 的 增长 、 行 驶 在 岩石 路 上 的 汽车 受到 的 作用 力 、 股 票 或 商品 价格 的 发 展 情 
m, 以 及 一 个 国家 国民 生产 总 值 随时 间 的 变化 等 . 

在 经 典 热 动力 学 中 , 人 们 将 处 理 一 个 气体 团 中 数 百 万 气体 粒子 的 不 精确 性 归咎 
于 随机 过 程 . 量子 力学 的 出 现 彻 底 改 变 了 这 种 情况 . 这 是 因为 量子 过 程 本 质 上 就 是 
随机 的 . 
历史 评注 ”在 物理 学 中 , 关于 随机 过 程 的 研究 可 以 追溯 到 前 面 引用 的 爱 因 斯 坦 1905 
年 发 表 的 重要 论文 . 1922 年 , N. 维 纳 (Wiener, 1894—1964) 开始 对 布朗 运动 进行 
系统 的 数学 研究 . 他 认识 到 : 


[xtti 朗 运动 进行 精确 的 数学 描述 需要 用 到 轨迹 空间 的 概率 测度 j. 


在 显微镜 下 观察 到 的 布朗 运动 所 卷 入 的 典型 的 颤动 , 在 数学 上 是 由 布朗 运动 的 
轨迹 连续 却 以 概率 1 不 可 微 的 事实 来 描述 的 D. 

为 了 计算 期 望 , 需要 用 到 由 维 纳 引入 、 而 且 现在 以 他 的 名 字 命名 的 关于 测度 的 
积分 这 一 概念 . 

1933 年 , A. 科 尔 莫 戈 罗 夫 (Kolmogorov，1903 一 1987) 创立 了 现代 (集合 论 基 
础 上 的 ) 公理 化 概率 论 ; 与 此 同时 , 他 还 仿效 维 纳 , 为 随机 过 程 的 一 般 理论 莫 定 了 基 
础 . 在 科 尔 莫 戈 罗 夫 的 公理 化 概率 论 中 , 基本 事件 是 可 能 出 现 的 轨迹 (过 程 的 实现 )， 
由 轨迹 构成 的 某 个 集合 发 生 的 概率 是 由 所 有 这 些 轨迹 构成 的 空间 上 的 一 个 测度 . 这 
样 , 就 把 随机 过 程 理论 很 自然 地 引 向 了 测度 论 , 包括 函数 空间 子 集 上 的 积分 . 

在 第 二 次 世界 大 战 期 间 , 当时 正在 MIT 工作 的 N. 维 纳 为 了 以 最 大 的 精度 击 
落 飞 过 英格兰 的 敌 机 而 发 展 了 预测 理论 . 

1941 年 , 普林斯顿 大 学 的 天 才 物 理学 家 R. 费 恩 曼 (Feynman, 1918—1988) 在 
其 著名 的 学 位 论文 中 , 通过 引入 费 恩 曼 积分 提出 了 一 种 全 新 的 量子 力学 方法 . 费 恩 
曼 积分 就 是 对 量子 微粒 的 所 有 可 能 轨迹 求 和 并 取 其 平均 ， 从 数学 的 观点 来 看 , 这 是 
虚 时 间 中 的 标准 的 维 纳 积分 . 尽管 时 至 今日 对 费 恩 曼 积分 还 没有 一 个 严格 的 数学 证 
明 , 但 (基本 粒子 理论 中 使 用 的 ) 量子 场 论 里 的 许多 计算 却 是 以 非常 成 功 地 应 用 费 
恩 曼 积分 为 基础 的 . 


1) 安培 (Ampere) 在 1806 年 曾经 试图 证 明 每 个 连续 函数 其 实 都 是 可 微 的 . 50 年 后 , 魏 尔 
斯 特 拉 斯 构造 出 了 一 个 处 处 连续 、 但 处 处 不 可 微 的 函数 ， 这 个 结果 的 精确 公式 可 以 在 [212] 中 
找到 . 维 纳 的 研究 证 明了 这 种 类 型 的 函数 远 不 是 数学 的 诡辩 ,而 是 实际 存在 的 . 

现代 混沌 理论 已 经 证 明 , 19 世纪 下 半 叶 使 用 集合 论 从 理论 上 构造 出 来 的 、 在 当时 被 认为 反 
常 的 一 系列 奇特 的 数学 结果 , 在 自然 界 中 起 着 重要 的 作用 . 在 具有 非 整数 维度 的 所 谓 分 形 中 情 
况 也 是 这 样 . 
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在 普林斯顿 高 级 研究 所 工作 的 物理 学 家 E. 威 滕 (Witten) 巧妙 地 将 应 用 费 恩 曼 
积分 , 在 深奥 的 数学 课题 研究 中 获得 了 全 新 的 深刻 见解 . 这 项 工作 使 威 滕 在 1990 年 
京都 国际 数学 家 大 会 上 被 授予 菲 尔 效 奖 ( 亦 见 本 书 末 的 数学 历史 概要 ). 
目标 ”随机 过 程 理论 的 目标 是 利用 手头 的 经 验 数 据 获得 解释 以 及 进一步 计算 随机 
过 程 的 理论 法 则 . 


6.4.1 时间 序列 
基本 思想 ”考虑 时 间 点 

t=0, At, 2At,---, 
其 中 At > 0. 对 于 每 个 时 刻 t = nAt, 都 有 一 个 相应 的 随机 变量 X. 我 们 将 随机 变 
Æ Xn 的 观测 值 记 为 £n. 
例 1: 对 1500 年 到 1870 年 小 麦 价格 的 分 析 表 明 , 在 这 些 年 中 小 麦 价格 有 一 个 为 期 
13.3 年 的 价格 周期 . 图 6.19 节录 的 是 1820 年 至 1860 年 的 小 麦 价格 


时 间 序 列 分 析 的 一 个 重要 问题 是 发 现 所 关心 的 量 
在 时 间 上 的 周期 行为 或 者 否定 这 种 周期 的 存在 性 . 


为 此 , 人 们 使 用 自 相关 系数 的 基本 方法 或 者 更 加 现代 的 谱 分 析 方 法 ( 自 协 方差 
函数 的 伟 里 叶 分 析 ). 
在 计算 机 上 计算 时 间 序 列 ”我 们 推荐 使 用 SPSS 统计 软件 包 . 


r 


1820 1830 1840 1850 1860 i 


图 6.19 1820—1860 年 小 麦 价格 的 周期 性 表现 


6.4.1.1 经 验 自 相关 系数 


假设 给 定 了 一 个 变异 序列 zo, z1,… ,zn. 我 们 固定 一 个 数 k= 1,2,--- , N/2, 
并 考虑 zo, zi1,:… ,ZN 的 两 个 相对 移 位 的 子 序列 


10,21,': ,ZN—k 


ZK ZI TN. 
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回顾 这 两 个 变异 序列 的 经 验 相关 系数 rk 的 概念 ; 这 里 , 称 re 为 变异 序列 zo, z1,… ， 


这 里 已 经 规定 Yj := Tj+k, 以 及 


N—k N- 
l 


Es Bee 1 
UTN-EPRÍ » SUN-ESI 


J 


k 
Yj. 
j=0 
对 rk 的 说 明 ”首先 , 有 一 1 < rk < 1. |rx| 越 大 , 通过 时 间 移 位 kAt 得 到 的 观测 
值 的 相关 性 越 大 . 

(i) MRS k = m,2m,3m,--- Bf, |rk| 的 值 与 取 其 他 值 时 ra) 的 值 相 比 
特别 大 , 这 就 强烈 地 暗示 在 这 个 时 间 序 列 中 存在 着 一 个 周期 T = 2mAt( 见 下 面 的 
例 2). 

(ii) 如 果 所 有 |rk| 的 值 都 很 小 , 那么 不 同时 刻 的 观测 值 之 间 实 际 上 没有 什么 相 
FRYE. 这 是 对 该 时 间 序 列 的 非 周期 行为 的 一 个 强烈 暗示 . 

例 2: 对 于 一 个 周期 为 T = 2mAt 的 纯 周期 序列 


Tj = acos (229€) :二 
以 及 振幅 a #0, 当 观 测 值 个 数 N 很 大 时 , 近似 有 


2nkAt 
n = 008 ( E. ) k212.-- 


特别 地 , 有 (图 6.20 (a)) 
ro = l, Tm = —1, T2m = l, Tm = —1l, Tam = lj. 


5| 3: 假定 对 于 所 有 的 j, c; = 常数 . 则 对 于 所 有 的 k, 都 有 re = 0. 

| 4: 在 图 6.20 (b) F, 我 们 描述 了 一 个 只 有 短 时 相关 性 的 时 间 序 列 . 对 于 大 的 时 
间 移 位 kAt, |r| 的 值 变 得 越 来 越 小 , 因此 根本 不 再 有 任何 相关 性 . 

近似 值 ” 当 观 测 值 的 个 数 N 很 大 时 , 有 近似 公式 


Tk = —, 6.40 
dai" (6.40) 
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cos(2nt/ T) 


(a) 纯 周期 序列 (b) 短 时 相关 
图 6.20 时 间 序 列 及 自 相 关系 数 
其 中 ， 
1 N-k R m 1 N 
Ck = 7G P» (£y —;E)(zjy& — T), B= FT 
在 实际 工作 中 , 经 常 使 用 近似 公式 (6.40). 
6.4.1.2 ”离散 时 间 序 列 的 谱 分 析 


谱 分 析 方 法 是 以 运用 系数 为 自 协 方差 系数 的 傅 里 时 级 数 为 基础 的 . 
平稳 时 间 序 列 ” 设 E 是 一 个 概率 空间 , 而 


Xn : E > R, n=0,+1,+2,:-- 


是 由 满足 0 < AX, «oo 的 随机 变量 X, 组 成 的 随机 变量 序列 . 将 Xn 看 成 时 刻 
二 nAt 的 一 个 随机 变量 . 如 果 对 于 所 有 的 n, k — 0, +1,42, 有 


POE 


以 及 


[Cov (Xn, 6.44) = Cov(Xo, Xx); 
就 称 随机 变量 序列 {Xn : E> Ryn =0,41,+2,---} 是 (广义 ) 平 稳 的 ， 这 里 ， 
Cov(X, Y) = (X — X) (Y - Y), 因此 特别 地 , 有 Cov(X, X) = (AX) 
EX 称 


_ Cov(Xn, Xn+k) 


= =1,2,--- 
tea AK, I PTh 


解释 Br, ENA nAt 的 随机 变量 X, 与 时 刻 (n+k) At 的 随机 变量 Xn. 的 
相关 系数 . 时 间 序列 是 平稳 的 , 实际 上 就 意味 着 期 望 X。 和 标准 差 AX" 不 依赖 于 时 
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间 t = nAt. 进一步 地 , 相关 系数 re 也 不 依赖 于 所 选择 的 时 刻 t = nAt, 但 依赖 于 
所 考虑 的 两 个 时 刻 的 差 值 kAt. 
定理 AME R(k) := Cov(Xo, Xx), WA 


R(k) 
"cUm Ws 


另外 , 对 于 所 有 的 k, 都 有 R(-k) = R(k). 
HEH 设 》 [R(E)| < oo, 则 函数 


k=0 


连续 , HA 


R(k) = i fAe*dA, &=0,+1,+2,---. (6.41) 


一 也 


特别 地 , 对 于 所 有 的 n, 有 关于 方差 的 表达 式 
(AX,)? = R(0) = | " f098X. (6.42) 


上 述 周期 为 2x 的 函数 三 称 为 该 平稳 时 间 序 列 的 谱 密度 . 由 (6.41) 和 (6.42) 
可 知 , 谱 密度 包含 关于 标准 差 AX 和 自 相 关系 数 n. = R(k)/R(0) 的 全 部 信息 . 
例 1: ”对 于 固定 的 自然 数 n > 1, 假设 R(4n) 40, MEW TAH k An, R(k) = 
0, 则 有 


_ RO) fina | pina 1 
Fa) == (e +e ) = zen, AER. 


4| 2: 假设 R(0) z 0, Tfi EDS PERO k A 0, R(k) = 0, 则 
R(0) 


IA = 5^ AER. 


这 种 不 相关 的 时 间 序 列 称 为 白 嗓 声 . 


64.13. 离散 时 间 序列 的 统计 学 
假设 给 定 了 (广义 ) 平稳 时 间 序 列 {Xn} 现在 , 我 们 希望 利用 观测 值 


TO, Tl, ,TN-1 


估计 一 些 重 要 的 量 . 假设 N 充分 大 . 
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1 N-1 
g=0 
(ii) R(K) 的 估计 
1 N—k-1 
Rn(k) = Fk (£j — H) (xj — H). 
j=0 


特别 地 , 对 于 所 有 的 n, Ry (0) 是 标准 差 和 AX 的 估计 . 而 且 


Ryn(k) u E 
Rx (0) ’ k x 1, 2, 
是 自 相 关系 数 rk 的 一 个 估计 . 
(iii) 谱 密 度 的 估计 : 
Doy pP 
fr) = sy mna 
n=0 


6.4.1.4 赫 格 洛 效 谱 定理 
定理 ”如 果 {X} 是 一 个 (广义 ) 平稳 的 时 间 序 列 , 那么 存在 一 个 非 降 的 有 界 函 数 
F : [一 rz]  R, 使 得 


R(k) = | eKdF(A), &=0,+1,+2,---. (6.43) 


上 式 给 出 了 R(k) 作为 一 个 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 表达 式 . WR 》 |R(k)| < oo, 


k=0 
则 导 函 数 F'(A) =: f(A) 几乎 处 处 存在 , 而 且 , 可 以 用 f(A)d 和 代替 (6.43) 中 的 
dF(A). 
6.4.1.5 ”连续 时 间 序 列 的 谱 分 析 及 白 噪声 
WE 为 概率 空间 , 而 


X+: E — RR, teR 


是 由 满足 0 < AX: < oo 的 随机 变量 X, 组 成 的 连续 时 间 序 列 . 我 们 将 X 理解 为 
时 刻 t 的 一 个 随机 变量 . 如 果 对 于 所 有 的 时 刻 t, s € R, 都 有 


X, = Xo 
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以 及 


[Cov( Xe, Xs) = Cov(Xo, Xs), 


则 称 连续 时 间 序 列 {Xs : E — Rt € R) 为 (广义 ) 平 稳 的 . 由 表达 式 


R(s) = Cov(Xz, Xt+s) 


是 随机 变量 Xi E Xos 的 相关 系数 . 对 于 所 有 的 s, WA R(—s) = R(s). 
Él | |R(s)|ds < oo, 则 函数 


oo 


连续 , AA 


R(s) = F(A >d, scR. 


因此 , 谱 密度 函数 三 就 是 自 协 方差 函数 丸 BER np REA. 
短 时 相关 , RERNA ”对 于 某 个 固定 的 小 量 = > 0, 令 


则 相关 系数 满足 : 在 小 时 间 区 间 [-e,e] 内 , re(s) = 1; 而 在 此 区 间 之 外 , r(s) = 0. 
这 是 典型 的 短 时 相关 . 对 于 谱 密度 大 , 有 表达 式 
1 


a 2 —iAs 
fel) = 二 [e ds, À € R. 


在 e — +0 的 极限 情形 , 得 到 


lim fe(A) = UN 


< 一 十 0 2x 


这 种 极限 情形 称 为 白 噪声 .用 物理 学 家 和 工程 师 的 话 来 说 , 对 于 自 协 方差 函数 ,有 
关系 式 

R(s) = lim, Re(s) = ó(s) (6.44) 
其 中 6 表示 狄 拉 克 6 分 布 ( 见 [212]). 事实 上 , 6 不 仅 是 一 个 经 典 函 数 而 且 是 一 个 
分 布 . 在 分 布 的 意义 下 , 将 标准 表达 式 (6.44) 解释 为 关系 式 


Ec dm Hd, (6.45) 
E 一 十 0 
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就 更 加 严格 了 . 这 意味 着 , 对 于 所 有 的 试验 函数 o < C8° (R), 都 成 立 


Jim |^ Re(s)o(s)ds = dolp) = 20). 


白 噪声 是 发 生 在 自然 界 和 工程 中 的 , 只 有 当时 间 


间隔 非常 小 时 才 存 在 相关 性 的 随机 过 程 的 模型 . 


6.4.2 ”马尔 可 夫 链 与 随机 和 矩阵 


伯 努 利 试验 方案 是 以 假定 每 个 试验 相互 独立 为 基础 的 ( 见 6.2.5). 本 节 将 要 介 
绍 的 马尔 可 夫 链 是 伯 努 利 试验 方案 对 相依 随机 事件 情形 最 简单 可 行 的 推广 . 马尔 可 
夫 链 最 早 是 由 A. 马尔 可 夫 (Markov, 1856—1922) 在 1906 年 进行 研究 的 . 
基本 模型 (i) 考虑 一 个 由 离散 时 间 点 : 


t = 0, At, 2At, 3At, --- 


组 成 的 系统 . 
(ii) 对 于 上 述 系统 中 的 每 一 个 时 间 点 , 考虑 一 个 由 状态 
Zi, Z2,'++ , Zk. 
组 成 的 系统 . 
(ui) 我 们 定义 


Pij :二 系统 在 时 刻 t= nAt 由 状态 2; 出 发 , 在 时 刻 
t — (n 十 1)At 转移 到 状态 Z; 的 转移 概率 . 


这 个 转移 概率 等 于 系统 在 时 刻 t = nAt 已 经 处 于 状态 Z: 的 条 件 下 , 在 时 刻 t = 


马尔 可 夫 链 的 典型 特征 是 其 转移 概率 不 
依赖 于 所 考虑 的 时 间 点 ( 即 是 时 齐 的 ). 


(iv) 将 这 些 转移 概率 写成 所 谓 的 转移 短 阵 
pi pi ccc Pik 
Pu : , 2 
Pki Pk2 °*** Pkk 
P 被 认为 是 一 个 随机 矩阵 , 也 就 是 说 , P 的 元 素 满足 不 等 式 


O< pi <1 
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而 且 它 的 所 有 行 和 都 等 于 1, 即 对 于 所 有 的 i = 1k, 都 有 
k 
Se pis = 1. 
j=l 


EM it pl”) 表示 系统 在 时 刻 上 = nAt 处 于 状态 Zi, 而 在 时 刻 t= (n +k) At 转 
移 到 状态 Z 的 转移 概率 . 将 元 素 (p) 写成 一 个 矩阵 , 我 们 将 该 矩阵 记 为 PO, 并 
且 自然 地 称 之 为 Kip dete E. 


查 普 曼 -- 科 尔 莫 戈 罗 夫 方程 ”对 于 所 有 的 k,m = 1,2,…, 都 有 


pie ten — pil) piss, (6.46) 
Ki PO pt 
dE m = 1( 或 k= 1) 的 特殊 情形 , (6.46) 称 为 前 进 方程 (或 后 退 方程 ). 
6.4.2.1 遍历 性 
EX 若 极限 


pj:— lim pe”, i=1,---,N 
noo 


存在 且 与 ;无 关 , 则 称 此 马尔 可 夫 链 是 遍历 的 . 进一步 地 , 假定 对 于 所 有 的 j, pj > 0, 


N 
do = 1. 
j=0 


说 明 ”一 个 遍历 的 马尔 可 夫 链 完全 忘记 了 它 在 初始 时 刻 t = 0 的 情况 . 数 p; BA 
统 经 过 很 长 时 间 以 后 实现 状态 Z; 的 概率 . 
马尔 可 夫 遍 历 定理 (1906) ”一 个 马尔 可 夫 链 是 遍历 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 自然 数 
n > 1, 使 得 P” 的 所 有 元 素 均 为 正 数 . 
流言 传播 模型 ”我们 用 

21,22 


表示 一 个 信息 的 两 种 可 能 的 变化 形式 . 例如 , Zi( 相 应 地 Zo) 可 以 表示 X 先生 将 会 
递交 他 的 辞职 报告 (相应 地 , 不 会 递交 其 辞职 报告 ). 假设 有 下 面 的 转移 年 阵 : 


这 意味 着 : 


(i) 当 一 个 人 听 到 信息 Z 后 , 他 将 以 概率 p 将 之 错 传 为 Zo, 而 以 概率 1— p IE 
确 传播 该 信息 (p 是 信息 被 错误 地 复制 , 也 就 是 使 信息 成 为 流言 的 概率 ). 
(ii) 类 似 地 , 信息 Zo 将 以 概率 9 被 错误 地 复制 . 
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假设 0<p<1,0<g<1 是 现实 的 . KH, 有 


im puoi. € P]. 
menm Prd \ @ p 


这 意味 着 p = -iph = de 特别 地 , 如 果 p = g, 可 以 得 到 


EE 
Da = Pa ys 


这 表明 当 流 言传 播 了 一 段 时 间 以 后 , 公众 的 观点 是 X 先生 递交 辞职 报告 的 概率 为 
is 2 这 个 概率 与 事实 真相 及 初始 信息 无 关 . 


6.4.2.2 Wik 


假设 系统 在 时 刻 t = 0 处 于 状态 Z. 用 w 表示 系统 恰好 在 时 刻 t = nAt 首 

次 返回 这 个 状态 的 概率 , 则 : 
w= >», Wn 
n=0 

就 是 系统 经 过 有 限时 间 后 返回 到 初始 状态 的 概率 . 
EM 若 上 面 引入 的 概率 w 等 于 1, 则 称 初始 时 刻 = 0 时 的 状态 Z; 为 常 返 的 . 
否则 , 就 称 Z 是 非常 返 的 . 
定理 (i) 初始 状态 Z 是 常 返 的 , 当 且 仅 当 


和 = 00. 
n=1 
(ii) 如 果 系 统 在 初始 时 刻 t = 0 处 于 常 返 状态 Zi, 那么 它 将 以 概率 1 无 限 多 次 


返回 这 个 状态 . 
(ui) 如 果 初 始 状态 Z; 是 非常 返 的 , 则 存在 一 个 有 限时 间 , 经 过 这 一 时 间 之 后 ， 
系统 将 永远 不 会 再 到 达 状 态 Zi. 
6.4.3 ” 泊 松 过 程 
泊 松 过 程 用 于 描述 在 一 个 给 定 的 较 短 的 时 间 间 隔 中 很 少 发 生 的 事件 . 
基本 模型 ”我们 考虑 一 个 事件 8( 例 如 电话 交换 台 收 到 电话 呼叫 ), 并 定义 


P. (t, s) := 在 时 间 段 [t, s] 中 恰好 有 nn 个 事件 


(在 我 们 的 例子 中 是 电话 呼叫 ) 发 生 . 


做 如 下 假定 : 
( 过 程 是 时 齐 的 , 即 Palt, s) 只 依赖 于 时 间 差 s — t, 而 不 依赖 于 起 始 时 刻 t. 
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(ii) 4 t — 0 Rf, Pi(t,s) = u (s — t) +o (s — t). 
(ii) 34 s 一 t 一 0 时 , 对 于 所 有 的 n=2,3,---, WA Palt,s)=0(s— t). 
结果 ”于 是 , 有 


n E n 
Pa(t, 8) = enue oH GO, =0,1,2,--- | 
n! 


对 于 一 个 给 定 的 固定 区 间 [t, s], 这 是 一 个 泊 松 分 布 . 
WRH Xs 表示 在 时 间 区 间 [t, s] 中 事件 8 发 生 的 次 数 , 则 对 于 期 望 (均值 ) 
和 标准 差 , 有 


ce = p(s = t), AX; = mc = t). 
6.4.4 ”布朗 运动 与 扩散 


6.4.4.1 随机 运动 的 经 典 模 型 
布朗 运动 的 转移 概率 ” 考虑 一 个 沿 实数 轴 运 动 的 粒子 . 用 Xi 表示 该 粒子 在 时 刻 t 
的 位 置 , 并 定义 
P(y, s; J,t):= 粒子 在 时 刻 s 已 经 处 于 点 y 的 条 件 下 ， 
在 时 刻 t 落 入 区 间 J 的 条 件 概率 . 
也 称 Ply, s; J,t) 为 转移 概率 . 对 于 布朗 运动 , 有 


[res Jt = | p(y, s; x, t)dz. (6.47) 


p(y,s; x,t) = tg (o— 2 20-2), s<t. 
2n(t — s) 


其 中 ， 


解决 方案 ”用 格子 点 
g =0,+Ar,+2Az,--- 


划分 实数 轴 , 并 考虑 离散 时 间 点 


t= 0, At, 2At,- , 


假定 粒子 在 初始 时 刻 t = 0 处 于 点 z = 0. 现在 , 假设 如 果 粒 子 在 时 刻 t= nAt 位 
于 点 


z=mdAz, 
那么 它 在 下 一 时 刻 t= (n+ 1) At 以 概率 p = 1/2 位 于 该 点 的 右 邻 点 


z=(m+1)Az, 
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并 以 相同 的 概率 位 于 该 点 的 左 邻 点 
z-—(m-1)Ax 


(图 6.21). 在 N 重 伯 努 利 试验 中 可 以 得 到 这 种 情况 (参见 6.2.5)， 此 时 , 比较 试验 
的 两 个 结果 分 别 为 e+ (向 右 运动 ) 和 e- (向 左 运动 ). 如 果 事 件 


Ci, Cig “lin 


(其 中 e; = ex) 中 恰好 有 k 个 符号 为 e+, N-k 个 符号 为 e-, 则 粒子 在 时 刻 
t= NAt 位 于 点 
az =kAz—(N—k)Az. 


( N ) 1 1 

k ]2:2N-& 

如 果 考 虑 当 N 一 co 时 的 极限 , 并 让 Az 一 0, 以 及 最 终 让 At — 0, Bü] ERE Br 
普 拉 斯 极限 定理 就 可 以 得 到 (6.47). 但 我 们 对 此 不 作 更 详细 的 讨论 . 


t 


这 个 事件 的 概率 为 


(a) (b) 
图 6.21 布朗 运动 


6.4.4.2 ”扩散 方程 


现在 我 们 不 再 考虑 单个 粒子 , 而 是 考虑 > 轴 上 的 流体 , 并 假设 点 x 处 在 时 刻 t 
的 流体 粒子 密度 为 (x,t). 由 (6.47), 可 以 得 到 关系 式 


芝 = | p(y, s)p(y, s; v, t)dy. 


由 此 可 得 扩散 方程 


1 
pt = pz T ER,t >s. 


这 样 , 扩散 过 程 就 可 以 用 随机 运动 的 例子 来 解释 . 
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6.4.4.3 FEAR) ER 2E 2A 33€. 


我 们 规定 及 + := (te Rit > 0), 并 用 C(zo) 表示 由 所 有 满足 w(0) = zo 的 连 
续 函 数 
w:R,—R 


组 成 的 空间 . 将 z = w(t) 理解 为 在 初始 时 刻 t = 0 处 于 点 zo 的 粒子 的 一 条 运动 
轨迹 . 我 们 的 目标 是 构造 C(xo) 的 子 集 M 的 一 个 oR UUR I 上 的 测度 jwo， 
使 得 


Hao (M) := 布朗 运动 的 一 条 轨迹 z = w(t) 属 于 C(zo) 的 子 集 M 的 概率 . 
为 此 , 首先 考虑 所 谓 的 柱 面 集 1 
£ = {w € C(xo)|w(tk) € Je, k =1, ,n}. 


假定 时 刻 t 满足 条 件 0 < th < to co <tn, 而 J, 是 一 个 任意 的 实 区 间 . 这 样 ， 
Z 由 所 有 在 时 刻 te 落 入 区 间 J, 内 的 连续 轨迹 2 = w(t) 所 组 成 ,天 = 1,--- ,n. 如 
果 0 < 三 «to», 我 们 定义 


[xo (2) =| | p(Xo, to; £1, t1)p(21, t1; 22, t2)dridze, 
Jı JJ2 


其 中 , to := 0. fE0 «t <- <tr, 的 一 般 情 形 , 规定 


Heol F) =| | p(xo, to; 21, t1) +++ p(za i tn—-1; Tn, tn)da1+++ den |. 
Ji J2 


最 后 , 我 们 用 SY 表示 C(zo) 的 子 集 的 包含 所 有 柱 面 集 的 最 小 o 域 ( 见 [212]). 
定理 ”测度 u.s 可 以 唯一 地 延 拓 为 定义 在 整个 .上 的 测度 . 这 种 测度 称 为 维 纳 测 度 . 
4: 用 2 表示 由 C(zo) 中 所 有 可 微 的 轨迹 组 成 的 集合 , 则 


Hao (2) = 0. 


这 样 , 布朗 运动 的 任何 一 条 轨迹 几乎 必定 不 可 微 . 这 个 结果 解释 了 布朗 运动 的 颤抖 
现象 . 
维 纳 过 程 ”假设 OX. 表示 一 条 轨迹 w € Cleo) EMA t 的 位 置 w(t). WH: 

(i) X. 服从 期 望 (均值 )X, = zo, 标准 差 AX, = Vt 的 正 态 分 布 . 

(ii) 在 时 刻 t = 0, X: = xo 的 概率 为 1. 

1) 注意 这 个 集合 Z 依赖 于 Je 所 以 一 个 更 精确 的 记号 应 为 (J, , Jn). 然而 , 为 简 
洁 起 见 , 我 们 不 采用 这 种 更 加 精确 的 记号 . 
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(iii) RREO<s<t,0<h<t—s,* 则 差 值 
Xitn — Xt 与 Xs4h — Xs 


相互 独立 . 进一步 地 , 它们 都 服从 均值 为 0, 标准 差 为 Vh 的 正 态 分 布 . 
(iv) 随机 变量 Xu, Xo, Xu, 的 联合 分 布 函数 B.…,, 的 概率 密度 为 


II (25). 


XH. uus) := a 是 均值 u= zo, 标准 差 o = VE 的 正 态 分 布 的 概 


率 密度 . 于 是 , 可 以 将 维 纳 过 程 定义 为 由 概率 空间 (C(zo), ^, peo) 上 的 随机 变量 Xi 
组 成 的 随机 变量 族 (一 个 随机 过 程 ) 


Xi:C(zo) >R, t20. (6.48) 


N. 维 纳 在 1922 年 研究 了 这 个 过 程 . 


6.4.4.4 FBeRFRAA 

扩散 是 由 粒子 的 布朗 运动 导致 的 . 著名 的 费 恩 曼 - 卡 茨 公式 的 基本 思想 是 将 粒 
子 密度 p 作为 这 些 粒 子 的 随机 轨迹 的 一 个 平均 来 求 得 它 ， 构 造 这 种 平均 值 要 用 到 
BAM Ey. 的 性 质 . 

对 于 一 个 由 函数 U 给 出 的 外 力作 用 下 的 扩散 过 程 , 考虑 初 值 问题 : 


pt = a(pzz U(z)), LE R,t > 0, 


p(z,0) = po(z)， c cR. ind 


点 x 处 在 时 刻 t 的 粒子 密度 p = ple, t) 是 未 知 的 . 初始 密度 po € C6 (R) 及 函数 
U c Cg? (R) 是 给 定 的 . 我 们 选择 一 个 时 间 单 位 , 使 得 a = 1/2. 
定理 (6.49) 的 唯一 解 由 费 恩 曼 - 卡 茨 公式 


(s.t) - | 


po(w(t))e- Jo UC()4sqi (w), «eR t> ^ (6.50) 
C(z) 


给 出 . 这 里 , 积分 是 对 于 所 有 的 轨迹 w € C(x) 进行 的 . RR [212] 中 解释 的 那样 ， 
这 里 出 现 的 C(z) 上 关于 维 纳 测度 wz 的 积分 应 当 理解 为 一 个 测度 积分 . 


* 原文 为 h > 0. 但 如 果 h > t 一 s, 则 Xith 一 Xt 与 和 ;+h — Xs 不 一 定 相互 独立 . 
一 一 译 者 
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6445 $E €f 


D. ŽE € (Feynman) 是 一 位 卓越 不 凡 的 科学 家 .为 了 
系统 阐述 自己 的 量子 力学 观点 , 他 辛勤 工作 了 五 年 . RA 
Kh BIH EA H. WR (Bethe) 进行 的 计算 , LT HL 
个 月 的 时 间 和 数 百 页 纸 才 完成 . 而 费 恩 曼 使 用 他 自己 的 方法 ， 
只 需 在 黑板 上 花 半 个 小 时 就 能 得 到 相同 的 结果 . 

F. 戴 森 (Dyson), 1979 


Bei BET RU 
-i% = a(—Yzzs + U(r)), r€Rt»0, (6.51) 
V(r,0) = Vo(z), rcR 
可 以 通过 公式 
v(x, t) = p(x, it) (6.52) 
与 扩散 方程 的 初 值 问题 (6.49) 从 形式 上 联系 起 来 . 这 使 我 们 得 以 提出 如 下 解释 : 
| 量子 的 运动 是 虚 时 间 中 的 布朗 运动 . | 


这 就 是 费 恩 曼 量子 力学 方法 的 数学 背景 ， 这 种 方法 是 费 恩 曼 依靠 他 天 才 的 物理 直 
觉 ， 采 用 与 经 典 量子 力学 完全 不 同 的 方式 发 现 的 ， 费 恩 曼 发 现 ， 粒 子 的 量子 运动 
可 以 作为 其 经 典 轨迹 的 加 权 平 均 得 到 ， 其 中 的 权 相 当 于 概率 . 这 种 平均 使 用 所 谓 
HELER, 它 同时 也 给 出 了 经 典 力 学 与 量子 力学 之 间 最 深刻 的 联系 . 

从 形式 上 看 , 将 费 恩 曼 _ 卡 茨 公式 (6.50) 中 的 密度 p HERZ ( 波 ) 函数 y 代 
替 , 即 可 得 到 费 恩 曼 积分 . 

然而 , 费 恩 曼 积分 只 在 极 少数 几 种 特殊 情形 有 严格 定义 并 被 数学 证 明 . 尽管 如 
此 , 费 恩 曼 积分 却 是 量子 场 论 中 计算 基本 粒子 过 程 的 极其 重要 的 工具 ， 费 恩 曼 积分 
异常 成 功 的 奥秘 在 于 它 能 够 描述 量子 过 程 中 行为 传播 的 微观 效果 . 

对 于 费 恩 曼 积分 及 其 物理 背景 的 介绍 可 以 在 [215] 中 找到 . 


6.4.5 “关于 一 般 随 机 过 程 的 科 尔 莫 戈 罗 夫 主 定理 


随机 过 程 的 一 般 定 义 ”假设 是 一 个 具有 概率 测度 已 和 o 域 的 概率 空间 . 一 
个 随机 过 程 就 是 由 随机 变量 Xi 构成 的 随机 变量 族 


Xi: ER, tc T. (6.53) 


其 中 , t 在 一 个 非 空 指标 集 T 中 变化 . 
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车 指标 集 T 至 多 是 可 数 集 , 则 称 此 过 程 为 离散 过 程 , 否则 称 之 为 连续 过 程 
例 1: ET 是 实数 集 , 则 我 们 可 以 将 X 看 成 时 刻 t 的 一 个 随机 变量 .例如 ,X, 可 
以 是 某 个 确定 位 置 在 时 刻 t 的 温度 D. 
随机 过 程 的 实现 设 e 是 MAK, 即 e 是 一 个 基本 事件 . 定义 


zelt) := Xile), teT, 


则 z.: T — R ENA t 的 一 个 实 函 数 , 将 之 理解 为 一 条 观测 曲线 (图 6.22). 假设 
M 是 的 一 个 子 集 , 它 是 一 个 事件 , WA 


P(M) = 指标 e € M 的 一 条 观测 曲线 z = ze(t) 得 到 实现 的 概率 . | 


图 6.22 


因此 , 概率 空间 E 可 以 看 作 所 有 可 能 实现 的 观测 曲线 的 指标 集 ， 而 概率 测度 已 则 可 
以 看 作 是 由 所 有 观测 曲线 组 成 的 空间 上 的 一 个 测度 ， 
实际 应 用 时 几 个 重要 的 量 《随机 过 程 的 几 个 最 重要 的 量 是 : 

(i) 随机 过 程 在 时 刻 t 的 随机 变量 Xi 的 期 望 X. 和 标准 差 AX. 

(ii) 随机 过 程 在 时 刻 t 的 随机 变量 X, 与 它 在 时 刻 s 的 随机 变量 X。 的 相关 系 


数 
| Cov(Xt, Xs) 


r(f,8) = AXAX, ` 

(iii) X, 的 分 布 函数 D+. 

(iv) 对 于 时 刻 t 和 时 刻 s, t< s, Xi 与 X. 的 联合 分 布 函数 Dis. 
联合 分 布 函数 族 W 0,24, 表示 随机 变量 Xa, Xe。 的 联合 分 布 函数 , 其 中 
时 间 点 满足 

ti «tix x«t. (6.54) 


更 明确 地 说 , 有 


1) 如 果 希 望 描 述 地 球 上 每 一 点 的 温度 分 布 , 那么 随机 变量 就 是 X(Q. 7). 它 依赖 于 位 置 @ 
和 时 间 r, 即 指标 集 T 由 所 有 数 对 (@, 7) 构成 . 
然而 , 为 简洁 直观 起 见 , 我 们 将 依旧 采用 t 表示 时 间 . 
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FE uci <tn <… xt, 则 对 于 所 有 的 n 和 m,1<n<m, 以 及 所 有 
的 自 变量 z1,… ,zn ER, 有 如 下 合理 的 条 件 


$, .tn (T1,* jig) = Pitam (t ;€n44000,:** , +00). (6.55) 


高 斯 过 程 ”者 一 个 随机 过 程 的 联合 分 布 函数 都 是 高 斯 分 布 , 则 称 该 过 程 为 一 个 高 斯 
| 2: 维 纳 过 程 (6.48) 是 一 个 高 斯 过 程 . 

科 尔 莫 戈 罗 夫 主 定理 (1933) HIRME T 是 实数 集 的 一 个 给 定 的 非 空子 集 . B 
定 对 于 n = 1,2,--- 和 每 个 时 间 集 (6.54), 分 布 函数 Den 给 定 , 并 且 满 足 相 容 性 
条 件 (6.55). 则 存在 一 个 形 如 (6.53) 且 以 给 定 函数 564,.…,, 为 其 联合 分 布 函数 的 随 
机 过 程 . 
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高 斯 (Gauss, 1777—1855) 很 早 就 已 对 数字 世界 拥有 了 
令 人 惊叹 的 驾驭 能 力 . 他 在 数字 世界 中 游 妨 有余, 并 对 自己 
为 进行 研究 而 开发 的 各 种 工具 运用 自如 . 据 他 的 朋友 沃尔特 
斯 豪 森 (Sattorius von Waltershausen) Jt, 高 斯 对 1000 以 内 
的 任意 数 都 能 “立刻 或 稍 作 停顿 后 就 说 出 该 数 的 所 有 特点 ”. 
他 用 这 一 知识 进行 优美 的 计算 . 通过 不 断 开发 的 新 工具 并 运 
用 技巧 , 他 能 将 有 时 需要 历时 一 个 月 之 久 的 计算 搞活 .对 数 
字 的 超常 记忆 有 助 于 他 达成 奋斗 目标 . 他 知道 所 有 对 数 的 前 
几 位 小 数 , 据 沃尔特 斯 豪 森 说 ， 他 “能 在 大 脑 中 计算 对 数 的 
近似 值 ”. 
为 了 根据 一 些 行星 引起 其 他 行星 轨道 的 摄 动 的 情况 来 确 
定 这 些 行星 的 质量 , 高 斯 在 1812 年 的 下 半年 进行 了 一 项 最 
难以 置信 的 漫长 而 困难 的 计算 . 根据 后 来 对 这 些 计 算 所 作 的 
估计 , 他 每 天 需要 完成 2600 至 4400 个 数字 的 计算 . 
G. 沃 布 斯 (Erich Worbs) 
高 斯 传记 作家 


计算 数学 软件 Mathematica ”应 用 该 软件 包 可 以 在 个 人 计算 机 上 完成 许多 
标准 的 数值 程序 . 
计算 数学 的 基本 经 验 ”许多 经 过 深入 研究 和 完美 证 明 的 自然 构造 的 数学 方法 , 并 不 
能 很 好 地 适用 于 在 计算 机 上 进行 数值 计算 . 为 了 研究 可 以 在 计算 机 上 实现 的 有 效 方 
法 , 需要 大 量 的 实践 和 专门 知识 . 

经 验 法 则 如 下 : 


[每 个 可 以 想象 到 的 计算 方案 , 无 论 它 显得 多 么 完美 , 都 有 反例 使 它 根本 不 能 执行 .| 


因此 不 要 盲目 相信 和 软件 的 计算 结果 , 重要 的 是 要 理解 计算 方法 的 结构 和 局 限 性 . 


这 正 是 本 章 的 目标 . 
计算 方案 最 重要 的 性 质 是 数值 稳定 性 . 
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HE 1947 年 , B- WKS (John von Neumann) 就 已 指出 这 一 事实 . 数值 稳定 
性 是 指 在 数值 扰动 (计算 中 的 数据 误差 、 舍 入 误差 ) 下 的 稳定 性 . 
复杂 性 “如果 计算 时 间 Z(p) 与 计算 方案 的 一 个 参数 p 相关 , 若 


Z(p)=O0(e), poo, 


则 称 该 方案 是 复杂 的 . 

这 相应 于 计算 时 间 随 复杂 度 参 数 p 按 指 数 增长 . 这 类 复杂 的 算法 当 p 值 较 大 
时 是 失效 的 , 因为 计算 时 间 可 能 要 以 数 百 年 计 . 当代 复杂 性 理论 研究 关于 给 定 的 一 
类 问题 的 算法 复杂 度 的 基本 问题 . 其 目标 是 构造 最 优 算法 使 计算 时 间 最 少 , 或 者 证 
明 这 种 最 优 算法 并 不 存在 . 

复杂 性 理论 是 当代 数学 和 计算 机 科学 的 一 个 新 分 支 , 有 许多 问题 尚 待 解决 . 为 
此 要 应 用 代数 拓扑 的 深刻 结果 ( 见 [212]). 就 现代 物理 学 而 论 , 这 意味 着 复杂 性 理论 
在 纯粹 数学 和 应 用 数学 之 间 , 再 次 构筑 了 数学 统一 的 基础 . 


7.1 数值 计算 和 误差 分 析 


7.1.1 ”算法 的 概念 


计算 数学 的 一 个 重要 目标 是 发 展 和 应 用 构造 性 的 算法 以 最 有 效 地 处 理 和 数值 
求解 自然 科学 和 工程 问题 . 为 此 , 人 们 发 展 了 精确 制定 的 运算 规则 , 以 可 以 在 计算 机 
上 执行 的 算法 的 形式 , 应 用 于 实际 问题 . 因此 , 算法 是 从 已 知 问题 的 输入 出 发 , E 
到 得 到 结果 输出 的 适当 定义 的 一 系列 基本 计算 和 判断 ,数值 处 理 问题 的 算法 必须 
满足 以 下 要 求 . 

(1) 算法 的 每 一 步 都 是 唯一 确定 的 , 所 有 可 能 的 变量 都 要 考虑 在 内 . 

(2) 算法 必须 通过 可 在 计算 机 上 实现 的 有 限 步 基 本 计算 , 在 达到 最 大 或 至 少 足 
够 的 数值 精度 之 后 结束 . 

(3) 算法 一 般 只 求解 某 一 类 问题 , 为 处 理 该 类 中 的 不 同 问 题 只 需要 修改 输入 . 

(4) 给 定 输入 , 问题 将 被 处 理 , 产生 最 大 精度 的 结果 和 最 小 的 计算 费用 . 

然而 在 计算 机 上 实现 算法 将 产生 许多 基本 问题 , 这 与 计算 机 仅 能 提供 有 限 的 精 
BE, 导致 难以 验证 确定 的 公设 有 关 . 因此 , 研究 误差 来 源 、 计算 过 程 中 误差 传播 以 及 
误差 对 计算 结果 的 影响 是 计算 数学 的 中 心 问题 . 在 这 一 方面 , 一 个 简单 的 算法 , 或 少 
量 的 计算 , 并 非 是 最 优 解 . 此 外 , 像 积分 表 上 的 闭 型 公式 等 数学 上 精美 的 解 , 也 常常 
完全 无 用 . 


7.1.2 ”在 计算 机 上 表示 数 
大 多 数 计算 机 对 整数 和 实数 使 用 不 同 的 表示 . 下 面 只 考虑 计算 机 程序 使 用 的 最 
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重要 的 实数 表示 法 . 为 了 获得 可 能 的 精度 , 实数 zr c R 的 所 谓 浮 点 表示 通常 是 近似 
= f(z) = o - (.a1a2---a1)g- B? =0-B° Sah”, 
v=1 


其 中 6 是 这 个 数 系 的 底 , c € {41,-1} 是 z 的 符号 , 系数 oj € {0,1,---, 8-1} 
是 尾数 的 数字 , t 是 尾数 长 度 , e € LOGRAR KC 假定 ai 40, 则 称 为 实数 z 对 底 
B 的 上 位 数字 表示 . 对 z = 0, 其 正规 表示 为 : o = l,a = 0,i=1,2,--- ,t FM 
e — 0. (比较 1.1.1.3 和 1.1.1.4). 

计算 机 通常 用 2 RRR, 如 底 6 = 2( 二 进 制 ), 6 = 8( 八 进 制 ) 及 B= 
16( 十 六 进 制 ); 但 很 少 用 8 = 10( 十 进 制 ). 尾数 的 长 度 t 通常 是 依赖 于 计算 机 的 固 
定数 , 而 指数 集 L < e « U, TAER LAU 之 间 , 所 以 根据 amin < |z| € zmax， 
能 这 样 表示 的 实数 是 有 界 的 . 表 7.1 列 出 了 一 些 典 型 组 合 ?. 


表 7.1 实数 的 典型 表示 


U Tmin Tmax 0 


8191 | 4.60.10-2467 | 5.50- 102465 | 7.11- 10-15 


CRAY-1 


(DEC —127 | 127 | 2.94. 10-3? 1.70 - 1038 5.96 . 1078 
VAX) —1023 | 1023 | 5.56. 10-309 | 8.99.10307 | 1.11. 10-16 
IBM 3033 —64 63 | 5.40. 10779 7.24 - 1075 9.54 - 1077 


2.22 . 10716 
5.00 . 


63 | 5.40- 10-79 7.24 - 1075 
500 | 1.00- 1.00 - 10900 


10-499 


HP 28S 


若 实 数 r £0 WE 8 ALARA 
z = 0+ (.a1a2 -+ atati) B, L<e<Uu,a; £0, 


则 某 些 计算 机 (如 CRAY-1 和 IBM3033) 丢掉 数字 acia. c 的 截断 表示 


e 


& —fl(r) 2o0-(.a1a22---2:1)5: B 
被 用 作 近 似 值 . 在 每 次 算术 运算 后 都 丢掉 数字 ami. 另 一 道 工 序 是 数 的 会 入 , CR 
表示 为 
E o - (.a1a2--- at)g - B°, at+ı < 8/2, 
z=f(x) = 3 
gh [(.ara2---at), 十 (.00---01)a] 1987013 6/2. 
在 这 一 定义 的 第 二 种 情况 , 舍 入 通过 数字 ai 增加 1, 即 增加 (.00---01), = 87* 
而 完成 . 这 相当 于 十 进 制 中 的 通常 的 四 合 五 入 . 
由 于 对 大 多 数 实 数 必 然 有 zz f(x), 所 以 对 z £0, 相对 误差 起 着 重要 作用 , 其 
定义 为 
.. BR(z) - v 
ee. 


1) 本 章 中 指数 记号 如 7.11E 一 15 用 以 表示 7.11 . 10715. 
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于 是 在 截断 表示 的 情况 下 有 |e| < 8771, 而 对 舍 入 则 有 |e| < ae 在 两 种 情况 
THA 

fl(z) 2 z(1+ 6), 
故 A(x) 可 视 为 z 的 小 扰动 . 这 一 定义 最 早 由 威 尔 金森 (Wilkinson) 给 出 , 它 是 深入 
研究 算法 中 误差 及 其 传播 的 关键 . 相对 误差 的 最 大 绝对 值 被 称 为 相对 计算 精度 ,该 
值 等 于 最 小 的 正 十 进 制 浮 点 数 5, 有 


fA(1+6)>1. 
一 台 计 算 机 的 这 一 特征 值 由 其 所 使 用 的 舍 入 或 截断 决定 (K 7.1). 


7.1.3 ”误差 来 源 ,发现 误差 , 条件 和 稳定 性 


现在 简要 介绍 求解 问题 时 可 能 产生 的 误差 源 . PIE a,b,- ,x,y,z 表示 准确 
值 , 同时 用 a,b,---,2,9,27 表示 计算 值 . 在 十 进 制 中 人 们 常用 有 效 数字 的 概念 来 代 
蔡 相对 误差 : AM z 408 


|(z 一 五 /z| < 0.5-10°™, 


则 称 z 有 m 位 有 效 数字 . 

算法 误差 的 第 一 个 来 源 是 输入 误差 . 它 产生 于 对 实数 z 的 t 位 十 进 制 浮 点 数 
dem, 其 中 量 6 的 相对 误差 来 自 舍 入 或 截断 ; 而 另 一 方面 , 通过 不 正确 的 测量 或 原 
始 数据 的 预计 算 , 数据 本 身 也 可 能 有 误差 . 

两 个 浮 点 数 z 和 5 的 算术 运算 也 可 能 产生 误差 . 用 o 表示 运算 十 ,一 , x, 二 之 
一 , 那么 coy 通常 不 一 定 有 t 位 浮 点 数 表示 .当然 , 假设 数值 zo5 是 在 精确 计算 
后 才 被 舍 入 或 截断 , 则 有 


(zog) = (z073) (1+e) 其 中 el< ő. 
通常 称 为 会 入 误差 的 这 些 误差 , 在 算法 执行 过 程 中 传播 并 放大 , 从 而 影响 最 终 计 算 结 


向 前 误差 分 析 的 最 终 误差 估计 通常 是 相当 悲观 的 , 但 是 它 可 以 深入 了 解 算法 每 一 步 ， 
及 哪 一 步 对 最 终 的 计算 结果 有 最 大 影响 . 区 间 运 算法 正 是 通过 在 计算 机 上 自动 处 理 
区 间 (vo, zs] 进行 向 前 误差 分 析 的 方法 , 它 保证 实际 的 准确 值 x 落 在 相应 的 区 间 内 
(参见 [422] 和 [430]). 

另 一 种 研究 误差 传播 的 方法 基于 向 后 分 析 , 其 原理 在 于 考虑 计算 的 最 后 结果 ， 
在 每 一 步 研究 可 能 产生 的 最 精确 的 数据 , 并 估计 理论 计算 可 能 有 的 误差 . 这 样 可 以 
在 不 考虑 舍 入 误差 的 情况 下 得 到 关于 精确 数据 集 的 定性 的 结果 ; 研究 这 些 数据 及 其 
扰动 可 以 知道 哪些 误差 是 总 会 出 现 的 , 或 是 问题 本 身 所 固有 的 . 

因此 基本 问题 是 研究 输入 数据 的 误差 如 何 导致 输出 误差 . 这 里 要 区 别 数学 上 引 
起 的 误差 和 为 求解 问题 而 采用 特别 的 算法 所 产生 的 误差 . 准确 结果 的 改变 与 输入 数 
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据 的 误差 之 间 的 关系 称 为 问题 的 条 件数 . 这 一 度量 可 能 是 在 范 数 意义 下 对 解 的 所 有 
分 量 的 通常 可 比较 的 单个 的 数 , 或 者 是 一 些 数 的 集合 , 其 中 各 数 都 是 对 算法 的 特别 
部 分 的 条 件数 . 另 一 个 相当 不 同 的 概念 是 算法 的 稳定 性 ; 如 果 输 入 数据 的 小 的 误差 
相应 地 导致 最 后 结果 的 小 误差 , 则 称 算法 是 稳定 算法 . 算法 的 稳定 性 最 终 决定 算法 
是 否 能 被 有 效 使 用 ; 一 个 给 定 的 数学 问题 可 能 是 良 态 的 , 但 其 选 来 求解 的 相应 算法 
可 能 是 不 稳定 的 . 

除了 上 面 已 经 讨论 过 的 误差 来 源 , 在 实际 计算 中 还 有 可 能 因 浮 点 数 表示 限制 了 
所 表示 的 数 的 实际 大 小 而 产生 误差 , 结果 有 可 能 上 溢 或 下 溢 , 这 在 一 定 环境 下 使 结 
果 不 可 用 . 为 了 避免 这 些 误差 , 算法 必须 是 相 适 应 的 . 

最 后 ， 当 准确 值 被 近似 计算 时 会 产生 过 程 误 差 . 例如, MAREA RIFE 
后 中 断 , 或 极限 过 程 不 能 执行 , 或 微分 被 相应 的 差分 近似 ， 都 会 出 现 这 种 情况 . 这 样 
的 误差 分 析 是 算法 描述 的 任务 . 

例 : 下 面 以 十 进 制 (8 = 10), BAKE t=5 以 及 通常 的 四 舍 五 入 为 例 说 明 这 些 概 
念 及 它们 表述 的 困难 . 

1. & ā = 0.31416 .101,5 = —0.31523 . 10!,6 = 0.67521. 107? 是 十 进 制 下 浮 

点 数 . 则 有 


f (a +b) = —0.10700.107, 
f (f (a + b) + Z) =  (—0.10700 - 10^! + 0.67521 - 1077) = —0.10693 - 107°, 
fi (a + fi (2+ b)) = 8 (0.31416 - 10° — 0.31528 - 10') = —0.10700 - 107°. 


E 
通常 的 结合 律 对 于 浮 点 运算 不 成 立 . 此 外 还 有 
fi (8 (a?) — 8 (5^)) = A (0.98697 - 10’ — 0.99370 - 101) = 一 0.67300 - 107+, 
fl (f (a + b) - fi (a — b) ) = fi ((—0.10700 - 10 *) - 0.62939 - 10°) = —0.67345 - 10. 


第 一 个 结果 仅 有 三 位 数 准确 , 这 是 由 于 大 致 相等 的 数 相 减 删除 了 一 些 数字 . 
2. 求 二 次 方程 
z? + 2px —q =0, p.q>0 
的 两 个 根 , 该 问题 是 良 态 的 . 设 p = 157,4 = 2, 车 计算 两 个 解 中 的 一 个 , 根据 公式 
y= —p- Vp? - Aq, 
得 到 H(Vp2 + q) = fi(v/0.24651 - 105) = 0.15701 - 10°, 于 是 有 了 = 0.1000 - 107. 
而 使 用 等 价 的 公式 à 
ENTE ET 
则 得 到 了 = 8(2/(0.31401 - 10°)) = 0.63692 - 1072, 其 相对 误差 约 1.5.10-5, 有 四 位 
有 效 数字 .第 二 次 计算 是 数值 稳定 的 , 而 第 一 次 计算 则 由 于 前 几 位 数字 被 消去 而 不 
稳定 . 
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3. 计算 积分 


In=|e *x"dz, n=0,1,2,--- ,8, 
0 
可 借助 通过 分 部 积分 得 到 的 递归 公式 
a eed n=1,2,--- 
e 


完成 , 其 中 Ww 
0 一 5 
在 少数 几 次 递归 后 , 计算 导致 错误 的 数值 , 而 当 n = 8 时 其 值 其 至 为 负 ( 表 7.2). 如 
果 考 虑 输入 误差 so := Io — Io = 5.59 -1077 的 传播 , 则 注意 到 最 终结 果 的 累积 误差 
为 sn := In 一 Jn Sn! co, 即 误差 快速 增长 . 此 算法 是 非常 不 稳定 的 . 事实 上 由 于 
fi(1/e) 的 误差 倒 加 , 实际 误差 甚至 更 大 . 另 一 方面 , 若 应 用 如 下 形式 的 递归 公式 : 

In+1/e 
m mm 


fasi = n2N,N-1.-,1 


则 误差 以 1/n 递减 .这 样 的 算法 便 适 于 导出 良 态 问 题 的 稳定 计算 方法 ， 若 注意 到 
In € 1/(n +1), 并 在 jis = 1/32 开始 新 的 迭代 , 则 初始 误差 满足 eis < 1/32, 使 得 
les| < 1079, 也 即 要 求 的 结果 与 输入 误差 本 身 同样 精确 ( 表 7.2). 


表 7.2 积分 的 递归 计算 


n In =1-In-1 — In 

0 0.63212 - 10° 0.63212 - 10° 
1 0.26424 . 10° 0.26424 - 10° 
2 0.16060 - 10° 0.16060 - 10° 
3 0.11392 - 10° 0.11393 - 10° 
4 0.87800 - 107! 0.87836 - 107! 
5 0.71120 - 1071 0.71302 - 107} 
6 0.58840 - 1071 0.59934 - 1071 
7 0.44000 - 107! 0.51656 . 107! 
8 —0.15880 - 107! 0.45368 . 107! 


7.2 RERA 


7.2.1 ”线性 方程 直接 法 
设 求解 有 n 个 方程 及 n 个 未 知 量 z1,.… ,zn 的 非 齐 次 线性 方程 组 


Ep S datei e Dior «i. 


k=1 
假设 nx n RE A 是 正则 的 , Bl det A z 0, 则 线性 方程 组 对 每 个 常 向 量 b 存在 唯 
一 解 向 量 z( 见 2.1.4.3). 今 考虑 数值 计算 m 的 直接 消 元 法 . 
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7.2.1.1 高 斯 算法 


在 2.1.4.2 中 已 经 讨论 过 的 高 斯 消 元 法 可 以 写成 便于 在 计算 机 上 实现 的 形式 . 
以 n = 4 为 例 , 把 要 求解 的 方程 写成 如 下 格式 : 


高 斯 算法 的 第 一 部 分 是 逐次 对 方程 组 作 变换 直到 它 转 化 成 三 角形 . 这 一 过 程 产生 的 
新 矩阵 的 元 素 仍 用 相同 记号 表示 . 

第 一 步 , 首先 验证 是 否 有 an 4 0, 车 an = 0, PALER ap 4 0, 其 中 
p> 1, 交换 第 1 行 和 第 p 行 . 交换 后 的 第 一 个 方程 已 是 最 后 形式 , 而 an 4024 
元 . 借助 于 商 


lii = @i1/a11, $—2,9,:-- 5%, 


从 第 i 行 减 去 第 1 TRV La, 得 到 新 的 格式 


其 中 ， 


Qik := Qik —li-:aik, i k= 2,3,---,n, 
bi = bi — li - bi, i = 2,3, ,T. 


对 表示 n — 1 个 未 知 数 r2,- ,zn 的 线性 方程 组 的 后 n —1 行 重复 这 一 过 程 . 由 于 
假设 4 是 非 奇异 的 , 在 第 步 akk,ak+lk,…… ,ank 中 至 少 有 一 个 元 素 不 为 零 . 再 
次 交换 两 行使 主 元 ak Z 0. 

n — 1 步 后 我 们 得 到 n 方程 组 的 最 后 格式 . 现在 改变 记号 , 记 最 后 形式 的 矩阵 
TUBA rus, 常数 列 的 数值 为 ci. 矩阵 左下 三 角 的 零 元 素 记 为 lx, 其 中 i > k, WE 
到 如 下 格式 : 
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按 未 知 数 的 倒序 使 用 下 面 的 公式 , 我 们 容易 从 这 一 方程 组 计算 未 知 数 的 值 , 这 正 是 
高 斯 算法 的 第 二 部 分 : 
In =—Cn/Trn, Ek == | êk + y TkjZj | [Tee K=n—1,n—2,---,1. 
j=k+1 


最 终 方程 组 中 出 现 的 量 以 下 面 的 方式 与 原始 方程 组 Ac +b = 0 相关 联 ( 见 [432]). 
ROUE SA R AAS ASIE L: 


Tii Tis Ti3 = Tin 1 0 
0  r22 ra T2n lai 
R= 0 0 733 T3n L:— 131 [a2 
0 0 0 vis Tnn lai ln2 ln3 1 


以 及 在 算法 中 执行 行 变换 的 置换 短 阵 P, 则 有 
P.A-L.A (LR 分 解 ). 


对 于 给 定 和 矩阵 A, 高 斯 算法 通过 适当 交换 行 产生 两 个 矩阵 , 一 个 是 对 角 线 为 1 的 下 
= fase L, 另 一 个 是 上 三 角 和 矩阵 R. 根据 LR 分 解 , 高 斯 算法 可 以 表述 为 
P(Ax+b) = PAg + Pb = LRz + Pb = -Lc + Pb = 0, K+ Rz = —c, 


1. PA=LR (LR 分 解 )， 


2. Lc- Pb—0 (向 前 代 换 — c), 
3. Ra+e=0 (PRR r). 


如 果 需 要 对 同一 4 及 不 同 的 b 求解 方程 组 ,这 一 格式 特别 有 用 ,因为 矩阵 A 
只 需要 进行 一 次 分 解 . 

LR 分 解 的 基本 算术 运算 即 乘除 法 的 计算 量 为 Zur = (n? — n)/3, 而 向 前 和 回 
代 过 程 的 计算 量 为 Zva = n, 因此 高 斯 算法 共 需 要 


ZGauss — 3 (n° + 3n? = n) 
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次 基本 运算 . 
为 使 高 斯 算法 尽 可 能 稳定 ， 需 要 在 算法 的 每 一 步 选 取 主 元 素 . 在 不 要 求 行 置换 


n 
laxe] > 3 7 arj, Rk ,n. 
j=1 


j*k 


确定 指标 p, 使 得 


mar lajx| = |apkl. 

E p z k 的 情况 下 , 交换 第 k 行 和 第 p 4T. 然而 这 一 策略 假定 矩阵 是 行 尺度 的 , 即 
各 行 元 素 绝 对 值 之 和 是 不 相等 的 . 因为 行 尺 度 变化 也 能 引入 计算 误差 ,并 不 适 于 实 
现 , 所 以 常 使 用 所 谓 相 对 排队 策略 取代 之 , 即 假设 系统 就 是 行 尺 度 的 , 选取 绝对 值 最 
大 的 元 素 为 “相对 主 元 ”. 
7.2.1.2 ”高 斯 - 若 尔 当 方法 

高 斯 算法 的 一 种 变形 是 在 算法 的 第 2b, 不 是 仅 在 第 个 方程 消去 cr, 而 是 
在 前 面 所 有 方程 中 都 消去 zk. 在 选取 主 元 并 作 必 要 的 行 置换 后 , 形成 商 


lik := Qik/Qke, t=1,2,---,k-—1,k4+1,---,n. 


再 从 第 i 行 减 去 第 上 行 的 Lin 倍 , 使 得 在 第 k 行 和 第 k 列 中 只 保留 主 元 ark. 高 斯 - 
若 尔 当 方法 在 第 大 步 以 后 的 计算 过 程 是 


dij = 0g — lik akj i=l, klktl, ngjHktl,---,n, 
bi = bi dB, i=1, k- 1l,k+1, n. 
因为 ” 步 后 结果 为 对 角 元 均 非 零 的 对 角 和 矩阵 , 故 解 本 身 可 由 简单 的 方程 得 到 : 
£k = —b/akk, k—1,2,-,n. 
尽管 这 一 算法 较 高 斯 算法 的 计算 量 大 , 即 
Zo; = 5 (n° +2n® - n), 


但 此 算法 本 身 更 简单 , 尤其 适用 于 向 量 计算 机 . 
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7.2.1.3 行列 式 的 计算 
根据 高 斯 算法 的 LR 分 解 , X det L= 1,det R= [[ re M det P = (-1)", 


k= 
其 中 ren 为 第 个 主 元 素 , V 是 需要 执行 的 行 交换 的 总 次 数 ， 可 得 nxn MERE A 
的 行列 式 为 


det A = (= Hd Il TRE: 
k=1 
通过 LR 分 解 后 主 元 素 的 乘积 计算 行列 式 det A 是 有 效 且 稳定 的 , 而 在 2.1.2 中 介 
绍 的 计算 行列 式 的 方法 不 仅 计算 代价 大 ,而 且 因为 数 的 抵消 而 不 稳定 . 


7.2.1.4 SRI 


如 果 需 要 计算 正规 方 阵 4 BBE 4-:!( 当 然 不 是 为 了 求解 线性 方程 组 ), 那么 
通常 可 以 通过 求解 线性 方程 组 4mx 一 ex = 0,k = 1,2,---,n, HMA AAT = 
E 确定 , 其 中 ex 是 单位 向 量 , zx 是 矩阵 AC! 的 第 列 . 然而 这 种 方法 不 论 是 从 
机 器 的 存储 还 是 计算 量 上 来 说 都 不 是 最 优 的 . 

利用 交换 过 程 求 A 的 逆 矩 阵 更 方便 . 为 此 考虑 相应 于 矩阵 4 的 n 个 变量 mx 
的 线性 方程 组 


T 
yi — X QikTk, t=1,2,---,n, 
b=] 


假设 apa #0, 解 关于 ze 的 第 p 个 线性 型 yp, 解 出 zo 后 代入 其 他 表达 式 , 得 


T 
Giq Gig pk " 
yi — w+) (ax, - tutes in, ig 
pq pe a 


Pq 
kzq 


若 交 换 线 性 型 ze 和 变量 yp, 可 得 到 类 似 的 格式 ， 下 面 以 n= 4,p =3,q — 2 为 例 
说 明 . 


y= aii Q12 Q13 Q14 
ya = a21 Q22 Q23 a24 

-— =, 
Ys = a31 a32 433 Q34 
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新 格式 的 元 素 由 下 面 的 关系 式 给 出 : 


一 一 ai 十 aigapk， tAD RAG. 


每 一 步 交 换 中 ap 称 为 主 元 . 每 一 步 交 换 的 代价 为 n? 次 基本 运算 . WR n 次 
交换 完成 , 交换 x 变量 和 左边 的 y 变量 , 则 导致 逆 线 性 型 , 于 是 在 适当 置换 行列 后 
A SIÉARPE AW. 这 一 过 程 要 求 主 元 策略 是 稳定 的 , 也 就 是 说 该 方法 具有 如 下 优点 : 
每 个 交换 步 都 在 矩阵 A 指定 的 位 置 完成 , 运算 容易 向 量化 , K n x n 矩阵 A 的 逆 
矩阵 的 计算 代价 是 n° 基本 运算 . 

例 : RUT PRE FE: 


2 12 —4 
A= 1 2 一 3 
—2 -6 5 
其 交换 过 程 和 最 大 排队 策略 如 下 : 
Z5 on Tj Yı Ty vs u 2 B 


| 
D 


y= 
Yor 
Y= 


6 
4 


T= 


7.2.1.5 IAHE 
为 求解 对 称 正定 的 非 齐 次 线性 方程 组 Am +b = 0, 利用 系数 和 矩阵 A 的 性 质 的 
优点 可 以 给 出 更 有 效 而 优美 的 算法 .由 于 正定 二 次 型 Q(z) := a" Ae 可 以 写成 线 
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性 无 关 的 线性 型 平方 和 , 则 存在 所 谓 楚 列 斯 基 分 解 : 


ài 12 Qin hi 0 hi li Ini 
a21 422 Q2n lo l22 0 2 ln2 
Qni Qn2 Qnn Ini ln2 lus 0 0 lnn 


L 的 元 素 可 依次 从 下 列 关 系 : 


Qii = E RESA 
Qik = lli + lialga - e likalkkoi t liklkk, 12> k, 


lii = Vii, 


k-1 
lik = (s istu) Jim k = 1,2, yb 1, i = 2,3,.… jT, 
2 


i 2 
lii = Qii 一 ij j i = 2,3,---,n, 
j=1 


计算 . 为 完成 对 称 正定 矩阵 4 的 楚 列 斯 基 分 解 , 只 需 依次 计算 下 三 角 和 矩阵 L 的 元 
素 并 存 入 矩阵 4 的 存储 区 . 这 不 仅 可 有 效 利用 存储 , 而 且 数值 上 也 非常 有 效 , 其 计 
算 代 价 为 
Zig = 5 (n? + 3n? — 4n) 

次 基本 运算 加 上 计算 n 个 平方 根 , 次 数 要 少 得 多 . IRER LR 分 解 相 比 , 其 
计算 量 大 约 减 少 一 半 (考虑 到 对 称 和 矩阵 的 不 同 元 素 个 数 仅 是 普通 矩阵 不 同 元 素 个 数 
的 一 半 , 这 或 许 并 不 奇怪 ). 此外, RAE L 的 元 素 的 绝对 值 是 有 界 的 , 不 能 任意 
BRK, 楚 列 斯 基 分 解 是 稳定 的 . 


A=LL" ( 楚 列 斯 基 分 解 )， 


Le—b=0 (向 前 代 换 — c), 
L'z+c=0 (ER) 


代 换 的 计算 量 总 计 为 Zuon = n? +n 基本 运算 . 
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7.2.1.6 三 对 角 线 方程 组 
今 考虑 重要 特例 : 三 对 角 线 方程 组 ， 对 这 一 特例 应 用 对 角 线 策略 于 高 斯 算法 . 


a1 bi 1 My bi 
a= C1 a2 b2 a l 1 . m2 b2 =ER. 
c2 a3 bs b 1 ma bs 
C3 a4 l3 1 ma 


通过 系数 计算 , 我 们 从 三 对 角 线 n x n FA 4 的 LR 分 解 算 法 得 到 : 


mı = a1, 


Lk=ca/mi, Mi+ı = i1 — bil, i= 1,2,- ,nl1. 
对 方程 组 Ar -d = 0, 用 向 前 代 换 Ly -d = 0 计算 辅助 向 量 y: 
Y= di, Yi = di — liitis AA R Th 


然后 通过 反 代 换 Rz +y = 0 得 到 解 向 量 z: 


2 m Yi + bitişi i=n-l,n-2---,1. 
Mn Mi 


这 一 极为 简单 的 算法 仅 要 求 Ziria = 5n — 4 次 基本 运算 , 运算 次 数 随 n 线性 增长 . 
带 主 元 选取 的 算法 参见 [432]. 


7.2.1.7 ”线性 方程 组 的 条 件数 


由 于 输入 数据 总 是 不 准确 的 , 至 今 介绍 的 算法 实际 上 仅 能 近似 求解 方程 组 . 但 
即使 输入 数据 绝对 准确 , 由 于 存在 舍 入 误差 , 计算 结果 也 不 会 是 准确 的 . 若 在 计算 近 
似 解 云 的 同时 , 也 计算 亏 量 或 剩余 7 := z — x. 则 z 可 看 作 扰动 方程 组 Az + (b- 
r) = 0 的 准确 解 . 因为 Ac+b=0, 误差 向 量 z := z 一 元 满足 方程 组 Az+r=0. 

设 lel 为 向 量 范 数 , [LAT] 为 与 之 相 容 的 矩阵 范 数 , 则 有 不 等 式 


dia. m 


lll < [Al - llel lel < AT Il 
于 是 有 相对 误差 
lell _ lle — 1 < yay. any rli ua. Ul 
lel ^^ ep SAM ACH qug = A ng 


称 (A) := |AI| - A! ||] 为 矩阵 A 的 条 件数 . 在 这 种 情况 下 考虑 , 条 件数 (A) 
刻画 了 常数 向 量 b 在 范 数 意义 下 的 小 改变 如 何 影 响 解 ， 于 是 剩余 大 小 一 般 并 不 
表示 计算 解 元 的 精度 . 
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方程 Ac+b = 0 在 输入 扰动 A 和 Aw 下 的 扰动 方程 为 (4+TA4)(z+Az) = 
0, 只 要 &(A) - ||AAl|/||A]| < 1, # xz 的 改变 大 小 可 通过 下 式 估计 


IAAI IIAml 
{ AI * mi 上 


Ael] (A) 
lel] 5, ala 


) 一 一 一 


IA] 
由 此 可 以 得 到 如 下 法 则 : 如 果 方 程 hz +b = 0 在 d 位 数 精度 下 求解 ， 条 件数 为 
&(A) ~ 10°, 那么 作为 输入 误差 的 结果 , z 的 绝对 值 最 大 的 分 量 仅 有 d—a—1 位 
有 效 数字 , 而 其 他 分 量 的 相对 误差 可 能 还 要 大 . 
7.2.2 ”线性 方程 组 的 迭代 法 

迭代 法 特别 适 于 求解 系数 矩阵 A 是 稀疏 的 , 即 其 多 数 元 素 为 零 的 大 型 方程 组 


和 欠 代 过 程 基于 将 给 定 方程 Axr + b = 0 化 为 不 动 点 形式 


或 者 通过 对 有 逼近 泛 函 求 极 小 . 对 给 定 的 初始 向 量 z(9), 当 且 仅 当 和 迭代 矩阵 T 的 谱 半 
径 满足 p(T) <1, 不 动 点 关系 2) = Ta + c 生成 的 序列 收敛 到 解 zx. 
7.2.2.1 ZAER 


今 将 矩阵 A 分 解 为 和 A = -L--D—U, 其 中 工 为 严格 下 对 角 和 矩阵 , U 为 严 
格 上 对 角 阵 , DD 为 对 角 矩 阵 且 其 对 角 线 元 素 ar EF: 


0 0 0 es 0 Ü -—ai ws + —Gin 

一 Q21 0 0 0 0 一 Q23 一 Q2m 

L:=| —@31 ”一 Q32 0 , U:=| 9 0 0 —a3n 
—ünl —An2 —Gn3 0 0 0 0 0 


D := diag (a11, a22,°-* ,@nn) - 


Da **? = (L+U)z™ —b, k=0,1,2,---, 


SC RAP ah: 
T;:-D !(Lb-4U). 


雅 可 比方 法 收敛 的 一 个 充分 条 件 是 矩阵 A ATS UD RR. 
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(D-—L)a*t) =Ua™ —b, k=0,1,2,---, 


其 不 动 点 迭代 单元 由 下 式 给 出 : 


Tg:(D-L)'U, cg:-(D-L) b. 


Xf RT LGR A 


i—1 n 
gD ENS C +Y aight?) 4 *. auaf) Jai, i-1,2,.-,n. 


j=1 j=i+1 


单 步 方法 收敛 的 充分 条 件 是 矩阵 4 对 角 占 优 或 对 称 正定 . 
若 对 单个 分 量 乘 以 一 个 松弛 因子 w A 1, 常 可 使 算法 性 能 (收敛 速度 ) 好 得 多 . 
当 w > 1 时 称 为 超 松弛 , 当 w < 1 时 称 为 低 松 弛 . 组 合 步 方法 产生 JOR 算 法 如 下 : 


a) — a9 4w [D (L+U)s™® -Db - 2) 


= [(1- w) E +WD! (L--U)| a? - oD^!b. 
因此 不 动 点 迭代 的 元 素 为 


Tjor(w) := (1- w) E+wD'(L+U), cjor:=—wD~'d. | 


zt) —(D—wuwL) ! [(1—w)D --«U]z? —w(D—wL) ! b, 
Tsor(w) := (D — wL) ! (1 — w) D+ wU], csor := —w (D — wL) ! b. 
最 优 松弛 因子 wopt 的 选取 要 使 得 谱 半 径 p(Tior(w)) 和 p(Tson(w)) 分 别 最 小 . 由 
于 系数 矩阵 4 有 不 同 的 性 质 , 选取 wopt 的 方法 理论 上 也 有 不 同 的 可 能 性 . 
7.2.2.2 Hit RE 


SALERRO AW RR BA 4z + b = 0, 其 中 A 对 称 正定 , 这 是 椭 加 
边 值 问题 离散 化 产生 的 矩阵 类 型 ， 共 元 梯度 法 尤为 适用 . 该 方法 基于 解 z 是 下 列 二 
次 泛 函 取 极 小 这 一 事实 : 
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F(v) 的 极 小 是 这 样 逐 次 确定 的 : 从 某 个 向 量 rO 出 发 , 沿 着 负 梯 度 方向 , dX 
BI k ASP MA p™, 使 F(v) 在 该 方向 极 小 化 . CG 算法 描述 为 


开始 : Re pO = Ag + b, p? = —pO. 


HEAR (ke =1,2,---): 


大 el pA 


1 = rD" plk-1) fp (B—2)7 p (k-23), 
p = -r-d 4 epp”, 

z= Ap™), gy = 75707 p (57D Jp" z, 

a) = g-D pg p, — p =g) 4 grz, 


检验 收敛. 


TEJESUBERERE(CG. 方法 ) 中 剩余 向 量 rO 是 两 两 正 交 的 , 下 降 方 向 p? 是 两 
Paseo, 即 有 (p(?)T Ap = 0, j =1,2,--- ,k 一 1. 因此 该 方法 对 n 个 未 知 量 的 
线性 方程 组 Act+b = 0 最 多 经 过 ”次 迭代 就 可 以 得 到 解 z. 事实 上 , PUPAE 
k 次 迭代 的 解 z*) 是 泛 函 F(v) 关于 子 空间 S := span({p™, p®,--- , p?) = 
span({p,p™,... ,p^-0) 的 全 局 极 小 , 从 而 


k 
p (2h) = min F G + > ap) : | 
ici 
由 此 可 得 误差 e™ := z(*) — v 类 似 地 是 按 能 量 范 数 ||z|| = 2T Az 的 关于 S, 的 


极 小 , 因此 最 后 得 到 
lle IL a <o( at) 
lle?llA ^" V/x(A)o1J — 
由 此 可 估计 保证 [le || 4 /|jle || A « e 的 CG 步 数 大 为 


k< 5 /& (A) In (2) +1. 


该 上 界 由 容许 值 = 和 条 件数 (A) PRR. ARREA KSET LOB 
过 预 条 件 而 显著 改进 .这 需要 提前 对 要 求解 的 方程 组 作 变换 ， 以 得 到 具有 较 好 条 件 
数 的 矩阵 A. 这 是 用 一 个 nx n 的 正规 矩阵 C 变 方程 组 Act+b = 0 为 人 元 十 — 0, 
其 中 


4:=CrI4C-T，b:=C-1D， 二 :=CTa. 
这 里 A 是 对 称 正定 矩阵 , 且 相 似 于 
K xe DT At = fear)” A:=M"A, 
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为 了 使 关于 谱 范 数 的 条 件数 满足 (Å) = ma( 开 ) = ma(MT-14) « r(A), 
RAHEEM = CCT 必须 是 A 的 逼近 . 根据 问题 的 不 同 特性 , 有 多 种 选取 预 条 
(FERE M 的 方法 , 参见 [425]. 


7.2.3 ”特征 值 问题 
为 计算 矩阵 A 的 特征 值 和 ; 及 相应 的 特征 向 量 £j, 


利用 问题 的 特性 或 矩阵 4 的 特性 , 有 许多 方法 和 程序 . 下 面 我 们 考虑 特征 值 问题 . 
假定 矩阵 4 的 元 素 很 少 为 零 , 且 问 题 是 求解 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 对 (Aj, e). 


7.2.3.1 特征 多 项 式 

理论 上 计算 特征 值 A 的 方法 是 计算 特征 多 项 式 PA(A) = det(A — AE) 的 
根 , 然后 通过 求解 相应 的 齐 次 线性 方程 组 (A — A; E); = 0 来 确定 特征 向 量 (参见 
2.2.1). 但 是 这 种 方法 并 不 能 用 于 实际 数值 计算 . 这 里 最 大 的 问题 是 特征 多 项 式 系数 
计算 中 的 舍 入 误差 可 能 对 特征 值 的 计算 有 强烈 的 影响 (参见 [432]), 致使 这 一 步 计 
算 一 般 是 相当 不 稳定 的 . 所 以 需要 用 其 他 方法 来 处 理 特征 值 问题 . 


7.2.3.2 雅 可 比方 法 


nxn WrSORERÓREEBTRHIER A; 是 实数 , 相应 的 nn 个 特征 向 量 zj; 构成 一 个 正 交 
向 量 系 (参见 2.2.2.1). 因此 存在 一 个 以 特征 向 量 zi 为 列 组 成 的 nxn EEX, 
能 将 矩阵 4 化 为 对 角 型 矩阵 


X AX-X'AX = D = diag (M,N, , Àn). 


! uii= 1, iZp,q, 
COS (p sin q — p Hu H 
1 Upp = Ugq — COS Qo, 
U (p.q, 9) := "Rm Upg = SÌN 9, 
1 i 
Ugp = —sin 
—siny cos (p go Ps 


ji uij = 0 其 他 . 


通过 适当 的 正 交 相似 变换 迭代 实现 这 一 变换 . 
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满足 1 < g < p < n 的 指标 对 (p,q) 称 为 旋转 指标 对 ，U(z,q,p) 称 为 (p,q) 
旋转 矩阵 ， 其 第 p 和 第 g 个 对 角 线 元 素 为 cosy, 其 他 对 角 线 元 素 为 1, 在 (p, q) 
和 (q, p) 处 的 元 素 为 uj, = 一 ugp = sing, 其 他 非 对 角 元 素 为 0。 在 变换 后 的 算 
RE A” := U^ AU = U* AU 中 , 只 有 第 p 和 第 q 行 及 列 的 元 素 改 变 了 . 对 变换 
A’ := UTA 的 元 素 , 有 
apj = Qj COS  — gj Sin qp, 
ajj = apj SIN Y + aqj COSY, j=1,2,---,n. 
ai; = ait f D; 9， 

由 此 得 到 矩阵 A" = A'U 的 元 素 为 
dj, = 0, COSY — a5, Sin qp, 
aj, = ap Sin p + aig cosp, t=1,2,---,n. 
aij = ajj < P, q, 

于 是 得 到 变换 后 在 p 5 q 行列 相交 处 的 矩阵 元 素 为 


"H —— 2. 2 . : 2 
Qpp = App COS P — Züpq COS p sin y + Qaqg SM Q, 


WW :2 : 2 
Qgq = App Sin” p + 2a5q COS p sin Y + aqq COS” Y, 
n WW : 2 +2 
apa = Aup = (App — aqq) cos p Sin Y + apq (cos y — sin"). 


(p,a) 旋转 矩阵 U(p, 9.9) = U 的 旋转 角度 o 可 选 得 使 变换 后 的 矩阵 A" 的 两 个 
非 对 角 元 素 a^, = a", = 0, 即使 得 


aqq 一 I E 
cot (29) = “ee, 其 中 -ISSF 
pq 


UTAO-DUg, k eee ,使 得 在 第 步 时 通过 Ui = U (p,q, p) 将 AC-D 的 
AEM PATCH af) = al) AS. 在 AU? 中 产生 的 零 元 素 一 般 会 被 后 面 的 旋转 破 
坏 . 


(1, 2),.(1,3),°-- TER IA pA 3), (2,4)…， , (2, n), (3,4) (n EE 1, 7), 


这 使 得 每 一 步 都 将 矩阵 的 上 半 非 对 角 元 素 整 行 变 为 零 . 
在 上 述 两 种 方法 中 和 矩阵 AC 的 非 对 角 元 素 的 平方 和 


s(49) = b= 0,1,2,-- 
i=1 j=1 
jżi 
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构成 了 一 个 零 序列 , 即 矩阵 序列 AM 收敛 于 对 角 矩 阵 D. Ë S (A9) <e, 那么 
对 角 元 素 ol!) 表示 有 绝对 精度 = 的 特征 值 Xi, 而 旋转 矩阵 乘积 V := U1 .Da Ux 
的 列 就 是 对 相应 的 特征 向 量 的 规范 正 交 远近 . 


7.2.3.3 HARA RR 
M nxn 非 对称 和 矩阵 A 出 发 , 通过 一 系列 相似 变换 将 其 变 为 适 于 计算 的 海 森 伯 格 
(Hessenberg) #! 4E H: 


hi hiz his +++ hn-1 hin 

hai haa haa … han-1 han 

O ja hss +- han-1 haa 

dm 0 O ha … ham- han 
0 0 0 ON hawt Ann 


今 应 用 雅 可 比 旋转 矩阵 于 吉文 斯 (Givens) 方 法 ， 使 得 被 消 掉 的 次 对 角 线 以 下 的 矩阵 
元 素 不 在 第 p 和 第 q 行列 的 交叉 点 上 .此 外 , 化 为 零 的 元 素 在 后 面 各 步 不 再 改变 ， 
这 使 得 该 变换 通过 N* = (n 一 1)(n 一 2)/2 步 就 可 以 实现 . 

按 以 下 顺序 通过 旋转 和 矩阵 U (p, q, o) 逐次 完成 消 元 : 


01, 041; * ** ,0n1, 042, 052, ** * ; 02, 053; ** )Qnn 2， 
其 相应 的 旋转 指标 对 为 

(2,3), (2, 4), --- , (2, n), (3, 4), (3, 5) , (3,7), (4, m), ,(n- 1, m). 
旋转 角度 o € [7n/2,n/2) 由 通过 (;--1,) 旋转 消去 aij 0,12 j 4-2 确定 , 即 


f H 
Qij = àj41,j Sin Y + aij cosy = 0. 


HRE Q:—U;-Us---- Un-, A H = Q" AQ, FER 4 的 特征 值 可 以 由 海 森 
伯 格 矩阵 H 的 特征 向 量 y; RË, zj = Qy 
车 该 变换 应 用 于 n x n AIRERA, 由 于 在 正 交 相似 变换 下 保持 对 称 性 , 则 得 
到 对 称 三 对 角 和 矩阵 J := QTAQ, 其 中 J 为 
a [Ah 


Pi o2 Be 
B2 a3 pa 
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将 矩阵 A 化 为 海 森 伯 格 矩阵 或 者 三 对 角 矩 阵 的 正 交 相 似 变换 可 以 借助 快速 吉文 斯 
7.2.3.4 QR 算法 


对 任意 的 n x n MRE A, 根据 舒 尔 (Schur) 定理 , 存在 一 个 正 交 矩阵 U, 
使 得 A 相似 于 拟 三 角 短 阵 玉 = U" AU, 


Ri Re Riz … Rim 

O Ho Hos :1:: Rm 

R= O O Has e Ram 
O O O p Rimm 


JER Ru, i= 1,2,---,m 为 1 阶 或 2 阶 的 方 阵 . 于 是 A 的 实 特征 值 等 于 1 WEE 
Rii 的 元 素 , 而 复 共 斩 特征 值 对 则 等 于 2 BEM Ra; 的 共 斩 特征 值 对 .QR 和 工法 是 构 
造 收敛 于 给 定 的 拟 三 角 算 阵 R. 的 正 交 相似 矩阵 序列 的 方法 ， 它 基于 如 下 事实 : 每 
nx n KERE A 都 可 以 写成 正 交 矩阵 Q MEZHER R 的 乘积 , 形 如 


A-Q.R (QR 28). 


下 面 用 基本 和 雅 可 比 旋转 矩阵 进行 QR 分解. 若 由 A 的 QR 分 解 的 组 分 构造 新 
和 矩阵 


A’ =R:-Q, 
WW A’ 是 A 的 正 交 相似 矩阵 , 从 4 到 A’ 的 变换 称 为 QR. zb, 原则 上 常用 来 构造 
相似 矩阵 序列 . 为 了 减少 计算 量 , 在 QR 变换 中 , 我 们 用 海 森 伯 格 矩阵 H 或 三 对 
HERE J, 因为 海 森 伯 格 矩阵 H 经 过 QR 变换 后 得 到 的 矩阵 H' 还 是 海 森 伯 格 矩 
阵 , 那么 经 过 一 个 QR 步 , MARNE J 变换 得 到 的 矩阵 J 仍 是 三 对 角 和 矩阵 , 
于 是 海 森 伯 格 矩 阵 Hr. 有 QR 算法 如 下 : 


Hr =Q,Rr, Hxyji-R&4Q,, 一 123 


在 一 定 假设 下 , 正 交 相似 海 森 伯 格 矩阵 五 序列 收敛 于 一 个 拟 三 角 和 矩阵 . 为 了 提高 


Hx -—o,E=Q,Rx, Hpi = RQ, + ox E, k= 1,2,9, 


在 第 大 个 QR 步 中 适当 选取 谱 偏 移 ox, 如 选取 H, 的 上 一 个 对 角 元 , 以 确保 上 一 
步 或 下 一 步 A, 的 次 对 角 元 素 很 快 收敛 于 零 . 这 样 A, 分 解 和 QR 算法 便 可 应 用 
于 较 小 的 子 矩 阵 继续 下 去 ， 以 逐个 算出 矩阵 的 特征 值 . 如 果 给 定 矩 阵 Hi BATHE 
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的 复数 特征 值 对 , 那么 为 避免 复数 计算 采用 两 步 QR 技 巧 . 这 样 逐 次 使 用 带 隐 式 复 共 
Soi as, 可 由 五 上 求 得 海 森 伯 格 矩阵 Hio. 

应 用 于 海 森 伯 格 矩 阵 或 三 对 角 和 矩阵 的 具有 隐 式 谱 偏 移 的 QR 算法 , 是 计算 和 矩阵 
特征 值 的 很 有 效 的 方法 , 因为 只 需要 经 过 少数 的 QR 步 就 可 以 得 到 每 一 个 特征 值 或 
特征 值 对 . 这 是 处 理 满 矩 阵 特征 值 问 题 的 标准 方法 . 
7.2.3.5 224% (Wielandt) 中 断 逆向 量 和 迭代 

这 一 方法 用 以 有 效 计算 矩阵 特征 值 的 近似 值 . 设 Ak EEA ERE H 的 特 
征 值 Ar 的 近似 值 , 且 满 足 0 < [Ax — Ar| = € « d := min |A; — Axl. 

那么 对 以 H 的 相应 于 特征 值 和 的 特征 向 量 y, 为 非 零 分 量 的 初始 向 量 2, 
迭代 


(H — kE) z™ =z™) m=1,2,3, 


^E UB BORE y, 方向 的 向 量 序列 ztm9， 对 一 个 好 的 初始 逼近 X 及 
矩阵 H 的 海 森 伯 格 型 , 用 带 列 试验 策略 的 高 斯 算法 求解 关于 207 的 线性 方程 组 
(H — A,E)z (9 = ztm-0 可 以 得 到 解 z. 用 正规 化 欠 代 向 量 还 能 使 得 计算 更 经 
Wr. 本 方法 也 可 用 于 计算 已 知 近似 特征 值 的 对 称 三 角 矩 阵 J 的 特征 值 , 其 中 应 该 考 
虑 要 求解 的 线性 方程 组 的 特殊 结构 . 


7.2.4 ” 拟 合 和 最 小 二 乘法 


拟 合 计算 要 解决 的 基本 问题 是 : 估计 在 由 已 知 定律 或 模型 假设 支配 的 经 验 公式 
中 的 未 知 参数 .在 最 简单 的 情况 下 , 给 定 函数 f(z; Qi, a2,… ,an) 及 其 在 N 个 不 
同 点 z1,z2,… ,ZN 的 测量 值 yi,y2,… yn, BD f(mi01,02,:-- ,an) 的 值 ， 要 确 
定 未 知 参数 集 01,02, , an, 使 得 标准 偏差 或 剩余 


ri := f(zij01,02,*:: ,04) - Xi; *t=1,2,---,N 


在 如 下 意义 下 最 小 . 测量 值 的 个 数 N 要 大 于 参数 的 个 数 n 以便 减 小 输入 数据 中 不 变 


N 


Y 
5 LF Gri 1,03; - -- ana) yi] 2 min. 


如 观测 值 有 相对 不 同 的 精度 , 如 正 态 分 布 的 方差 不 同 , 那么 就 要 考虑 用 加 权 剩 余 法 . 
下 面 我 们 只 考虑 线性 依赖 于 参数 ax 的 函数 f(zi; Qi, Qa2,… ,an), 对 于 不 依赖 
于 参数 Ok 的 给 定 函数 Yr, k = 1,253 3n, 有 
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f(2;01,02,: io T = oce (x), 
于 是 需要 求解 的 方程 是 线性 误差 方程 


QP1(Ti) + a29o(zi) + onpn(Ti)— Yi =Ti, i-1,2.--,N. 
WERE C = (cix) € RY” 的 元 素 为 cik := px (zi),i=1,2,.…,N;k=1,2,.…,n 
向 量 y e RN 为 测量 值 , 参数 向 量 a c RN 及 剩余 向 量 re RN, 则 线性 方程 组 简 
记 为 
Co-y-r. 
7.2.4.1 正规 方程 法 
求解 之 前 我 们 在 高 斯 拟 合计 算 中 碰 到 的 类 似 的 误差 方程 , 假定 
- (Ca - y)! (Ca - y) - aTC7 Ca -2 (cry o 4- y^ y — min. 

其 中 A := CTC e R"*", b := CTy € R^, 导致 其 必要 且 充 分 的 条 件 为 待定 参数 


的 线性 正规 方程 组 
如 果 误 差 方程 的 矩阵 C 有 最 大 秩 n, 那么 矩阵 4 是 对 称 正定 的 . 因此 A 是 正规 
的 , 参数 向 量 a 被 唯一 确定 , 线性 方程 组 可 借助 楚 列 斯 基 方法 求解 (参见 7.2.1.5). 
剩余 可 以 通过 将 参数 向 量 a 代入 误差 方程 计算 得 到 . 

正规 方程 的 矩阵 元 素 ai, 和 常数 b; 可 以 由 矩阵 C 的 列 向 量 cj 的 内 积 计算 : 


N N 
ajk = 6j €x = Y eic = X 9; (ti) pr (wi), 1,8 =1,2,--- h, 


N N 
T m 
bj c ery = Deum ei (n) ws j212,-,n 


i=1 
利用 高 斯 求 和 记号 [f (z)] s i) ), 正规 方程 的 元 素 可 由 下 式 给 出 : 
ajk = [pj (x) ex (x), bj = [yp; (z) yj]. 于 是 对 经 常 发 生 的 特别 情况 可 得 到 解 的 显 式 
表示 . 
7.2.4.1.1 直接 观测 拟 合 
车 观测 未 知 量 y 并 及 个 测量 值 y, W N 个 误差 方程 y — yi = rii = 
SN 及 得 到 的 待定 参数 值 y 的 单个 正规 方程 由 下 式 给 出 : 


N N 
à 1 
[y - [y =0, Ny 2 5 vo M y= x ne 
i=l i=1 
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7.2.4.1.2 回归线 y 一 az 十 了 


如 果 观 测 值 Mi(xi,y:), i = 1,2,---,N 几乎 在 一 条 直线 上 (UE o; 为 准确 的 横 
坐标 ,y; 为 测量 的 纵 坐 标 ), 回归 线 y = az +b 的 参数 Ab 由 下 列 误差 方程 根据 最 


小 二 乘法 确定 : 
aTi+b— yi = fi, 1—1,2,:--,N. 


[z?] -a + [z] -b — [xy] = 0, 
[z] -a + [1] -b — [y] = 0. 
该 方程 的 解 通常 由 克拉 默 法 则 (参见 2.1.4.3) 得 到 : 


a- Nale p 加 -加 .| 
N-[?] - (le? " N -[] - (f? 


因为 在 z; 和 y; 均 为 正 数 的 情况 下 分 子 和 分 母 可 能 被 抵消 , 这 些 公式 是 数值 不 
稳定 的 . Eat Teel BE 五 := [r]/N, y := [y]/N, 形 如 


uc) jn - ay «-»/Yc i-E), b—-jg-a-m. 


i=1 


相应 的 正规 方程 为 


7.2.4.1.3 WAHAR y — at br + cr? 


对 几乎 在 一 条 抛物 线 上 的 观测 值 Mi(zi yi), i = 1,2,---,N, 从 相应 的 N 个 
误差 方程 
at bz; + cx? — yi = Ti, 1=1,2,---,N 


可 得 如 下 三 个 方程 为 正规 方程: 
N -a+ [z] -b+ [x7] c - [y] =0, 
[z]-a+ [x°] -b+ [z?] -c — [zy] = 0, 
[°] -a+ [77] -b+ [zf] e - [z^] =0. 
其 解 应 可 用 楚 列 斯 基 方 法 求 得 . 
7.2.4.1.4” 拟 合 多 项 式 
在 某 些 情况 下 用 高 阶 拟 合 多 项 式 是 适当 的 .以 拟 设 函 数 wk(z) = ze 大 = 
1,2,… ,n 为 n 一 1 阶 拟 合 多 项 式 , 可 得 参数 al, az?,… ,an 的 正规 方程 : 


5 [af n 一 Em =, i= ds ym 


k=1 
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正规 方程 矩阵 4 的 条 件数 (A) 通常 很 大 , 以 致 求解 a 的 计算 有 在 7.2.1.7 Pit 
论 过 的 常见 问题 . 若 通过 简单 的 变量 替换 拟 合 逼 近 区 间 ， 以 勤 让 德 多 项 式 P(x)( 见 
1.13.2.13) 或 切 比 雪夫 多 项 式 Ty (m) (UL 7.5.1.3) 等 更 合适 的 拟 设 函 数 wx(z) 代替 简 
ÉSTE ER, 则 情况 可 以 得 到 改善 . 


724.2 正 交 变换 法 


正规 方程 的 条 件数 通常 较 差 , 为 了 用 数值 上 更 稳定 的 方法 处 理 误差 方程 , 我 们 
首先 可 应 用 正 交 变换 将 误差 方程 化 为 简单 的 形式 . 这 里 正 交 变 换 适 用 于 最 小 二 乘 方 
法 , 因为 剩余 向 量 的 欧 几 里 得 长 度 通过 变换 保持 不 变 . 设 Q ERYN HEXER, 
那么 Ca - y BH 

QCa-Qy=Qr=:r 
对 每 一 个 秩 最 大 为 n < N 的 矩阵 C c RNxn, 存在 一 个 正 交 矩阵 Q c RNx 使 得 


a R 
Qc =R:= (2). 


其 中 Re RÜ7?*" 为 正规 上 三 角 矩 阵 ,而 0 c R""" ASME. EXE Q 可 
以 通过 形 如 


U := E — 2ww" c RX*™ Heh w eR. ww =1. 


因此 U 是 正 交 矩阵 . 这 相应 于 在 RN 的 正 交 于 w 的 N —1 维 补 子 空间 的 反射 . 因 
为 这 一 反射 性 质 , 通过 适当 选取 向 量 w, 对 每 个 向 量 c 6 RN, c #0, X c = Uc, 
豪 斯 霍 尔 德 矩阵 U 映射 c 为 等 范 数 的 c. 向 量 w 的 方向 是 c 和 -e 的 夹 角 的 平 
分 线 方向 . 

在 变换 的 第 一 步 , SHR C’ = U1C 的 第 一 列 为 第 一 个 单位 向 量 el € RY 
的 倍数 , 其 中 U = E-2wiwl. 这 表明 Uic = 一 yei; 其 中 | = lleill, ei 为 
HEE C 的 第 一 列 . 因此 wi 的 方向 由 h := cl + yei 唯一 确定 . 为 了 避免 计算 中 可 
能 消去 h 的 第 一 分 量 , 我 们 选取 y 的 符号 与 c 的 第 一 个 分 量 cu 相同 . 向 量 wi 由 
单位 化 h 得 到 , 变换 的 第 一 步 C’ = UC = (E-2wiw1)C = C — 2wi(w1C) 
可 以 利用 辅助 量 

pj=2wic;, j =2,3,---,n. 
根据 
ci 一 一 7el; c} 一 cj 一 Dj1D1， j-—2,3,--,m. 

使 计算 量 最 小 . 

在 后 面 第 k 步 变换 中 ， 通 过 利用 豪 斯 霍 尔 德 矩阵 Ur = EE 一 2ukaok ,= 
2,3,.… ,n， 其 中 向 量 w, € RY 的 前 k — 1 SOAS, BRE CHV := 
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Uri UC 的 第 上 列 为 要 求 的 形式 . 也 就 说 仅 由 后 面 的 N 一 上 十 1 个 分 量 组 成 
的 第 列 的 部 分 向 量 , 映射 为 单位 向 量 es e RP ^ 的 倍数 . 同时 矩阵 CD 的 
Bi k— 1 列 保持 不 变 . 经 过 n 次 这 样 的 正 交 变换 , 有 


QC = R, XP Q :=Un Usa Us Us. 
若 通 过 连续 乘 以 豪 斯 霍 尔 德 矩阵 Ur 形成 变换 后 的 测量 向 量 
§ = Qy =Un Usi Us Uy, 


则 变换 后 等 价 的 误差 方程 组 变 为 


T1103 + T1202 十"… 十 TInQn 一 加 = fa, 
T2202 十 … 十 7anan — Y2 = fe, 


TnnQn 一 Un = Tris 


由 于 后 面 的 N-n 个 剩余 i 被 相应 的 值 gi 决定 , SAMS A Hh 2 — f$, =0 
时 剩余 的 平方 和 是 最 小 的 . 通过 对 包含 g c R^ Nin 个 分 量 的 向 量 y. 的 逆 代 
换 , 我 们 想 确定 的 参数 ai, , an A PRES: 


Re-íé, ĝ ER”, 


因 关系 Qr — P 和 豪 斯 霍 尔 德 矩阵 Uk 的 对 称 性 , 根据 如 下 公式 能 最 方便 地 由 给 定 
的 误差 方程 计算 剩余 向 量 r: 


r=QTF =U; -U2 Un i: Unt. 


f 的 前 n 个 分 量 为 零 , 后 N 一 n 个 分 量 由 a= pi 得 到 . 借助 于 上 述 有 效 的 计算 
技巧 , 完成 人 对 矩阵 Ur 的 连 乘 . 

正 交 变换 法 与 利用 正规 方程 的 经 典 方 法 相 比 , 得 到 的 参数 值 的 误差 较 小 , 其 原 
因 在 于 从 误差 方程 到 正规 方程 的 过 渡 使 C 的 条 件数 自 乘 . 

除了 带 基 本 旋转 矩阵 的 误差 方程 的 豪 斯 霍 尔 德 变换 , 存在 带 基 本 旋转 矩阵 的 正 
交 变 换 , 其 每 一 步 消 掉 一 个 矩阵 元 素 . 这 一 变形 的 计算 量 较 大 , 但 可 以 采取 特殊 的 非 
正则 的 方法 , 其 中 可 能 考虑 矩阵 C. 此 外 , 从 存储 利用 的 观点 看 它 更 有 好 处 , 而 且 每 
一 步 可 考虑 方程 组 的 特别 的 误差 方程 . 
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7.2.4.3 ”奇异 值 分 解 方法 

如 果 误 差 方程 的 矩阵 C 的 秩 不 是 最 大 , 而 是 rankC = p < n, 或 者 如 果 直 到 
计算 精度 C 的 列 向 量 几 乎 线性 相关 , 那么 至 今 描 述 的 方法 不 可 用 . 在 这 些 情 况 下 
Ca 一 y =r 用 最 小 二 乘 方法 求解 的 解 不 唯一 , 或 者 至 少 是 不 确定 的 . 处理 这 类 问 
题 基 于 我 们 描述 的 如 下 事实 . 

WREE C c RY” 的 秩 rankC = p € n < N, 那么 存在 正 交 和 矩阵 UU € 
RN*N 和 VV ERYN, 有 奇异 值 分 解 如 下 : 


S 


C=USV |E $= (5) SERN" Ser” 


其 中 S 记 由 非 负 元 素 si 组 成 的 对 角 和 矩阵 , 以 sl > s2 >--- > sp > Sp = = 
sn = 0 的 顺序 排列 , 0 e ROY AFERE (参见 [432])， 这 里 s; 为 矩阵 C 
的 奇异 值 . 矩阵 U 的 列 向 量 u: c RV 称 为 矩阵 C 的 左 奇异 向 量 , 列 向 量 v; eR" 
称 为 矩阵 C fd ex. 根据 奇异 值 分 解 可 写作 CV =US R CTU = V$, 
可 得 如 下 关系 : 


Cvi—s;u, Clu; = sivi i= 1,2,--- ,n, 
CTu; 20, i=n+1,n+2,---,N. 
奇异 值 分 解 与 如 下 对 称 正定 矩阵 的 主轴 系统 有 关 : 
A:=C'’C=VS'UTUSV -v$ $V -vs?v?, 


B ss Edi S? 0 
B:-cct'-u$v'v$'utT-u$S$ UT=U | A ) UT. 


正 奇 异 值 的 平方 等 于 矩阵 AM B 的 正 特征 值 , 右 奇异 向 量 vi 是 4 的 特征 向 量 ， 
而 左 奇异 向 量 u: 是 B 的 特征 向 量 . 
奇异 值 分 解 通过 正 交 变 换 把 Ca -y =r 转化 为 等 价 的 误差 方程 组 : 


UTCVVTa —U*y - UTr =: f. 
Kh B:=V'a,9:=U'y, UTCV =S, 变换 后 的 误差 方程 组 为 


thi=—F= Ti, t= 1,2,+* 5p; 
—ji—-fi i=pt1,p+2,---,N. 


因为 最 后 N 一 p MAR P; 由 相应 的 y; 确定 , AA = $9 =---=F, =0, 则 剩余 的 
平方 和 最 小 , 于 是 前 o 个 辅助 未 知 量 3; 由 下 式 确 定 : 


Bi = di/si, i—1,2,---,p, 
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而 在 C WK p < n 的 情况 下 , 剩 下 的 8。_1,… ,Bn 是 任意 的 .车 进一步 考虑 
ĝi -ulyi-12,.,N, 则 解 向 量 o HPA: 
p T n 

SLE sis by Bivi, 


Si ; 
1 i=p+1 


其 中 有 n 一 p 个 自由 参数 Bi, i=p+1, ,n. FE C WK < n, 则 通 解 a 是 
特 解 与 由 p 个 相应 于 正 奇异 值 si 的 右 奇 异 向 量 vi 及 由 C 定义 的 线性 映射 的 核 中 
的 任意 向 量 产生 的 线性 包 的 和 ， 

在 不 唯一 可 解 的 误差 方程 组 的 解 的 集合 中 , 常 关注 欧 几 里 得 范 数 最 小 的 那个 特 
f. 因为 右 奇 异 向 量 vi 的 正 交 性 , 导致 方程 


Q = 


1 


uH 


p 
ui ; 
a'-3 o, job llas min [le]. 
icl Si Ca-y=r 


对 于 条 件数 很 差 的 误差 方程 , 其 特征 是 最 大 和 最 小 奇异 值 之 比 很 大 , 应 用 时 丢弃 oc 
的 一 些 分 量 可 能 是 有 意义 的 , 如 果 这 样 做 能 使 剩余 的 平方 值 可 以 被 接受 . 

实际 计算 矩阵 C 的 奇异 值 分 两 步 执 行 ， 首 先 利 用 正 交 和 矩阵 Q c RNN 和 
W em"*" 将 矩阵 C 转换 为 与 C 有 相同 奇异 值 的 两 对 角 线 矩阵 B, 通过 B = 
QTCW 计算 B. 第 二 步 用 QR 算法 的 特殊 变形 计算 B 的 奇异 值 . 
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7.3.1 ”插值 多 项 式 


WOME [a,b] CR 中 的 n+1 个 不 同 点 (插值 点 )zo,z1,… ,zn 及 相应 的 
值 (插值 )yo,y1,… yn, 如实 值 函数 f(z) 在 插值 点 上 的 值 , 则 插值 问题 是 求 不 超过 
n 次 的 多 项 式 I (zx), 使 得 L, 满足 n 十 1 个 插值 条 件 


In (ti) =g; $-20,1,2,.,n. 
在 这 些 假设 下 唯一 确定 一 个 多 项 式 . 这 唯一 确定 的 多 项 式 I, 有 多 种 表示 形式 . 


7.3.1.1 拉 格 朗 日 播 值 公式 
引入 相应 于 n 十 1 个 插值 点 的 n 十 1 个 特殊 的 拉 格 朗 日 多 项 式 


(a — zo): (£ — zii) (£ — Vi41) +--+ (£ — Tn) 
(zi es zo) (zi = 21-1) (i a Si) (xi = En) 
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这 些 n 次 多 项 式 是 n 个 线性 因子 的 积 , 且 有 性 质 Li(zi) =1 & Li(zx) =0,k Fi. 
多 项 式 In 可 通过 这 些 多 项 式 写 为 


及 依赖 于 待定 值 点 = 的 插值 权 和 
modnm) iem 
得 到 表达 式 
I, (2) = P» 2 Tle- 


i=0 k=0 


由 于 n 十 1 个 线性 因子 的 这 一 乘积 等 于 m 之 和 的 倒数 , 因此 得 到 计算 I,(z) 的 如 


下 重心 公式 : 
In (£) = Do) / [d 


i=0 


这 一 公式 对 数值 计算 是 有 用 的 . 在 以 h > 0 为 步 长 的 增 序 等 距 插值 点 的 情况 下 ， 
Zo, X1-— och, +++, mzj-—zo-cjh, 2zn 三 2Z0 十 IN 


局 部 系数 由 下 式 给 出 : 


cay [n = 
M= "Frat |, p FSO boom 


由 于 公共 因子 (-1)"/(A"n!) 在 重心 公式 中 可 以 约 掉 , 我 们 能 使 用 等 价 的 局 部 系数 ， 


1078 第 7 章 ”计算 数学 与 科学 计算 


7.3.1.2 ”牛顿 插值 公式 


i-1 


No (x) := 1, N: (x) := |] œ- 23). i-—1,2,:,n, 
j=0 


系数 ci 作为 第 i 阶 均 差 , 也 称 第 iH, 定义 为 


Gi = [rome m] [mimi-i:s::xo]; $0,52,9:.m 


其 中 [zi] := yi d = 0,1,… ,n 为 递归 定义 的 斜率 的 初始 值 . 
X jo, ju ji ARE {0,1,--- ,n} 中 的 连续 指标 , WA 


(aj, 253 - Bj) — [5i i] 
Tj; — Tjo 


为 确定 牛顿 公式 中 需要 的 斜率 , 给 出 如 下 均 差 格式 是 方便 的 : 


[zjozi *… Ej] := 


xo | [xo] 
[oz] 
zi | [mil [2021272] 
[2122] [20217223] 
x2 | [z2] [z1 2273] [zoziz22324] 
[2223] [21227324] 
x3 | [za] [1223254] 
[zaza] 
za | [z4] 


实际 上 , 牛顿 公式 的 系数 ci 正 是 下 斜 对 角 线 上 的 值 . 这 些 感 兴趣 的 数值 能 从 插值 点 
zi 及 相应 的 值 y; = [zi] WR, 利用 计算 机 程序 , 逐 列 计算 得 到 . 从 这 一 表示 便 推出 
最 有 效 计算 z 点 插值 的 方法 . 例如 , 对 n=4, 


I4 (x) = co + (x — zo) [c1 + (x — z1) {c2 + (x — z2) (es + (x — 23) ca) }] 


通过 从 最 里 面向 外 逐次 求 括号 里 表达 式 的 值 , 对 于 一 般 的 多 项 式 mle), 其 计算 量 仅 
为 n 次 乘法 运算 . 
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对 于 等 距 播 值 点 zj = zo 十 jh, j=0,1, ,n, 依次 简化 全 体 插值 多 项 式 , WH 
简化 为 


[zizi+1] = uae = ^ = (w+i — yi) := zAly, (1 阶 差分 ) 
[zizi+Hlzi+3] = ms ped = EE (Ayi = A’yi) = zzvi 
(2 阶 差分 ) 
及 类 似 的 k 阶 差分 
[i ++ mig] =! qwe (k 阶 差分 ) 
向 前 差分 递归 定义 为 


Ary i AF ya = Arty, k=1,2,---,n, «=0,1,--- ,n—-k, 


其 中 初始 值 为 Ayi — yi, i =0,1,--- nr. 这 些 差分 能 借助 规则 的 格式 计算 : 


Zo | Yo 
Al yo 

ži | yt A? yo 
Aly A? yo 

r2 | y2 A?yi A^ yo 
Al ye Ay, 

x3 | Ys A? ys 
Alys 

T4 Ya 

于 是 牛顿 插值 公式 如 下 : 
La uL E790 A1, , (r—zo) (z—21) A2, | (z—z0) (z—21) (z—22) 43 
In (2) «yo A yo + A yo + as A3yo 
i (z — zo) (£ — zt s — Zn-1) Aryo, 

nih 


其 中 系数 在 格式 的 下 斜 对 角 线 中 ， 若 进一步 定义 m = cot th, t € R, 则 由 此 可 


t t t t 
i (2) =a + ( ) aw ( ) w ( ) ato ( ) Sw 
1 2 3 n 


插值 多 项 式 也 能 从 最 远 的 插值 点 向 右 展开 . 在 这 种 情况 下 有 zn_; = zn 一 jh, j = 
0, 1, t4, 此 时 利用 向 后 差分 : 


Vos = V Un = La 1) k= 1,2, Tem :7,2 = 0, 1, ses giim k, 


其 中 初 值 为 Voyn-j, = Yn-j,j — 0,1 n. 这 些 又 构成 如 下 格式 : 
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Vly 
Tı yı V’y2 
V' ye V3ys 
T2 | y2 V?ys V*ya 
Vlys V3ya 
X3 | ys V?y, 
V' ya 
T4 Y4 


向 后 差分 是 在 下 面 的 上 斜 对 角 线 , 由 此 可 得 


(z 一 Zn)(zZ 一 Zn 1) 
2h? 
G-a) (2 nei), 


In (x) 二 Yn 十 Vy + 


V2yn 


Ter 


开 插 值 多 项 式 是 有 意义 的 .在 这 种 情况 下 ,对 于 等 距 插 值 点 有 zj = zo jh, j = 
0,4+1,+2,---,+m. 插值 点 个 数 n=2m41 假定 为 奇数 .这 种 情况 为 中 心 差分 , 使 
用 初 值 Sy; = Yj j = 0, +1, ws ‚Em, 递归 定义 为 


82 = 8 lys = 8^ ly;, k= 1,3, eg 
= ee 
fy; : = ô" js —8 Up k=2,4,---. 


中 心 差 分 的 格式 为 

Ta 区 
8y is 

t-i y-1i 8?y.4 
d'y-0.5 8°y_0.5 

Zo | yo 8? yo 8* yo 
381 yo.5 3° y0.5 

zı | yi 520 
ó'yis 
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从 In(z) 的 直观 拟 设 多 项 式 
nu (x) =co+e1 (z—2z0)-4-c2 (z—z0) (z—21)4-ca (z—20) (z—21) (z—za)4-—-- , 
x (x) =yot 1 (z —zo)4-*2 (Z 一 Zo) (x—2-1) +93 (z c0) (z—z1) (z—z1)+--- 


出 发 , 设 z := zo d th,t € R, 可 以 得 到 两 个 高 斯 插值 公式 : 


t 
Ip (x)=yo+ # 51yo .5 十 (5) 52yo 十 (2) Syo. ++ y ') 9" yo, 
1D (z)-— yo () d'yost 四 8^yo4- Yy Syoste + oa 8" yo. 
1 2 3 n 
若 取 两 个 公式 的 算术 平均 , 使 用 平均 值 
5 yo = 3 (yos + 8 y-os) ; k= 1, 3, 5, t: 
则 得 到 斯 特 林 (Stirling) 插 值 公式 : 
t yx ? t 十 1 \- ?(?-1 
In (£) =yo + ( i ) 8 yo + zë wo + ( ) 53yo + ( ) sty 


e (t? —1)-+-(t? —(m—- D^) sry 


7.3.1.4 播 值 误 差 
车 n 十 1 次 连续 可 微 函 数 f(z) 试图 以 插值 多 项 式 Liz) Bie, 其 中 I,(zx) 在 
区 间 [a,b] 中 以 zo, z1,--- ,zn 为 插值 点 , 且 对 所 有 的 i = 0,:… ,n, zi € [a,b], 则 插 
值 误差 由 下 式 给 出 : 
EP Lad 3 
f (z) - In(z) = (n+l) 
其 中 Ec (a,b) 依赖 于 z. 利用 插值 区 间 [a, 5] 中 的 m 阶 导数 的 最 大 范 数 
ud m = 2,3,4,- , 


n! 


(x — zo) (z — 21): (£ — 24), 


Mm := max 
£€ [a,b] f 


ED KA h 的 等 距 插值 点 的 情况 下 , 对 一 般 线性 、 二 次 和 三 次 逼近 多 项 式 插值 的 误 
差分 别 得 到 如 下 估计 : 
if te) ACE: sh? Ms, we lent, 


3 
IF (@)— n) < reas, se oos], 
2 MM, aE [zl, £2], 


je- une 这 


1 
ag Mo TE [zo, 21] U [z2, £3] " 
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7.3.1.5 艾 特 肯 - 内 维尔 算法 和 外 推 
如 果 给 定 插值 点 和 相应 的 插值 , 要 计算 插值 多 项 式 的 值 , 那么 艾 特 肯 -内 维尔 算 
法 是 适用 的 . KS = {io,… ,ik} C {0,1,--- n) 为 天 十 1 个 不 同 指标 值 的 集合 , 
Iti 4, (7) 表示 其 插值 点 和 插值 为 (ziby)ie S. 的 插值 多 项 式 . 对 零 次 初始 多 项 
xk, Bl (z) := ys, k 二 0,1,… ,n, 有 如 下 递归 公式 : 
(x — xig) Ii ies; (x) — (£ — Tip) | sd (zx) 


Tiisin (x) = Ti, — Lig 
k 


于 是 逐次 构成 高 次 插值 多 项 式 , 这 对 计算 给 定 的 z 处 的 插值 I5... (7) = In(z) 是 


k=1,2,--+,n, 


有 用 的 . 内 维尔 算法 通过 利用 以 下 格式 逐次 计算 这 些 数值 : 


zo yo — Ij 

zı |y= là 

z2 | y2—13 Ih Iù 

T3 | V3 — I3. 13 Ihs Tos 


Z4 | ya — I3. Iga Ta Ta 101234 = Ta(7) 


格式 中 的 每 一 数值 是 它 左边 及 左上 的 数值 的 线性 组 合 ， 


一 Ij — (z — z3)li * T-T " " 

3i c4 i. E ee JE m oap -I 4 ——— (8-1), 
$2 一 by Xo — T1 

z z — x2) Ig, — (r — x4) I2: " T—24 ,x " 

Bac 2) Ti. -( 4) Is = I3q + (134 — B3), 
X4 — XQ T4 — T2 


第 二 种 表示 更 有 效 且 更 便于 在 计算 机 上 实现 . 

内 维尔 算法 主要 用 于 外 推 . 我 们 常 能 借助 依赖 于 参数 t 的 辅助 量 B(t) 逼近 一 
个 量 A, 在 这 一 意义 下 有 展开 式 

B (t) = A+ ett cot? t cst? es +--+, 

其 中 系数 01 cz,:… ,cn 是 与 t 无 关 的 常数 . 车 因 某 种 原因 对 充分 小 的 t 值 不 能 计 
算 B(t), 而 这 对 B(t) HIE 4 是 必要 的 , 于 是 对 参数 值 序列 如 >ti >- > tnr 0, 
依次 计算 Blt), k = 0,1,… ,n 的 值 , 然后 求 相 应 的 插值 多 项 式 nlt) 在 并 非 插值 
点 的 t= 0 BUB: 这 一 过 程 称 为 外 推 , 为 此 逐 行 建立 内 维尔 格式 , 且 当 外 推 值 的 改 
变 足 够 小 ( 即 接近 收敛 ) 时 , 停止 减少 t 的 绝对 值 . 
例 : 从 单位 圆 内 接 n 边 形 的 周 长 Un 可 近似 计算 x 值 . 当 Ui,n 2 2 时 , 有 


3 2 5 4 7 6 
T OOO 
W t:= (1/n)?, 则 Un = B(t) 为 4 = x 的 近似 函数 , 不 求助 于 三 角 函 数 就 可 以 计 
算 周 长 U2, U4, Uo 和 Us, 以 内 维尔 格式 通过 外 推 可 得 到 x A ENEE. 
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1/4 |2.000000000 

1/9 |2.598076211 3.076 537180 

1/16 |2.828427125 3.124592585 3.140611053 

1/36 | 3.000 000000 3.137258300 3.141480205 3.141588 849 

1/64 |3.061467459 3.140 497049 3.141576632 3.141592411 3.141592648 


参数 值 t 常 形成 一 个 以 g = 1/4 为 公 比 的 几何 级 数 , AT te = tog, k = 1,2,--- ,n. 
在 这 种 特殊 情况 下 , 内 维尔 格式 的 计算 被 简化 . 假设 p := ui aa. 是 内 维 
尔格 式 的 第 列 的 值 , 于 是 当 t=0 时 有 


k k—1 ti k= kc: 
pi) = pt) S (pf - pit?) 
ti-k — ti 


pA a, z- - (oe? - iz) . Wedk4l-eumi «5 um 
对 第 k 列 差 应 该 乘 以 因子 g = 1/(4* — 1), 34 k — co 时 , 很 快 接近 零 . 这 种 特 
别 的 内 维尔 格式 称 为 龙 贝 格格 式 . 


7.3.1.6 样 条 插值 


有 大 量 等 距 或 几乎 等 距 的 插值 节点 的 插值 多 项 式 , 在 接近 区 间 端 点 时 有 和 急剧 震 
荡 的 强烈 趋势 . 因此 插值 函数 将 和 被 逼近 的 函数 有 很 大 差别 . 换言之 , 在 给 定 区 间 被 
低 次 多 项 式 函 数 有 效 逼近 的 插值 过 程 , 在 多 插值 节点 的 情况 不 再 导致 好 的 逼近 , 其 
至 在 区 间 端 点 一 般 不 具有 连续 可 微 性 . 

利用 总 是 导致 光滑 插值 函数 的 样 条 插值 可 以 改善 这 一 状况 . 其 思想 是 在 插值 节 
点 间 用 低 次 多 项 式 进行 插值 , 然后 粘 接 各 段 构 成 整体 连续 函数 . 这 里 考虑 三 次 样 条 的 
函数 s(z) 被 如 下 条 件 唯一 决定 : 

(1) s(zj) = yj j =0,1,2,--- ,n; 

(2) s(x)(H# x € [mi 2441], i = 01,2, ,n) 为 至 多 三 次 的 多 项 式 ; 

(3) s(z) € C? ([zo, z«]); 

(4) s" (zo) = s"(z4) = 0. 

这 些 条 件 唯 一 确定 函数 s， 相 应 的 函数 在 插值 点 之 间 是 分 段 三 次 多 项 式 , 而 在 
插值 点 s 处 二 阶 连续 可 微 , 且 在 区 间 端 点 二 阶 导 数 为 零 . 设 


hi = Zi41 — Ti, i = 0,1,2,- ,A—1 
为 部 分 区 间 [zi, ri] 的 长 度 , 其 中 对 s(z) BK 


si(Z) = ai (£ — x1)? + bi (£ — x1)? + ci (£ — xi) + di, TE [ti ti]. 
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另外 ,对 于 给 定 的 插值 节点 值 y; 我 们 也 要 求 二 阶 导 数值 y/， 以 确定 部 分 多 项 式 
si(z). 对 其 4 个 系数 ai, bi, ci, di, BK 


m 1 HH H T 1 Hu 
Qi = 6h; (yia Vi ) D bi I gi , 


1 hi 
Ses (yii — 9i) 一 6 (yii 25j), di-yi. 


这 些 条件 考 虑 到 插值 条 件 和 在 内 部 插值 点 二 阶 导 数 的 连续 性 . 在 n — 1 个 内 部 插值 
点 一 阶 导 数 的 连续 性 条 件 导致 n 一 1 个 线性 方程 


6 6 
hea yt? (hi ho) yi thin (yin — V (yi-yia)-0, i=1,2,.… ,nl. 


车 还 有 yo = ys = 0, 则 这 一 线性 方程 组 仅 有 n — 1 ARAWE yr. ,yn_1. 其 相应 
的 系数 矩阵 是 三 对 角 对 称 且 严格 占 优 , 那么 线性 方程 组 有 唯一 解 并 可 计算 , 且 计 算 
EMA n 次 基本 运算 (参看 7.2.1.6). 甚至 对 较 大 的 n W, 三 对 角 方程 组 的 求解 依 
旧 具 有 好 的 数值 性 质 , 因为 只 要 各 分 区 间 在 尺寸 上 没有 大 的 差别 , 矩阵 的 条 件数 是 
小 的 . 

不 合适 . 它们 一 般 被 换 为 其 他 两 个 条 件 , 使 得 s(z) 仍 被 唯一 确定 . 替换 条 件 依赖 于 
过 到 的 问题 , 例如 : 

(1) 规定 一 阶 导 数 : 


s0(zo) — 9o.  Sn-i(fa) = Yn- 
于 是 方程 组 扩展 为 包括 以 yy 和 wy 为 未 知 量 的 两 个 方程 : 


H 6 
2hoyo + hoy’ 一 ho (yı — yo) + 6yo = 0, 


hayas T 2h, ay, T (Un = Un-1) zi 6y;, = 0. 


ha—1 
得 到 的 方程 组 仍然 是 三 对 角 对 称 且 对 角 线 占 优 的 . 
(2) 光滑 边界 : 


yo =ay", =Py1, a BER. 


改写 第 一 个 和 最 后 一 个 方程 以 保证 yr 和 yn 的 系数 是 可 加 的 . 


求 
3 3 3 3 
sP (21) = 8 (a1), (ms 1) = s}; (msi). 


于 是 导致 如 下 附加 方程 组 : 


hiyo — (ho + hi) yf + hoy? = 0, 
hn—1Yn—2 — (hn-2 + ha-1) Yn—1 + An-2¥n = 0. 
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得 到 的 n+ 1 个 未 知 量 you. yn 的 线性 方程 组 不 再 是 三 对 角 对 称 或 对 角 占 优 . 
通过 对 角 线 策略 加 上 对 第 一 个 和 最 后 一 个 方程 的 特殊 处 理 , 它 仍然 可 以 用 高 斯 算法 


s (zo) — s'(z«), s"(ro) = s" (rn), 
其 中 T := an 一 xo 为 被 逼近 函数 的 周期 ， 于 是 yo = ya 对 于 n 个 未 知 量 
Vo. Uis Vnus 第 一 个 和 最 后 一 个 方程 为 


6 6 
2 (hn-1ı + ho) yo 十 ji 好 十 ji 一 (yı — yo) + rm (yo — yn-1) = 0, 


6 6 
haa yo thn2yn 2+2 (hr 2 二 hn 1) Yn it; (Yo—Yma)— x — 


而 其 他 方程 保持 不 变 . 此 时 方程 组 的 矩阵 是 对 称 且 对 角 线 占 优 的 , 但 一 般 不 再 是 三 
对 角 的 . 方程 组 的 这 一 特殊 结构 使 之 可 应 用 适当 的 算法 求解 . 
7.3.2 ”数值 微分 

插值 多 项 式 可 以 用 来 计算 例如 通过 函数 值 表 给 定 的 函数 的 导数 . 数值 微分 公 
式 同 样 可 以 用 来 逼近 复杂 函数 的 导数 , 特别 对 近似 计算 偏 微分 方程 的 解 的 导数 必 不 
可 少 . 

对 等 距 插值 点 zi = zo — ih 和 相应 的 节点 值 yi = f(zxi),i —0,1,--- ,n, 由 拉 格 
朗 日 公式 (参见 7.3.1.1) 的 n 阶 导数 可 以 得 到 


I? (a) = E Ev yo4- (1) (") it C) y2+ (5) seul i 


对 点 € € (ro zn), 上 述 表达 式 可 得 f(z) 的 n 阶 导数 的 准确 值 . 当 mn = 1,2,3 时 ， 
相应 的 n 阶 差 商 为 


(yn —Yn-2) =0, 


F (2) ~ = (ys = wo), 


j 1 
p (z) © zz (ya — 2i t yo), 


1 
f? (z) a zs (ys — 3y2 + 3n — o). 


更 一 般 地 , 我 们 能 利用 高 次 插值 多 项 式 p(t) 的 p 阶 导 数 逼 近 在 点 x 处 的 p 阶 导 
数 . 当 n= 2 时 , 这 样 得 到 一 阶 导数 的 近似 为 


1 
f' (zo) & oh (—2yo + 4y1 — y2), 
1 


f' (zo) & oh (yz2 一 yo) (中 心 差 商 ). 


1086 第 7 章 “计算 数学 与 科学 计算 


类 似 地 , 4 n = 3, zw := =(zo 十 zs) 时 , 有 


i 
2 


(—11yo + 18y1 一 9y2 + 2y3) " 


(—2yo — 3y1 + 6y2 — y3), 
(yo — 27y1 + 27y2 — ya), 
2yo — 531 + 4y2 — ys); 


Yo — yı — y2 + y3). 


(—25yo + 48y1 — 36y2 + 16y3 一 3y4), 
(yo — 8y1 + 8y3 — ya), 


f" (zo) © 12 2 (35yo — 104y1 + 114y2 — 56y3 + 11y4), 


f" (x2) & ae (—yo + 16y1 — 30y2 + 16ys — ya) - 


7.3.3 ”数值 积分 
b 
从 被 积 函数 的 已 知 个 别 值 或 近似 值 计 算 定 积分 I = | f(z)dz 的 近似 值 , 称 为 


数值 积分 或 求 积 分 . 得 到 积分 的 近似 值 的 最 合适 的 方法 依赖 于 逼近 区 间 中 被 积 函数 
的 性 质 : 被 积 函数 是 否 光滑 , 函数 f(r) 或 其 导数 之 一 是 否 有 奇异 性 ? 如 果 函 数 的 值 
以 表格 的 形式 给 出 , 能 否 计算 任意 变量 r 的 函数 值 f(z)? 什么 是 期 望 的 精度 , 是 否 
还 有 需要 近似 计算 的 其 他 类 似 的 积分 ? 


7.3.3.1 插值 求 积 公式 


对 于 连续 和 充分 可 导 的 被 积 函数 f(c), 在 区 间 [a,b] En 十 1 个 插值 节点 a < 
zo < zi < .… < an S b, 得 到 积分 I 的 近似 值 I,(z), 根据 拉 格 朗 日 插值 公式 
( 见 7.3.1.1) 有 


"qe em 


r=[ Y tr) Lr (a)de + | (+i)! II @ ~ zi)dz. 


9 kag i=0 


根据 公式 的 第 一 部 分 , 得 到 求 积 公式 : 


en (xx) | Ly (x)dx =: ( t-o Eisin 
k=0 
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它 仅 依赖 于 选 定 的 插值 点 或 节点 zo,z1,.… ,zw 和 相应 的 依赖 于 区 间 长 度 为 5- a 
的 积分 权重 wi 后 者 定义 为 


求 积 公式 Qn 的 误差 为 


(n+1) 
Eie 1-0. =f EOT e-e 


对 于 等 距 插值 这 一 误差 可 以 显 式 计算 . 所 有 插值 求 积 公式 Qu 通过 构造 有 如 下 性 
质 : 如 果 被 积 函 数 f(z) 本 身 至 多 为 n 次 多 项 式 , 那么 插值 求 积 得 到 准确 值 . 在 某 
些 情况 甚至 当 f 是 高 次 多 项 式 时 也 是 准确 的 . 这 启发 了 任意 插值 求 积 公式 Qn := 


人 一 ao) 》 waf (zk) 的 精度 m € N 的 定义 , 即 对 所 有 直到 m 次 的 多 项 式 Qn 都 能 


k=0 
准确 求 积 的 最 大 整数 m. 对 于 给 定 a < zo < zi <…< En Sb n+l 个 插值 节 
点 , 插值 求 积 公式 Qu 被 唯一 确定 , 其 代数 精度 至 少 为 n. 

对 于 等 距 节 点 zo = a, £n = b, £k = £o + kh, k = 0,1,- n h := (b poni i 
情况 ， ei Mt T em W fk := oe k —0,1,---,n 为 节点 


3 
Qi-SU-h] (EAR), — Elfl--15/"0). 
Q2= slo +4fit+fo] (辛普森 公式 )， — Ef] -E re, 


Qs— o fot 3h 4382+ fs] (牛顿 3/8 公式 )， 


5 
Exfl - A FO, 
了 
Qa= IE fo 325i 12-32/8 Tf] Ed] oz A (6) 


Q5= Sas 19fo- 75 +50 fa -- 50 fs 4-75 fa -- 19 fs], 
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XI n= 2 fl n 221 - 1,0 EN, 求 积 公 式 具 有 相同 的 精度 , 即 m = 2 十 1. 因此 , 当 
n 为 偶数 时 , 牛顿 - 科 芯 公式 是 有 利 的 , 而 当 n 为 奇数 时 , 得 到 的 精度 勉强 合格 . IE 
如 我 们 已 经 指出 的 , 当 n BAW, 插值 多 项 式 I (z) 在 靠近 区 间 端 点 时 倾向 剧烈 振 
25, 因此 , 不 推荐 使 用 n > 6 时 的 牛顿 - 科 茨 公式 . 尤其 是 当 n=8 fll n > 10 时 , 积 
分 公式 的 某 些 权重 变 为 负数 . 

对 积分 I 的 较 好 的 近似 是 将 积分 区 间 [a,b] 等 分 为 N 个 小 区 间 , 在 每 个 小 区 
间 上 应 用 牛顿 - 科 茨 公式 . 从 上 述 简单 梯形 公式 , 我 们 得 到 复合 梯形 公式 : 


N-1 
S1 :— T(h):— h gh fet gn Q Ri (b—a)/N. 
LERAARS 
h N-1 
S» =F fefc fce Ue tha]. h :— (b — a) /2N, 
k=1 


fi := f (zo +jh), j=0,1,2,...,2N, 
对 于 一 个 至 少 4 次 连续 可 微 的 被 积 函 数 f(z), 其 积分 误差 为 


Es, |f] = -ETEM O), a «£ « b. 


Qo := (b — a) f (£1), zı =(b—a) /2, 
是 开 的 牛顿 - 科 英 公式 , 其 插值 点 zi 为 区 间 (a, 0] 的 中 点 , 精度 m=1 且 积分 误差 为 


Ejfl- gi 6-9" act. 


N-1 
1 
So := M (h) :=h Ñ f(zkcos), mk405:— a + (« + 5) h, h:=(b-—a)/N, 
k=0 


这 相应 于 区 间 [a,b] 的 特殊 分 解 2 的 黎 曼 和 ( 见 1.6.2). 
梯形 公式 T (h) 和 平均 和 公式 M (h) 间 存 在 如 下 关系 : 
h 


r(3) - $tr00« My). 


这 使 得 我 们 可 以 通过 利用 平均 和 公式 来 改进 近似 值 了 (h) 到 半 步 长 的 近似 值 (h/2). 
每 次 这 样 的 步 长 对 分 需要 加 倍 函数 值 的 个 数 . 

依次 减 半 步 长 的 梯形 公式 对 计算 周期 区 间 上 解析 的 周期 被 积 函 数 尤 为 适用 . 
为 梯形 和 收敛 得 很 快 . 梯形 公式 也 便于 计算 在 无 穷 远 处 充分 快递 减 的 及 上 的 被 积 
函数 f(x) 的 积分 . 
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7.3.3.2 龙 贝 格 求 积 


b N 
T(h) =| Flea + Y^ BEE [A0 - 79-9] HE Rs Q0. 


其 中 Bak =0,1,--- 为 伯 努 利 数 , 其 值 为 
-4 L3 E - 

30’ 42” 30° 66" 
且 余 项 Rn+1(h) = O(W?N*?). 计算 得 到 的 梯形 和 T (h) 逼近 积分 T, 其 误差 以 步 
Kh BREE. 若 我 们 对 步 长 h 逐次 对 分 , 则 对 用 龙 贝 格格 式 从 t = h? 
到 t = 0 外 推 的 假设 被 满足 ( 见 7.3.1.5)， 利 用 上 面 的 平均 和 公式 , 对 序列 ho = 
b—a,hi = hi-1/2,1 = 1,2,3,.…, 要 求 的 梯形 和 工 (h;) 能 被 逐次 确定 . 因此 在 龙 贝 
格格 式 中 , 重要 的 上 对 角 线 的 值 收敛 于 积分 的 值 . 当 上 对 角 线 的 两 个 外 推 值 充分 接 
近 时 , 停止 对 分 步 长 . 因此 只 要 被 积 函数 充分 光滑 , 龙 贝 格 方法 是 有 效 的 数值 稳定 
的 积分 方法 . 


2 2 


例 : I= | dz ~ 3.059 116 540. 
1 


B ==, Ba = Bg = Bs =— 


1 3.206 404 939 

1/2 |3.097098826 3.060 663 455 

1/4 |3.068704101 3.059 239193 3.059 144 242 

1/8 |3.061519689 3.059124886 3.059117265 3.059 116 837 

1/16 |3.059 717 728 3.059117074 3.059116553 3.059116542 3.059 116541 


7.3.3.3 高 斯 求 积 法 


代替 上 述 插 值 点 , 我 们 也 能 选择 插值 点 及 其 积分 权重 , 使 得 得 到 的 求 积 公式 具 
有 最 高 阶 的 精度 . 本 节 考 虑 如 下 积分 的 一 般 逼 近 : 


b 
1 [ f(@)-a(a)ax 


假定 连续 权 函 数 g(x) EKE (a,b) 上 是 正 的 . 对 任意 n > 0, 存在 n 个 插值 点 
Tk € [a,b], k = 1,.… ,n 和 相应 的 权 函数 wi,k =1,--- ,n, 使 得 


2 


b n (2n) b(n 
| re) aads =) ort + 0 | (e-m) a (z)dz, 
a k=1 > Pe (k= 
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其 中 a < 上 < 只 要 结 点 zk 选 为 n 次 多 项 式 pn(z) HER, 那么 由 这 一 和 式 定 
义 的 求 积 公 式 有 m=2n 一 1 阶 的 最 高 精度 , RF, pole), p1(7),… ,pn(z) 为 正 交 
多 项 式 , H kl 时 有 性 质 


b 
deg pi(z) — 1, | gx (2) o1()q (z)dz = 0. 


多 项 式 pk(z) 的 零点 总 是 实数 , 互 不 相等 , H zk € (a,b). 
积分 权 函 数 wx 作为 带 权 拉 格 朗 日 多 项 式 借助 相应 的 插值 求 积 公式 得 到 , 也 即 


2 


boj n boj ^ 
wef cad pete AAT (252. p ten 
了 天 大 j#k 
AH, k=1,---,n. 由 第 二 个 等 价 表 达 式 可 知 ， 高 斯 积分 公式 的 权 函 数 wx 都 是 正 
的 . 

因为 上 述 正 交 多 项 式 族 v(x), k =0,1, ,n 满足 三 项 递归 公式 ,pn(z) HE 
点 作为 对 称 三 角 和 矩 阵 的 特征 值 容易 计算 . 相应 的 积分 权重 就 是 矩阵 相应 的 正规 化 特 
征 向 量 的 第 一 分 量 的 平方 . 

一 般 的 高 斯 求 积 公式 由 于 其 高 精度 , 对 近似 计算 可 以 计算 任意 点 函数 值 的 被 积 
函数 的 定 积分 非常 重要 . 作为 应 用 , 如 下 特殊 情况 尤其 重要 . 这 里 考虑 前 两 种 情况 ， 
不 失 一 般 性 , 假设 积分 区 间 为 [—1, +1]. 实际 上 , 每 个 有 限 区 间 [a,b] 均 可 借助 映射 

t—a 


Bea 


R= 2 


映射 到 区 间 [—1, +1]. 
高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 KEKE [-1, +1) 上 权 函 数 g(z) = 1， 上 节 的 函数 


的 零点 是 关于 原点 对 称 的 ， 且 对 于 对 称 位 置 的 插值 点 积分 权 函 数 wi 是 相等 的 . 表 
7.3 对 儿 个 n 值 给 出 了 最 重要 的 信息 . 积分 误差 为 


2H (nD* — qam) i 
(ami Qn £1)" (O, €€(-1,1). 


高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 设 在 区 间 [-1, +1] 上 权 函 数 g(x) = V1 一 x2, 多 项 式 


En [f] = 


BUR Uk A 
zy = cos ((2k — 1) x/2n) , wk = n/n, k= 1,2, ws Te 
其 积分 误差 为 


En [f] = ~u. & € (21,1). 
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表 7.3 ”高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 


0.5773502692 1.0000000000 


1 0.7745966692 0.5555555556 
1 0.8611363116 0.3478548451 
1 
2 
3 
1 
2 
3 


En[f] 
7.4.1073 f(4) (€) 
6.3 - 10-5 f(® (£) 


- 1077 f(8 (e) 


- 19710 70%) (e) 


0.9061798459 0.2369268851 
0.5384693101 0.4786286705 
0 0.5688888889 


0.9324695142 0.1713244924 
0.6612093865 0.3607615730 
0.2386191861 0.4679139346 


1072 fOD (E) 


在 特殊 情况 ,高 斯 - 切 比 雪夫 多 项 式 与 平均 和 M (h) 紧密 相关 . 确实 , 设 x = 
cos 0, 从 


ln f(z) da = 23 flex) + Bol 


1-2? 
即 得 
| f (cos 0)40 = Z ^ f(cos x) + En [f] = M (Z) + En lf), 
k=1 


0 
其 中 0, = (2k 一 1) 7/ (2n),k = 1,… ,n AW 2n 周期 的 偶 函 数 f (cos 0) 的 等 距 插 
值 点 . 75 n 的 值 增 大 时 平均 和 逼近 产生 的 积分 误差 很 小 . 
高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公式 — 设 权 函数 g(z) = e *, x € [0, co], 上 述 多 项 式 为 拉 盖 尔 多 


BR dala) = Ln (2) = 二 er -F {ae}, m= 0,1,2,…, 前 几 个 表达 式 为 
1 2 3 2 1 3 
Lo(r)-—1, Li(#)=1-2, L(x) = 1-2z- 52 , Ls(z)- 1-3rt 72 -3T 
它们 满足 递归 关系 
. m+ n = E 
Lü+i [ay = — ge (x) 一 mie (x), n= 1,2,3,- " 


X 7.4 给 出 了 部 分 插值 点 和 相应 的 权重 . 积分 误差 为 


En [f] = te. 0«£«oo. 


积分 误差 的 系数 当 n 增 大 时 缓慢 减 小 . 
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表 7.4 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公式 


^ 


0.32254769 0.60315410 1.43 - 10-2 f (8) (£) 
1.74576110 0.35741869 
4.53662030 0.03888791 
9.35907091 0.53929471 - 


0.26356032 0.52175561 


3.97 10-3 f (10) (£) 


1 
2 
3 
4 
1 
2 1.41340306 0.39866681 
3 3.59642577 0.07594245 
4 7.08581001 0.36117587 - 107? 
5 | 12.64080084 0.23369972 - 10-4 
6 1 0.22284660 0.45896467 1.08 10-3 £12) (£) 
2 1.18893210 0.41700083 
3 2.99273633 0.11337338 
4 5.77514357 0.01039920 
5 9.83746742 0.26101720 - 10-3 
6 15.98287398 0.89854791 - 10-9 


7.3.3.4 替换 和 变换 
适当 的 变量 替换 可 以 将 积分 I 化 为 能 有 效应 用 上 面 求 积 公式 之 一 的 形式 . 这 
对 被 积 函数 有 奇异 性 或 定义 在 无 界 区 间 上 被 积 函数 缓 减 的 积分 尤其 有 用 . 利用 变量 
替换 
c=¢(t), 4'(t)»0, 
其 中 增 函 数 y (t) 的 逆 将 已 知 积分 区 间 [a b] 双向 映射 到 [a, 5], 即 o (a) = a e (8) = 
b, WA 


b B 
t=] f (a) dx = | F(t)dt, 其 中 FU) = (p00) 0. 


d 
re] z"f(xdz, q—2,3, ,p > -—q,p EZ, 
0 


其 中 f(z) 为 区 间 [0,1] 上 的 解析 函数 , 经 过 变量 替换 
r—o(t)-t',o (t) qt* ^ o HF te [0,1]; 


可 得 到 
I= af ETP yas. 
0 
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由 于 p+q—-12>0, 被 积 函数 已 不 再 具有 奇异 性 , 故 该 积分 可 以 用 龙 贝 格 方法 或 高 
斯 求 积 公式 有 效 进行 近似 计算 . 

一 端 或 两 端 为 无 穷 的 积分 区 间 可 作 如 下 变换 . 区 间 [0.oc) 上 的 积分 通过 替换 
z= p(t) :=t/(t—1) 映射 为 区 间 [0,1) 上 的 积分 . 替换 z = v(t) := (e-—1)/ 
(et +1) 将 区 间 (—00,00) 变换 为 (—1,1). 变换 得 到 的 被 积 函 数 由 于 在 区 间 端 点 具 
有 奇异 性 一 般 是 不 连续 的 . 

为 处 理 区 间 (一 1, 1) 两 端 性 质 未 知 的 被 积 函数 的 奇异 性 , 应 用 tanh 变 换 是 合适 
的 . 替换 

z=(t):=tanht, q'(t)-— 1/cosh?t 
将 区 间 (一 1, 1) 映射 到 无 穷 区 间 (—oo, oo). 该 变换 的 优点 是 变换 后 的 积分 的 被 积 函 
数 通常 以 指数 速度 衰减 . 


5| aT F(a 其 中 Fq) [OD 


= cosh? t ' 
对 于 被 积 函 数 缓慢 衰减 的 积分 , 通常 可 用 sinh 变换 . 该 变换 由 下 式 给 出 : 
x=y(t):=sinht, w'(t) =cosht, 
ie pL fide | F(t)dt, XB F(t) :=f (tanht) - cosht. 


有 限 次 这 样 的 sinh 变换 使 得 被 积 函 数 在 积分 区 间 两 端 以 指数 衰减 ， 从 而 梯形 公 性 
对 其 数值 积分 有 效 . 


7.4 非 线性 问题 


7.4.1 ” 非 线 性 方程 
假定 已 知 连续 非 线 性 函数 f RR, 求解 方程 确定 函数 的 零点 


fg) = 


EES jn] DJ A CES PLATED IA NBM. 

假设 有 zi < ro, H f (21), f (zz) 符号 相反 , 则 根据 1.3 最 后 的 定理 (连续 函 
数 根 的 存在 定理 ), 在 区 间 [zi, x2] 内 至 少 存在 一 个 零点 . 这 一 零点 可 以 用 对 分 法 收 
缩 区 间接 近 , 通过 计算 函数 f (x) 在 中 点 za = (21 + 2) /2 的 值 f (zs) 来 确定 零点 
位 于 哪 半 个 区 间 . 这 样 确定 的 区 间 长 度 以 公 比 g=0.5 的 几何 序列 收缩 , 依次 重复 这 
个 过 程 , 直到 对 分 区 间 的 长 度 满足 事先 给 定 的 仅 依赖 于 原 区 间 长 的 精度 要 求 . 

在 所 谓 的 试 位 法 中 , HAR PEEK zs 的 值 , 即 设 za = (xi yo—axey1)/(y2—y1), 
其 中 y; = (ai) 为 函数 f(x) 在 zi 的 值 . 函数 ys = f (23) 的 符号 决定 零点 所 在 的 
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区 间 为 [z1, za] 或 [za za]. 若 函数 f(z) 在 区 间 上 是 上 函数 或 凸 函 数 , 则 试验 值 序 
列 单调 收敛 于 零点 s. 
另 一 方面 , 基线 法 放弃 收缩 区 间 的 思想 , 以 从 零点 s 的 两 个 已 知 的 近似 值 z(9)， 
z0) 出 发 构造 近似 解 的 迭代 序列 代替 之 ， 
E) g- 


(k+1) _ a(k) — (k) \ = TT 
g =g f(z ) HCOE k=1,2, ‘ 


只 要 f (209) ¢ f (2077), 它 便 被 明确 定义 . 那么 点 oO) JURE EEEE f(z) 
的 割 线 与 z 轴 的 交点 . 

Pik: 假设 函数 f 连续 可 微 , 目 其 导数 7 (2) 容易 计算 , 则 从 初始 近 人 2/ 值 2 中 
出 发 , ERARA 


pt) = al) _ ia y (s) ZÜü,k-l2,-. 


在 这 种 情况 , aD 几何 上 是 f Ro AUS z 轴 的 交点 . 

设 f(s) = 0 B f) £0. 只 要 | (2) f (50) f (2) | <1, 则 对 于 
所 有 在 z 的 邻 域内 的 初始 逼近 O, 序列 z(9 都 收敛 到 s. 

收 策 阶 是 衡量 该 类 方法 收敛 质量 的 主要 参数 如 果 对 所 有 有 限 多 个 b < N, 有 
估计 

|z(**D 一 s|<C- [az —s, HP 0<C<1, 
则 称 至 少 有 线性 收敛, 如 果 对 所 有 有 限 多 个 ke N, 有 估计 
jet) -s| « K- |r- s, EP 0<K «oo, 


则 迭代 过 程 至 少 有 p > 1 阶 收敛 . 
对 分 法 和 试 位 法 的 收敛 阶 是 线性 的 . 割 线 法 有 超 线 性 的 收敛 性 ， 其 收 KA 


值 的 准确 位 数 加 倍 . 由 于 割 线 法 不 需要 计算 导数 值 , 通常 更 有 效 , 因为 该 法 两 步 的 
收敛 阶 为 p—2.618. 
7.4.2 ” 非 线 性 方程 组 
WE 户 (ziyza…… En), i = 1,2,---,n ARR DCR” 上 线性 无 关 变 量 m := 
(zi,22,:. En)" 的 连续 函数 ， 求 非 线性 方程 组 fi(m) = 0,i = 1,2,:…, KR 
TED, 即 
f(z)=0， 其 中 f(z):-(f(m).f(2), , f (0). 


为 说 明 两 个 基本 方法 , 本 节 考 虑 m € D 的 求解 问题 . 


7.4 JETE 1095 


7.4.2.1 不 动 点 迭代 
在 一 些 应 用 中 , 要 求解 的 方程 组 以 不 动 点 形式 给 出 : 


x= F(x), 4F:R" >R”, 


或 者 方程 f(z) = 0 至 少 可 以 化 为 这 种 形式 ， 那 么 解 向 量 m 是 映射 F 在 定义 域 
DCR" 中 的 不 动 点 . 其 思想 是 从 向 量 c € D 出 发 , 实施 不 动 点 迭代 


g^» =F (2) ， k-20,,2,-. 


ASRTORER ) ”在 这 里 应 用 于 n 维 欧 几 里 得 空间 R^, 表述 了 逼近 序列 oo 
必定 收敛 到 解 (不 动 点 )z. 

定理 RACDCR" ÆR F 的 定义 域 D MATH WR F 为 压缩 映射 , B 
存在 常数 L < 1, 使 得 不 等 式 


|F(z)-F()l&«Llz-yl. 对 所 有 的 z,ye 4 


成 立 , 则 有 
(1) 不 动 点 方程 z = F (£) 有 唯一 解 z c A. 
(2) 对 每 个 初始 向 量 m c A, 序列 a CU 都 收敛 到 an. 


(3) 对 逼近 误差 , 有 
jh -ae Er ee ena 
EE rrhh, rera 


1/2 


其 中 范 数 定义 为 |zl| = (5 
ERSA WF’ (z) F(x) 为 函数 F(a) 在 点 z 处 的 弗 雷 歌 导数 , 即 


F” (x) = (238, jk-l--,n. 


收敛 速度 (i) RB 
F' (x) £0. 
EU GR oY = F (2) 定义 的 序列 (209) REKKE F 的 不 动 点 x. 
DELIIGSE EU m T LINE F (2) = 0, 那么 不 动 点 迭代 
的 收敛 阶 至 少 是 二 次 的 . 
1) 这 一 重要 结果 的 一 般 形 式 见 文献 [212]. 


1096 第 7 章 “计算 数学 与 科学 计算 


7.4.2.2 “牛顿 - 坎 托 罗维奇 方法 
假设 f 在 区 域 D 中 至 少 连续 可 微 , 线性 化 需要 求解 的 方程 


f (x) — 0, 
对 解 的 一 个 初始 逼近 200, 有 带 余 量 的 泰勒 级 数 , 形 如 
f(a) - f (2) -f' e) (2-2) +R). 
假如 忽略 掉 余 项 Fe (a), 那么 可 以 得 到 非 线性 方程 组 的 线性 近似 
| f (se) * f' (2) (s - 209) — o, | 


其 中 z := r-r 为 校正 向 量 . 当 且 仅 当 


det f" (at) #0, 
线性 方程 组 有 唯一 解 . 从 原 方程 组 化 简 得 到 的 方程 组 一 般 得 不 到 解 的 校正 向 量 . A 
此 还 要 通过 对 k= 0,1, 应 用 以 下 的 步骤 迭代 改进 近似 值 z0: 
(1) 计算 了 (=( ), 并 检验 了 (5^) 是 否 满足 上 (s) <e 
(2) 计算 f" (2). 


(3) 用 高 斯 算法 求解 关于 2 的 方程 组 f (2) 2 + f (2) = o. 用 
a) — a0 209. 作为 新 的 近似 值 . AER ERE ||| ea. 
牛顿 - 坎 托 罗维奇 算法 可 以 写成 


|,» =P(a™), k-01--, (N) 


F (a) := z — f'(z) f (x). 
作为 不 动 点 迭代 . 这 是 经 典 牛顿 法 的 直接 推广 . 这 里 重要 的 是 函数 下 对 方程 f(x) = 
0 的 解 zx 有 性 质 F'(z) = 0. 这 意味 着 方法 的 高 速 收敛 性 . 
本 方法 有 如 下 典型 性 态 . 
当初 始 值 非常 接近 真实 解 时 牛顿 - 坎 托 罗维奇 算法 收敛 速度 非常 快 ， 此 时 收敛 阶 
至 少 是 二 次 的 . 然而 当初 始 值 高 真实 解 过 远 时 该 方法 完全 无 效 . 
对 于 复杂 问题 一 般 没有 办 法 使 得 初始 值 非常 接近 真实 解 . 简单 迭代 


其 中 


(I) 
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即使 对 较 差 的 初 值 , 至 少 有 收敛 的 机 会 , 而 牛顿 - 坎 托 罗维奇 方法 (N) 则 可 能 完全 
无 效 . E (N) 和 (D) 两 者 均 收敛 , 则 (D) 的 收敛 速度 一 般 要 比 (N) 慢 得 多 . 
离散 动力 系统 : UAE (T) 也 并 非 总 是 可 用 的 . 


稳定 平衡 状态 是 方程 


了 (z)=0 


的 解 a, 其 中 矩阵 E — f' (x) 的 特征 值 都 在 单位 圆 的 内 部 . 
简化 牛顿 - 坎 托 罗维奇 方法 ”简化 的 方法 不 再 费时 计算 雅 可 比 矩 阵 


yf’ (a) ; 


而 是 由 方程 


f (a z 9 4 f (a =, Beüie 


计算 校正 向 量 209, Xr BUE ^ (sO) 从 好 的 初始 逼近 0 得 到 . 为 此 , 只 要 
Kf (2/9) 的 LR 分 解 , 而 计算 z(0 仅 需 执行 向 前 和 反 向 共 换 . 迭代 序列 (20) 
线性 收敛 到 x. 

对 大 型 非 线性 方程 组 , 有 各 种 修正 的 牛顿 法 可 以 成 功 使 用 . 例如 , 25 


Ofi (£1, £2, ma jn) 
Ox; 


# 0, i= 1; 2, 4m, 


MARHE r*+ 可 以 通过 单 步 法 ( 见 7.2.2.1) 依次 求解 单个 未 知 量 的 线性 方程 
组 ， 


fi (a T ou AAE ae) = 0, 2 一 1,2,.-- ‘n 


法 求 得 , 其 中 执行 单 步 迭 代 , 而 校正 量 乘 以 松弛 参数 w € (0,2). 其 结果 正 是 SOR- 
Hs 


(k+1) k+1) „(k k 
ai at we T ESL. MELOS. ap Po iAcnam 
afi (zi >*t i-i oTi eae 


Ox; 
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7.4.3 ”确定 多 项 式 零点 
7.4.3.1 FRA FE BBA 
只 要 零点 计数 考虑 到 重 数 , 以 oj 为 实 或 复 系数 的 n 次 多 项 式 


-2 


P, (x) = aoz" + ain” ^! aor"? -E----Fas-az)-Fan-ir--aa, ao #0 


A n 个 零点 ( 见 2.1.6). 牛顿 法 适 于 求解 单 根 零点 ， 计算 函数 值 和 一 阶 导 数值 可 以 
借助 于 霍 纳 格式 . 这 是 基于 对 已 知 p 值 的 线性 因子 r- p 的 多 项 式 带 余 除法 过 程 . 
更 确切 地 说 , 设 
Pa (x) = (x —p) Pa-1 (£) + R 
= (x — p) (boz" ^ + biz" 


从 而 对 商 多 项 式 Pa- (x) 的 系数 b RRB R= bn 的 递归 计算 有 如 下 算法 : 


bo = ao, bj = aj + pbji, j= 1,2,.… a] 


Pa (p) = R= bn 
导数 值 可 从 关系 Py (£) = Pn-i(x) + (£ -— p) Pa (2) 得 到 , 24 z = p Bf, 有 
Pi, (p) = Pa (p). 利用 带 余 除法 的 算法 , 置 
Pr- (£) = (2 — p) Pn-2 (x) + Ri 


= (z — p) (coz" ? + ez" ? + con” 4 + +++ ena + Cn—2) + Cn—1 
Pai (x) 的 值 可 以 同样 计算 , 其 中 系数 cj 由 下 式 递 归 给 出 : 
co = bo, cj = bj + pej-i1, Jj =1,2,:-- ,n—1. 


于 是 有 P, (p) = Pa- (p) = Ri = ori. 这 里 产生 的 数值 集中 在 霍 纳 格式 中 , 当 
n=5 时 格式 如 下 : 


“a ae ete + bn-27 Tb.) + bn, 


FRA 


P5(x): ao @ 42 Q3 a4 as 
p) pbo pbi pb» pbs pba 

P(x): bo b b2 bs ba bs = Ps(p) 
p) pco pci pc2 pcs 


P(x): co C1 C2 C3 | c4 = Ps(p). 
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列 出 的 格式 可 以 推广 到 完整 的 霍 纳 格式 .车 对 P, (x) 执行 n 次 带 余 除法 , 则 可 对 
z= 二 p 得 到 P (zx) 的 所 有 导数 值 . 

若 已 知 P (x) 的 一 个 零点 zi, 则 线性 因子 z — zl 可 以 整除 P, (7).P, (a) 38] 
下 的 零点 是 商 多 项 式 Pa (z) 的 零点 . 这 样 需要 计算 零点 的 多 项 式 的 次 数 一 步 步 
地 降低 . 另 一 方面 , 如 果 我 们 只 企图 有 逼近 一 个 零点 , 有 可 能 破坏 产生 的 数值 方法 . 一 
般 仅 作 如 下 隐 式 因子 分 裂 更 好 些 . 若 z1,… ,zn 是 P (zx) 的 零点 , 则 有 关系 式 


车 已 知 21,… mm 为 m 个 零点 的 近似 值 , 则 修改 牛顿 迭代 , Wt 
kt) = lh) I buds 

P. (2® , ga Sy ? 

Py (a) £ at ce — fg 


i=1 


这 样 用 P, (x) 已 知 不 变 的 系数 继续 计算 . 
743.2 格雷 J 方法 


项 式 的 n MR Tiy i Shar ee 


n n 
a1 a2 n Qn 
\ n=, 》 nrj, 3 mim. m, B ay" =. 
ao + ao 
至 法 ij ijk 
i<j i<j<k 


为 了 介绍 这 一 方法 , 简化 假设 , 记 之 为 
fo (z) := a z^ 十 ai (91 975 十 alg"? pap aC x +a®, a aW # 0, 


其 系数 a 为 实数 , 仅 有 实数 单 根 且 具有 性 质 |z1| > |z2| > .…… > |zn|， 由 多 项 式 
fo (x) 开始 , 我 们 得 到 多 项 式 序列 fi (z) ,k = 1,2,… , B. fi (zx) 的 根 为 z?. BE 
k 越 来 越 大 , fi (z) 的 根 便 得 到 分 离 . 对 于 fi (z) 的 系数 aU 根据 韦 达 定理 , 有 


(k) (k) (k) 
a k a. 9k Q. 
i x lai? Um A |z1z2| ) E |ziz2zas| 
ao ag 0 
于 是 我 们 得 到 零点 的 绝对 值 估计 式 
at^ 
Tj RC , J = 1, 2, m 
Qj;— 1 


根 的 符号 通过 代入 霍 纳 格式 来 得 到 . 
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多 项 式 fry (z) 定义 为 fiia (2) := fr (iz) - fe (~x), i? = —1. 比较 多 项 式 系 
数 则 有 i 
afk+) - Cur 


(k+1) _ / (k) l (k) (k) Tes 
a; = (a! ) E 1) a; ai j —1,2,::- jm, 


其 中 六 = min(jn- j}. 

成 功 实施 格雷 费 方法 要 求 修 改 这 个 简化 模型 , 尤其 为 了 避免 不 必要 的 步骤 . 该 
方法 的 推广 也 可 以 用 于 求解 多 项 式 的 重 根 或 具有 恒 等 绝 对 值 的 复 根 . 本 方法 得 到 的 
粗略 近似 解 可 以 作为 牛顿 法 的 初 值 . 


7.4.3.3 ”特征 值 方 法 


计算 正规 多 项 式 P, (x) = z" aix" 5 +--+ ant + an, a; € R 的 零点 可 
以 通过 相应 的 特征 值 问 题 求 得 . 


0 0 0 .:.. 0 —ün 
1 0 0 0 一 an-1 
0 1 0 0 —a4-2 
A — . ; f € R^*^ 
0.0 0 0 一 Q2 
0 0 0 1 一 Q1 


于 是 , 我 们 得 到 P, (x) = (-1)"-det (A — cE). 因此 P, (2) 的 零点 也 可 视 为 海 森 伯 
MAE EE A 的 特征 值 , 可 以 根据 7.2.3.4 给 出 的 QR 算法 依次 求 得 . 


7.4.3.4 伯 努 利 方法 
这 一 方法 最 早 由 D. 伯 努 利 (Daniel Bernoulli) 提出 , 用 来 计算 正规 多 项 式 P (x) = 
Zz" 十 Q12” 7 十 … 十 Qn-_17 十 an 绝对 值 最 大 的 零点 z1. 多 项 式 绝对 值 最 小 的 零点 
zn 则 由 代 换 z = 1/z 得 到 , 因为 
Pita) = ang" (7 pij e Reel) =: ant" -Qn(z), 
a an Qn 


而 多 项 式 Qn (2) 绝对 值 最 大 的 零点 zi 就 是 P. (x) 的 最 小 的 零点 zn 的 倒数 . 
本 方法 最 早 源 于 伯 努 利 对 n 阶 齐 次 线性 微分 方程 一 般 解 的 研究 . 该 方法 也 可 基 
于 和 矩阵 A 有 相同 特征 值 的 转 置 弗 罗 贝 尼 乌 斯 矩阵 ATUL 7.4.3.3) 的 向 量 迭 代 . 
如 果 A 有 绝对 值 最 大 的 特征 值 zi, 给 定 任意 的 初始 值 z” e R" B 2 z 0, 那 
么 向 量 序列 
z 0? :一 Artz). k=1,2,--- 
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收敛 到 矩阵 A” 属 于 特征 值 zi 的 特征 向 量 . 对 于 足够 大 的 k, 有 26) m gz, 
BI P, (z) 的 绝对 值 最 大 的 零点 约 等 于 逐次 迭代 确定 的 值 的 相应 分 量 的 商 ， 对 于 初 
始 向 量 

a e (einir aaa a aA 
xt k=1,2, 有 


n—1 
2) = (Geer, Gas Orci Oen) s HP, Ceyn = 一》 aniey 
1=0 


因此 , 34 k — oo 时 , 商 ge := Cotn/Crtn—1 收敛 到 多 项 式 已 , (z) 的 最 大 零点 
Z1.gk 到 zi 的 线性 收敛 可 用 一 次 或 多 次 艾 特 肯 AP 方法 加 速 . 

此 外 , 简单 的 伯 努 利 方法 有 许多 变形 可 以 求解 绝对 值 相 等 的 实 根 或 共 轿 的 虚 根 . 
该 方法 的 数值 解 可 以 作为 牛顿 法 或 贝尔 斯 托 法 的 初 值 . 
7.4.3.5 贝尔 斯 托 方法 

系数 a; 为 实数 的 多 项 式 PP, (x) 的 零点 可 能 是 实数 或 是 成 对 的 共 斩 复 数 . 在 牛 
顿 法 中 为 了 避免 计算 复数 , 可 以 用 一 个 实 系数 的 二 次 多 项 式 进行 迭代 , 这 样 可 以 得 
Alt HRMS. Ka = w 十 iv e C 是 多 项 式 P, (x) 的 复 根 , MA 
HHH z =u- iv 也 是 多 项 式 的 复 根 . 因此 

(z — z1) (£ — z2) = £? — Que + (u? v?) 

是 Pa (x) 的 一 个 二 次 因子 

带 余 除法 可 以 推广 到 二 次 因子 (a? 一 DZ 一 q) ,p,q € RR. 

根据 

aoe” + aig”! + a3z" 2 二 十 Qn_272 十 Qan_iz 十 an 

= (x? — pz — q) (boz" ?+bir™ ?++ ba—ga + bn 2) + bui (£ — p) + bn, 

其 中 , Ri (x) := bn_1 (£ — p) 十 bn 为 线性 余 项, 通过 比较 系数 , 有 


bo = ao, bı = a1 + pbo, 
b; = aj + pbj-i + qbj-2, j—2,3,---,n. 


一 个 给 定 的 二 次 因子 z2 一 pz 一 g 是 Pa (£) 的 一 个 因子 , 如 果 
bn-1 (p,q) =0, bn (p,q) = 0. 


方程 组 关于 p,q 的 两 个 非 线性 条 件 可 以 由 牛顿 法 求 得 . 这 就 要 求 -1 (p,q) ,bn (p. a) 
关于 p Fl q 的 偏 导数 可 由 关于 b; 的 递归 关系 式 得 到 


co 三 bo,cl = b1 + pco, 


cj = bj; + pej-1 + qej-2, j 2,3, :,n—1, 
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即 
Bra et Obn _ Obn _ 
ap = €n-2 ôq = Cn 一 3， Op =Cn-1, aq = Cn 一 2. 
如 果 雅 可 比 和 矩阵 的 行列 式 非 零 , UML (p,q) 4 62 _2—cn—aen—i 4 
0, 则 有 如 下 迭代 : 


brén— = bn— Cm 一 b —16n-— —b sai 
piety = p*) pi 3 1Cn 2 ght) =q” | = n—1 nCn 2 
Cn—2 一 Cn 一 3Cm 一 1 Cn—2 一 Cn 一 3Cm 一 1 


Ps (x): ao ay az a3 a4 Q5 a6 
q) qbo gb: gb gbs qbi 
p) pbo pb pb pbs pbi pbs 
Pi (x) x bo bi bo bs ba bs be 

q) dco qc gc gcs 

p) pco po pes pes pa 

Co C1 €2 C3 C4 C5 

a ` 
7.5 ğı (B og iE 


对 定义 在 有 限 区 间 [a,b] CR 上 属于 赋 范 空间 V 的 实 值 函数 f, 考虑 在 有 限 维 
子 空 间 UcV 中 求 ho, 使 之 满足 性 质 


[ED 


下 面 仅 考虑 L 范 数 和 最 大 模 这 两 种 最 重要 的 情况 ,因为 在 这 两 种 范 数 意义 下 可 以 
得 到 最 优 逼 近 ho e U 的 存在 性 和 唯一 性 . 根据 ho 的 性 质 , 讨论 其 计算 . 
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7.5.1 二 次 平均 逼近 

WV 是 定义 了 内 积 (f,g),f,g € V 和 范 数 [£l := (ff)? 的 实 希 尔 伯 特 空 
间 , 进一步 设 U := span (qi, 92, , yn} CV 是 由 基 (1,92, ,pn} ERM n 
维 子 空 间 . 本 节 中 逼近 问题 就 是 求 函数 f 的 最 佳 ho, 满足 下 面 关 系 : 


(f—ho,u)=0, 对 所 有 的 we U. 


f ho 的 正 交 条 件 必须 对 的 U 所 有 基 元 o; 都 满足 . 
对 于 给 定 的 ho CU, 有 


n 
ho = > Cer. 
k=l 


对 系数 cx 得 到 条 件 


Mea 


Ck (93, Pe) = (f, vj), j= 1, 2,52" m. 


> 
ll 


1 
线性 方程 组 的 矩阵 A cR?” 的 元 素 由 ajr := (vj pr) jk = 1,… ,n ER, 称 
ARA (Gram) E, 它 是 对 称 正定 的 . 对 任意 的 f CV, 系数 ci 可 以 被 唯一 确 
E, 而 对 得 到 的 最 佳 逼 近 ho, WA 


Ilf — holl? = IISI? — 5 cx (f, x) = minllf — Roll”. 


k=1 


对 任意 给 定 基 {yp1, yp2,… , pn} 的 格拉 姆 矩阵 的 条 件数 (A) 非常 大 , 所 以 数值 求 
解 线性 方程 组 便 有 困难 . 下 面 的 逼近 问题 清楚 地 说 明了 这 种 情况 : 给 定 
f eV =C ([0,1])), V A [0,1] 上 连续 的 实 向 量 空间 , AAR 


(fa) = | fea (az. 


E n1 维 子 空间 U 中 求 以 {z1,z?,… ,zn} 为 基 的 最 佳 n UES TA ho. 
此 时 , 格拉 姆 矩阵 的 元 素 为 


jk=1,2,--,n+1, 


1 
> AnA dii i Pek-2as = 1 
jk (z ,T [= x PE 


因此 A SETA MB HAEREH n, 其 条 件数 随 着 n 以 指数 增 大 . 
对 于 U 的 基 , 如 果 我 们 取 一 系列 正 交 元 素 , 就 可 以 完全 避免 数值 计算 方面 的 问 
HL 于 是 对 所 有 的 j Ak, j,k 二 1,2,… ,n, 有 


(Pj Pk) = 0. 
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如 果 满 足 (yj, yp;) = lall? = 1,9 = 1,2,--- ,n, 称 之 为 子 空间 U 的 正 交 基 . 
此 时 在 正 交 (q1.92,:-- , pn} F, 格拉 姆 矩阵 A 化 为 对 角 和 矩阵 , 使 得 逼近 ho WA 
Re 能 由 简化 的 方程 组 直接 得 到 


ek = (f pr)/(Pr Pk), ko 12, ,n. 


在 正 交 基 情 况 下 ， 当 子 空间 U 的 维 数 增加 时 , 正 交 基 下 求 得 的 系数 并 不 改变 . 也 就 
说 当 n 增 大 时 , 均 方 误 差 在 弱 意 义 下 减少 , 如 下 式 所 示 : 


llf - hol? = Ifl? — > PH 


(Yr, pr) 


随 之 而 来 的 情况 包括 在 一 般 理论 中 . 


7.5.1.1 侍 里 叶 多 项 式 
对 定义 在 [7 2] 上 的 可 测 函 数 的 希 尔 伯 特 空间 V = Le ([ 一 nz]) 赋予 内 积 


(f,9) := [ f (x) g (z)dz. 


(1, sin z, cos x, sin 27, cos 2z,--- ,sinnz,cosnz) 构成 2n+1 维 子 空间 U 的 一 组 正 
交 基 . 根据 关系 


(1,1) =2n, (sinkz,sinkx) = (coskz,coskr) =m, k=1,2,---,n, 
REIL 


ho (x) = T + hy {ax cos kx + by sin kx} 
k=1 


的 傅 里 叶 系 数 为 


üy = :| f(x)coskadz, by = :| f (z)sin kad. 


7512 多项式 逼近 
今 考虑 定义 在 [_1, 1] 上 的 实 值 连续 函数 的 准 希 尔 伯 特 空间 V = Cr ((-1,1]), 
并 赋予 内 积 | 
(fa) = | Helio (aides 


m 


在 次 多 项 式 组 成 的 n 十 1 维 子 空间 中 , 我 们 希望 确定 多 项 式 ho 是 给 定 的 f eV 


1 d™ m 
Pa (2) = zi aem Y I, m=0,1,2,---, 
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并 具有 正 交 性 


0, 所 有 的 m z Ll m,l € N, 
2 
m=l1eEN. 


(Prag Pt) = | Pm (x) P, (z)dz = | 
B 2m 十 工 


RBIS st : 
ho (x) = 5 Cx Px (x), 
k=0 


可 以 写成 勒 让 德 多 项 式 的 线性 组 合 , 其 系数 为 
€ 2k 4-1 
2 
这 里 积分 的 近似 计算 可 以 应 用 7.3.3 给 出 的 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 . 
对 于 给 定 的 点 x 可 以 计算 由 勒 让 德 多 项 式 展 开 的 最 佳 逼 近 ho (x) 的 值 , 因为 
递归 公式 


1 
| f(z) Pe(z)dz, k=0,1,2,---,n. 
=j 


k—1 
k 


2k —1 
Pk (x) = ? Pes (x) 一 Pr—2 (x), k= 2,3,°** , 


dn = cns dn-1 = 68i + dn, 

2k+1 k+1 
dy = Ce + RFI Tt 7 Fo dete» k—n-—2,n—3,--.,0, 
ho (x) = do 


7.5.1.3 带 权 多 项 式 逼 近 
在 希 尔 伯 特 空间 Y = Car ([7 1, 1]) 中 , 定义 带 非 负 权 函 数 g(z) 的 内 积 
dg 一 | f(@)9(e)a(e)ae 


问题 为 确定 次 数 不 超过 n 的 逼近 多 项 式 ho 使 之 为 给 定 f e V 的 最 佳 逼近 . 对 给 定 
的 权 函 数 q, 我 们 可 以 给 出 相应 的 显 式 正 交 基 . 特别 重要 的 情况 是 , EX 


q (x) = 1/v 1 = 
cos(n+1)y+cos(n—1)y=2cosycosny, nèl, 


cosnyp 可 以 写成 csp 的 n 次 多 项 式 .而 根据 定义 , Bn 个 切 比 雪夫 多 项 式 
Tn (xz).nENA 


cos ny =: Tn (cosy) = Tn (x) =cos(n-arccosz), x = cosg, x € [-1, 1].] 
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于 是 前 几 个 T 多 项 式 是 
To(a)=1, Ti(x)=2, T»(z)-22?7-1, T3(x)=42°-32, Ts (x) =80*-827+1. 


它们 满足 三 步 递归 关系 


Tn+1 (z) 2 2zT, (x) = Tni (z), 


它们 在 区 间 两 端 分 布 密集 . 根据 定义 得 到 性 质 
Tal) <1, 4 ze[-L1]ne NH, 


Tn (x) HE n+ 1 REA a 的 极 值 为 +1, 即 


n (aP) = cnra =m (E), ima 


T 多 项 式 具有 如 下 正 交 性 : 
, ! TI: 
| Ona p K> kjen 
aí =F 
m, k=7=0, 


对 f e V, 设 其 关于 n 次 多 项 式 子 空间 U 的 正 交 基 (To, 3, Ta e, Ta} HRE 
i . 
ho (x) = 5T (x) + 5 €x Tx (2), 


k=1 
则 其 系数 cx A 
dz 
V1 — 22’ 
利用 变量 代 换 r= cosy, 可 以 得 到 简化 的 表达 式 


a-i[ reno 


T 


Ck. = Hi f (cos p) cos (ky) dy = *| f (cosy) cos(ky)dy, k=0,1,--- ,n. 
9 -7 


因此 , 带 权 多 项 式 最 佳 逼 近 的 系数 ck 是 以 2r 为 周期 的 偶 函 数 FF (wp) := f (cosy) 
的 傅 里 叶 系数 ar 对 于 数值 积分 , 最 合适 最 有 效 的 方法 为 7.3.3 的 梯形 公式 ， 它 可 
以 通过 增加 子 区 间 的 个 数 来 加 速 收敛 . 
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由 于 以 T 多 项 式 展开 , 克 伦 肖 (Clenshaw) 算 法 可 以 保证 数值 计算 ho (z) 在 点 
z 的 值 的 可 靠 性 和 有 效 性 ， 根 据 递归 公式 ,最 高 次 的 T 多 项 式 可 以 消 掉 , 可 以 得 到 
下 面 的 公式 : 


dn =Cn, y=2e, dri =Cn-1+ yda, 
dk = ck + ydk41 — dk+2, k=n—2,n—3,---,0, 
ho (x) = (do = d2) f2: 
7.5.2 “一致 逼近 
考虑 用 子 空间 U 的 函数 ho 逼近 连续 函数 f 的 问题 , Bok ho 与 f 的 最 大 差 最 


大 差 的 界 , 这 种 情况 通常 称 为 一 致 允 近 . 

由 基 {yp1, wp2,… Yn} 生成 的 子 空间 U = span {p1, 2,… gn) 称 为 哈 尔 
(Haar) 空 间 , 对 任意 的 u € U,u z 0, 在 区 间 [a,b] 上 最 多 有 n — 1 个 不 同 的 零点 . 
对 给 定 的 连续 函数 , 在 哈 尔 空间 U 中 存在 唯一 最 佳 逼 近 函 数 ho c U. 交替 定理 使 
得 最 佳 逼 近 具 有 以 下 性 质 : 对 f € Cla, b) Mh e U, & n- 14 FP PI a< 
£1 Z2 4: X Tn < 2441 S b, 使 得 差 d := f 一 hh 满足 交替 符号 , BI 


sgnd (zk) = —sgnd(xe41), k=1,2,--+,n. 
函数 ho € U f € C((a,b]) 一 个 最 佳 逼近 , 如 果 ho 和 f 满足 


|f (zi) — ho (zx) | = || f — Rollo, B= 1,2,°** m4 1. 
交 蔡 定理 构成 列 梅 兹 交替 法 的 基础 ， 用 来 迭代 构造 哈 尔 空间 U 中 给 定 函 数 f e 


C((a, 避 的 最 佳 逼近 ho € U， 在 应 用 上 重要 的 n 次 多 项 式 空间 U := span(1, r, 
z?,… ,z") 的 维 数 为 dim U = n--1, 满足 哈 尔 空间 的 条 件 . 此 时 简化 列 梅花 算法 的 
基本 步骤 如 下 ; 


(1) 给 定 n+2 个 点 


aga?) cz <.< <2, <b 


作为 需要 确定 的 交 蔡 的 初 什 E 
(2) 确定 多 项 式 pO eU WMT HER, |P] ”是 f pO 的 一 个 交替 且 
E n+ 2 个 点 的 亏 量 的 绝对 值 相等 . 为 此 设 


p? := ao cr az cr a22? +--+ Anz”, 
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则 化 为 求解 含有 nn 十 2 个 未 知 量 ao, al, … an rO 的 线性 方程 组 
ao--a12 0 +a2 (s). --+an (P) -e r® =f (2?) , k=1,2,--- ,n+2, 
该 方程 组 有 唯一 解 . 

(3) 由 得 到 的 多 项 式 p, KA z € [a,b] 使 得 


lf —p |loo = |f (7) — p® (2) |. 


wR e SF Ok =1,2,---,n+2 中 的 某 一 个 , 则 根据 交替 定理 求 得 pO 中 的 最 
HEEE ho. 
(4) 否则 , 用 z RE r” 中 的 任意 一 点 , 得 到 新 的 n+2 个 点 : 


ax a) < a) SI « atD, « am. <b 


VEX f 和 p 一 个 新 的 交替 . 交换 步 使 得 多 项 式 pt) 的 亏 量 的 绝对 值 |r | 严格 递 
减 . 直到 最 佳 逼 近 ho 可 以 由 p? 充分 精确 地 表示 , 也 即 满足 [|f — p llo ez |r| 
时 , 和 迭代 终止 . 
7.5.3 “近似 一 臻 逼近 

在 很 多 情况 下 , BERIT ho 的 一 个 良好 的 近似 就 够 了 . 这 可 以 通过 不 
同 的 途径 得 到 . 

WR f 在 区 间 [-1,1] 上 二 次 连续 可 导 , 那么 f 关于 切 比 雪夫 多 项 式 展开 式 


at 


f()- 5 


colo (x) + Y ex Tr (x) 


k=1 


对 任意 的 z c [-1,1] 是 一 致 收敛 的 . 此 时 序列 Joe] 也 是 收敛 的 
对 任意 的 ze [1,1], 由 IT | < 1, 部 分 和 


fa (z) = 5e (x) + Y Cx Tx (2), 
k=1 


BU, —+ EMMI APR PREF ( 见 7.5.1.3) Pe ETN 
个 良好 近似 . 计算 这 些 近似 解 要 求 能 够 较 容 易 地 计算 系数 cx. 
WRR f EKE [71,1] E. n 1 次 连续 可 导 , 通常 在 最 佳 一 致远 近 中 存在 一 
个 最 优 逼近 子 , 称 为 关于 Tri (x) 的 n 十 1 个 切 比 雪夫 横 坐 标 zk = cos((2k — 1) x/ 
(2n+2)),k=1,2,---,n+1 的 插值 多 项 式 Li (z). 事实 上 , 根据 7.3.1.4 的 插值 误 
差 理 论 , 由 i (z =ar) = Tua (x) /2^, E 
PA 


f(a) — hl) = amt n. & € [-1,1], 
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其 中 € € (-1,1), 5 r AK. 
如 果 我 们 将 In (z) 写成 了 多 项 式 的 线性 组 合 


In (2) = oTo (z)+ y cjT; (x), 


那么 系数 cj, 根据 T 多 项 式 的 离散 正 交 性 , 有 


n+l n+1 


2 2 2k —1mx .2k—1m 
Szene) C ) 9 12) 


=1 


xi WAR a S z1 < 2 < -< zN-i1 < an <b, 可 以 找到 ho CU, dimU =n < N, 
E BACRGGEACUTES = max |f 6) | F, 有 
Á aa _ pjd 
If — holl% = min lf — MI 


如 果 U 是 哈 尔 空 间 , 那么 数值 计算 ho 可 以 由 离散 型 列 梅 兹 算法 或 应 用 线性 优化 方 


7.6 ”党 微分 方程 


由 于 7 阶 微分 方程 或 微分 方程 组 (UL 1.12) 的 通 解 一 般 不 能 显 式 给 出 , 那么 在 
应 用 中 必须 数值 求解 微分 方程 . 为 了 用 适当 的 方法 处 理 问 题 , 需要 区 分 初 值 问题 和 
边 值 问题 , EA 1.12.9. 下 面 假设 要 求 的 解 存 在 且 唯 一 . 
7.6.1 faa 


每 一 个 r 阶 显 式微 分 方程 或 微分 方程 组 通过 适当 的 变量 代 换 化 为 7 个 一 阶 的 
微分 方程 组 . 初 值 问 题 就 是 确定 7 个 函数 yi (x), yz(z),…, yr(z) 为 下 面 方程 的 解 : 


yi (x) = fi (2,91, Ya yr), i=1,2, r, 
且 对 给 定点 Zo 和 初 值 Yio, i = 1,2,--- th 满足 初始 条 件 
yi (20) =i i-1,2,-,r. 


利用 向 量 y(z) := (yi(x), yo(x), ---, yr(x))™, y := (yro(x), yoo(x), «++, yro(z))", 
及 f (x,y) A= (fi (x,y), f2 (x,y) peut sfr (x,y))* 柯 西 问题 可 以 写 为 


y (z) = f (z,y (7)), y (z0) = Yo- 
为 简化 记号 , 下 面 考虑 一 阶 标量 微分 方程 的 初 值 问题 

y (7)= f(z.y(z)). w(ro)- yo. 
求解 这 一 问题 的 方法 容易 推广 到 方程 组 的 情况 . 
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7.6.1.1 33b; 

最 简单 的 欧 拉 法 是 用 过 初始 点 (zo, yo) 的 切线 来 近似 计算 曲线 y (c), 斜率 
yy (to) = f (xo, yo) 由 微分 方程 本 身 确定 ， 在 点 zl := zo 十 h( 其 中 h AK), 
可 以 得 到 近似 值 

yi = yo + hf (zo, yo) 
作为 解 向 量 的 精确 值 y (21). FEA (mi, i) 处 , 按 微分 方程 在 该 点 方向 场所 定义 
切线 的 切线 继续 这 一 过 程 , 对 等 距 节 点 zk := zo + kh, k = 0,1,2,- , 可 以 依次 得 
到 近似 值 yx 


[yer = Yk + f (Er, Yk), b=01,2% a] 


只 有 当 步 长 h 很 小 时 , 才 导 致 有 用 的 逼近 . 但 由 于 它 简 单 , 是 最 简单 的 单 步 法 , 只 要 
知道 点 zk 处 的 近似 值 yk, 就 可 以 计算 下 一 个 近似 值 yes 
一 般 地 , 显 式 单 步 算 法 为 


Yeti = Yk hd (Tk, yk,h), k=0,1,2,---, 


其 中 @ (xx, yx, h) 规定 : 由 (zx, ye) 及 点 Zk41 = zo 十 kh, 以 步 长 h 近似 计算 yer. 
函数 O(2,y,h) 与 要 解 的 微分 方程 相关 . 于 是 有 如 下 术语 : 车 


pu 9 (z, y, h) = f (z,y; h), 


则 单 步 法 是 相 容 的 . 欧 拉 法 是 相 容 的 . 


dk+1 = y (xxi) — y (zx) — h (zx, y (zx), h). 
它 用 来 描述 准确 解 y(z) 被 插入 后 算法 的 误差 . 根据 带 余 项 的 泰勒 展 开 式 
y (2&41) = y (zx) + hy! (zx) + zy" (E); wk «Eze, 
可 以 得 到 欧 拉 法 的 局 部 离散 误差 
dea = Shy" (E), ae <E < Tra 
另 一 方面 , 在 点 ax 处 的 整体 误差 gs 为 
gk := y (Tk) — Yk- 


它 描述 单 步 法 所 有 离散 误差 的 总 和 . 如 果 函 数 O(2,y,h) ERM B 内 关于 变 
HE y 满足 利 普 希 茨 (Lipschitz) 条 件 , 有 


|S (x, y,h) - 8 (xz,y*,h)| < Lly —y*l, 对 zyy he B,0O«L «oo, 
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在 点 zn = zo +nh,n € N 处 的 整体 误差 g 可 以 通过 局 部 离散 误差 估计 . 如 果 
max |d«| < D, 则 有 估计 
lga] < 5 [e^ B 1} < en E xem. 
除了 利 普 希 茨 常数 L, 区 间 [ro cn] 上 的 局 部 离散 误差 di 绝对 值 的 最 大 值 D 
在 这 一 公式 中 起 重要 作用 . 
单 步 法 根据 定义 有 p 阶 误差 , 若 局 部 离散 误差 有 如 下 估计 : 
max |dk| < D = 常数 .h?1! — O (PY), 


1¢gk<¢n 
使 得 整体 误差 为 
los < Boomer = O(n"). 

欧 拉 法 的 误差 阶 p=1, 其 在 固定 点 z := zo + nh 的 整体 误差 随 /线性 趋 于 和 夫 

与 刚才 讨论 的 方法 误差 相 比 , 对 高 阶 单 步 法 而 言 , 含 入 误差 及 其 传播 的 重要 性 
是 第 一 位 的 

PARR 库 洪 法 是 重要 有 具有 较 高 误差 阶 的 常用 方法 ， 该 方法 从 等 价 于 微分 
方程 的 积分 方程 开始 


wis) =v (ex) + | Gv @))de, 
积分 可 以 通过 区 间 [zk, rk] 上 的 s 个 插值 点 G, £2, ,和 的 积分 公式 近似 求 得 
[T eytish Y cif Gut) =: hak 
Tk i=1 gh 
插值 点 &; 为 
E1 = Tp, Ci = tk + Gih, t= 2,3,°-+ , 8, 
对 于 未 知 函 数值 y, 假设 满足 关系 
i—1 
yi yg kA baf awl), $—2,85,2 
j=l 
这 一 公式 中 的 参数 ci, ai, bi; 在 进一步 简化 的 假设 下 , 被 s 个 插值 点 的 有 尽 可 能 高 
的 误差 阶 p 的 龙 格 - 库 塔 法 得 到 


Yk = Yk + hd cif (Es ui) = yr +h >. ciki, k=0,1,2, 


i=1 i=1 
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在 这 些 条 件 下 参数 并 不 能 唯一 确定 , 因此 需要 考虑 更 多 的 因素 . 显 式 龙 格 - 库 塔 法 的 
系数 可 以 由 如 下 格式 给 出 : 


Qs bs1 bs2 "n bs gà 


C1 c2 eas Cs—1 Cs 


0 
| ji 
ii TE 
0 1 + 0 2 
修正 多 边 形 法 (p=2) 霍 伊 恩 (Heun) 法 (p=2) EPR AK (p=3) 


0 
l 
2 
l 
2 
1 


olw |o w|= 


经 典 龙 格 - 库 塔 法 (p=4) ”(3/8) 公 式 龙 格 - 库 塔 法 (p=4) 


常用 简单 龙 格 原理 来 估计 局 部 离散 误差 的 大 小 , 这 同样 适用 于 步 长 的 自动 直接 
改变 . 设 Yi (te) = yk 是 y = f (x,y) 的 解 . 我 们 希望 确定 经 过 两 次 h 步 长 的 积分 
后 yk+2 与 Yi (zw 十 2h) 的 误差 . 为 此 使 用 2h 步 长 的 点 £= zx 十 2h 处 的 值 fear. 
如 果 该 方法 具有 p 阶 误差 , WA 
Ye (te +h) — ykai = dear = Ckh?*! + O (h?*?) , 
Ye (zi + 2h) — yry2 = 2Ckh?*! +O (n?*?), 
Yp (Tk + 2h) — x41 = Pt Chh? t! +O (n???) 


由 此 可 得 
Yk+2 — Jk+1 = 2Cr (2? — 1) h?*! + O (h?*?) , 


Yk (xx + 2h) 一 Yr+2 © 2Ckh?t! f Heiden 
在 两 个 步 长 后 估计 误差 要 求 用 s 个 插值 点 的 龙 格 - 库 塔 法 求 s — 1 个 辅助 函数 值 以 


计算 gea. 
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另 一 个 估计 离散 误差 的 原理 是 基于 高 阶 误差 的 龙 格 - 库 塔 法 . 为 了 使 计算 量 尽 
可 能 小 , 应 用 的 方法 需要 嵌入 于 高 阶 误差 方法 , 且 两 者 需要 相同 的 函数 求 值 . 将 修正 
多 边 形 法 嵌入 库 塔 法 作为 局 部 离散 误差 的 估计 , 则 有 dis m à {ki — 2k2 + kg}. 

这 一 原理 被 费 尔 贝 格 (Fehlberg) 作 了 很 大 改进 , 同时 嵌入 两 个 有 不 同 误差 阶 的 
方法 得 到 两 个 y+1 值 来 估计 局 部 离散 误差 , 这 就 是 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 方法 ， 因 
为 五 阶 的 龙 格 - 库 塔 法 需要 6 个 点 的 函数 值 , 文献 [436] 中 描述 了 离散 误差 非常 小 
的 四 阶 方法 . 

上 述 方法 的 进一步 推广 即 所 谓 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 , 其 插值 点 更 一 般 , 为 


£i — r&y ajih, 1=1,2,---,s. 
未 知 函 数值 y? 定义 为 


Yi =y +h) byf (Eny), i—152,55 


= 
故 在 每 一 步 积分 中 方程 组 
ki =f (scat +8 bt ， $-12,,5 
gal 
一 般 不 是 线性 的 , 需要 求解 s 个 未 知 量 ki, FRA 
Vk 3 k=0,1,2,---. 
ii 


重要 的 . 此 外 , s 个 插值 点 的 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 适当 选择 参数 可 以 使 误差 阶 最 大 ， 即 
p — 2s. 
隐 式 龙 格 - 库 塔 法 的 例子 为 梯形 公式 : 


h 
Uii = Vk + 5 [f (Tr, ye) + f Greens Yet1)] 


其 误差 阶 p=2. 单 步 法 : 


1 1 
kh=f (s. 十 2h yr 十 js) j 


Ye+i = Yk + hk, 


RAM p=2. 而 双 步 法 : 
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有 最 大 误差 阶 p=4. 
单 步 法 的 稳定 性 首先 通过 线性 检验 初 值 问 题 进行 分 析 


y (z)-Ay(z), y(0)=1, AEC, 


为 了 数值 比较 计算 解 和 真 解 , 特别 和 指数 或 振荡 衰减 的 解 y (z) = e*” 相 比较 , 其 中 
Re(A) < 0. 如 果 应 用 龙 格 - 库 塔 法 于 检验 初 值 问题 ,结果 表述 为 


Yk+1 = F (AA) - Yk, k=0,1,2,---, 


其 中 , 对 显 式 方法 , F (Ak) ARF Ah 的 多 项 式 ; 对 隐 式 方法 , F (AR) 为 关于 Ah 的 
有 理 式 . 在 这 两 种 情况 下 对 小 变量 , F (Ah) 都 是 e** 的 近似 .数值 计算 近似 解 vi. 
的 定性 行为 仅 当 [FP (Ah) | «1 B. Re(A) < 0 Bf, 才 与 y(zk) 相同 . 因此 定义 单 步 法 
的 绝对 稳定 区 域 为 集合 


B:- (u€C:|F(u)| « 1). 
对 误差 阶 p —4 的 s 个 插值 点 的 显 式 龙 格 - 库 塔 法 , 有 
F (u) Leet st at noh, p= hA, 


这 与 e^ 的 泰勒 展开 式 的 前 几 项 相同 . 显 式 龙 格 - 
库 塔 方法 当 x = p=1,2,3,4 时 的 绝对 稳定 区 域 的 
边界 如 图 7.1 Prax, 仅 在 上 半 平 面 内 . 且 绝 对 稳 
定 区 域 随 误差 阶 的 增 大 而 变 大 . 

步 长 h 的 选取 应 该 满足 稳定 性 条 件 X = 
u € B, 其 中 Re (入) < 0. AM, tA EH 
法 可 能 得 到 无 用 的 结果 . 稳定 性 条 件 必 须 考虑 到 
(ETE) 微分 方程 组 的 数值 积分 , 其 中 步 长 h 需要 
保证 常数 Ajj = 1,2,… ,7 满足 Ah e B. WHR 
Aj 的 负 实 部 的 绝对 值 变化 很 大 , 则 称 为 阳性 微分 
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方程 组 . 此 时 , 即使 和 ; 的 绝对 值 非常 小 , 绝对 稳定 条 件 对 步 长 h 的 限制 也 非常 强 . 
对 隐 式 梯形 公式 和 单 步 龙 格 - 库 塔 法 , 有 


2+Ah 


F (Ah) = ZLAR 


其 中 , 对 所 有 的 uM Relu) < 0, 有 (| = its con 其 绝对 稳定 区 域 


为 整个 左 半 复 平面 ， 由 于 步 长 h 不 需要 满足 稳定 性 条 件 ， 这 两 个 隐 式 方法 被 称 
为 绝对 稳定 的 . 两 点 插值 的 龙 格 - 库 塔 法 也 是 绝对 稳定 的 . 

进一步 ， 更 精细 的 稳定 性 概念 ， 尤 其 是 非 线性 微分 方程 的 稳定 性 分 析 ， 见 文 
献 [437] 和 [438]. 


7.6.1.2 多 步 法 


若 应 用 带 等 距 插值 点 mk—i zh_2,… Ekom 的 算法 得 到 的 近似 信息 ,确定 
Teyi 处 的 近似 值 yeyi, 则 是 多 步 法 , 它 常 可 更 有 效 地 数值 求解 微分 方程 对 s := 
k —m-- 1, 一 般 的 线性 多 步 法 是 


M unus = hy bjf (zatisysti), m> 2, 


j=0 j=0 


ney RR m= 1, Sakae wien 固定 . Me oe iol p " 


+ Ym-1, i 例如 TETUR 
若 局 部 离散 误差 dky 在 任意 点 元 有 如 下 表达 式 : 


dii: p? {ajy (zs) —hbif (zs, y (x55))] 
ndi )terhy’ (Z)+eoh?y" (B)+---teph?y™ (g) - epa PP y? (元 十 , 


则 称 线性 多 步 法 是 p 阶 的 , 其 中 co = cl = +++ = Gp = 0,0941 Z0. Hp A cpti 与 
点 m 的 选取 无 关 . 若 其 误差 阶 p > 1, 则 线性 多 步 法 称 为 相 容 的 . 与 m 步 法 相关 有 
两 个 特征 多 项 式 : 


= Smal 3 a(z): =o? à 
j=0 
因此 , 相 容 性 条 件 可 写 为 


co=p(1)=0, a-p)-e(1)-0. 
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仅 有 相 容 性 条 件 并 不 能 保证 当 h 一 0 时 多 步 法 的 收敛 性 , 还 要 增加 零 稳定 条 
件 . 也 就 是 说 特征 多 项 式 p (z) 要 满足 根 条 件 , 即 特 征 多 项 式 的 零点 的 绝对 值 最 大 为 
1 且 其 重 根 都 在 单位 圆 内 ( 即 不 在 单位 圆周 上 ). 对 相 容 且 零 相 容 的 误差 阶 为 p 的 多 
步 法 , 假设 初 值 
ly (zi) - y| < K-h?, 0€ K «oo, 


max 
0<i<m-1 
作为 整体 误差 on := y (tn) — Yn 的 估计 , 有 
[In| =O(h?), n>m. 


在 上 述 假设 下 近似 解 yn 以 p BAF y (2n). 
pii licen 人 


h 
Yk+1 = Yk +i —- 5 [23 大 — 16fk-1 + 5fk-2], 


i 
Yk+1 = Yk + oq ^ 59fi 1 + 37 fk 2 一 9 大-3]， 


Jkii = ye zo [1901 fk — 2774 fr-1 + 2616 feo — 1274 fe_3 + 251f x4]. 


E 


这 类 m+ N p=m. 每 一 积分 步 只 需要 求 一 个 函数 值 . 


h 
Yk+1 = Yk +5 = 4 OF (2k415 Yk+1) +19 fe — 5fk-1 + fk-2], 


Yk+1 = yk 十 zm [251f (xxii, Yk+1) + 646fi, — 264 fi + 106fk-2 — 19fx-3], 


Uk AT5f (ria yia) -1427 fk — 798 fra +482 fro 173 fis +27 fi A]. 


Yt DO i 


亚当 斯 - 莫 尔 顿 m 步 法 的 误差 阶 p = m+, 需要 在 每 一 个 积分 步 中 求解 关于 y+1 
的 隐 式 方程 , 例如 运用 不 动 点 迭代 近似 ( 见 7.4.2.1). 这 一 迭代 初 值 可 以 由 亚当 斯 - 莫 
尔 顿 方法 得 到 . 

预 估 -校正 法 是 显 式 多 步 法 和 隐 式 多 步 法 的 结合 , 其 过 程 如 下 . 用 显 式 法 得 到 预 
AK, 将 其 代入 校正 公式 , 并 在 一 步 不 动 点 迭代 的 意义 下 改进 之 . 如 果 这 样 结合 
不 同 阶 的 多 步 法 , 则 预 估 - 校 正法 的 局 部 离散 误差 等 于 所 用 隐 式 方法 误差 的 最 小 绝 
对 值 . 

ABM43 方 法 是 四 步 亚当 斯 - 巴 什 福 思 法 和 三 步 亚当 斯 - 莫 尔 顿 法 的 结合 ， 其 误 
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差 阶 p=4. 此 时 算法 定义 为 


h 
ve = yk 十 24 [55 fx — 59fi 1 + 37 fy 2 — 9fk-3] , 


h 
Yk+i = yk + 24 [97 ETEA +19fk — 5fk-1 + fa] . 


当然 这 里 需要 始 发 值 及 对 每 一 积分 步 的 两 次 函数 求 值 . 这 一 类 预 估 - 校 正法 的 
优点 是 可 以 对 误差 阶 稍 有 改进 , 而 需要 计算 的 函数 值 仍 是 两 个 . 

另 一 类 重要 的 隐 式 多 步 法 为 向 后 差分 法 , 简 记 为 BDF, 因为 它 具 有 特殊 的 稳定 
性 . 微分 方程 在 点 zk+1 处 的 一 阶 导数 利用 在 该 插值 点 和 前 面 的 等 距 插值 点 的 插值 


Vk+1 — Yk = hf (Te41, Yeti) - 


Zim —2,3,4 时 , m 步 向 后 差分 法 为 


3 1 

BYk+1 — 2ye + Yk- = hf (kaa Ukr) 
11 3 1 
G Yet — Bye + gUk-1— 3Yk-2 = hf (zii yii) » 


25 4 1 
Ja vett 一 Ayk + 3yk-i1 一 3Yk-2 十 49-5 = hf (zk41, Yk+1)- 


入 一 般 的 m 步 法 得 到 m 阶 差分 方程 
Y (aj — hàb;)ys+j = 0. 
j-0 
设 vy = 25, z 40, 相应 的 特征 方程 为 


m 


e (z) = J (aj — h35;)z) = p (z) — hào (z) = 0. 


j=0 
这 里 我 们 只 关心 当 Re(X) < 0, 当 且 仅 当 特征 方程 的 零点 z 的 绝对 值 都 小 于 1 
使 得 (2) 的 解 zi e C 都 在 单位 圆 内 部 的 复数 u= 多 的 集合 
预 估 -校正 法 的 特征 方程 是 相应 的 多 步 法 特征 多 项 式 的 组 合 , 例如 对 ABM43 
法 有 


pam 


PABM43 (z) = z [pam (z) — JoAM (2)] + [pas (z) — noae (2)] = 0, 


其 中 bs 为 亚当 斯 - 英 尔 顿 法 的 系数 . 
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图 7.2 画 出 了 绝对 稳定 区 域 的 边界 曲线 (根据 对 称 性 , 仅 显示 上 半 平 面 中 的 部 
分 ), 曲线 的 标记 说 明 所 代表 的 方法 . 

Kast BDF 方法 的 绝对 稳定 区 域 有 些 有 趣 的 性 质 . 例如 , 向 后 欧 拉 法 是 绝对 稳 
定 的 , 其 绝对 稳定 区 域 是 左 半 复 平面 . 二 步 BDF 方法 也 是 这 样 , 因为 此 时 左 半 复 平 
面包 含 在 绝对 稳定 区 域 中 . 其 他 的 BDF 方法 不 再 是 绝对 稳定 的 , 因为 其 边 值 曲线 
部 分 在 左 半 平 面 内 . 然而 存在 项 点 是 原点 的 半 开 角 a > 0 的 最 大 角 区 域 ， 而 这 些 区 
域 完 全 在 绝对 稳定 区 域内 . 因此 称 之 为 A (a) 稳定 方法 . =H BDF 方法 是 A (88") 
稳定 的 , 而 四 步 BDF 方法 是 A (72°) 稳定 的 . 


7.6.2 jam 
7.0.2.1 解析 法 
为 了 求解 线性 边 值 问题 
Liy] := >) fi (@)y” (2) = g (2), 


1 
Ui [y] := 5 {aijy” (a) + Bi; y ©} =, 1—1,2,-:«jW 
j=0 
其 中 fi (z),g (7) 为 区 间 [a,b] 上 连续 函数 , H fr (x) 40. 利用 任意 微分 方程 的 解 
可 以 写 为 如 下 线性 组 合 的 事实 : 


y (x) = yo ( 四 + 于 or 人 


齐 次 微分 方程 L[y] = 0 的 基本 系 ( 见 1.12.6). 这 > 十 1 个 函数 可 由 了 二 1 PARAM 
始 条 件 

yo (a) = yo (a) ==: = yf" (a) =0, 

y (a) = 0,31, k=1,2,--- ,7,9 =0,1,---,r—1. 
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的 初 值 问题 的 积分 近似 得 到 . FH + BA 3 X (Wronski) 47 5] AW (a) 的 值 等 于 1, 构造 
函数 yi (m) ,ya (m) ,yx (z) 是 线性 无 关 的 . 根据 7 十 1 个 函数 ,上面 线性 展开 式 
的 系数 ck 可 由 非 齐 次 线性 方程 组 确定 : 


XO kU [yk] = y: — Ui [yo], 1=1,2, ,7 
k=1 


线性 边 值 问题 的 逼近 通常 用 拟 设 法 得 到 , 假设 待 求 函数 y (z) 具有 如 下 形式 : 
Y (x) := wo (x) 十 X ChWk (T), 


k=1 
其 中 wo (x) 满足 非 齐 次 边 值 条 件 Ui [wo] = yii = 1,2,… ,7, 而 线性 无 关 的 函数 
wk (Z) ,上 k 二 1,2,… ,n 满足 齐 次 边 值 条 件 Ui [ox] = 0. 于 是 对 任意 cr, Y (x) 满足 
边 值 条 件 . 将 展开 式 代入 微分 方程 , 得 到 误差 函数 


E(zZiclca… ,cn) := L[Y] ^ g (2) EX +L [wo] — g(x). 
k=1 


近似 函数 了 (1) 的 未 知 系数 ck 可 以 通过 求解 从 误差 函数 的 下 列 条 件 之 一 得 到 
的 线性 方程 组 确定 . 
(1) 定位 法 : 适当 选取 n 个 局 部 点 a < mi < zz <… < zn < b, BK 


Elti ,Cn) =0, i-—12,-,n. 


tn = b 要 求 误差 函数 的 均值 在 每 个 子 区 间 上 为 零 , 即 
i E (T; c1, C2, cn)dz =0, i= 1,2,- n. 
9 WE à | 
| e (a; C1C2 ,cn)dz 三 min ., 


而 在 N 个 插值 点 zi € [a,b], N >n 的 离散 情况 下 , 极 小 化 


N 
ye (tirei Carr , c4) dz = min., 
1—1 

得 到 相应 的 正规 化 方程 组 . 


(4) Wil EA: 误差 函数 正 交 于 n 维 子 空间 U := span (v1, v2,- , vn), Bl 
b 
| €(2;01,02,::: ,en)vi(x)dz=0, i=1,2,---,n. 


一 般 说 来 ,有 vi (x) = wi (z) i= 1,2,--- ,n. 有 限 元 法 选取 特殊 的 具有 小 支 集 的 函 
数 w; (x), 是 伽 辽 金 法 的 现代 形式 . 
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7.6.2.2 简化 为 初 值 问题 
求解 带 分 离 的 边界 条 件 
aoy(a)  ouy (a) 2 m. Boy (b) + Ary’ (b) = 2 
的 非 线性 二 阶 边 值 问题 
y” (x) = f (z,y(z),y' (z)) 
的 常用 求解 方法 是 将 问题 化 为 初 值 问题 . 为 此 , 考虑 初始 条 件 
y(a) - eis-F em, Y (a) = — (aos + com), 


它 依赖 于 参数 s, 其 中 co cl 为 常数 , 满足 条 件 aoci 一 aico = 1. 数值 计算 得 到 的 
初 值 问题 的 解 记 为 Y (x; s). 对 使 Y (zx; s) 存在 的 所 有 s, 该 函数 在 点 a 满足 初 值 条 
件 . 为 了 求 边 值 问题 的 一 个 解 , 还 必须 满足 第 二 个 边界 条 件 . 于 是 Y (2; s) 必须 满足 


h (s) := BoY (b; s) + BY’ (b; s) — y2 = 0. 
这 个 方程 关于 s 一 般 是 非 线 性 的 ,可 以 通过 试 位 法 、 割 线 法 或 牛顿 法 求解 . 在 
最 后 一 种 情况 , h' (s) 可 以 用 差 商 或 者 通过 积分 确定 Rh (s 十 As) RBI. 
刚才 讨论 的 简单 的 归 化 过 程 可 以 推广 到 初始 条 件 中 具有 更 多 参数 的 高 阶 微分 
方程 组 的 情况 . 除了 选取 适当 的 迭代 初 值 的 困难 之 外 , 在 某 些 应 用 中 关于 s 的 小 变 
化 对 Y (b; s) 的 强烈 敏感 , 也 产生 问题 . 为 了 改进 问题 的 条 件 , 在 多 步 归 化 中 将 区 间 
[a,b] 分 为 多 个 子 区 间 , 对 每 一 个 这 样 的 子 区间 , 待定 初 值 条 件 的 集合 作为 参数 , 而 
微分 方程 则 在 每 个 子 区 间 中 求解 . 该 方法 中 的 参数 可 由 非 线性 方程 组 确定 ,这 样子 
区 间 中 的 部 分 解 能 被 组 合 到 一 起 得 到 原 问 题 的 解 . 
7.6.2.3 ”差分 方法 
下 面 以 二 阶 非 线 性 边 值 问 题 为 例 阐述 差分 方法 的 基本 原理 
y" (z) = f (z,y(z),y'(z)), 
y(a) 77. y(b)= 72. 
将 给 定 区 间 [a,b] 等 分 为 步 长 为 h := (b — a) / (n-- 1) RE m 1 个子 区 间 , 插值 点 
为 zi = a 十 ih, i = 0,1,… n+]. 方程 在 n 个 插值 点 的 准确 解 y (xi) 的 逼近 值 为 
yi, 此 时 在 每 一 个 内 部 插值 点 , 一 阶 导数 和 二 阶 导 数 被 中 心 (或 2 Bh) 差 商 逼近 : 


y (z) ~ Be (v (zi) ~ 和 , 
两 者 的 离散 误差 都 是 O (h?). 根据 这 一 近似 , 我 们 得 到 关于 n ARAI yi, os 
y, 的 非 线性 方程 组 


We TEE : 
Bara F ER = f (tun, £82 *), ?2 一 1,2, T, 
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这 里 需要 考虑 给 定 Yo = Y1, Yn4+1 三 了 2 作为 边界 条 件 . 
在 关于 解 函数 y (x) 和 函数 f (m, y, y) 的 适当 假设 下 , 得 到 的 近似 有 如 下 形式 
的 误差 估计 : 
max |y (xi) — | = O (h°). 


l<i¢n 
非 线性 方程 组 一 般 用 牛顿 - 坎 托 罗维奇 方法 或 7.4.2.2 中 介绍 的 简化 变 式 求解 . 其 特 
殊 结构 为 


2 y2 — yı Aa 

2yr y2 +h“f C E x ) ^n 0, 
—yi +2y2 —ys +h? f (22,2, n=”) = 
E " 2 y4 — 2) a 

yo +2y3 —y4 +h’ f (zs ys, 9h 0, 


Y2 一 Yn-1 
2h 
在 每 一 个 方程 中 最 多 有 三 个 指标 连续 的 未 知 量 , 也 就 是 说 方程 组 的 系数 矩阵 为 
三 对 角 和 矩阵. 因此 牛顿 - 坎 托 罗维奇 法 中 校正 向 量 的 计算 量 仅 与 ”成 比例 . 如 果 微 
分 方程 是 线性 的 , 则 差分 法 直接 得 到 未 知 函 数值 的 三 对 角 和 矩阵 线性 方程 组 . 


—Yn—1 + 2yn +h? f (sing Joni ) -y= 0. 


TT With SRE 


偏 微分 方程 的 有 效 数值 处 理 不 是 一 种 工艺 , 而 是 一 种 艺术 . 
俗语 
7.7.1 ”基本 思想 


20 世纪 后 半 叶 计算 机 技术 以 惊人 的 速度 发 展 , 这 掀 开 了 数学 史 的 新 篇 章 . 以 稳 
定性 概念 , 离散 方法 的 灵活 性 , 快速 算法 和 自 适 应 等 为 中 心 的 全 新 问题 开始 进入 人 
们 的 视野 . 

早年 的 计算 机 只 能 处 理 维 数 m. 较 小 的 问题 , 现在 则 可 计算 较 大 的 n, 25 n 一 oo 
时 推测 易 控 制 且 令 人 向 往 的 领域 的 性 态 . 例如 , 已 经 证 明 从 牛顿 时 代 就 通行 的 标准 
HEMNE, 当 n 一 oo 时 (n 表示 逼近 多 项 式 的 次 数 ) 是 不 稳定 的 , 因此 该 方法 
对 于 较 大 的 n 并 无 用 处 . 稳定 性 是 离散 方法 中 特别 基本 的 概念 . 并 非 所 有 求解 微分 
或 偏 微分 方程 的 直观 的 离散 方法 都 是 稳定 的 ( 见 7.7.5.4). 尤其 需要 确定 的 是 , 较 高 
阶 的 逼近 快速 导致 不 稳定 的 方法 , 如 下 面 7.7.5.6.2 所 讨论 的 , 对 于 在 7.7.3.2.3 中 讨 
论 的 混合 有 限 元 法 , 一 个 不 幸 的 情况 是 ,精度 很 好 的 逼近 的 结果 是 不 稳定 的 .在 许 
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多 情况 下 不 稳定 容易 导致 算法 中 误差 传播 的 失控 , 因此 容易 被 发 现 . 但 是 在 混合 有 
限 元 的 情况 , 一 类 不 同 的 不 稳定 性 瑞 及 算法 , 则 并 非 显 而 易 见 . 因此 , 对 算法 进行 仔 
细 的 数值 分 析 总 是 重要 的 . 

随 着 计算 机 的 计算 能 力 越 来 越 强 ， 越 来 越 多 的 复杂 问题 企图 借助 计算 机 解决 . 
例如 , 复杂 性 包括 解 的 某 些 细节 , 如 奇异 扰动 问题 的 边界 层 、 解 或 其 导数 在 某 点 的 
奇异 性 态 、 伴随 灌流 的 解 的 微观 细节 、 双 曲 微 分 方程 中 的 非 连 续 性 以 及 系 激 的 大 跳 
BK; 如 半导体 的 例子 . 处 理 这 些 现象 要 用 到 相应 的 不 同方 法 . 在 现实 中 没有 哪 一 个 
方法 可 以 适用 于 所 有 的 问题 . 

提高 计算 能 力 包括 更 快 的 处 理 器 和 更 大 且 更 便宜 的 存储 器 两 方面 . 正 是 这 一 情 
况 增 加 了 对 更 快 的 算法 的 需求 . 例如 , 对 一 个 n 维 问题 的 运算 量 为 n? 的 算法 , 增 
加 十 倍 的 存储 量 导致 运算 量 增加 一 千 倍 , 而 这 不 可 能 通过 增加 处 理 器 的 计算 能 力 获 
得 补偿 . 本 节 将 介绍 快速 求解 方程 组 的 多 重 格 点 法 、 快 速 传 里 叶 和 小 波 变 换 等 快速 
算法 . 

除了 加 速算 法 , 在 不 影响 解 的 质量 的 前 提 下 也 可 以 尝试 减少 问题 的 维 激 . 对 于 
求解 偏 微分 方程 , 这 意味 着 不 用 一 致 网 格 来 离散 问题 , 对 于 需要 的 区 域 进行 加 密 , 其 
他 区 域 则 保持 稀疏 . 算法 运行 时 非 一 致 网 格 的 数据 由 上 一 步 生成 , 导致 数值 分 析 和 
算法 间 有 趣 的 迭代 . 7.7.6 将 简要 介绍 其 思想 . 


7.7.2 ”离散 方法 概述 


7.7.2.1 差分 方程 


差分 方法 基于 用 差 商 代替 微分 方程 中 的 导数 . 为 此 需要 网 格 , 一 般 选 为 正则 网 
格 . 对 区 间 [a b], 步 长 为 h := (b-a) /N,N =1,2,---, 则 等 距 网 格 为 


Gi :— (xy 2 ac kh:0 & k aN} 


对 含有 d 个 独立 变量 的 偏 微分 方程 , 需要 一 个 d 维 的 定义 在 D C R^ 上 的 网 
格 , 此 时 等 距 格 点 为 


Gn := (re D: £= Tp = kh: k = (ki, ka) ABB}, 


见 图 7.3. 

对 于 下 面 提 到 的 差分 方法 , 我 们 主要 关注 格 点 而 不 是 相关 的 矩形 或 边 (AT d=2, 
SLA 7.3). 我 们 用 函数 在 格 点 zk € Gr 处 的 值 ulee) 来 近似 其 导数 . 由 于 大 多 数 
差分 逼近 是 一 维 的 , 至 少 作 为 介绍 , 讨论 单 变 量 函 数 已 经 足够 . 
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(光滑 ) 函数 u 的 一 阶 导数 可 以 有 多 种 近似 方 
法 . 向 前 差分 


Dm = > (u(zk41) — u e| (7.1a) 


及 向 后 差分 


0, u (zx) := : (u (zx) — u (zx-1)) 


(1b 图 7.3 步 长 为 hh 的 网 格 


是 单 侧 差分 的 例子 . 它们 仅 是 一 阶 的 , 满足 
wu (rp) — Of u(ae) =O(h), h—0. (7.1c) 


中 心 差分 或 对 称 差分 


Oh (x) = zy (kt) = u (zr-1)) (7.22) 
是 二 阶 的 , BE 
u (tk) — ORu (zk) =0 (h°), h— 0. (7.2b) 
二 阶 导数 可 由 下 式 近 似 : 
Hate) = (tt [baa - Du te) ga) (7.32) 


这 个 二 阶 差分 也 是 二 阶 收敛 的 : 
u” (wp) — Ou (zr) =0 (R), h—0. (7.3b) 


需要 指出 , 因为 缺少 必要 的 相 邻 格 点 , 并 非 所 有 差分 在 边界 点 zo =a 或 zw =b 上 
都 有 定义 . 

对 于 二 维 的 情况 , 我 们 需要 用 到 无 穷 格 点 {(z,y) = (kh, Uh) : k,l € N} 的 子 集 
Gn. 差分 (7.1a), (7.1b), (7.2a), (7.3a) 可 以 用 来 计算 z 方向 或 y 方向 的 值 ; 与 
之 对 应 的 我 们 记 为 Of ,BH ,在 图 7.4 rh, 二 次 差分 用 到 格 点 4, B,C 的 值 表示 
Og zu; 用 点 D,E,F 的 值 表示 OF yu. 这 两 个 差分 的 和 用 来 近似 计算 拉 普 拉 斯 算 子 


Au = Ure + Uyy? 


Anu(kh, lh) = (87... + Of,y) u(kh, lh) 

1 (7.4) 
=% (Uk—1,1 + Uk+1,1 + Uk, -1 + Uk, +1 — AUi), 
其 中 uy := u(kh, lh). 由 于 用 到 五 个 格 点 , 见 图 7.4 中 的 M, N, S, O, W. 式 (7.4) 
称 为 五 点 公式 . 
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用 上 面 的 差分 公式 , 形 如 ur, uy, Ure, Uyy, Au 的 导数 都 可 近似 计算 . 混合 导数 
uey 也 可 用 乘积 99 ,89 ， 来 近似 计算 ; 
us (uisa ia Fa — eaa — Ue) = usy (kh, Uh) +O (h°), h 0 


( 见 图 7.4 中 的 格 点 G,H,J,K). 这 一 方法 简 记 为 星 记号 , 详细 论述 见 [442]. 推广 
d 个 独立 变量 的 d 维 格 点 的 差分 近似 是 显然 的 ， 于 是 , 高 阶 导 数 也 可 以 用 差分 来 

尽管 我 们 至 今 保持 等 距 网 格 , 但 不 难 给 出 在 不 同 m; 方向 有 不 同步 长 h; 的 d 维 
网 格 . 如 果 在 某 一 方向 的 步 长 是 非 等 距 的 , 那么 该 方向 的 导数 用 牛顿 均 差 法 来 允 近 . 
然而 , 这 里 不 讨论 基 举 标 方向 一 般 非 结构 的 非 正 规 网 格 , 因为 计算 二 阶 导数 的 差分 
逼近 需要 共 线 格 点 .显然 , 几何 网 格 结构 的 刚性 使 差分 法 不 灵活 , 特别 很 难 实现 网 
格 的 局 部 细 分 . 


Te X 
S J K 
图 7.4 差分 近似 


7.7.2.2 X Xii 
# Lu = 广 为 微 分 方程 (u,v) := | wae 为 在 定义 域 D 上 的 内 积 , u 对 所 有 


D 
的 检验 函数 v 都 满足 方程 
(Lu, v) = (f,v). (7.5) 


(7.5) 的 左 端 一 般 经 过 分 部 积分 写 为 微分 方程 的 所 谓 弱 形式 ( 变 分 形式 ): 
a(u,v) = f (v), (7.6) 


其 中 a 和 f 分 别 表示 函数 空间 UAV 上 的 双 线 性 型 及 泛 函 , 其 中 u 和 wv 是 变化 
的 . 下 面 仅 讨论 U =V 的 标准 情况 . 


代替 微分 算 子 L, 将 问题 化 为 


R u € Vo, 使 得 a (wu,v) = f(v)， 对 所 有 的 ve V, 都 成 立 . | (7.7) 
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狄 利克 雷 边 界 条 件 是 所 谓 本 质 边界 条 件 , 是 Vn 定义 的 一 部 分 . 另 一 类 边界 条 


Æ ( 见 [442]). 
在 实际 计算 时 , 选取 V, 的 一 组 基 {yi1, wp2,… yn}. A (7.7) 的 解 u 被 写成 


Y eryr 的 形式 , 则 问题 (7.7) 等 价 于 如 下 线性 方程 组 : 


Az =b, (7.82) 
其 中 r 包含 待定 系数 £L, IRR REA 及 右 端 b 定义 为 
A= (aik), air =a(pi pk); b= (bi), bi= f (pi). (7.8b) 


因为 剩余 r= Lu 一 f 加 权 后 为 零 : (7, Pi) = 0( 见 7.5), 该 方法 也 被 称 为 加 权 剩 余 
ik. 


7.1.2.3 有 限 元 法 


有 限 元 法 , 简 记 为 FEM, 是 相应 地 称 为 有 限 元 (FE) 的 特殊 的 函数 空间 里 的 里 
茨 - 伽 辽 金 方法 伽 辽 金 方法 的 刚度 矩阵 一 般 是 满 的 ， 为 了 得 到 与 差分 法 类 似 的 稀 
BEM, AMIR SRR RT RED ERA wx( 函 数 yp 的 支 集 是 使 得 p(xz) £0 的 
x 的 闭 包 ). 除了 少数 例外 , a (ye, pi) 中 的 函数 的 支 集 都 是 不 相交 的 , 从 而 aik = 0. 
全 局 多 项 式 或 其 他 全 局 定义 的 函数 空间 不 再 满足 要 求 , 代 之 以 分 片 定义 的 函数 . 其 
定义 包括 两 个 方面 : @ 几 何 单元 (定义 域 的 非 重 合 分 解 ); @ 定 义 在 区 域 的 这 些 部 分 
的 解析 函数 . 

几何 单元 的 一 个 典型 例子 是 将 二 维 定义 域 分 解 为 三 角形 (2 AAD). 这 些 三 角 
形 具 有 某 种 正规 结构 , 如 将 图 7.3 中 的 每 个 矩形 都 分 成 两 个 三 角形 ; 但 三 角形 结构 
也 可 如 图 7.5 所 示 是 非 正 规 的 . 车 两 个 不 同 的 三 角形 的 交集 或 者 是 空 集 或 者 有 公共 
的 边 或 顶点 , 则 三 角 剖 分 称 为 容许 的 . 若 三 角形 大 小 的 比 是 有 界 的 , 则 三 角 剖 分 称 
为 拟 一 致 的 . 车 所 有 三 角形 的 外 接 圆 半径 和 内 切 圆 半径 之 比 是 一 臻 有 界 的 , 则 三 角 
剖 分 称 为 正规 的 . 

给 定 三 角 剖 分 , 在 三 角形 上 可 以 定义 不 同 的 函数 . 例如 , 分 片 常数 函数 (此 时 空 
间 V, 的 维 数 n 为 三 角形 的 个 数 )、 分 片 线 性 函数 (在 每 一 个 三 角形 上 线性 , 整体 连 
续 ; 构成 的 空间 维 数 等 于 三 角 剖 分 顶点 的 个 数 ), 或 分 片 二 次 函数 (其 维 数 等 于 边 数 
与 顶点 数 之 和 ). 

还 可 以 用 四 边 形 代替 三 角形 . 此 外 还 有 三 维 剖 分 (以 四 面体 代替 三 角形 , 立方 
体 代替 四 边 形 ). 关于 有 限 元 法 更 详细 的 介绍 见 文献 [440]. 

因为 三 角 剖 分 的 三 角形 (四 边 形 ) 作为 积分 区 域 进入 有 限 元 方程 (7.8a) 和 
(7.8b), 所 以 对 有 限 元 法 而 言 ， 网 格 更 重要 的 方面 是 面 , 而 不 是 顶点 或 边 。 生成 三 
角 剖 分 的 适当 方法 包括 由 粗 剖 分 出 发 及 随后 加 密 , 如 下 面 7.7.6.2 和 7.7.7.6 所 述 . 
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图 7.5 AS AAD 


7.7.2.4 彼得 罗 夫 - 伽 辽 人 金 方法 


E (7.6) 中 的 函数 u 和 v 分 别 属于 不 同 的 函数 空间 U (RAE) 和 V (E ER 
数 空间 ), 则 得 到 推广 的 里 茨 - 伽 辽 金 方法 , 也 称 彼得 罗 夫 - 伽 辽 金 方法 . 


7.7.2.5 有 限 体 积 法 

有 限 体积 法 (有 时 称 为 盒 方 法 ) 是 差分 法 和 有 限 元 法 的 混合 . 就 差分 法 而 论 , 党 
用 图 7.3 所 示 的 正方 形 网 格 , 并 且 关注 沿 着 网 格 边 的 流量 . 

为 了 给 出 该 方法 的 数学 公式 , WE (7.5) 中 的 wv 为 单元 的 特征 函数 ( 即 在 正 
方形 E Ev=, 其 他 v—0). 式 (7.5) 的 左 端 是 上 的 积分 | tude. 分 部 积分 得 


E 
到 正方 形 边界 0E 上 的 积分 , 后 者 可 以 用 不 同 的 方法 逼近 . 
若 微 分 算 子 L 具有 Lu = divMu 的 形式 (如 M =grad), 则 分 部 积分 导致 


| (Mu) ndF = | fdz, 


ðE 


其 中 (Mu) n. 为 与 外 法 线 单位 向 量 n 的 内 积 . 若 两 个 单元 的 公共 边 的 法 向 量 方向 
相反 , 则 所 有 单元 E 的 和 表示 在 定义 域 D 上 的 守恒 律 


| (Mu) ndF = | faz. 

aD D 
这 一 守恒 性 正 是 选用 有 限 体积 法 的 决定 性 原因 . 为 说 明 名 称 的 合理 性 , 这 里 考虑 以 
立方 体 为 “有 限 体积 ”的 三 维 情况 . 
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7.7.2.6 谱 方 法 和 配置 法 

有 限 元 法 用 固定 分 片 多 项 式 的 次 数 而 减 小 单元 尺寸 来 副 近 . 用 这 种 方法 只 能 达 
BIG SAMUI. 实际 上 , 形 如 Ch” 的 典型 误差 , 其 中 h 为 单元 的 大 小 , p 为 最 大 
可 能 的 逼近 阶 . 在 二 维 的 情况 , h 和 有 限 元 空间 Vn 维 数 由 mn = C/h? 相 联系 . 于 
是 误差 是 维 数 的 函数 O(n). 另 一 方面 , 估计 Oe), a > 0, 5 > 0, 描述 以 
全 局 多 项 式 或 三 角 函 数 通 近 光 滑 解 时 可 能 达到 的 指数 收敛 速度 

谱 方法 用 全 局 函数 结合 特殊 的 几何 结构 (如 正方 形 ), 由 配置 法 得 到 离散 方程 
该 方法 对 微分 方程 Lu = f 只 要 求 在 某 些 特定 的 点 而 不 是 在 整个 区 域 上 成 立 . 彼得 
罗 夫 - 伽 辽 金 方法 形式 上 可 以 根据 检验 空间 的 分 布 来 说 明 ， 

谱 方法 的 不 足 在 于 刚度 矩阵 是 满 的 而且 对 计算 区 域 要 求 具有 特殊 的 结构 另 
Bh, 解 的 光滑 性 要 求 一 般 不 能 整体 满足 . 


7.7.2.7 h 方法 ,Dp 方法 和 hp 方法 


步 长 h 趋 于 零 的 通常 有 限 元 法 也 称 为 h 方法 . 另 一 方面 , 若 对 于 固定 的 网 格 ， 
如 谱 方法 一 样 增 加 分 片 多 项 式 的 次 数 p, 则 称 之 为 p 方法 . 

这 两 种 方法 的 组 合 称 为 hp 方法 . 此 时 函数 空间 由 大 小 为 h 的 几何 单元 上 的 p 
次 有 限 元 函数 组 成 . 若 对 问题 应 用 hp 方法 则 可 得 到 很 精确 的 逼近 . 如 在 7.7.6 中 简 
要 介绍 的 , 局 部 选取 h All p 的 途径 是 自 适应 离散 化 的 典型 课题 . 这 里 选取 检验 空间 
等 同 于 函数 空间 , 因此 事实 上 , 它 是 里 茨 - 伽 辽 金 方法 的 特殊 情况 . 


7.7.3 ”椭圆 型 微分 方程 


7.7.3.1 正定 边 值 问题 


现在 讨论 标量 微分 方程 . 而 对 可 视 为 一 类 鞍点 问题 的 微分 方程 组 , 因 其 对 有 限 
元 离散 化 提出 新 的 要 求 , 将 在 7.7.3.2 中 讨论 . 


7.7.3.1.1 模型 问题 ( 泊 松 方程 和 玄 姆 霍 论 方程 ) 


ENR AR 上 的 有 界 区 域 , WHA T := 8608， 拉 普 拉 斯 算 子 定义 为 Au := 
Ure + uyy. 所 有 二 阶 微分 方程 的 范例 由 泊 松 方程 给 出 


(o) 


函数 f = f(x y) 为 源 , 是 已 知 的 . 问题 是 确定 函数 u = u (m, y). 边 值 问题 由 


Co 
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这 类 边 值 问题 的 解 是 唯一 确定 的 . 若 f=0, 则 是 拉 普 拉 斯 方程 或 位 势 方程 , 且 如 下 
极 值 原理 成 立 : 解 u 在 边界 D 上 取 极 大 值 或 极 小 值 . 

下 面 为 了 方便 ， 仅 考虑 齐 次 边 值 条 件 , BU 9 =0 的 情况 .对 于 边界 D 上 非 齐 
次 边 值 g, 求 其 到 整个 2 的 任意 光滑 延 拓 G( 即 在 上 G =g). 引入 辅助 函数 
ŭ:=u-G, 它 满足 上 的 齐 次 边界 条 件 ü — 0 和 新 的 微分 方程 -Aŭ = f, 其 中 
f:=AG+ f. 


—Autu=f ÆRE, (7.10a) 
其 诺 伊 受 边 界 条 件 为 
a =g 在 边界 rE. (7.10b) 
其 中 
a = n (gradu) 


表示 边界 点 上 的 外 法 向 导数 , 即 m 为 外 法 向 单位 向 量 . 

在 关于 函数 无 穷 远 性 态 的 适当 假设 下 诺 伊 曼 边 值 问题 即使 对 无 界 区 域 2 
也 唯一 可 解 . 

d 维 泊 松 方程 是 -Au = f, 其 中 


Au := 一 Wararl 一 … 一 WUrurd = —divgradu. 


此 外 , 设 A = A (zi1,… ,za) A dx dE, b= b (21, ,Xa) Ad 维 向 量 函 数 及 
c— c(zi,::: ,Za) 为 标量 函数 . WA 
—div (Agradu) + bgradu + cu = f (7.11) 

为 一 般 的 二 阶 线性 微分 方程 . 若 A (m, ,za) 是 正定 的 , 则 称 之 为 椭圆 型 方程 , 其 
"P, —div (Agradu) 为 扩散 项 , bgradu 为 对 流 项 ,cu 为 反应 项 . WANTEN ZIE 
兹 方程 都 是 (7.11) 中 A— I M b= 0 时 的 特殊 情况 . 

7.7.3.1.2 RP 

根据 相应 于 分 部 积分 的 格林 公式 


= [uod (Au) vdz = | sradugradvaz 一 | DU udF, 
R r 


由 -Au = f 可 得 


| gradugradvdz = | fvdz + | SvdF, 
了 了 D 
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其 中 


d 
gradugradv := > Ux; Uris 


i=1 


uz 表示 u 关于 zi 的 偏 导数 . YER? 中 , 有 d=2. 

根据 7.7.3.1.1, 可 假设 有 齐 次 狄 利克 雷 边 界 条 件 , 即 在 bu = 0. 因此 假设 
u 和 w 在 边界 D 上 都 为 0. 
例 1: 泊 松 方程 的 经 典 齐 次 狄 利克 雷 问题 为 


—Au=f 在 2 上 ，v=0 在 T 上 . 
在 方程 两 边 同 时 乘 以 边界 上 为 0 的 任意 光滑 函数 v, 则 由 格林 公式 得 到 所 谓 的 弱 形式 


| gradugradvds = | rias. u = OfET E. 
2 2 


注意 到 , 由 于 在 P Ev — 0, 格林 公式 中 的 边界 积分 | ewamuar WE. 
为 了 保证 解 的 存在 性 , 必须 利用 索 伯 列 夫 空间 . 最 终 的 变 分 问题 是 求 函 数 
u€ Hj (Q2) 
使 得 
a(u,v)=b(v), 对 所 有 的 ve Hg (9). (7.12) 
这 里 设 
a (u,v) :一 | gradugradvdz, b(v) = | fvdz. 
rA Q9 


索 伯 列 夫 空 间 ”在 方程 (7.12) F, Hi (0) 表示 所 谓 的 索 伯 列 夫 空 间 ， 简 单 地 说 ， 
AWA H* (0) 由 平方 可 积 且 其 一 阶 偏 导数 也 平方 可 积 的 函数 组 成 . 换言之 ， 
有 


| (u? + |gradu|?) dz < oc. 


R 
空间 H* (2) 可 通过 引入 如 下 内 积 赋 以 希 尔 伯 特 空间 结构 


(u,v) := | (uv + gradugradv)dz. 
2 
索 伯 列 夫 空间 Hå (2) 由 H' (2) 空间 中 所 有 在 r 上 满足 u = 0( 在 所 谓 广 义 边 值 
的 意义 下 ) 的 函数 组 成 . 该 空间 关于 内 积 


(u,v) := | sradugradvaz 
2 
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也 有 希 尔 伯 特 空间 结构 . 

这 里 用 到 的 准确 定义 见 [212]， 注 意 1 (0)( 及 Hà (0)) 相应 于 p = 2 时 的 
Wi (2)(& Wi (2)). 
例 2: 考虑 带 诺 伊 曼 边 界 条 件 的 交 姆 霍 效 方程 

—hü-ucf mk, A ag “rk. 
现在 重要 的 是 函数 v 在 边界 上 不 再 受 限制 . 类 似 于 例 1 在 方程 两 边 同 时 乘 以 函数 
v, 得 到 如 下 变 分 问题 . 问题 化 为 确定 函数 
u € H’ (Q) 


使 得 


a(u,v)=b(v), 对 所 有 的 ve H'(Q). (7.13) 


这 里 用 到 记号 


a(u,v):= | (gradugradv + uv)dz, 


| 
b(v): =| fole [uar 


p 


例 1 和 例 2 生成 的 双 线 形 型 a(. -) 是 强 正定 的 D), 即 有 确定 的 不 等 式 


me 2clul2, 对 所 有 的 ue V 以 及 某 些 c > 0.| (7.14) 


在 例 1 中 , 必须 选取 空间 V = Ho (2), 且 赋 予 范 数 


|l, = (u, 9), — | ee 
Q 


另 一 方面 , 在 例 2 F, RER V = H' (0) 及 


lull? = (u,u)y = | (u? + |gradu|?)dz. 
2 


我 们 将 在 [212] 中 讨论 , 方程 
a(u,v)-b(v) 对 所 有 的 ve V， 及 给 定 的 ueV 
在 适当 的 假设 下 , 等 价 于 二 次 变 分 问题 


ga (uu) 一 b(u)=min., u € V. 


1) 也 用 V 椭 加 这 一 更 准确 的 术语 代替 强 正定 . 
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这 使 得 用 “ 变 分 问题 ”这 一 名 字 更 合理 . 
不 等 式 (7.14) 确保 变 分 问题 (7.12) 和 (7.13) 有 唯一 解 . 


7.7.3.1.3 ”对 有 限 元 法 的 应 用 


对 协调 有 限 元 法 ,函数 空间 V, 必须 是 (7.12) 和 (7.13) 中 用 到 的 Ho (2) 和 
H' (2) 的 子 空间 ,对 于 上 述 定义 的 分 片 函数 , 这 实际 上 意味 着 函数 必须 整体 连续 . 
在 Q 的 容许 三 角 剖 分 上 最 简单 的 选择 是 分 片 线性 函数 ,为 简单 起 见 , 假设 OA 
边 形 , 那么 准确 的 三 角 剖 分 是 可 能 的 . 
间 的 基 函 数 , 其 中 OE 为 三 角 剖 分 顶点 的 集合 . 作为 满足 pp (Q) = bp@ (P,Q € E, 
6pQ 为 克 罗 内 克 记 号 ) 的 分 片 连续 函数 , 拉 格 朗 日 函数 被 唯一 确定 . 其 支 集 由 以 忆 为 
公共 顶点 的 所 有 三 角形 组 成 . 有 限 元 空间 V, C H' (0) 由 所 有 基 函 数 {fpP : P € E) 
张 成 . 拉 格 朗 日 基 也 被 称 为 标准 基 . 根据 (7.8b) ATH A RHA 的 元 素 aik = 
a (pk, i), 其 中 指标 i,k = {1,--- ,n} 与 三 角 剂 分 的 顶点 (P1, , Pr} € 五 相 一 
BL. 

对 狄 利克 雷 问题 (7.12), 空间 V, C Hà (Q) 还 必须 满足 零 边 值 条 件 . 即 对 所 有 
v E Vn,Q E€ ENT, 有 w(Q) = 0. 因此 V, 由 所 有 的 拉 格 朗 日 基 函 数 {yP : P € Eo) 
张 成 , 其 中 子 集 Eo C E, 由 E 的 所 有 内 部 顶点 组 成 , 即 Eo := ENT. 


7.7.3.1.4 有 限 元 矩阵 的 表示 


WR w 和 wk 的 支 集 有 公共 内 点 , 则 系数 ari = a(yx, pi) 必定 非 零 ， 此 时 相 
应 的 顶点 Pr, P, 重合 或 被 三 角 剖 分 的 一 条 边 连接 (图 7.6(a)). 因此 矩阵 A 第 大 列 
的 非 零 元 素 的 个 数 为 1 加 上 与 P. 相 邻 的 顶点 的 个 数 . Pi 被 定义 为 Pe 的 邻 点 的 
条 件 是 及 已 是 三 角 剖 分 的 一 条 边 . 为 了 表示 这 一 矩阵 , 使 用 数据 结构 来 保存 关于 
三 角 剖 分 的 几何 信息 总 是 有 利 的. 矩阵 元 素 ar 和 顶点 P 相关 , 而 矩阵 元 素 axi 
则 和 点 及 到 P; 的 指向 相关 . 每 个 矩阵 与 向 量 的 积 Ac 仅 要 求 对 所 有 与 相关 的 
akizi 求 和 (BI i 使 得 ai, 关 0). 这 些 是 i = k 和 存在 上 述 指向 的 所 有 i. 
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7.7.3.1.5 APRA MH EH 
(7.12) 中 的 系数 ain = a (yr, vi) 等 于 | srady.gradyide. 积分 区 域 2 可 以 


2 
BDA pe 和 pi 的 支 集 之 交 . Si=k it, 即 以 Pe 为 顶点 的 所 有 三 角形 之 并 ( 见 
(7.6a)), M4 i Ak, 则 是 以 PRP 为 公共 边 的 两 个 三 角形 之 并 . 于 是 积分 问题 简 


化 为 对 少数 三 角形 计算 积分 | graaeugradordz 


Qo 
因为 三 角 剖 分 的 三 角形 有 不 同 的 形状 ， 计算 可 通过 线性 映射 将 所 有 三 角形 映射 
到 单位 三 角形 D = {(€,n) : & > 0,n > 0,€+n < 1) 进行 简化 (图 7.7). 详情 见 [442] 
8.3.2 节 ， 于 是 积分 化 为 单位 三 角形 D 上 的 数值 积分 ， 因 为 | graaprgradpidr 


A 
中 的 梯度 对 分 片 线性 函数 为 常数 ， 单 点 


"m 求 积 即 可 得 准确 结果 . 而 在 (7.13) 中 , 由 于 
Ad 
P aik = a(pr, pi) = |(gradyegrady, + 
2 
pepidc PANN Ki pkpi, 则 要 用 较 
0 1 é 高 的 求 积 公式 , 见 [432]. 在 如 (7.11) 这 样 


ETT 使 用 单位 三 角形 D 更 一 般 的 变 系 数 情 况 , 求 积 分 的 误差 是 不 变 
的 , 且 必 须 考 虑 数值 分 析 . 


7.7.3.1.6 稳定 条 件 


稳定 性 保证 刚度 矩阵 A 的 逆 和 珑 阵 存 在 且 在 适当 意义 下 保持 有 界 . 不 等 式 (7.14) 
是 一 个 非常 强 的 稳定 性 条 件 . 在 假设 (7.14) F, 里 茨 - 伽 辽 金 方法 (特别 是 有 限 元 法 ) 
对 任意 Vn C V 都 有 唯一 解 . ARA a 满足 对 称 性 a (u,v) = a(v,u), 则 刚度 矩阵 
是 正定 的 . 

在 一 般 情 况 下 , 稳定 性 的 充分 必要 条 件 由 巴 布 什 卡 (Babuska) 条 件 (infinimun- 
supermum 条 件 ) 给 出 : 


inf (sup (|a (u, v)| : v € Vn, lull = 1) |u € Va, lul, = 1) = en >0 


(FL [442] 6.5 节 )， 如 果 有 一 族 维 数 n = dim V, 增加 的 有 限 元 网 格 ， 则 必须 满足 
inf en > 0, 否则 有 限 元 法 收敛 到 真 解 是 成 问题 的 . 
7.7.3.1.7 等 参 元 和 分 层 基 


图 7.7 描绘 的 逆 映 射 将 单位 三 角形 D 线性 映射 到 任意 三 角形 A. 如果 允许 
S: D 一 A 是 非 线性 (如 二 次 ) 映射 , 则 提出 了 一 个 新 的 问题 . E 0 不 是 多 边 形 区 
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R, 三 角 剖 分 后 边界 总 存在 弯曲 部 分 , 它 可 以 由 68(D) WE. 在 6(D) 上 使 用 函数 
vo, RP v Æ D 上 的 线性 函数 . 矩阵 元 素 的 计算 可 以 化 为 区 域 D 上 的 积分 . 


AAA BRA 


图 7.8 ARGH AH oe K 


有 限 元 空间 V, 所 属 的 三 角 剖 分 可 以 进一步 加 密 (图 7.8)， 新 的 有 限 元 空间 
Vn 包含 原先 的 空间 Va HMA, 可 以 将 V. 中 新 增 节点 的 基 函 数 添加 到 空间 V 
中 ， 以 此 得 到 新 空间 Vw 的 基 . 如 图 7.8 所 示 , 空间 Viy 中 的 顶点 包含 粗 网 格 的 
顶点 P,Q8,… T, 加 密 后 的 顶点 为 4,…… F, V. 特别 若 谢 分 加 密 重 复 多 次 ， 称 之 
为 分 层 基 ( 见 文献 [442] 8.7.5 和 [444] 11.6.4). 它 也 用 于 定义 迭代 算法 ( 见 7.7.7.7). 


7.7.3.1.8 差分 方法 


为 求解 泊 松 方程 (7.9a), 以 如 图 7.3 的 网 格 来 覆盖 区 域 . 对 网 格 的 每 个 内 部 顶 
点 , 我 们 用 五 点 公式 (7.4) SHE FE ee. 如 果 有 一 个 邻 点 在 边界 上 ， 
则 用 式 (7.9b) 给 出 的 值 代替 . 这 样 得 到 的 线性 方程 组 是 一 个 n x nn 稀 朴 矩阵 A, 其 
中 n 为 网 格 的 内 部 顶点 个 数 . 矩阵 4 的 每 一 行 最 多 有 5 个 非 零 元 素 . 因此 矩阵 乘 
积 Az 可 以 快速 计算 . 这 正 是 迭代 法 求解 方程 组 Aa = b 的 优点 . 

对 于 一 般 的 区 域 , 边界 并 不 与 网 格 的 边 重合 , 在 非 等 距 点 的 边界 上 存在 差异 (也 
Ji, 7.7.2.1). 处 理 这 类 问题 的 肖 特 利 - 书 勒 (Shortley-Weller) 方 法 的 详细 介绍 见 [442] 
的 4.8.1 节 . 

除了 相 容 性 (差分 公式 逼近 微分 算 子 L), 方法 的 稳定 性 也 是 必要 的 ; Xx n] piis 
矩阵 AC! 的 有 界 性 来 表述 (A [442], 4.8.1 45). 稳定 性 通常 由 A 的 M EREA 
得 到 . 


7.7.3.1.9 M 矩阵 
EX i žk, A aii > 0,ai <0, A A^ 所 有 分 量 非 负 MERE A BRA MAE 
Be. 例如 负 的 五 点 差分 格式 (7.4) 满足 关于 符号 的 第 一 个 条 件 . 关于 AC! 的 要 求 


的 充分 条 件 是 不 可 约 对 角 占 优 , 这 在 当前 情况 也 满足 . 详细 介绍 见 文献 [442] 的 4.5 
节 . 


7.7.3.1.10 ”对流 扩散 方程 


在 (7.11) 中 , 尽管 主 项 (扩散 项 )-div(Agradu) 决定 微分 方程 的 椭圆 性 质 , 但 
一 旦 ||4|| 与 ||b|| 相 比 相对 小 , 那么 对 流 项 bgradw 在 方程 中 可 能 起 决定 性 作用 . 
今 以 一 维 问题 为 例 说 明之 ， 
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—u”" 十 Bu =f 在 [0,1] 上 
(BI (7.11) 中 的 d=1, A=1, b = 8, c=0). 结合 对 —u" 用 (7.3a) 第 二 个 差分 公式 
及 对 Bul 用 (7.2a) 中 心 差分 公式 , 得 到 关于 u (ce) (zk := kh ABR) 的 近似 值 wk 
的 离散 方程 -Bu + lu = f: 


| — (1 + y Uk-—-1 + 2uk 一 (1 = ay Uk+1 = 222 


当 |ab| < 2, 得 到 M ERE, 此 时 可 保证 稳定 性 . 由 于 02 和 Of 都 是 二 阶 收敛 的 , 那 
么 un 可 精确 到 O (h2). 而 当 |hB| 大 于 2 时 , M 甜 阵 的 符号 条 件 不 再 满足 ,差分 解 
开始 变 得 不 稳定 , 导致 振荡 ( 见 文献 [442] 10.2.2 节 ). 此 时 求 得 的 解 wk 一 般 是 无 用 
的 . 条 件 |h6| < 2 说 明 , 或 者 步 长 h 充分 小 , 或 者 对 流 项 不 起 决定 作用 . 

在 |hB| > 2 的 情况 , 可 以 根据 6 的 符号 在 (7.1a,b) PU RTI 25 2E 
On. 例如 , 对 8 < 0, 有 


—(1+ AB) ur—ı + (2 — AB) uy — ess = h’ f (ae). 


这 里 又 有 M ABER. 然而 根据 (7.1c), 逼近 仅 为 一 阶 . 

因为 当 8 变 大 时 , 通常 的 有 限 元 法 变 得 不 稳定 , 故 有 限 元 也 需要 某 种 稳定 化 . 
7.7.3.2 ”鞍点 问题 

拉 梅 (Lamé) 方程 得 到 的 双 线 性 型 满足 不 等 式 (7.14), 而 现在 讨论 的 斯 托 克 斯 
(Stokes) 方程 则 导致 不 定 的 双 线 性 型 . 

7.7.3.2.1 模型 : 斯 托 克 斯 方程 


—nAv + p (vgrad) v + gradp = f, 
divv = 0. 
这 里 v = (v, ,va) 为 速度 矢量 , p 为 压力 , f 为 外 力 密度 , n HRB, p At 


体 密度 . 
如 果 与 p FAK n 很 大 , 那么 可 以 近似 地 忽略 p (vgrad) v Ji. 通过 规范 化 7 = 1, 


得 到 斯 托 克 斯 方 和 
—Av + gradp = f, (7.15a) 
(rash 


方程 (7.15a) 有 形 如 —Avi+ Op/Ozi = fi Wd 个 分 量 . 因为 压力 可 以 差 一 个 常数 ， 
取 | pac = 0 为 规范 化 条 件 . 对 速度 场 v 必须 附加 边界 条 件 , 为 简单 起 见 我 们 在 下 
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面 的 讨论 中 忽略 之 . 对 压力 p 则 没有 这 样 的 自然 边界 条 件 . 
在 (7.15a), (7.15b) 中 给 出 方程 是 分 块 形式 的 微分 方程 组 的 例子 


uc) 0 em 


其 中 4 = -A,B = grad, B* = -div(B* 为 B 的 伴随 算 子 )，、 如 果 用 实数 6, 
i 二 1,… ,d, 替换 微分 算 子 0/0z, WI A, B, B* 转化 为 — le IT 为 3 x 3 BA 


BE), E 和 -er， 分 块 微分 算 子 L = ( » 在 蔡 换 后 转化 为 矩阵 LE), H 


ee. 道格拉斯 - 尼 伦 伯 格 定义 的 详情 见 [442]12.1 节 
若 将 问题 的 未 知 量 合 写成 向 量 形式 o = i ) 则 和 (7.15) —FE, (7.16) 可 
p 


S Ly = ( ) FELL v = ( ) Banana 
q 
c (e, V) :=a(v, w) +b (p, w)+b(q,v). (7.17a) 
这 里 设 


d 
a(v,w): = oe | gradv;gradwidz, 
2 
b(p,w) : = | (gradp) wae, 
2 
b 


b* (v,q): =b(q, v) = | adivvaz. 
2 


原 问题 的 弱 形 式 为 : 求 p = * J 使 得 
p 


(ew) = | fwdz, 对 所 有 的 y= T i (7.17b) 
q 
R 


类 似 (7.15a, b), 等 价 于 (7.17b) 的 变 分 问题 为 


a (ww) +b(pw) = |wfdz， 对 所 有 的 w eV, (7.18a) 


Q 


b(v,q) -0, 对 所 有 的 ge W. (7.18b) 
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在 斯 托 克 斯 方程 的 情况 , (7.18a,b) 中 适当 的 似 函 数 空间 V 和 W 为 V = [H (0), 
W = I? (0) /R, 后 者 为 关于 常数 函数 的 商 空 间 . 


二 次 泛 函 F(p) := clp, p)-— 2 | foar 的 显 式 表 达 为 


R 


F (v, p) =a(v,v) + 2b(p,v) 一 ?| fvdz. (7.19) 
R 


若 双 线 性 型 c (o, Y) 对 称 正定 , 则 (7.170) 的 解 可 通过 极 小 化 F (v, p) = min 得 到 . 
EX p = ( : ) #04 clp, p) = 0, 则 双 线 性 型 不 是 对 称 正定 的 ， 设 
(v*,p*) 是 (7.17b) BK (7.18a, b) 的 解 . 这 是 F 的 鞍点 , 即 
F (v*,p) < F (v*, p") < F(v,p"), 对 所 有 的 wp. (7.20) 
这 一 不 等 式 描述 F 在 点 (v*,p*) KF v 最 小 而 关于 p RA. 此 外 , 有 
F (v",p) = min F (v*, p") = max min F (v.p). (7.21) 


XT (7.17b),(7.18a,b) 和 (7.21) 的 等 价 性 参见 [442]12.2.2 5. 

为 了 对 鞍点 问题 进一步 解释 ，(7.16) 中 引入 满足 限制 条 件 Bv = 0 的 一 类 
函数 v, 其 中 v € Vo c V. 对 斯 托 克 斯 问题 它 是 无 散 度 函 数 (dive-0) 的 集合 ， 
(7.18)~(7.20) 的 解 可 由 在 Vo 上 极 小 化 a (v, v) — 2| fvdz 的 变 分 问题 得 到 . EA 

QR 


式 中 压力 p 为 表示 限制 divv=0 的 拉 格 朗 日 变量 . 


a(v,w) =a(w,v), 有 公式 
inf (sup (|a (u, v)| : v € Vo, llvlly = 1) |u € Vo, |lully =1) > 0, (7.222) 


inf (sup {|b (p, v)| : v € V, ||v||,, = 1) [p € W, |pl,, = 1) > 0. (7.22b) 
对 斯 托 克 斯 问题 , (7.22a) 对 用 V 代替 Vo 的 更 强 的 形式 也 是 正确 的 . 

7.7.3.2.2 ”差分 方法 

考虑 d=2 平面 的 情况 .将 二 维 的 速度 向 量 v 写作 (uv). 与 7.7.3.1.8 的 
方法 不 同 , 这 里 不 采用 单一 正方 形 网 格 ， 而 对 u, v, p 采用 三 个 不 同 的 网 格 . 如 图 
7.9 所 示 , u 网 及 v 网 格 分 别 在 z 方向 及 y 方向 对 p 网 格 移动 半 个 步 长 ， 这 
保证 了 u 格 点 的 顶点 不 仅 对 式 (7.4) Au, 满足 五 点 差分 格式 , 也 满足 对 称 差分 公式 
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OF /2,0P (x,y) :— [p (z 4- h/2) — p (x — h/2)] /h. 与 (7.2a) 相 比 , 它 移动 半 个 步 长 定 
义 的 . 这 样 (7.15a) 的 第 一 个 方程 —Au + 6p/8z = fi, 被 差分 方程 二 阶 精度 逼近 . 


—Anut Obss p = fi. 4 方向 网 格 
-Aru + Ojo P = fa, vw 方向 网 格 . 


不 可 压缩 条 件 (7.15) 的 显 式 表达 式 为 Ou/dx + Ov/dy = 0. 在 每 个 p 网 格 点 (x, y), 
有 (cth/2,y) 处 的 u EM (x,y +h/2) 处 的 wv 值 . 因此 , 差分 方程 


Ops ou 十 88ja ou 一 0， 7 方向 网 格 


可 以 被 引入 且 达 到 二 阶 精度 . 


类 似 地 , 有 


图 7.9 变量 uv, p 的 网 格 


7.7.3.2.3 ”混合 有 限 元 法 


用 适当 选择 的 有 限 元 函数 构成 的 有 限 维 空间 Vi, 和 Wh 代替 无 穷 维 空间 V 和 
W, 鞍点 问题 (7.18a), (7.18b) 可 有 限 元 离散 化 .指标 h 表示 三 角 剖 分 后 得 到 三 角 

形 的 尺度 . 有 限 元 解 v^ € Vn, p^ e Wy 必须 满足 变 分 问题 
a (v',w) +b (p*,w) = | fwaz, 对 所 有 的 w € Vi， (7.23a) 

Q 
b(q,v") =0 对 所 有 的 qE Wn (7.23b) 
W Vi,,o 是 满足 约束 (7.23b) 的 所 有 函数 v^ e Vi 构成 的 空间 . 方程 (7.23b) FÆ 
原 散 度 条 件 (7.15b) KE. 因此 空间 Vi,o 中 的 函数 不 再 包含 在 7.7.3.2.1 介绍 的 
Vo 中 . 这 就 是 称 之 为 “混合 有 限 元 法 ”的 原因 . 

在 Va 和 Wh "m, 选取 基 lei. A.) All MEE Ont, 其 中 n= dim V,, 
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m=dim Wi. 方程 组 与 (7.16) 中 的 算 子 有 相同 的 块 结构 . 总 矩阵 C := n m 
分 块 矩阵 的 元 素 为 ain = a (ex qr) M bi —a(pr oy). 

与 7.7.3.1 不 同 , 这 里 必须 仔细 选取 有 限 元 空间 Vi 和 Wi.(7.23a,b) 有 解 的 必 
要 条 件 是 n > m( 即 dimV, > dim Wa). 否则 矩阵 C 是 奇异 的 ! 这 里 存在 一 个 悖 
ie. 即 通 过 用 高 维 有 限 元 空间 Wr 来 “改善 ”压力 逼近 将 破坏 数值 解 . 存在 解 的 充 


inf (sup (|a (u, v)| : v € Vio, |lully = 1) |u € Vio, llully = 1) =: on > 0, 
(7.242) 


inf (sup {|b (p, v)| : v € Va, ||vll, = 1} |p € Wa, liplly — 1) =: Bn > 0. (7.24b) 


(7.24a,b) 中 an > 0, 8r > 0 的 指标 表示 这 些 量 随 三 角 剖 分 尺度 h 而 变化 . 和 
在 7.7.3.1.6 一 样 , ZK h — 0 时 inf an > 0, inf Bn >0 以 一 个 正 数 一 致 有 下 界 . 
例如 , BMA br = 常数 -h > 0, 则 有 限 元 解 的 误差 估计 由 于 因子 h 而 比 有 限 元 
空间 的 最 优 估 计 差 . 

验证 具体 给 定 的 有 限 元 空间 的 稳定 性 条 件 (7.24a),(7.24b) 可 能 相当 复杂 . 因为 
(7.24a,b) 是 充分 必要 的 , 这 些 条 件 不 能 被 简单 条 件 (如 所 谓 分 片 检验 ) 所 替代 . 

有 限 元 函数 的 选取 应 基于 对 所 有 分 量 v p HAWS. [Edo] v Mp 
取 线 性 元 不 满足 稳定 性 条 件 (7.24a), (7.24b). 根据 必要 条 件 dim V, > dim Wa, 用 
更 多 的 函数 推广 有 限 元 空间 Vi 是 有 意义 的 . 例如 , 对 v 取 分 片 二 次 基 函 数 而 对 p 
取 分 片 线性 基 函 数 . 一 个 有 趣 的 变化 是 在 分 片 线性 函数 上 附加 “ 泡 函 数 ".“ 泡 函数 ” 
由 £n(1—£— q) 定义 在 图 7.7 的 单位 三 角形 D b. 它 在 三 角形 的 边 为 零 而 在 区 
域内 部 为 正 . 利用 将 区 域 D 映射 到 任意 三 角形 的 线性 映射 可 用 来 定义 任意 三 角形 
上 的 泡 函 数 . 这 样 得 到 的 函数 空间 Vi, 满足 巴 布 什 卡 -布雷 齐 条 件 ( 见 [442]12.3.3.2 
节 ). 


7.7.4 ”抛物 微分 方程 
7.7.4.1 模型 问题 
抛物 微分 方程 的 典型 例子 为 热 传 方程 


u—-Au=f, Xl t>t 和 zem, (7.25a) 


其 中 函数 u = u(t,c) 由 位 置 变量 r= (z1, ,za) € R 和 时 间 t 确定 . 这 里 以 更 
一 般 的 椭圆 微分 算 子 L 代替 拉 普 拉 斯 算 子 -人 A. 这 一 算 子 仅 与 变量 x AK, 但 系数 
可 依赖 于 时 间 t 如 同 在 椭圆 微分 方程 的 情况 , wu (t,-) 的 适当 的 边界 条 件 是 问题 的 
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一 部 分 , 如 狄 利克 雷 条 件 


u(t,z)- o(t,z), XI t>t 和 zer. (7.25b) 
此 外 , 在 时 刻 to 给 定 初 值 : 
[u (to, 2) =e, XP uec 2. | (7.25c) 


注意 在 这 些 方程 中 , 时 间 方 向 起 着 特殊 的 作用 . 问题 (7.252) (7.25c) 关于 时 
间 t 有 某 种 不 对 称 性 : 它 只 能 在 一 个 方向 (未 来 )(t > to) 求解 , 而 不 能 在 另 一 个 方 
向 (过 去 )(t < to) 求解 . 

即使 初 值 和 边 值 是 不 相 容 的 ( 即 wo (x) = v (to, z) 不 是 对 所 有 的 z € D 成 立 )， 
当 t > to 时 依然 存在 光滑 解 , 但 当 t 一 to +0, 其 解 在 边界 不 连续 . 


7.7.4.0 时间 和 空间 的 离散 
分 别 对 时 间 方 向 和 位 置 变量 进行 离散 . 在 差分 方法 中 , 用 7.7.3.1.8 的 网 格 0, E 


盖 区 域 2( 其 中 h 仍 为 网 格 尺 寸 ). 相应 地 , 用 差分 算 子 -An 代替 微分 算 子 -A. 用 
适当 的 差分 单独 代替 时 间 导 数 w, 如 用 时 间 步 长 为 6t 的 差分 ue & [u(t + 6t,-) —u 


元 (uli 485a) ule) Anu(t,) = f (t,£), 对 mede (7.268) 
在 边界 我 们 用 边 值 (7.25b) 代替 u (t, x). HFN t+ ot f£ (7.262) 得 到 算法 


u(t+ ôt, x) = u(t,z) + dtAnu(t,z)+6tf (t,£), 对 ced. (7.26a’) 


从 初 值 (7.25c) 出 发 , 从 (7.26a') 得 到 时 间 th = to + kót 时 的 近似 值 . 
另 一 方面 , 对 位 置 的 离散 用 t+ 5t RS t, RATES ARE: 


u(t + t, x) — u (t, z) 
ót 


新 的 值 u (t+ ôt, .) 是 下 列 方程 组 的 解 : 


— Anu (t+ ôt, x)= f (t,£), 对 cre. (7.26b) 


(I — tAn) u(t + ôt, £) =u (t,x) + stf (t,£), 对 TEM. (7.26b’) 


a; (u(t + 6,2) — u (t,2)) — 5 An (u(t,2) + u (t + 6t,2)) 


(7.26c) 


5 ( (52) +f (E9952), € MR. 
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7.7.4.3 差分 法 的 稳定 性 


显 式 方法 (7.26') 初 看 起 来 非常 简单 易 用 , 但 在 应 用 中 通常 不 是 一 个 适用 的 算 
法 , 因为 ot 必须 满足 严格 限制 的 稳定 性 条 件 . 在 方程 (7.4) 介绍 的 五 点 格式 An P, 


其 稳定 性 条 件 为 


逼近 的 相 容 性 要 求 离散 解 收敛 到 (7.25a)~(7.25c) 的 准确 解 , 这 等 价 于 稳定 性 条 件 ， 
将 在 下 面 7.7.5.5 的 定理 中 讨论 . 若 不 满足 (7.27), 只 能 得 到 无 用 的 解 . 在 入 > 1/4 
的 情况 , 初 值 的 扰动 在 算法 的 = (t— to) /6t 步 后 被 放大 [1 — 8A" 倍 . 因为 出 现 
对 z 的 二 阶 导数 而 对 t 仅 为 一 阶 导数 , 条 件 (7.27) 将 6t 和 位 置 网 格 尺寸 的 平方 h? 
耦合 在 一 起 . 条 件 6t < 大 /4 在 应 用 中 意味 着 , 高 维 空间 变量 不 仅 要 求 在 每 一 时 间 
步 付出 大 的 计算 代价 , 而 且 使 必要 的 逼近 步 数 猛烈 增加 . 

对 于 代替 A 的 一 般 的 微分 算 子 L, 本 质 上 同样 必须 满足 稳定 性 条 件 (7.27), 只 
是 常数 1/4 换 为 另 一 个 常数 . 

隐 式 欧 拉 法 (7.26b) 和 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 格式 (7.26c) 两 者 都 称 为 绝对 稳定 的 
方法 , 也 就 是 说 对 于 每 一 个 和 = ot/n? 值 都 是 稳定 的 . 


7.744 GE EK 
若 仅 对 (7.25a) 中 的 空间 变量 微分 算 子 而 不 对 时 间 导 数 离散 化 , 则 得 


ur—-Anu=f, X] t»to M re. (7.28) 


因为 u 是 关于 Q 的 n 个 顶点 的 向 量 , 我 们 得 到 在 t = to 给 出 初 值 (7.25c) 的 常 
微分 方程 组 . HTM A, 的 特征 值 的 阶 从 1 到 h-?, 所 以 (7.28) 是 刚性 微分 方 
程 组 (SL 7.6.1.1). 这 就 是 为 何 显 式 方法 求解 (7.28) 仅 对 小 的 时 间 步 长 才 有 效 的 原 
Al. 根据 7.6.1.1, 隐 式 梯形 公式 是 绝对 稳定 的 . 若 将 其 应 用 于 (7.28), 最 后 我 们 用 克 
兰 克 - 尼 科 尔 森 格式 (7.26c) 求解 . 事实 上 , 隐 式 欧 拉 法 甚至 是 强 绝对 稳定 的 , 也 就 
是 说 强 震 荡 的 扰动 实际 上 可 以 被 这 个 算法 消除 , 而 这 一 事实 对 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 格 
式 却 不 成 立 . 


7.74.5 单 步 控制 


通常 对 微分 方程 , 在 算法 中 时 间 步 长 5t 不 必 保 持 为 常数 . 事实 上 , 它 可 方便 地 
自 适 应 于 所 处 的 状态 . 然而 这 要 求 算法 是 隐 式 的 而 且 是 绝对 稳定 的 , 这 样 5t 就 不 再 
受 如 (7.27) 这 样 的 稳定 性 条 件 的 限制 . 

当 u(t+ òt, x) 和 w(t,z) 的 差 越 来 越 小 时 , 时 间 步 长 可 以 取得 较 大 . 特别 在 当 
t — oo f Al» 与 时 间 无 关 的 情况 下 求解 (7.25a). 在 这 一 情况 下 w 趋向 于 带 边 
界 条 件 (7.25b) 的 稳定 方程 -Au = f 的 解 . 在 这 一 方面 , 我 们 指出 若 仅 对 求 得 稳 
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定 解 感 兴趣 , 该 方法 并 不 适合 . 事实 上 , 尽管 抛物 微分 方程 问题 的 迭代 方法 收敛 到 一 
个 稳定 的 解 , 但 如 在 7.7.7 中 所 述 , 这 根本 不 是 有 效 的 方法 . 

相反 , 在 初始 时 刻 附 近 (t ~ to) 选取 小 的 时 间 步 长 & 是 有 理由 的 .如 上 面 
7.7.4.1 接近 结尾 时 所 述 , u 对 t = to 及 ze 了 可 能 是 不 连续 的 . 为 了 数值 模拟 的 
光滑 性 , 需要 足够 小 的 时 间 步 长 且 避 免 使 用 如 (7.26c) 那样 的 非 强 稳定 的 隐 式 方法 . 
在 这 种 情况 下 , 用 几 个 时 间 步 的 显 式 方 法 (7.26a') 及 ôt < h?/8 RE (7.27) 是 有 意 
义 的 . 


7.7.4.6 有 限 元 解 


得 到 抛物 微分 方程 有 限 元 离散 化 的 最 简单 的 方法 是 先 借助 有 限 元 法 进行 半 离 
散 . 设 V. 为 有 限 元 空间 ， 从 方程 (7.25a) 我 们 得 到 关于 函数 u (t,x), u(t,-) € Vn 
的 常 微分 方程 组 , 其 弱 形式 为 


(ut,v) +a(u(t),v)=b(v), 对 ve VW,t> to, (7.29) 
其 中 a Al b n (7.12) 中 所 定义 ; 取 有 如 下 形式 : 
u(t):= 》 we (ther Gox AIV RERA), 
系数 ye (0) 与 时 间 相关 . 方程 组 的 矩阵 形式 为 , 当 t > to 时 ， 
My, + Ay = b, 
其 中 A Al b 为 在 (7.8b) 中 给 出 的 量 .质量 矩阵 M 有 分 量 My = Jes 如 


果 用 欧 拉 法 对 时 间 进 行 离散 , 则 得 M [y (t + 8t) — y (t)] /6t + Ay (t) = b, 并 由 此 
得 到 递 推 公式 


y (t+ òt) = y (t) + ôtM ' [b — Ay(t)], 对 t>to. (7.30) 
为 了 避免 求解 系数 矩阵 为 M 的 线性 方程 组 , 常 以 对 角 和 矩阵 (如 对 角 元 素 为 M 的 
行 元 素 之 和 ) 代替 之 . 这 所 谓 的 集 总 并 不 降低 逼近 的 质量 ( 见 [453]). 
初 值 (7.25c) 借助 L^ 投影 转 到 有 限 元 解 u (t,-) € Va: 
IE (to, z)v (x) dz = IE (x)v (x) dz. 


Q 2 
对 u (to, 1) 的 系数 y (to) 这 意味 着 方程 My (to) = c 其 中 ci = | vo beech, 


也 可 对 时 间 和 空间 变量 同时 进行 有 限 元 离散 . 然而 在 最 简单 的 情况 (例如, 对 
[tt 4- 6t] 上 的 时 间 变 量 是 分 片 连续 的 , 而 对 空间 变量 则 相应 于 V, 中 的 函数 ), 这 一 
方法 导致 回 到 (7.29) 的 欧 拉 离散 , 从 而 有 (7.30). 
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7.7.5 “ 双 曲 微分 方程 
7.7.5.1. 初 值 和 初 边 值 问题 


双 曲 微分 方程 的 最 简单 的 例子 是 
uz (tz) + a(tz)us (tz) =f (t,x) (a,f 己 知 ，%u 待 求 ). (7.31) 
线性 常 微分 方程 
x’ (t) =a(t,x(t)) (7.32) 


的 每 一 个 解 称 为 (7.31) 的 特征 . 带 初 值 (0) = xo € R 的 所 有 特征 z (t) = x (t; zo) 
的 集合 称 为 微分 方程 的 特征 族 . 函数 U (t) := u (t,x (£)) 沿 着 特征 满足 常 微分 方程 


U: (t) = f (tx (t). (7.33) 


车 我 们 处 理 纯 初 值 问 题 , 则 初 值 沿 一 条 曲线 (如 t=0 £x) 由 


u(0,2)=wuo(z), —oo«z«oo (7.34) 


规定 . 这 就 是 说 方程 (7.33) 沿 着 特征 x(t, zo) 的 初 值 (0) = uo (xo). (7.31) 和 
(7.34) 的 组 合 称 为 初 值 问题 . 
如 果 初 值 (7.34) 仅 在 有 界 区 间 [ze, zr] 上 给 出 , 则 我 们 也 需要 m = xz。 (左边 ) 
或 x = z. (Aid) 的 边 值 . 选取 哪 一 侧 边 值 依赖 于 a (t,x) 的 符号 : 当 特 征 与 曲线 
(这 里 z= 常数 ) 相交 时 , 要 求 它 由 区 间 外 部 走向 区 间 内 部 . 在 a > 0 的 情况 , 适当 
的 边界 条 件 为 
u (t te) = te (t), t20. (7.35) 


区 间 [ze zz] 上 的 (7.31) 和 (7.34) (7.35) 的 组 合 称 为 初 值 - 边 值 问题 . 

双 曲 微分 方程 的 典型 性 质 是 保持 不 连续 性 . 若 初 值 在 点 x = ro 跳跃 , 则 这 一 
不 连续 性 沿 着 特征 z (t, zo) 延伸 到 内 部 (在 f=0 的 情况 , 保留 不 连续 性 ). 这 一 性 
质 与 在 内 部 会 变 得 光滑 的 椭圆 微分 方程 和 抛物 微分 方程 大 不 相同 . 
7.7.5.2” 双 曲 方程 组 

B u= u(t, r) 为 向 量 值 函数 u = (w, ,un). 若 广义 特征 值 问题 


Au, + But =f (7.36) 


有 相应 于 实 特征 值 à 的 n 个 线性 无 关 的 (£) 特征 向 量 ei (1 < i < n), 则 微分 方 
程 
e'(B-AA)-0, e#0 
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是 双 曲 型 的 , 其 中 A 和 BOA nx n 矩阵 . 在 这 种 情况 下 有 n 个 由 3 
dto 
dz 

给 出 的 这 样 的 族 代替 特征 族 . EA (yp); = v, + Ap, 定义 第 i 个 特征 方向 的 导数 ， 

则 代替 (7.33) 得 到 常 微 分 方程 


(ef A)(u)i =e: f, 1<i<n. (7.37) 


ri; l<icn 


A, B, ei, ài, (t,£) 在 线性 情况 下 仅 依 赖 于 (t, xz), WE- REN PORT Pu. 

EK u 和 wo 视 为 向 量 值 , 则 方程 组 (7.36) 的 初 值 条 件 正如 (7.34). 关于 边 值 
规定 , 注意 在 ze 处 有 ke 条 件 , 其 中 ke 为 特征 值 Xi (60) > 0 的 个 数 . 类 似 地 , 在 
zr 处 也 有 k 边 值 条 件 . 车 对 所 有 特征 值 都 有 22250, 那么 ke 和 ki 为 常数 且 和 为 


n. 


形 如 (7.31) 的 双 曲 微分 方程 组 经 常 在 处 理 高 阶 标量 方程 后 出 现 . 


7.7.5.3 ”特征 作为 工具 


如 7.7.5.1 讨论 的 标量 情况 , 我 们 可 将 求解 偏 微分 方程 简化 为 常 微 分 方程 (7.32) 
和 (7.33)( 的 数值 逼近 ). 如 果 有 两 个 不 同 的 特征 值 X; 和 Ao, 相应 的 方法 也 可 在 n=2 
时 实施 . 为 看 出 这 一 点 , 假定 已 知 在 如 图 7.10 所 示 的 P 


和 Q@ 点 的 值 rtu 通过 P 点 的 第 一 个 特征 族 的 特征 R 

和 通过 Q 点 的 第 二 个 特征 族 的 特征 在 R 点 相遇 . 2 "63 
(ef A) (un — up) 和 (e2 A) (un — ug) 逼近 (7.37) 的 

左边 , 得 到 确定 R 点 u 值 的 方程 ,重复 应 用 这 一 方法 可 了 Q 
以 从 两 族 特征 (这 可 解释 为 关于 所 谓 特征 坐标 的 等 距 网 格 ) 图 7.10 
得 到 网 格 顶 点 处 的 解 . 


若 特 征 被 用 于 其 理论 求 导 , 差分 方法 有 时 也 被 误 称 为 特征 方法 . 
7.7.5.4 ”差分 方法 


FHA z 方向 Ac 和 方向 At 为 步 长 的 等 距 网 格 . our Af u 在 t= 
tm = mAt Ñ x = £, = vAr 处 的 近似 . 当 m=0 时 , 初 值 ur 定义 为 


uy = uo (ty), —oo«v« oo. 


车 在 (7.31) 中 用 向 前 差分 (ut —up)/At RE w， 用 对 称 差分 (ura 
— u7 1)/ 2Az) 代替 ur, 则 得 差分 方程 


wrt ur S3 (uz — ua) + Atf (ims 2s). (7.38) 


1) 4 1/1; = 0 Bt, 取 dz/dt = 0. 
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如 我 们 即将 看 到 的 , 它 完全 无 效 . 参数 
入 := At/Az (7.39) 


相应 于 (7.27) 中 抛物 情况 下 的 同名 参数 A := At/Ac?. 
如 果 用 左 端 或 右 端的 差分 (7.1a,b) 代替 对 称 差分 则 得 到 以 柯 朗 - 伊 萨克森 - 
里 斯 命名 的 如 下 差分 方程 : 


ut = (1 + aN ur — adui + Atf (teme), (7.40a) 
[ure := (1-a)) uy’ + aruy, + Atf (tm, £o). | (7.40b) 


组 合 对 空间 变量 的 对 称 差分 与 对 时 间 变 量 不 常用 的 差分 (us 一 了 [wa + /At 
得 到 弗 里 德里 希 斯 (Friedrichs) 格 式 : 


| uy) := (1 —ad/2) ugh, + (1+ @A/2) uz + Atf (tm, £u) | (7.40c) 


E a 不 依赖 于 t, 则 如 下 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 (Lax-Wendorff) 方 法 为 二 阶 离散 方法 : 


um =5 (a? X? a2) uz; (1—a X) Tel (a? A? a) [DA +Atf (Ems 2). 
(7.40d) 
图 7.11 给 出 了 新 值 ur t 依赖 于 第 m 层 的 值 的 示意 图 . 所 有 的 例子 均 为 形 如 


ur. HR Colyie + Atg, —oo«v«oomz0 (7.41) 
£——oo 
的 显 式 差 分 法 . 
o o o 
(7.38) 与 (7.40d) (7.40a) (7.40b) (7.40c) 
图 7.11 差分 模型 


系数 ce 依赖 于 tm, £n, Az, At. 在 向 量 值 函数 u c R” 的 情况 , co WE nxn 
和 矩阵. 一 般 (7.41) 中 的 和 仅 包 含有 限 多 的 非 零 系数 . 


7.7.5.5 相 容 性 , 稳定 性 和 收敛 性 
如 果 差 分 方程 (7.41) 不 是 仅 定义 在 网 格 顶点 , 而 是 定义 在 全 空间 R: 


utl. ti ceu (x + €At) + Atg (x), —oo«r«oo,m 2 0. (7.41) 


4 一 一 oo 
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那么 理论 分 析 较 容易 . 算法 (7.41') 定义 了 差分 算 子 C = C (At) KWEH. 
ut! (gy) := C(At)u™ + Atg, m>0. (7.41) 


SK B 为 包含 函数 w” RACE AR AS. 标准 的 选取 为 B = L (R), 其 


R 
r ER}. X Bo 是 BEATE, u(t) 为 对 任意 初 值 uo € Bo, f=0 时 (7.31) 时 的 
解 . 若 


1/2 
范 数 为 ||u|| = (Ji) ,或 B = L” (R), 其 范 数 为 ||u]| = esssup{|u (x) | : 


sup ||C (At) u(t) -u(t-- At)|/At +0, 34 At 一 0 时 ， 
Oxt«T 


则 差分 算 子 C (At) RA (在 区 间 [0,7] 中 关于 范 数 || - ||) 相 容 的 ， 离 散 化 的 目 
标 是 用 u” (mAt — t) UE u(t). 44 At 5 0 H mAt >t € [0,7] 时 ,有 
lum — u (t) 一 0, 相应 地 称 算法 (在 区 间 (0, T] PHF IER || - ||) 收敛 . 这 里 , 设 
入 := At/ Aa 取 为 固定 值 , 使 得 At 一 0 也 意味 着 Ax 一 0. 

相 容 性 一 般 容易 验证 , 然而 肯定 不 足以 保证 收敛 性 . 于 是 有 下 面 的 结果 : 
SREB ”在 满足 相 容 性 的 前 提 下 , 当 且 仅 当 差分 算 子 C (At) 稳定 时 算法 收敛 

这 里 , 以 如 下 估计 定义 算 子 C (At) (EKA [0, T] 中 关于 范 数 || - ||) 的 稳定 性 
概念 : 

IC (At)" | 冬天 对 所 有 满足 0< mAt « T 的 m Al At, (7.42) 

其 中 K 是 固定 的 . 

反 过 来 看 , 该 定理 说 明 不 稳定 的 差分 算 子 会 导致 藻 廖 的 结果 , 其 中 不 稳定 性 通 
常 表现 为 解 的 快速 振荡 . 注意 (7.41) 是 单 步 法 . 对 常 微分 方程 相 容 的 单 步 法 的 收敛 
性 一 般 如 7.6.1.1 中 所 讨论 . 而 与 之 形成 对 照 的 是 , 我 们 仅 在 多 步 法 情况 遇 到 稳定 性 


7.7.5.6 稳定 性 条 件 


7.7.5.6.1 稳定 性 的 必要 条 件 一 一 CFL 条 件 
现在 要 讨论 的 稳定 性 条 件 源 于 柯 朗 、 弗 里 德里 希 斯 和 列 维 的 工作 ， 通 常 称 为 
CFL 条 件 . 这 个 相对 容易 检验 的 标准 是 稳定 性 的 必要 条 件 . 
在 和 式 (7.41) 中 , WE liwin 为 使 ce A 0 的 最 小 指标 (Cmax 为 最 大 指标 ), 在 标 
量 情况 (uc Ri), CFL 条 件 为 对 所 有 的 xz 和 
Lmin < Ma (t, £) € Lmax, (7.43) 
1) 关于 已 拿 赫 空间 的 基本 概念 和 记号 可 见 文献 [212]. 
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其 中 a (t,z) 为 (7.31) 的 系数 . 在 高 维 情 况 (u € R",n 2 2), (7.43) 中 的 量 a(t, x) 
要 换 为 n x n 矩阵 a (t, 2) 的 所 有 特征 值 的 集合 . 

需要 注意 的 是 , 在 CFL 条 件 中 , 指标 界 bnin 和 bmax 是 C (At) 的 唯一 重要 的 
TER, 甚至 连 (7.42) 中 的 范 数 如 何 选择 也 无 关 紧 要 . 

除了 a = 0 的 平凡 情况 , CFL 条 件 表明 当 和 值 太 大 时 , 总 是 导致 不 稳定 . 另 
一 方面 , 借助 隐 式 差分 法 可 以 强制 条 件 稳定 ， 这 可 以 在 形式 上 写成 带 无 穷 和 的 式 
(7.42). 由 一 bwin = fmax = oo, CFL 条 件 自然 满足 . 

CFL 条 件 一 般 不 是 稳定 性 的 充分 条 件 . 若 一 个 方法 通过 对 A 的 精确 限制 (7.43) 


(7.41") 就 需要 更 多 步 才能 达到 t = mAt. 
7.7.5.6.2 ”充分 的 稳定 性 条 件 
根据 (7.42), 其 中 K := exp (KT'), 稳定 性 的 充分 条 件 为 


IC (A2)|| < 14+ Atk’. (7.44) 


在 标量 的 情况 取 B= L” (R), WA ||C (At) || = Xa jel 这 表明 , 只 要 a| < 1, 
方法 (7.40a)~(7.40c) 在 最 大 模 意义 下 是 稳定 的 ， 此 外 , 对 于 柯 朗 - 伊 萨克森 -里 斯 
格式 (7.40a), (7.40b), 必须 要 求 < 0 或 a > 0. 根据 7.7.5.5 中 的 等 价 性 定理 , 近 
似 解 一 致 收敛 到 准确 解 . 

拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方法 (7.40d) 关于 ||- || = | loo 不 满足 充分 条 件 (7.44), € 
关于 最 大 模 确 实 不 稳定 . 其 原因 在 于 该 算法 是 二 阶 相 容 的 , 因此 关于 L” (R) 是 不 
稳定 的 . 由 此 我 们 知道 , 高 阶 相 容 的 要 求 和 稳定 性 的 要 求 有 冲突 . 

今后 假设 (7.41) 中 的 系数 ce = ce (At, 入) 与 z BR. 于 是 L (R) 稳定 性 可 以 
借助 下 面 的 放大 拢 阵 来 描述 

G-G(At63):- 》 e(A53)e^, EER. 
£——oo 

其 中 G 是 以 Qn 为 周期 的 , 在 多 变量 (n > 1) 情况 下 为 矩阵 值 的 函数 ， 例 如 , 在 
拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方 法 (7.40d) 的 情况 , 放大 和 矩阵 为 G (At, é, A) = 1 + idasin (£) 一 
A?a? (1 — cos (£)). 

L? (R) 稳定 性 (7.42) SOP MATA |El <a 10€ mAt « T A 


IG (At, 6, 4)" | < K, 


其 中 K 45 (7.42) 中 的 常数 相同 . 这 里 | . | 为 谱 范 数 . 由 此 我 们 得 到 进一步 的 
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Yy = Yj (At, €, A) 满足 不 等 式 
lig (656,3) < 1+ Atk’, 1l<j<n. (7.45) 


24 n=1 时 , (7.45) 就 是 |G (At, £, A)| < 1+ Atk’. 冯 . 诺 依 曼 条 件 一 般 仅 为 稳定 
性 的 必要 条 件 . 然而 若 满足 下 面 的 假设 之 一 , 它 甚至 是 充分 条 件 : 

(Dn=1; 

(2) G 为 正规 矩阵 ; 

(3) 存在 与 At 和 £ 无 关 的 相似 变换 , 将 所 有 的 系数 ce (At, A) 化 为 对 角 型 ; 

(4) |G (At, £, à) — G(0,6,3)| < LAt B. G(0,€,\) 满足 上 述 条 件 之 一 . 

24 [Aa| < 1 时 , MB - 诺 依 曼 条 件 可 得 例子 (7.40a)~(7.40d)  L? (R) 稳定 的 
(如 上 述 , 对 (7.40a),(7.40b) 我 们 要 求 < 0 或 a > 0). 事实 上 , 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 方 
法 是 L? (R) 稳定 的 , 但 不 是 L” (R) 稳定 的 , 从 等 价 定理 我 们 可 得 结论 : 数值 解 二 次 
平均 收敛 而 不 是 一 致 收敛 到 准确 解 . 差分 方法 (7.38) 导致 G (At, €, A) 1+iXasin (£), 
因此 除了 平凡 的 例外 a = 0 以 外 , 它 都 是 不 稳定 的 . 

HRA ce 与 > 有 关 时 ,， 可 以 采用 冻结 系数 技巧 ， 设 Coo (At) 为 将 所 有 系数 
ce (x, At, A) (53. x AR) 换 成 系数 ce (xo, At, 入 (与 x HK) 后 得 到 的 差分 算 子 .对 
所 有 的 zo € RC (At) 5 Czo (At) 的 稳定 性 几乎 是 等 价 的 . 事实 上 在 适当 的 技术 
性 假设 下 , 对 所 有 的 zo € R, C (Ab 的 稳定 性 隐 含 了 Cro (At) 的 稳定 性 . 反 过 来 
则 要 求 C (At) 是 耗 散 的 . 这 一 概念 定义 如 下 : 若 对 [E] < n 及 给 定 的 6 > 0, 不 等 式 
ly; (At, £, A)| < 1—6]e?" 成 立 , 则 称 C 为 2r 阶 耗 散 的 . 详细 的 论述 见 文 献 [452]. 
7.7.5.7 间断 解 的 数值 近似 ( 激 波 捕 获 ) 

在 7.7.5.1 中 已 提 到 , 间断 初 值 条 件 可 能 导致 解 沿 着 特征 保持 间断 . 在 非 线性 的 
情况 下 , 即使 初 值 是 任意 光滑 的 , 也 可 能 出 现 间断 性 (Stak). 这 与 椭圆 或 抛物 情况 
不 同 , 为 此 要 求 双 曲 离散 也 产生 好 的 逼近 解 . 

在 逼近 间断 点 的 ul 时 要 避免 两 种 现象 : 

(1) 24 m 增 大 时 , 间断 变 得 光滑 ; 

(2) 近似 解 在 间断 点 振荡 . 

第 二 种 情况 出 现在 高 阶 方法 中 .有 在 光滑 区 域 高 阶 逼 近 , 在 非常 靠近 间断 点 处 


7.7.5.8 非 线性 情况 的 性 质 , FER ARH 


有 间断 解 的 非 线性 双 曲 方程 产生 在 线性 双 曲 方程 或 有 光滑 解 的 非 线性 双 曲 方 
程 情况 下 不 出 现 的 困难 U. 方程 的 守恒 形式 为 


ut (t,£) + f (u(t,2)), =0, (7.46) 


1) 详细 介绍 见 1.13.1.2. 
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其 中 f 为 通 量 函数 . E f (w) 不 可 对 角 化 , 则 方程 是 双 曲 型 的 . 由 于 (7.46) 的 解 不 
必 是 可 微 的 , 求 “ 广 义 解 ” 或 弱 解 , 满足 关系 式 


| | [peu + es f (u)]dzdt = — | p (0, x) uo (z)dz. (7.47) 
s R 


对 所 有 具有 有 界 支 集 的 可 微 函数 p = p(z, 都 成 立 ， 初 值 条 件 (7.43) 已 包含 在 
(7.47) 内 . 
方程 (7.46) 和 (7.47) 的 名 称 “ 守 恒 形 * 源 于 积分 E (t,x)dz 对 所 有 t 都 是 常数 这 
R 
一 事实 (例如 在 欧 拉 方程 情况 下 的 能 量 、 动 量 和 质量 守恒 )， 

右 极 限 及 左 极限 为 yp (z,t 十 0),w (zx,t 一 0) 的 函数 p = (zt) 的 间断 记 为 
[e] (t,x) = e (z,t +0) — p (z,t— 0). 3$ (7.47) 的 弱 解 u(t,z) 沿 曲线 (tr (0) 有 
跳跃 ( 激 波 ), 则 在 曲线 的 斜率 dz /dt 与 跳跃 之 间 存在 如 下 关系 : 


[ul] = [f u] ( 兰 金 -于 苹 尼 奥 不 连续 条 件 ). (7.48) 


下 面 举例 说 明 弱 解 (7.47) 的 重要 性 . 只 要 方程 是 经 典 的 也 即 可 微 的 , 则 ui- (12/2). = 
0 和 ve — (02/3) = 0 在 代 换 v = w? 下 是 等 价 的 . 但 因为 公式 使 用 所 有 可 能 


通 量 函 数 ,(7.48) 在 激 波 情况 下 产生 不 同 的 斜率 da /dt, 从 而 也 有 不 同 的 解 . 

弱 解 一 般 不 能 唯一 确定 . 有 物理 意义 的 解 用 粹 条 件 描述 . 该 条 件 最 简单 的 表述 
A, 沿 着 由 w = u(t,c(t)—0) Mu, = u(t,z(t) +0) 给 出 的 激 波 , 有 f (ue) > 
dz/dt > f" (ur). ARRE IRRI [447]. FRIAR TERI (7.47) 的 解 黎 为 精 解 ， 
也 能 作为 & — O 时 us + f(u), = &euss(e > 0) 的 极限 得 到 . 

若 双 曲 方程 的 光滑 解 是 可 逆 的 , TIBERI Je INE BER. 


7.7.5.9 非 线性 情况 的 数值 性 质 


这 里 提出 数值 逼近 的 两 个 新 问题 : 假设 离散 解 收敛 到 函数 u, 则 Q@ 函数 u 是 否 
是 (7.47) 意义 下 的 弱 解 ; @ u 是 不 是 焙 解 ? 
为 了 回答 第 一 个 问题 , 我 们 得 到 守恒 形式 的 差分 法 : 


7 da pe uy 十 入 [F (usp T E a tera) =F (u ami as SS bia} | E 


式 中 A 由 (7.39) 定义 . 函数 F 被 适当 称 为 数值 通 量 .这些 方程 的 解 有 离散 和 守恒 性 
5 wr = 常数 ， 弗 里 德里 希 斯 方法 (7.40c) 能 写 为 数值 通 量 的 非 线性 形式 


F (Us; Usi) = (Uy — Uy4i) + m (Uv) + f (Uv41)) (7.49) 


= 
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(线性 情况 f (u) = aua = 常数 相应 于 (7.40c)). 方法 的 相 容 性 能 通过 条 件 F (u, u) = 
f (u) 表达 . 若 相 容 的 守恒 型 差分 条 件 收敛 , 则 数值 解 是 (7.47) 的 弱 解 , 但 不 必 满足 
HIE. 

方法 (7.49) 是 单调 的 , 即 对 初 值 u^, v9, 可 由 u? < (9 得 u” < v". 高 于 一 阶 
的 方法 不 可 能 是 单调 的 . 3698 AAU. 

由 单调 性 进一步 得 TVD 性 质 (全 变 差 下 降 ), 即 当 m 增 大 时 , SRA TVu”): 


= 》 ur = | 单调 递减 . 此 性 质 可 防止 上 面 提 到 的 例子 在 激 波 附近 的 振荡 . 
7.7.6 ” 自 适 应 离散 方法 


7.7.6.1 可 变 网 格 尺寸 


常 微 分 和 偏 微分 方程 的 离散 方法 一 般 采 用 网 格 、 剖 分 或 一 些 类 似 的 区 域 分 解 方 
法 . 在 最 简单 的 情况 下 采用 选择 等 距 网 格 尺寸 h 的 结构 , 误差 分 析 一 般 对 这 种 情况 
进行 , 并 得 到 形 如 c(u) h* 的 误差 估计 , 其 中 k 是 相 容 阶 , c(u) 为 与 h 无 关 但 一 般 
依赖 于 v 的 (高 阶 ) 导数 界 的 量 . 只 要 前 述 导 数 大致 有 相同 的 大 小 , 采用 这 种 形式 
的 网 格 就 没有 任何 问题 . 

然而 很 多 情况 下 , 不 同位 置 的 导数 大 小 很 不 相同 , 甚至 会 有 奇异 性 , 即 在 这 些 点 
导数 值 无 界 . 在 简单 的 椭圆 型 微分 方程 Lu = f( 7.7.3.1.1) 的 情况 , 在 区 域 边界 
的 边 或 角 点 , 解 的 高 阶 导 数 常 在 这 些 点 有 奇异 性 . 方程 的 特殊 右 端 项 (例如 点 力 月 
也 会 使 在 任意 一 点 的 光滑 性 降低 . 奇异 摄 动 可 能 导致 扩展 边界 层 (意味 着 在 边界 
的 法 线 方向 有 大 梯度 ). 若 网 格 仍 是 尺寸 h 等 距 的 , 则 数值 逼近 的 准确 性 便 会 由 于 奇 
异性 的 存在 而 大 打折 扣 . 为 了 得 到 与 光滑 解 情况 相同 的 精度 , 我 们 必须 采用 小 得 多 
的 网 格 尺 寸 h, 而 因为 计算 资源 有 限 , 这 在 应 用 中 是 行 不 通 的 . 代替 的 想法 是 仅 在 有 
必要 的 点 附近 用 较 密 的 网 格 , 而 在 区 域 的 多 数 地 方 保留 粗 网 格 . 这 意味 着 我 们 需要 
一 种 在 不 同 的 点 有 不 同 尺 度 的 网 格 , 或 者 如 图 7.5 所 示 的 不 同 尺 寸 的 三 角 剖 分 . 

下 面 我 们 将 用 数值 积分 的 简单 问题 来 说 明 上 述 方法 ， 对 二 阶 连续 可 微 函数 f, 


车 积分 [ f (z)dz 用 7.3.3.1 的 复 化 梯形 公式 逼近 , 则 其 误差 被 hf" (0) /12 估计 ， 


其 中 h = 1/N 表示 等 距 步 长 ,N+1 表示 网 格 的 节点 数 ,5 表示 中 值 . 计算 代价 基本 
上 是 求 N+1 次 f 的 函数 值 , 于 是 误差 可 以 写成 依赖 于 N 的 O(N). 对 被 积 函 
数 f (m) := 2°), 其 一 阶 导数 在 左 端点 x = 0 已 经 无 界 . 对 N+1 个 等 距 节点 的 网 
格 zi = ih =i/N, 可 得 误差 量 为 O(N"). 若 以 在 奇 点 z=0 附近 分 布 更 密 的 顶 
点 为 zi = (i/N)”11 的 可 变 步 长 网 格 代 蔡 , 则 我 们 又 有 与 光滑 情况 相同 的 积分 误 
žE O(N-?). 在 该 例 中 , 如 果 想 要 得 到 绝对 误差 < 1079 的 求 积 结果 , 在 等 距 情 
Wm. N —128600 BH, TEREP EIEE FH 1m N=391. 
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[zi, 244i] 上 的 梯形 公式 给 出 ) 应 该 尽 可 能 互相 接近 . 

在 刚刚 讨论 的 例子 中 , 解 的 性 态 (奇异 性 的 位 置 和 阶 ) 已 知 , 从 而 离散 化 可 以 相 
应 地 最 适合 原 问 题 . 以 下 理由 说 明 网 格 尺寸 的 先 验 的 自 适应 只 是 一 个 例外 . 

(1) 是 否 存在 或 何 处 有 奇异 性 , 一 开始 一 般 并 不 知道 (特别 对 非 专 家 是 这 样 ). 

(2) 即使 我 们 预先 知道 奇异 性 的 特征 , 将 其 考虑 到 算法 中 也 要 求 对 数值 分 析 更 
深刻 的 认识 , 并 为 其 实现 做 更 多 的 工作 . 


7.7.6.2” 自 适应 和 误差 指示 器 

对 局 部 网 格 尺寸 做 先 验 选取 的 一 个 自然 抉择 是 利用 通过 运行 数值 方法 得 到 的 
必要 信息 . 一 个 简单 的 情况 是 在 7.6.1.1 中 所 讨论 的 关于 改变 常 微分 方程 步 长 的 方 
ik. ERE, 利用 直到 该 点 方法 所 提供 的 所 有 信息 最 优选 取 下 一 步 的 步 长 ， 然 而 对 
于 边 值 问题 , 车 无 利 用 某 个 选取 的 网 格 已 构造 的 初始 解 , 则 得 不 到 任何 信息 . 因此 ， 
有 必要 按照 如 下 步骤 多 次 迭代 : 

(a) 在 给 定 网 格 上 求解 问题 ; 

(b) 利用 (a) 得 到 的 解 的 信息 决定 改进 局 部 网 格 尺寸 ; 

(c) 根据 (a) 和 (b) 所 提供 的 信息 构造 新 网 格 . 

至 此 , 离散 方法 与 解 的 逼近 就 以 不 可 分 割 的 方式 合 而 为 一 了 .由 于 这 种 适应 已 
是 算法 的 一 部 分 , 所 以 称 之 为 “ 自 适应 ”. 

在 (a)~(c) 三 个 步骤 的 连接 中 提出 的 问题 是 : 

(1) 在 步骤 (b) 中 如 何 得 到 局 部 网 格 尺 寸 ? 

(2) 如 何 改 进 构造 的 网 格 ? 

(3) 何 时 可 确定 自 适应 网 格 已 足够 好 从 而 可 停止 (a)~(c) BREAK. 

这 里 是 一 些 答案 , 并 非 详尽 无 遗 , 只 是 提示 . 

Adi: 例如 设 网 格 为 有 限 元 三 角 剖 分 r, 并 设 a 为 相应 的 解 . 误差 将 才子 是 了 
的 函数 vo, 它 在 每 个 A e 7 上 的 值 为 p (A). 其 想法 是 (A) 与 + 上 的 误 准 或 由 T 
产生 的 部 分 误差 紧密 关联 . 有 两 种 策略 来 调整 步 长 : 

(o) 车 有 适当 的 理论 可 用 , 则 可 给 出 一 个 函数 H (v), 建议 A 上 的 网 梅 尺寸 为 
h = H (e(A)). 

(B) 该 策略 从 误差 等 分 布 的 理想 出 发 . dT o 在 所 有 的 A e 7 上 大 小 相同 , 则 要 
求 对 网 格 作 一 致 加 密 . 例如 我 们 使 那些 yp (A) 大 于 0.5-max{y(A): Ae z]) 的 点 
上 的 网 格 更 细 , 直到 y (A) 值 可 以 被 接受 . 误差 指示 子 可 以 通过 残 量 定义 . Hah 
一 个 逼近 解 代 入 微分 方程 Lu — f 可 得 到 残 量 r = f — La, 然后 再 在 A ORE. 

Ad2: 在 策略 (a) 中 我 们 产生 了 一 个 处 处 被 定义 的 最 优 步 长 h= h(z)， 存 在 一 
个 算法 来 构造 一 个 这 种 尺寸 的 三 角 剖 分 . 但 对 步骤 (B). 而 言 这 种 全 局 的 调整 是 不 太 
合适 的 ， 因 为 重新 计算 网 格 的 代价 巨大 , 而 且 前 面 计算 得 到 的 数据 (例如 有 RTE 
EE) 不 再 被 使 用 . 策略 (B) 对 网 格 的 局 部 调整 更 合适 ， 只 有 那些 确定 需要 继 分 的 三 
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角形 需要 分 解 成 更 小 的 单元 . (注意 这 一 过 程 可 能 需要 对 相 邻 的 三 角形 也 进行 细 分 ， 
以 得 到 一 个 总 体 上 可 被 接受 的 三 角 剖 分 , 见 图 7.8 和 [445] 的 3.8.2 节 中 的 三 角形 
STU). 该 策略 的 优点 是 只 有 那些 新 的 有 限 单 元 的 矩阵 系数 需要 重新 计算 . 并 且 它 还 
提供 了 三 角 剖 分 的 层次 结构 , 例如 这 在 多 步 法 中 非常 有 用 . 

Ad3: 一 旦 对 所 有 A e 7 满足 条 件 (A) < e, 停止 看 来 相当 自然 . 如 果 确 实 能 
保证 离散 误差 小 于 e, 这 将 非常 理想 . 与 真实 误差 紧密 联系 的 误差 指示 子 y 将 在 下 
节 中 讨论 . 


7.76.3 ”误差 估计 子 
Helt) 为 有 限 元 解 玄关 于 准确 解 的 误差 , 以 某 种 合适 的 范 数 度量 . 又 设 HE 


1/2 


述 误差 指示 子 , 将 其 在 网 格 的 所 有 三 角形 上 求 和 得 到 量 = o= X en e(A 


Aer 


车 有 不 等 式 

A$(ü)«e(ü)« Bó(à), 0«A«B, (7.50) 
或 至 少 有 其 渐 近 逼近 ， 则 称 误差 指示 子 w 为 误差 估计 子 . 第 二 个 不 等 式 对 保证 当 
(ù) < n := e/B 时 , e(a) < e, 从 而 停止 该 算法 是 充分 的 ， 满 足 第 二 个 不 等 式 
的 O9 称 为 可 靠 的 . 若 它 还 满足 第 一 个 不 等 式 , 则 称 它 为 有 效 的 , 因为 可 以 避免 网 格 
过 细 (从 而 耗费 太 大 ). 事实 上 , 一 旦 实现 误差 估计 e (a) < eA/B, 方法 的 终止 条 件 
@ (i) <n 就 生效 了 . 在 最 好 的 可 能 情况 下 误差 分 析 是 渐 近 最 优 的 , 即 在 (7.50) 中 
A,B —1. 因为 由 (7.50) 能 通过 计算 确定 误差 , 故 在 此 情况 下 称 之 为 后 验 估计 . 

对 误差 估计 有 一 系列 建议 . 然而 , 注意 到 所 有 误差 估计 子 o 只 要 求 有 限 多 的 计 
算 这 一 事实 , 不 能 保证 误差 能 如 (7.50) 中 从 上 下 界 被 估计 . 形 如 (7.50) 的 不 等 式 只 
能 由 关于 解 的 理论 假设 推导 而 得 . 注意 这 些 理论 假设 是 定性 的 , 它 与 7.7.6.1 中 讨论 
的 情况 相反 , 不 再 进入 实施 . 

考虑 带 齐 次 狄 利克 雷 边 值 (7.9b)( 且 g—0) 的 泊 松 方程 (7.9a), 通过 三 角形 上 分 
片 线性 有 限 元 离散 化 , 三 角形 Aer 上 的 巴 布 什 卡 -莱茵 博 尔 特 误 差 估计 子 为 


2 
p (4) := (i [re dz + 3 hk | | J . (7.51) 
A aS. ie 
这 里 ha 表示 A 的 直径 , 在 三 角形 的 三 边 上 求 和 ;hx 是 边 的 长 度 ,[Bu/an] 表示 沿 
着 边 K 的 法 向 导数 的 跳跃 
7.7.7 ”方程 组 的 迭代 解 
7.7.7.1 综述 
微分 方程 通过 离散 化 提出 线性 方程 组 ,一 方面 其 维 数 相当 高 (有 代表 性 的 大 小 
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为 10 000 至 10 000 000), 另 一 方面 矩阵 一 般 是 稀疏 的 ， 即 每 行 只 包含 很 少 的 非 零 
元 素 , 且 不 依赖 于 维 数 ; 后 者 在 7.7.3.1.4 中 已 讨论 过 . 例如 , 在 离散 泊 松 方程 (7.4) 
的 情况 , 每 行 非 零 元 的 个 数 为 5. 若 采 用 直接 法 (高 斯 消 元 法 、 楚 列 斯 基 分 解 、 豪 斯 
EREDE) 求解 , 可 能 会 在 算法 过 程 中 在 矩阵 中 原先 是 零 的 地 方 生 成 非 零 元 ,这 
将 如 7.7.3.1.4 中 所 述 , 导致 矩阵 元 素 存储 的 困难 . 此 外 , 正如 在 前 面 的 讨论 中 所 见 ， 
计算 代价 的 增长 将 超过 维 数 的 增加 . 与 之 相 比 较 , 矩阵 向 量 乘法 只 需要 用 到 和 矩阵 中 
的 非 零 元 素 , 且 计 算 代价 正比 于 和 矩阵 维 数 . 因此 基于 该 运算 (矩阵 向 量 乘法 ) 的 迭代 
方法 计算 代价 较 小 . 此 外 , 若 收 敛 很 快 , 则 迭代 法 是 求解 大 型 方程 组 的 理想 的 方法 . 


77.711 MEREN, 
下 面 求解 线性 方程 组 


Ag — b. (7.52) 
这 里 仅 假设 A 非 奇异 , 因此 保证 (7.52) 有 解 . 每 步 迭 代 的 基本 模式 为 理 查 森 迭 代 ， 


gg"  (Aas" — b), (7.53) 
其 中 初始 向 量 a? 是 任意 的 . 
7.7.7.1.2 ARR PIER 
BPE BREA 


gU; Mr” +Nb (第 一 形式 )， (7.54a) 


其 中 矩阵 M Al N WEKRM+NAZ=I. 车 从 (7.540) 中 借助 M+ NA=I 
1H 25 3k 4S AE BM , 得 到 


pU :g.".—N(Az"—b) (第 二 形式 ). (7.54b) 


因为 奇异 矩阵 N 产生 发 散 , 这 里 我 们 进一步 假设 N 是 可 逆 的 , He NW. 
WA (7.54b) 的 隐 式 公式 为 


(7.54c) 


7.7.7.1.3 和 迭代 法 的 收敛 性 


车 迭代 序列 (27) 对 任意 的 初 值 2" 都 收敛 到 同一 个 解 (于 是 必定 是 方程 (7.52) 
的 解 ), 则 (7.54a~vc) 叙述 的 迭代 法 称 为 收敛 的 . 方法 (7.54a) 收敛 的 充 要 条 件 是 谱 
半径 满足 条 件 p(M) < 1, EBER M 的 所 有 特征 值 的 绝对 值 都 小 于 1. 
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所 谓 收敛 过 度 有 特别 的 意义 . 车 对 小 的 n, 有 
p(M) =1-7<1, (7.55a) 


WABKA 1/n FER, 误差 就 可 以 1/e 的 因子 改进 (其 中 e-2.71...). 事实 上 ， 
车 有 
p(M) x 常数 <1 (7.55b) 


其 中 常数 不 依赖 于 方程 组 的 维 数 (例如 , 不 依赖 于 起 初生 成 方程 组 的 离散 方法 的 网 
格 尺寸 ). 这 样 只 用 常数 m 步 的 迭代 , 就 可 达到 固定 的 精度 (例如 误差 估计 为 |e 一 


2™|| < &). 
7.7.7.1.4 RHE JR 
有 两 种 不 同 的 方法 可 以 得 到 和 迭代 法 则 . 第 一 种 是 分 裂 法 . 矩阵 A PEDRA 
A=W-R, (7.56) 


其 中 要 求 W 不 仅 可 道 , 而 且 形 如 Ww = d 的 方程 组 有 相对 容易 求解 的 性 质 . 其 主 
要 想法 是 W 包含 关于 A 的 基本 信息 , 而 “剩余 ”R Rl. 利用 Wz = Rz 4 b, 
我 们 得 到 迭代 zm+1 := W-(Ra" +b), 这 与 (7.54b) 中 选取 N = WwW! 是 一 臻 
的 . 

者 选取 WA A 的 对 角 线 矩阵 ， 则 得 到 7.2.2.1 中 已 讨论 过 的 雅 可 比方 法 . 
时 Ry = Ay, HR Ry = 0. 

若 在 按 元 素 不 等 式 的 意义 下 有 W 20 W > A, 则 可 以 实现 正则 分 解 (7.56). 
这 自动 暗示 了 收敛 性 ( 见 [444]6.5 715). 

另 一 个 方法 是 通过 非 奇 异 矩 阵 N 对 方程 (7.52) 进行 左 变换 , 使 得 IN Am = 
Nb. 若 记 为 4z =b (A' = NA,b' = Nb), 并 应 用 理 查 森 迭 代 (7.53), 则 得 到 变 
换 后 的 迭代 zm+1 := g” 一 (A’z” 一 b'), 也 可 写作 


rT" ga". N(Az" — b) 


从 而 与 第 二 范式 (7.54b) 一 致 . 

上 述 两 个 方法 至 少 在 原则 上 可 以 生成 各 种 迭代 . RZ, 每 种 迭代 (7.54b) 可 看 
作 应 用 于 A'r =b KER AEE (7.53), HA’ = NA. 

EE N 和 M 并 不 需要 按 分 量 存储 . 重要 的 只 是 矩阵 和 向 量 的 乘积 d 一 dN 
ÆRA N = (U' - D) D(L'+D)", HHL’ 及 U' 分 别 为 严格 下 三 角 及 严格 
上 三 角 和 矩阵 , D 为 块 对 角 和 矩阵 . 
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7.7.7.1.5 ”有效 近代 格式 


WEAR ( 见 (7.55a),(7.55b)), 另 一 方面 其 计算 代价 应 该 尽 可 能 小 
(更 多 关于 确定 “有 效 代价 ”的 信息 , 见 [444] 的 3.3.2 节 ). 我 们 陷入 了 固有 的 两 难 
境地 , 事实 上 这 两 个 要 求 是 互相 对 立 的 .对 W = A 可 以 达到 最 快 的 收敛 , 于 是 
M = 0, 这 样 一 步 就 可 得 到 准确 解 , 但 是 需要 直接 求解 矩阵 A 的 方程 组 (7.54c). F 
时 , 若 简 单 选择 W 为 对 角 或 下 三 角 和 矩阵 ， 得 到 雅 可 比 或 高 斯 - 赛 德尔 方法 ， 则 导致 
与 步 长 h 的 离散 泊 松 方程 (7.4) 相同 的 收敛 速度 , 形 如 (7.55a), 其 中 1 = O (h°). 
根据 7.7.7.1.3, 则 需要 快速 增加 的 O (h7?) 次 迭代 步 . 


7.7.7.2 正定 矩阵 
当 A 和 (从 而 W) 对 称 正定 时 , 分 析 将 大 为 简化 . 于 是 下 面 将 作 此 假设 . 
7.7.7.2.1 SERA And SE RE 


假设 A 仅 有 正 特 征 值 . 设 和 = Amin (A) 为 最 小 特征 值 而 A = Anax (A) 为 
最 大 特征 值 . 7.2.1.7 中 引进 的 条 件数 <(4)( 取 欧 几 里 得 范 数 为 向 量 范 数 ) 的 值 为 
K(A) = A/A. 当 A 乘 以 常数 因子 时 , 条 件数 不 变 , 即 (A) = &(0A). 在 适当 的 标 
量 乘法 后 可 以 假定 4 二 入 = 2. 在 这 些 假设 下 , EARRA (7.53) BCS SE A 

p(M) = p(I — A) = (K(A) — 1)/(&(A) +1) 2 1— 2/(«(A) +1) < 1, 
换言之 ,(7.55a) P m 的 值 为 了 = 2/(&(A) +1). 因此 条 件数 好 ( 即 &(A) — O(1) 的 
矩阵 有 满意 的 收敛 速率 , 而 边 值 问题 离散 得 到 的 矩阵 的 条 件数 为 O (h7). 

与 O 的 标量 乘法 一 般 相 应 于 (BT) RARER: 

p" :— 2” — ON (Ax™ —b), Kr © :=2/(Amax (NA) +Amin(N A)). 
(7.57) 
因为 在 相似 变换 下 矩阵 的 谱 保持 不 变 , 故 者 A 相似 于 正定 矩阵 ,， ERK IRSA. 


7.7.7.2.2 TRE 
7.7.7.1.4 所 述 的 变换 对 新 矩阵 A! = N 4( 该 矩阵 不 必 正 定 , 但 相似 于 正定 矩阵 ) 
得 到 理 查 森 迭 代 . A’! 的 条 件数 比 A 的 条 件数 小 , 则 变换 后 提出 的 方法 (7.54b)( 关 
于 A’ 的 理 查 森 迭 代 ) 的 收敛 速率 要 比 (7.53) 快 . 在 此 意义 下 N RAHA HEE, 
而 (7.54b) 称 为 预 条 件 和 迭代 . 若 此 迭代 如 同 (7.57) 是 最 优 衰减 迭代 ， 则 其 收敛 速率 
为 
p(M) = p(I - ON A) = (K(N A) — 1)/(K(N A) +1) 2 1  2/(k&(N A) + 1) « 1. 
(7.58) 


7.7.7.2.3 oP 


下 面 设 记号 A < B 表示 4 和 B 对 称 且 B 一 A 为 半 正 定 ?. # 
1) 这 就 是 说 B- A 的 所 有 特征 值 都 是 非 负 的 . 
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A<cW H W<cA, (7.59) 


则 称 A 和 W 谱 等 价 ( 带 等 价 常数 c)， 特 别 有 兴 趣 的 情况 是 ，c 不 依赖 于 离散 矩阵 
维 数 之 类 的 参数 . 谱 等 价 (7.59) 保证 关于 条 件数 的 估计 式 IK (NLA) < e 成 立 , 其 
中 N =W- 若 能 找到 相应 于 A 的 矩阵 W, 其 道 矩 阵容 易 求 得 , 则 迭代 (7.54c) 
的 收敛 速率 (或 许 在 包括 衰减 后 ) X 1- 2/ (cz +1). 


7.7.7.2.4 分 层 基 变 换 


假设 矩阵 A 由 某 个 标准 网 格 上 的 有 限 元 离散 化 生成 . 在 7.7.3 中 考虑 的 二 阶 椭 
圆 问题 情况 , 其 条 件数 为 <(4) = Oh?) 网 格 顶点 系数 z 和 7.7.3.1.7 介绍 的 分 
层 基 函 数 系数 z' 之 间 的 变换 z = To! WR TT 和 了 容易 实现 . 通过 由 
(7.52) 给 出 的 两 种 方式 变换 得 到 TTAT 2’ = TTb, Bl A'z! = b, 其 中 关于 分 层 基 
的 刚度 矩阵 为 A’ — T" AT. BIRRERIA xt! := x" -(A'z"" b) 表示 
a, 得 到 zm+1 := o"-TTT(Aa™—b), BI (7.54b), HN = TT". 在 两 个 空间 
变量 的 椭圆 方程 情况 , 有 (A) = O(llog |). 因此 , 满足 N = TTT 的 变换 后 的 (分 
层 基 ) 迭代 有 几乎 最 优 的 收敛 速率 ( 仅 与 h IHX), 即 为 p(M) —1— O (|logh]). 


7.7.7.3” 半 迭代 法 
半 选 代 法 由 迭代 (7.57) 组 成 , RETIRE RA EMER O 变化 : 


gt lag" | OmN(Ax” — b). (7.60) 


半 和 迭代 法 的 基本 性 质 由 如 下 多 项 式 pm 描述 
Pm (C+ 1) := (O06 +1) (6 + 1) +++ (Om¢ + 1). 


若 已 知 最 大 和 最 小 特征 值 4 = Amas (NA) 和 入 = Amin (NA), JU pm 可 以 选取 从 
区 间 [-1, 1] 变换 到 [A, A] 且 按 照 pm (1) = 1 正规 化 的 切 比 雪夫 多 项 式 (A 7.5.1.3). 
于 是 对 简单 迭代 ( 见 (7.58)), 收敛 速率 从 (kk (IN A) — 1) / (« (IN A) 十 1) 改进 为 半 
迭代 渐 近 收敛 速度 


( k (NA) — 1) / (V&(NA) + 1) (7.61) 


特别 对 较 慢 的 迭代 ( 即 «(IN A) >> 1, 以 Vr CN A) 替换 (UN A) 是 基本 的 . 为 有 
助 于 实施 , 用 下 面 的 三 项 关系 代替 (7.60) 


Es = om la" — ON (As! —b)] +(1—om)a™? (ms 2), | (7.62) 


其 中 om := 4/ {4-[(«(NA)- 1) / (K (NA) - D] osi) ,01 二 2, 且 9 由 
(7.57) 给 出 . 对 m=2 时 的 初始 项 , 用 从 (7.57) 得 到 的 a. 
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7.7.7.4 eFC MB IE 


半 和 迭代 (7.60) 是 一 种 加 速 基 本 迭代 (3E 384X(7.54b)) 的 方法 . 根据 (7.60) 或 
(7.62) 的 迭代 保持 与 初 值 c? 线性 无 关 . 下 面 讲述 的 非 线性 方法 则 相反 , z” 不 再 线 
性 依赖 于 初 值 c0. 注意 梯 度 法 并 不 代替 基本 迭代 ,而 是 与 基本 迭代 相 结合 以 改进 
后 者 . 


7.7.7.4.1 梯度 法 
WAIT IEEE A 和 N 的 基本 迭代 (7.54b) 的 梯度 法 为 


z^ 任意 ， r? := b — Az’, (开始 ) (7.63a) 
q:=Nr™, a:— Aq, X:—-(q,77)/(a,q), (递归 ) (7.63b) 
gU = g™ Aq, r” img". da. (7.63c) 


这 里 在 每 一 步 迭 代 中 , 不 仅 计 算 zm PHARE r” := b — Ar”. 向 量 g 和 a 只 
需 存 储 中 间 结 果 , 因为 对 每 一 梯度 步 只 要 作 一 次 矩阵 和 向 量 的 乘积 . 方法 的 推导 见 
文献 [444] 9.2.4 H. 

渐 近 收敛 速度 与 (7.58) 中 的 相同 , 为 (& (N A) — 1) / (& (IN A) +1). 于 是 梯度 
法 和 最 优 衰减 迭代 (7.57) 恰好 一 样 快 . 与 (7.57) 不 同 , 梯度 法 达到 这 一 速度 不 需 
要 关于 最 大 特征 值 Amas (NA) 和 最 小 特征 值 win (NA) 的 明确 信息 . 而 这 些 对 
(7.57) 是 必要 的 . 


7.7.7.4.2 Hia RE 
BLE ie STOR EEK "CO 方法 "， 可 以 像 刚才 讨论 的 梯度 法 一 样 用 于 
正定 矩阵 A 和 N 的 基本 迭代 (7.54b). 其 步骤 为 


z^ EÈ, r°:=b-—Az®, p°:=Nr°, py—(p)r?, (F48) (7.64a) 


a := Ap", X:=pm/(a,p™), (385) (7.64b) 
gb ug" Ap", qm =r” — da, (7.64c) 
ge =Nr™ ， Dm41 ll E dnd p" qq" + (Omit /pm)p™-. (7.64d) 


这 里 “搜索 方向 ?pm 本 身 是 递归 的 一 部 分 . 

该 方法 的 渐 近 收敛 速度 与 (7.61) 相同 , 至 少 为 ( /&(N A) -)/ f (NA)+1) 
与 半 和 迭代 法 (7.62) FALL, 重要 的 是 CG 法 不 要 求 预先 知道 谱 的 数据 Amax UN A) 和 
Amin (NA), 还 比 (7.61) EAR. 

FE (7.64b) 中 发 生 除 以 0 的 情况 , 因为 (a, p") = 0, Wa” 已 经 是 问题 的 准 
确 解 ! 
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CG 法 (7.64) 基本 上 是 直接 法 , 因为 最 迟 在 n 步 后 (n. 为 方程 组 的 维 数 ) 得 到 
准确 解 . 然而 , 这 一 性 质 在 应 用 中 并 无 意义 , 因为 对 大 型 方程 组 要 求 和 迭代 次 数 远 小 
于 实际 维 数 n. 

将 (7.64) 对 理 查 森 迭代 (7.53) 的 应 用 作为 基本 迭代 (N = I), 则 该 算法 化 为 
在 7.2.2.2 中 介绍 的 格式 . 


7.7.7.5 多重 网 格 法 


7.7.7.5.1 概述 
多 重 网 格 法 是 可 用 于 椭圆 微分 方程 离散 化 且 有 最 优 收 敛 性 的 迭代 方法 . 这 就 是 


说 收敛 速度 不 依赖 于 离散 步 长 从 而 也 与 方程 组 维 数 无 关 ( 见 (7.55b)). 与 刚才 讨论 
的 CG 方法 不 同 , 矩阵 A 是 对 称 或 正定 对 多 重 网 格 法 并 不 重要 . 

多 重 网 格 法 有 光滑 迄 代 和 粗 网 格 校正 两 个 互补 的 组 成 部 分 . 光滑 迭代 是 经 典 的 
BATT, 用 来 光滑 误差 (不 是 解 0， 粗 网 格 校正 减少 光滑 迁 代 产生 的 “光滑 ' 误差 
在 作为 工具 的 粗 网 格 上 离散 化 , 正 是 该 方法 名 称 的 由 来 ， 然 而 该 名 称 并 不 意味 着 方 
法 限于 在 正规 网 格 中 离散 . 它 也 能 用 于 有 限 元 空间 是 分 层 型 的 一 般 的 有 限 元 法 . 


7.7.7.5.2 ”光滑 迭代 的 例子 


光滑 迭代 的 简单 例子 为 7.2.2.1 介绍 的 高 斯 - 赛 德 尔 欠 代 和 和 雅 可 比方 法 , 其 减 幅 
0 = 1/2: 


(7.65) 


在 五 点 公式 (7.4) 的 情况 , 向 量 r” 由 分 量 wk 组成, 方程 (7.65) 可 写 为 分 量 形式 


L ad - 1 
"x = 5 tik T 8 (uii Puppe + Uik- + Ue) + gh fix. 


设 e™ := 2" -xr AB m BRPWRE. YE (7.65) 中 该 误差 满足 递归 公式 


ml 1 m 1 m m m m 
Eik t= Deik ar 8 (ei + Citak + Cie + CP kai) : 


右 端 为 由 相 邻 节点 构造 的 平均 值 . 显然 振荡 将 快速 衰减 而 误差 确实 被 光滑 化 . 

7.7.7.5.3 AKRE 

设 天 为 上 述 多 步 光 滑 迭 代 的 结果 . 误差 E := -r X Aë = d 的 解 ,其 
中 亏 量 通过 d := Az 一 b 计算 . 设 X 为 向 量 x 的 n 维 空间 . 由 于 e 是 光滑 的 , 可 
DAE I. 故 设 A! 为 粗 网 格 (或 粗 有 限 元 空间 ) 的 离散 矩阵, x 为 相应 的 低 
维 有 限 空间 Xn (n! < n) 中 的 系数 向 量 . 

E Xn AX, 之 间 引 入 两 个 线性 映射 : 限制 r: Xn 一 Xn MEH p: Xw 一 Xn. 
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在 网 格 h Ah! := 2h 上 由 差分 (7.3a) 离散 的 一 维 泊 松 方程 的 情况 , Mr: X 一 
XL 选取 带 权 平均 内 = rd e XL, 其 中 


d (vh') = d' (2wh) := 5d (20h) | 7 la ((20 F1)h) - d((2v — 1)h)] . 
对 p: Xn > Xn, 选取 线性 插值 
u=pueX,, d u(vh) =’ (24) ， 偶数 v， 
ll wf Bo Loy w^ v+1,, 
wit) = 5 v ( à i)ev( 5 i). 奇数 v 


(图 7.12). 在 更 一 般 的 情况 , r 和 p 可 选 得 使 计算 代价 最 小 . 
RE E := 元 一 z 的 方程 AE = d 在 粗 网 格 上 相应 于 所 谓 粗 网 格 方程 


A'e' 2 d', 其 中 d’=rd. 
HH e, 延 拓 值 为 e := pe’. 由 定义 z= 2- ë 为 准确 解 , W t- pe’ 应 该 是 好 
的 逼近 . 粗 网 格 校正 相应 为 


&3-—pA' 'r (Az —b). (7.66) 


1/2 1/2 
1 
gd a + Lhe tk 


细 格 
粗 格 一 一 e 一 -e e e 


图 7.12 p 和 7 的 网 格 变换 


77.754 ”二 重 网 格 方法 


BREA IRIE 7.7.7.5.2 和 粗 网 格 校正 (7.66) 的 乘积 . 车 z 一 P(x,5b) 
表示 光滑 迭代 (JL (7.65)), 则 二 重 网 格 算法 为 


pg”; (7.67a) 
for i:=1 to v do w:=.¥(x,b); (7.67b) 
d := r(Az — b); (7.67c) 
solve A'e'—d'; (7.67) 
ot! = 2 — pe’: (7.67e) 


这 里 v 表示 光滑 迭代 的 次 数 . 通常 2 < v < 4. 二 重 网 格 法 本 身 的 实用 价值 航 小 , 因 
为 (7.67d) 要 求 ( 低 维 ) 方程 组 的 准确 解 . 
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7.7.7.5.5 “多重 网 格 法 

为 了 近似 求解 (7.67d), 该 方法 被 递归 使 用 . 为 此 要 求 粗 离散 ,同时 必须 有 分 层 
离散 

Aixe = be, L=0,1,--- ,Lmax, (7.68) 

其 中 最 大 层 4 = Lmax 的 方程 (7.68) 与 原 方程 Ax = b 重合 . 对 l= bax 一 1, 得 到 
(7.67d) 中 的 方程 组 A’. 对 £ = 0, 假定 维 数 no 是 如 此 小 (如 no = 1), 使 得 可 以 直 
接 计算 4ozo = bo 的 准确 解 . 

求解 Ava, = b, 的 多 重 网 格 法 的 特征 由 如 下 算法 表示 . X] r — zz Al b= by 
由 函数 MGM( zm, b) 得 到 算法 的 下 一 步 迭 代 77: 


函数 MGM(z, b) (7.692) 
if €=0 then MGM := A'b else (7.69b) 
begin for i:=1 to v do w:=.%(z,b) (7.69c) 
d := r(Aca — b); (7.69d) 
e:=0; for i:=1 to y do e:=MGM(¢—1,e,d); (7.69e) 
MGM := z — pe (7.69f) 
end; 


这 里 y 为 粗 网 格 校正 次 数 ; 仅 讨论 y= 1(V 循环 ) 和 y= 2(W 循环 ) 的 情况 . 
关于 算法 实现 的 详情 和 进一步 的 数值 算 例 见 [445] 和 [444] 第 10 章 . 


7.7.7.5.6 ”离散 泊 松 方程 的 数值 例子 


方程 组 选 为 定义 在 区 域 2 = (0,1) x (0.1) 上 以 (7.9b) 为 狄 利克 雷 边 值 的 泊 松 
方程 (7.9a) 的 离散 化 (7.4). 步 长 取 为 h=1/64, 故 63?=3969 为 未 知 量 个 数 . Bm 
次 误差 e" := u” — u 按 能 量 范 数 ||e|| := (Ae, e)? EE. 初 值 误差 e? 的 范 数 为 
2.47E—1. 即使 在 300 PARE, 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 的 初始 误差 仅 减 到 1/10. 我 们 
用 所 谓 带 最 优 超 松 弛 参数 的 SOR 方法 来 加 速 收敛 . 则 在 161 次 迭代 后 达到 1E 一 6 


的 误差 界 . 

若 继续 减 小 步 长 h, 则 前 两 个 方法 的 收敛 速度 会 更 差 , 而 多 重 网 格 (每 一 步 前 后 
作 棋 盘 型 高 斯 - 赛 德尔 光滑 化 ) 的 迭代 次 数 并 不 增加 , 在 列 出 的 三 个 例子 中 , 必要 的 
ERR m 分 别 正比 于 h, h 和 常数 . 用 于 理 查 森 迭 代 的 共 斩 梯度 法 和 表 7.5 所 
列 的 SOR 法 有 类 似 的 速度 . 若 想 借 助 于 CG 法 加 速 后 者 , 则 必须 以 对 称 的 SSOR 
法 代替 SOR 法 . 这 样 经 过 22 步 后 可 得 到 1E—6 以 下 的 误差 (K 7.6). 
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表 7.5 Bm 次 迭代 u” 在 能 量 范 数 下 的 误差 ?) 


m Gauss-Seidel m SOR m 多 重 网 格 法 
10 9.382E — 2 10 1.02931E — 1 1 1.711472796E — 2 
20 7T.324E— 2 20 5.43417E — 2 2 9.659697997E2 — 4 
50 5.028E — 2 50 1.29191E — 2 3 5.501125568E — 5 
100 3.575E —2 100 8.51213E — 4 4 3.206732671E2 — 6 
200 2.371E —2 150 2.50194E — 6 5 1.891178440F2 — 7 
300 1.755E — 2 161 9.94034E — 7 6 1.128940250E2 — 8 


dX 7.6 ARMARE AIRRA 
m Richardson m SSOR m 多 重 网 格 法 


10 6.69315 — 2 5 1.17912E — 2 1 1.135035786E — 2 
20 4.0034E — 2 10 1.00844E — 3 2 7.254914612E — 4 
50 1.2571E — 2 15 6.70161E — 5 3 4.298721850E — 5 
100 2.5151E — 4 20 3.70379E — 6 4 2.274098344E — 6 
120 1.6995E — 5 21 1.78763E — 6 5 1.313049259E — 7 
142 9.0458E — 7 22 8.78341E — 7 6 7.171669050E — 9 


多 重 网 格 法 (用 词典 型 高 斯 - 赛 德尔 法 对 称 光滑 化 ) 原则 上 也 能 借助 CG 法 加 
速 . 然而 这 种 加 速 对 快速 方法 产生 的 优势 很 小 , 一 般 并 不 值得 麻烦 . 为 达到 给 定 精 
È, 在 所 讨论 的 三 种 情况 分 别 需要 O (h 1) ,O (n?) 和 O (1) REI RRR. 

[444] 中 给 出 了 算 例 及 程序 . 在 那里 也 能 找到 关于 上 述 方法 的 更 详细 的- 介绍. 


7.7.7.6 REIN 

第 m 次 迭代 的 迭代 误差 e" = x" — a IAR |le™|| < p™|[e°|| 估计 ,其 中 p 
表示 收敛 速度 . 为 了 减少 误差 er, 不 仅 要 有 好 的 收敛 速度 , Tf BLEU / BRA I RAE 
ell. 正如 多 重 网 格 采用 不 同 层 的 离散 《 = 0,……… ARMA Lo FRE (RE 
TEAR) 来 实现 . 对 — lax 求解 Arze = be, 也 对 L< Lmax 求解 粗 网 格 上 的 方程 . 
因为 xei 和 prz, , 应 该 是 对 xe 的 好 的 逼近 , 但 由 于 低 维 计算 代价 较 小 。 首 先 通 
XE zo_1( 近 似 值 6_1), 然后 利用 põe 作为 £ RRNA. 在 下 面 介绍 
的 算法 中 , 设 ert! := G4 (a, be) 表示 求解 Acar = be WIEREN. 


£o solution (or approximation) of Aozo = bo; 


for £:=1 to max do 
begin Že := p&,_43 ("initial value;p from (7.69f)*) 
for i:=1 to me do &e:= (že, b) (* mez iterations ^") 


end; 


1) 9.382E 一 2 表示 9.382:10-?. 
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在 d, 表示 多 重 网 格 法 的 情况 下 , 可 取 m 为 常数 . 事实 上 , 取 me = 1 常 足以 
得 到 与 离散 误差 大 小 相同 的 迭代 误差 ||že-— zell. 
7.7.7.7 逼近 空间 的 部 分 分 解 

设 Az = b 为 待 求解 的 方程 组 , 其 中 = 是 解 空间 X 中 的 元 素 . HY XO = x, 


则 说 存在 X 对 子 空间 X™ v=0, ,kk 的 分 解 . 这 里 容许 子 空间 有 重 营 , 也 即 是 
非 分 离 的 . 该 方法 的 目标 是 找到 迭代 


gH a LY 99, 
v 


其 中 校正 因子 8 为 XO 的 元 素 . 为 了 表示 向 量 z(") CX c x, 我 们 需要 在 空 
间 X, = ROO) 中 的 系数 向 量 cO. 借助 于 线性 延 拓 可 得 X, XO 之 间 的 
唯一 对 应 


pvo: Ko yo C X,v20,-- kt 
这 就 是 ps X。 =X. RAP ro := pr : X 一 X, 为 转 置 映射 . 于 是 部 分 分 解法 


d:= Az" — b; (7.70a) 
d, :— rud p cil ese vh (7.70b) 
solve A,ó,-—d,; v= Oh" b, (7.70c) 
gt} :一 2 一 w) Puu: (7.70d) 


在 (7.700) 中 出 现 的 维 数 为 n := dim (XO) 的 矩阵 是 乘积 
Ay:=TyAp,, v=0,---,k. 


在 (7.70d) 中 包含 衰减 系数 w 以 改进 收敛 性 ( 见 (7.57)). 若 在 迭代 中 加 入 (7.7.7.4 
中 讨论 的 )CG 法 , 则 选取 w x: 0 无关 紧 要 . 

(7.70c) 中 的 局 部 问题 可 以 相互 独立 求解 , 算法 对 并 行 计算 是 有 意义 的 . (7.70c) 
的 准确 解 可 以 (用 第 二 种 迭代 ) 被 逼近 . 

在 7.7.7.2.4 中 讨论 的 分 层 迭 代 和 多 重 网 格 法 的 变 式 , 以 及 将 要 讨论 的 区 域 分 解 
法 , 均 可 纳入 (7.70) 的 抽象 表述 . 

在 分 层 和 迭代 的 情况 下 ，Xo 包含 所 有 初始 三 角 剖 分 ro 的 顶点 ,Xi 包含 除 To 的 
顶点 以 外 的 接 下 来 的 剖 分 n 的 所 有 顶点 , 以 此 类 推 . 延 拓 pi : Xi 一 X 为 分 片 线 
性 插值 (计算 新 顶点 上 的 有 限 元 函数 值 ). 

区 域 分 解法 的 收敛 理论 或 多 或 少 被 限于 正定 矩阵 A. 对 于 乘 性 施 瓦 茨 方法 也 
是 这 样 , 其 中 在 每 一 次 校正 zx m — pô. 前 , 重复 (7.70a)~(7.70c) 2b. 
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7.7.7.8 ”区域 分 解 


现在 讨论 的 区 域 分 解 有 两 种 完全 不 同 的 解释 . 第 一 种 将 区 域 分 解 看 作 数据 的 分 
解 , 第 二 种 则 是 以 区 域 分 解 为 工具 的 一 种 特殊 的 迭代 法 . 

在 数据 分 解 的 情况 , 将 系数 向 量 n 分 块 , 如 zw = (z, ,zh). 每 一 块 a” 包含 
边 值 问题 的 基本 区 域 O 的 某 个 子 区 域 2” 的 网 格 顶点 的 数据 . 若 和 矩阵 是 稀 朴 的 , 则 
基本 运算 (最 重要 的 是 矩阵 乘法 ) 仅 需要 邻 域内 的 信息 ,， 即 大 部 分 来 自 同 一 子 区 域 . 
车 每 一 块 z" 被 指定 到 并 行 计算 机 的 一 个 处 理 器 , 则 该 方法 只 需要 沿 着 子 区 域 边界 
交换 数据 因为 包含 在 这 些 边界 的 网 格 顶点 数 必 定 比 总 顶点 数 至 少 小 一 个 量 级 , 可 
以 期 望 计 算 中 必要 的 数据 交换 与 算法 的 主要 计算 相 比 代价 要 小 得 多 . 

下 面 考虑 作为 特殊 迭代 工具 的 区 域 分 解 . 设 2 = UR 为 偏 微分 方程 的 求解 区 
域 0 的 可 重合 的 区 域 分 解 . 对 空间 X" FRR Ov 中 的 网 格 顶 点 已 在 7.7.7.7 中 讨 
论 . EH py : X, — XO) 可 以 定义 为 零 延 拓 , WE Qv 外 的 所 有 顶点 都 为 零 . 于 是 
该 方法 被 (7.70) 定义 . 

Kk 为 子 区 域 Ov 的 个 数 . 因为 可 以 是 并 行 计算 机 处 理 器 的 个 数 , 我 们 想 得 
到 不 仅 依 赖 于 问题 的 维 数 , 而 且 依 赖 于 有 的 收敛 速度 . 单纯 的 分 解 并 不 能 达到 这 一 
目的 , 所 以 需要 增加 一 个 粗 网 格 空间 Xo. 考虑 到 这 一 点 , 该 方法 与 前 述 二 重 网 格 法 
相当 类 似 . 


7.7.7.9” 非 线性 方程 组 


在 非 线性 方程 组 的 情况 , 有 许多 新 问题 需要 解答 . 特别 地 , 其 解 不 再 唯一 . 因此 
我 们 假定 方程 组 F (x) = 0 在 z* 的 邻 域 内 存在 唯一 解 z*. 求解 F(x) = 0 有 两 
种 策略 . 第 一 种 是 应 用 牛顿 迭代 的 变 式 , 它 要 求 在 每 一 牛顿 步 求 解 一 个 线性 方程 组 
(再 作为 第 二 迭代), 为 此 可 用 在 7.7.7.1 到 7.7.7.8 讨论 过 的 那些 方法 .这 种 方法 能 
否 实施 主要 依赖 于 如 何 加 强 计算 雅 可 比 矩 阵 F. 第 二 种 策略 试图 直接 将 上 面 讨论 
过 的 用 于 线性 方程 组 的 方法 推广 到 非 线性 方程 组 .例如 , 求解 F (x)= 0 的 理 查 森 
AR (7.53) 的 非 线性 模拟 为 


pg" ig". Fg") 


多 重 网 格 法 也 可 推广 到 非 线性 情况 . 若 实施 该 方法 , 则 非 线 性 迭代 的 渐 近 收敛 速度 
与 应 用 于 线性 化 方程 ( 即 4 = F' (x*)) 的 线性 多 重 网 格 法 的 速度 相同 . 详情 见 [445] 
第 9 章 . 

在 多 解 的 情况 , 迭代 法 至 多 可 能 有 局 部 收敛 性 .该 方法 在 计算 上 最 精细 的 部 分 
在 于 确定 合适 的 初 值 x0. 为 此 7.7.7.6 的 媒 套 迭代 可 能 有 一 些 帮 助 . 于 是 初始 迭代 
的 选取 基本 上 限于 2 = 0 水 平 的 低 维 方程 组 . 
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7.7.8 ”边界 元 方法 

用 积分 方程 代替 微分 方程 是 积分 方程 法 的 要 点 . 当 我 们 随后 离散 化 该 积分 方程 
时 提出 了 边界 元 方法 . 
7.7.8.1 积分 方程 法 


常 系数 齐 次 微分 方程 Lu = 0 有 基本 解 Uo( 见 [212]). 这 里 我 们 求解 如 下 问题 : 
区 域 OCR? 上 的 边 值 问题 , 其 边 值 定义 在 D:— 00 E. Riku 具有 如 下 的 边界 
或 表面 积分 


u(x) := IL (r,y)p(yhdF, TER, (7.71) 


D 


其 中 o 为 任意 权 函 数 . 若 核 函数 恰好 等 于 Uo (z — y) 或 其 导数 , WI uE 0 中 满 
足 方程 Lu = 0. X} k (x,y) = Uo (x — y), (7.71) 中 的 u 为 单 层 位 势 ( 见 10.4.3 中 例 
2). 关于 y 的 法 向 导数 k(x, y) = OU (x — y)/Ony We VITA RBH. 

今 对 出 现在 (7.71) 中 的 函数 o 推导 积分 方程 , 使 得 (7.7.1) 的 解 v 满足 边界 条 
fr. 因为 单 层 位 势 在 ze RY 中 连续 , 由 LAKAI u = 9 直接 得 到 


sis) — IL (2,9) e (y) ^ (7.72) 
| 


此 即 确定 y 的 第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 . 在 诺 伊 曼 边界 条 件 (7.10b) 或 关联 于 双 
层 位 势 的 狄 利克 雷 边 界 条 件 的 情况 , 还 必须 考虑 边界 上 的 间断 性 . 那 时 提出 的 关于 
e 的 积分 方程 则 在 [212] 中 讨论 . 一 般 来 说 , 它 具 有 如 下 形式 : 


dp (2) = E (2,9) e (y) dF, +h (), (7.73) 
I" 


这 里 s (m, y) 为 (7.72) 的 核 k (m, y) 或 导数 Brk (x,y), 其 中 B 从 边界 条 件 Bu = g 
提出 (例如 可 能 有 B = 0/8n), 

积分 方程 法 有 如 下 优点 . 

(1) 待定 函数 的 定义 域 仅 为 d — 1 维 , 这 样 离散 化 导致 方程 组 的 规模 大 为 减 小 . 
曲面 或 曲线 D 内 部 的 补 的 无 界 区 域 . 因为 无 界 性 , 这 对 有 限 元 法 导致 困难 问题 . 外 
边 值 问题 在 x = oo 处 有 附加 的 边界 条 件 , 它 被 积分 方程 法 自动 满足 . 

(3) 最 后 , 在 许多 情况 下 不 必 求 出 边 值 问题 在 整个 区 域 的 解 , 而 只 需 得 到 某 些 边 
值 或 数据 (例如 边 值 给 定时 求法 向 导数 ). 在 那些 情况 , 并 不 需要 有 限 元 法 计算 得 到 
的 区 域内 部 的 值 . 

相对 于 较 简单 的 积分 方程 , (7.73) 也 提出 如 下 困难 . 
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(1) 由 理论 可 知 双 极 积分 算 子 具有 紧 性 , 然而 这 一 性 质 对 非 光 滑 边界 不 再 成 立 . 

(2) 出 现 的 所 有 积分 都 是 曲面 或 曲线 积分 , 故 求解 它们 一 般 需 要 具体 参数 化 . 

(3) 根据 定义 , 积分 核 是 奇异 的 ， 基 本 解 的 奇异 强度 依赖 于 微分 方程 的 阶 . € 
k 是 通过 进一步 求 导 得 到 , 则 奇异 性 增强 (BE OR”). 应 用 中 出 现 的 典型 的 积分 方程 
(7.73) 有 非 正 常 可 积 核 , 柯 西 主 值 型 强 奇异 积分 , 或 定义 为 阿达 马 有 限 部 分 积分 的 
超 奇异 积分 . 与 人 们 倾向 于 相信 的 相反 , 强 奇异 性 被 证 明 有 利于 数值 求解 . 


7.7.8.2 ”通过 配置 离散 

在 (212) 中 讨论 过 归功 于 尼斯 特 伦 的 离散 方法 .然而 该 方法 很 少 应 用 于 边界 元 
法 . 代 之 以 常用 的 两 种 投影 方法 : 投影 在 网 格 顶点 上 的 配置 法 , 或 正 交 投影 到 近似 
OC IRL OUI ed. 在 配置 法 的 情况 , 用 函数 5 = Y cip: 代替 (7.73) 中 的 未 知 
函数 o. 例如 , 这 里 可 以 用 属于 网 格 项 点 r: e r 的 有 限 元 函数 wj， 在 二 维 情 况 , T 
为 曲线 , 也 可 采取 全 局 观点 用 三 角 函 数 ， 当 (7.73) 对 所 有 的 配点 z= r: 都 成 立 便 
得 到 配置 方程 这样 产生 的 条 阵 系数 由 积分 [i (ni 9) e; (w) dF 给 | 


PF 


7.7.8.3 dni 
根据 7.7.2.2, 在 增加 对 作为 检验 函数 的 p; 的 积分 之 后 便 得 到 伽 辽 爹 离散 于 
是 抵 阵 系数 包含 曲面 上 的 二 重 积分 | esso ves (dR AF. BARENE 


rT 
更 复杂 , 但 在 适当 的 范 数 下 有 更 好 的 稳定 性 和 更 高 的 精度 . 
尽管 有 限 元 法 (FEM) 这 一 名 称 在 这 里 是 合理 的 , 但 是 如 (7.73) 的 积分 方程 的 
离散 化 一 般 归 入 边界 元 法 , Bl BEM. 


7.7.8.4 边界 元 法 的 数值 性 质 


如 果 将 0 C R^ 中 边 值 问题 的 有 限 元 离散 化 与 边界 元 法 相 比较 , JUR Ic n 
T: 
对 网 格 尺寸 h ARTESIAN O(h-*) 的 方程 组 ， 而 边界 元 法 则 为 
O (Pa-)， 与 有 限 元 法 相 比 , 边界 元 法 矩阵 的 条 件数 更 好 . 

边界 元 法 的 一 个 决定 性 缺点 是 其 矩阵 并 不 是 稀 朴 的 ,而 是 满 的 ， 这 就 给 计算 时 
间 和 存储 带 来 问题 . 因此 有 不 同 的 方法 以 更 紧凑 的 形式 来 表示 算 阵 (如 [443] 中 的 
板块 聚 类 法 或 使 用 小 波 基 以 压缩 矩阵 ) 

为 了 数值 计算 奇异 积分 有 也 可 快速 且 足 够 精确 地 计算 二 重 积 分 
| etse nen wanars 的 现代 方法 , 例如 见 (443) 9.4 45 


ET 
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7.7.9 ”调和 分 析 


7.7.9.1 Bee Bet c fe = Aisa 
借助 复数 值 的 系数 co ci, … ,cn_1 定义 三 角 多 项 式 


(7.74) 


利用 代 换 > =e, 可 以 被 插值 为 真 多 项 式 》 coz", 其 中 自 变量 > 限制 在 单位 圆 
lz| = le*| = 1. E. 若 由 (7.74) 计算 函数 y 在 等 距 插值 点 zx = 2nu/n 的 值 , 其 中 
1 —0,1,---,n — 1, WE 


n—1 
1 2nivp/n 
yu — — Cue ， B—0,L--,n-—1. (7.75) 
Vn £— 


解 可 利用 下 面 的 向 后 变 摘 表述 : 


n—1 
1 —2nivu/n 
c= m2 ype? um v—0,1,---,n- 1. (7.76) 
k=0 


为 了 用 和 矩阵 记号 来 表示 , 引进 向 量 c = (co, ,cn_1) E C° M y = (yo, yai) € 
C". 根据 (7.75) 映射 c y 称 为 离散 傅 里 叶 综 合 , 而 另 一 个 方向 的 映射 y cR 


可 写 为 : 


nm 


这 里 T* RANT: (Tx), = Tw 的 伴随 矩阵 . 此 时 T 是 西 算 子 , 即 T* =T. 此 
性 质 相 应 于 (7.74) ROCTGE RUE n Item :p 0,1, ,n— 1j 的 展开 式 这 
一 事实 . 

在 和 式 (7.74) 中 , 可 轮换 指标 集 v = 0,1,… ,n — 1. 这 并 不 影响 求 (7.75) 在 
插值 点 zw = 2nu/n 的 值 , 因为 exp(ivzj) = exp(i(vin)z,), 但 对 它们 之 间 的 点 有 
影响 . 例如 : 对 于 偶数 n 我 们 可 选取 指标 集 {1 一 n/2,… ,m/2 一 1}. 因为 有 关系 : 


~iv +iv R " 
Cve ^ pee  — (cy + cov) cos vz +i (Co —C_-y) sin vz. 


我 们 得 到 实 三 角 函 数 {sin yz,cosvz : 0 < v < n/2 一 1} 的 线性 组 合 . 
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7.7.9.2 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 


在 很 多 实际 应 用 中 , (7.77) 的 傅 里 时 综合 c y 和 傅 里 时 分 析 y >c 起 重要 
作用 , 使 得 我 们 期 望 以 尽 可 能 少 的 计算 代价 实现 它们 . 这 里 为 简单 起 见 忽略 标量 因 
T n, 则 方程 (7.76) 可 以 写 为 如 下 形式 : 


(7.78) 


其 中 单位 的 第 m 个 根 wn := e7, 在 交换 记号 c 和 y 并 利用 wn := e 之 后 ， 
综合 (7.75) 也 可 取 (7.78) 的 形式 . 在 yc 和 un 中 出 现 的 指标 n 表示 我 们 用 
到 的 傅 里 叶 变 换 的 维 数 . 

车 按照 通常 的 方式 近似 计算 (7.78)， 对 每 一 个 系数 需要 用 n 次 (复数 ) 乘法 
和 n 一 1 次 加 法 . 因此 计算 所 有 的 分 量 M 需要 m + O(n) 次 运算 . 这 里 假定 
N = {we :0<yu<n—-1} 的 值 是 已 知 的 . 因为 oh! 仅 依 赖 于 以 n WER vu 
的 剩余 类 , 2 MAS ”个 不 同 的 值 , 其 计算 量 为 O(n). 

车 n 刚好 是 2 KE, HU n = 2”, p > 0, 则 计算 (7.78) 的 代价 O(n?) 可 以 显著 
减少 . Hn 为 偶数 , 待 求 系数 可 写成 仅 包含 n/2 项 的 和 的 形式 : 


n/2—1 


= 和 |ui" ey, " v", 0£2v€«n-1, (7.792) 
p=0 
n/2—1 
=> | (ut? - VP? us) "d wr",  (zOvn-—i. (7.79b) 
p=0 
(7.79a)(7.79b) 中 的 e 系数 构成 C^? 的 向 量 
gre = (a, E. DG A) , ginem = Cg aa, cial ae) : 
若 进一步 引入 系数 
n/2 n n 
ve = y+ yg, ammo (um — yg) uw", OS US n/2 -1, 


并 注意 到 (on)? = wjz, 则 得 到 新 方程 组 
n/2-1 n/2—1 
ae = > vir dun d»/? = > ap xm 0<v gn/2-1. 
1-0 n 
这 里 的 两 个 和 式 都 有 (7.78) 的 形式 , 只 是 以 n/2 代替 了 n. 这 就 将 HE 的 问题 
(7.78) 化 为 两 个 n/2 维 的 问题 . 因为 n = 2?, 该 过 程 可 重复 p 次 最 后 得 到 n 个 一 
维 问题 ! (注意 在 一 维 情况 有 yo = co). 以 这 种 方式 得 到 的 算法 可 列 式 如 下 : 


procedure FFT(w,p,y,c); (y : input-, c : output-vector} (7.80) 
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if p = 0 then c[0] := y[0] else 

begin n2 := 2?7?; 
for u := 0 to n2 — 1 do yy[y] := v[u] + v[u + n2]; (7.80a) 
FFT(p — 1,w?, yy, cc); for v := 0 to n2 do c[2v] := cc[v]; 
for u := 0 to n2 — 1 do yy[u] := (v[u] —y[u+n2]) «^; (7.80b) 
FFT(p — 1,w*, yy,cc); for v :— 0 to n2 do cl2v + 1] := cc] 

end; 


因为 维 数 被 p 次 减 半 , 其 中 需要 (7.80a),(7.80b) 的 n 次 计算 , 从 而 总 的 计算 代价 为 
p:-3n=O(nlogn) 次 运算 . 


7.7.9.3 ”对 周期 特 普 利 英和 矩阵 的 应 用 


Co Ci C2 ::** Cn-l 
Cn-1 Co Ci -*^* Cn—2 
A= NEM E (7.81) 
C2 €3 64 se C1 
C1 C2 C3 says co 


每 一 个 周期 特 普 利 茨 矩 阵 都 可 借助 于 传 里 叶 变换 , 即 用 (7.77) 给 出 矩阵 T 对 角 化 


n—1l 


T° AT = D = diag[di do, du], dut 9 eue Hi, (7.82) 
v=0 


特别 经 常用 到 的 基本 运算 是 周期 特 普 利 茨 矩 阵 和 向 量 z 的 矩阵 -向 量 乘法 . E 4 是 
满 矩阵 , 标准 乘法 的 运算 量 为 O (n°). AAR, (7.82) 的 对 角 和 矩阵 的 乘法 只 需要 O (n) 
次 运算 . 因子 分 解 Ac =T (T*AT)T*2 产生 如 下 算法 . 


z= y :=T*x (EIA), (7.83a) 
y= y := Dy  (H (7.82) ÆXD), (7.83b) 
y — Az:— Ty'  ( 侍 里 叶 综 合 ). (7.83c) 


假设 n = 27, 可 应 用 快速 傅 里 叶 变 换 (7.80), 使 得 矩阵 -向 量 乘法 z 一 Ac 的 
运算 量 为 O (nlogn). 

求解 周期 特 普 利 茨 矩 阵 A 的 方程 组 Ar = b 正和 矩阵 -向 量 乘法 一 样 简单 ， 
AE (7.83b) 中 只 需 以 D^! RF D. 
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由 (7.81) Al 4 的 逆 矩 阵 有 同样 的 形式 , 只 是 以 6 代替 e, 其 中 6 由 


n—1 
1/d,, = gr kh (ug ial (7.84) 
v=0 


产生 (见方 程 (7.75)). 插值 问题 (7.84) 也 能 以 O (nlogn) 的 计算 量 求解 . 
类 似 地 , ASAE NFR, 多 项 式 P(A) 或 矩阵 A 的 其 他 函数 (如 在 
d, > 0 情况 下 的 平方 根 ) 的 计算 量 也 可 降低 . 


7.7.9.4 4% Bet Ra 
设 刀 表示 由 范 数 Yo Ie. 有 限 的 所 有 系数 序列 {co : VA AMET ( 注 


意 前 面 以 £ 表示 指标 , 这 里 C 则 表示 空间 , 并非 指 标的 平方 ), 对 任意 ce 4 有 以 
2n 为 周期 的 函数 


(7.85) 


co 


| IG) ds Y je. 


vU-—-—oo 


Cu = us | f (x)e "* dz. (7.86) 


周期 函数 FUSEAU Ce RE EH A Ee, 我 们 可 以 将 这 一 观点 
转 过 来 . 假如 我 们 通过 cv = poh) 给 定 网 格 函数 yp 的 值 , 其 中 h 表示 网 格 的 尺寸 ， 
v 为 整数 . 分 析 以 (7.85) 与 之 相关 的 函数 结果 是 相当 方便 的 . 


Xcel MAE 5 je? < oo 可 以 减弱 . Hs cR, WH s > 0, RF 


2 一 一 Co 


5 
5 (1+7)2 ll < oc 
要 求 增强 系数 的 递减 , 而 当 s < 0 WHR: 其 系数 甚至 可 以 增 大 而 不 是 减 小 ， 对 
s > 0, (7.85) 定义 索 伯 列 夫 空间 Hoenoaic (一 ze, x) 中 的 函数 , 而 对 s < 0, (7 .85) 可 
以 作为 空间 H eriodie (一 ze, 2) 上 的 广义 函数 的 形式 定义 . 
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7.7.9.5 小 波 


7.7.9.5.1 傅 里 叶 变 换 的 非 局 部 性 


伟 里 叶 变换 的 特性 是 根据 函数 的 频率 对 其 分 解 . 在 (7.85) 和 (7.86) 的 情况 变 

换 是 离散 的 , 而 在 积分 的 情况 下 传 里 时 变换 
fg=- 遍 | fee f| fea, sr 

则 是 连续 的 . 另 一 方面 ， 傅 里 叶 变换 的 一 个 决定 性 的 缺点 是 不 能 确定 位 置 的 细节 
于 是 根据 应 用 的 需要 , 我 们 用 “时 间 ” 代 替 “ 位 置 ”. 

例如 考虑 在 区 间 r, +2] 上 给 定 的 周期 函数 f(x) = sgn(z)(z 的 符号 ). 它 
到 实 线 的 周期 延 拓 在 x 的 所 有 整数 倍 间断 .，f 的 传 里 时 系数 对 奇数 v 为 cv = 
C/v(C = -2i/V2r), 其 余 c, = 0. 系数 的 小 的 下 降 速 率 cv = O(1/v) 使 得 函数 f 
整体 上 是 不 光滑 的 . 但 当 级 数 (7.85) 对 所 有 z 显示 缓慢 收敛 ( 非 绝 对 收敛 ) 时 , 实 
际 上 仅 对 间断 附近 的 x 是 这 样 . 

傅 里 叶 变换 的 非 局 部 性 的 原因 在 于 序列 中 的 函数 e". 没有 特定 的 位 置 , 而 是 仅 


7.7.9.5.2 小波 和 小 波 变换 


为 了 缓和 上 面 遇 到 的 问题 , 我 们 用 不 仅 与 频率 有 关 , 也 与 位 置 坐标 有 关 的 函数 
代替 {ei CCR}. 正如 fo :5e R) 由 单个 函数 ai 通过 伸缩 z — ex 得 到 ， 
我 们 同样 能 从 称 之 为 小 波 的 记 为 y 的 函数 生成 要 求 的 函数 族 ， 小波 并 不 是 唯一 确 
定 的 对 象 , 可 以 利用 所 有 平方 可 积 函数 fE L (R), 根据 (7.87) 其 相应 的 伟 里 叶 变 
换 少 产生 正 的 有 限 积分 ID (© P /Ie]ae. 每 个 小 波 的 均值 为 夫 | V (£) dr — 0. 

R 


最 简单 的 小 波 是 首先 由 哈 尔 给 出 的 函数 , 见 图 7.13(a), 其 中 对 0 <a <1 4H 
1 _ 2z 的 符号 , 其 余 为 零 . 因为 在 L (R) 中 所 有 有 紧 支 性 且 IE (£) dz = 0 的 函数 


R 
v #0 已 是 小 波 , 则 哈 尔 函 数 也 是 小 波 . 
通过 伸缩 v 得 到 一 族 (v. : a z 0), 其 中 加 (x) := Ja| "wv, (z/a). “4 |a| » 1 
时 函数 是 扩张 的 , 当 |a| < 1 时 则 是 压缩 的 . 当 a < 0 时 还 包含 一 个 反射 . lal- 
仅 为 尺度 规范 化 因子 . 参数 a 起 着 频率 倒数 1/6 在 函数 es 中 所 起 的 作用 . 
与 侍 里 叶 方 法 不 同 , 小 波 变 换 除了 伸缩 还 有 平移 移 位 参数 b 表示 位 置 (或 时 
间 ) 的 特征 . 生成 的 函数 族 (Ua, : a £0, 5 为 实数 } ARAN 


m := "E (z Z2 (7.88) 
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(a) 小 波 (b) 尺度 函数 Xio. 
图 7.13 最 简单 的 小 波 和 尺度 函数 
小 波 变换 Lyf 是 位 置 和 频率 两 者 的 函数 , 其 中 a 为 频率 而 b 为 位 置 变 量 . 显 


然 , 有 
区 (a,b) := e| F(x) Va,» (x) dz = 高 | ,ov (: - *) dz, (7.892) 


=i/2 
see (esf c . 车 其 逆 变换 为 


R 


f (x)= [n f (a, b) va. (x) a? dadb, (7.89b) 
R 


则 对 f e LP (R), 小 波 变换 f Lyf 为 双 射 . 
7.7.9.5.3 小 波 的 性 质 
哈 尔 小 波 (图 7.13a) 有 紧 支 性 (这 里 为 [0，1]) 但 不 连续 . 有 相反 性 质 的 所 


CINÉ v BIB k MED 
Hk :一 ov (x) dz. 


R 

小 波 沁 的 阶 为 使 其 第 N 个 矩 非 零 的 最 小 的 自然 数 N. AA y 的 均值 为 零 , 故 
对 所 有 O<k<N-14 pe =0. 若 对 所 有 的 有 都 有 /= 0, 则 称 小 波 Y AEN 
Br. 然而 , 紧 支 集 的 小 波 总 是 有 限 阶 的 (例如 , 哈 尔 小 波 N=1, 墨西哥 帽 小 波 N=2). 

N 阶 小 波 正 交 于 所 有 次 数 < N 一 1 的 多 项 式 . 于 是 对 充分 光滑 的 f, Lyf (a,b) 
仅 依 赖 于 f 的 泰勒 级 数 的 第 N 个 余 项 . 对 标量 乘法 , 当 a 一 0 时 ,Lywf (a,b) 收敛 
到 N 阶 导数 f (b). 

当 f 光滑 时 , (7.87) 中 的 傅 里 时 变换 f (€) 随 |&| 一 oo 更 快 趋向 于 零 . 与 之 对 
照 的 是 , BUM f 的 有 阶 导数 有 界 且 大 入 N, 小 波 Lyf (a,b) B& |a] 5 0 XF b 
趋向 O (Ial*- 7). 在 此 情况 下 , 收敛 速率 以 阶 为 界 
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7.7.9.6 £232 
7.79.6.1 引言 


此 概念 下 ， 小 波 的 实际 重要 性 变 得 明显 小 波 变 换 (7.89a),(7.89b) akon 
变换 (7.87) 的 模拟 . 实际 上 , 3 —"  THISET- 8L (7.85) 的 离散 形式 将 更 好 . 
但 是 只 有 以 2n. 为 周期 的 函数 才 可 以 用 传 里 叶 级 数 表示 ,多 分 辩 分 析 则 能 表示 任意 
f € I? (R). 

因此 如 同 在 Vm 中 可 以 刻画 所 有 直到 O (27) 大 小 的 “细节 ”, 下 面 定义 的 子 
空间 Vm 的 尺度 指标 m 相应 于 直到 O (2) 的 频率 范围 . 

里 斯 基 的 概念 与 多 分 辩 分 析 有 重要 联系 . 设 ok € L’ (R) 为 在 LR) 的 子 空间 


V 中 稠密 的 一 族 函数 、 假 定 存在 常数 0 < 4 < B < cc, 对 平方 和 Y Joel? 有 限 的 
所 有 系数 有 
AY laf < [|E wa) 
k R k 
那么 函数 族 {pr} 称 为 V 中 以 A,B 为 里 斯 界 的 里 斯 基 . 
7.7.9.6.2 ”尺度 函数 和 多 分 辨 分 析 


多 分 辩 分 析 由 称 为 尺度 函数 的 单个 函数 o 6 L (R) 生成 . 其 名 称 来 源 于 适当 
选取 的 系数 hi 满足 的 如 下 尺度 方程 : 


dz < BY lex)’, (7.90) 
k 


p(x) = v2 $ hko (22 — k), MR (7.91) 


大 一 一 co 


方程 (7.91) 也 被 称 为 时 标 方程 或 加 细 方 程 . 实际 应 用 中 希望 (7.91) 中 的 和 是 有 限 的 
且 包含 的 项 尽 可 能 少 . 最 简单 的 例子 为 图 7.13(b) 所 示 的 特征 函数 o = xop 当 ze 
(0, 1] Rf o (£) = 1, 而 当 z& 0, 1] BY y (x) = 0. 于 是 e (2x) = x10,1/2) A [0.1/2] 的 
特征 函数 , 而 (2x — 1) 为 (1/2, 1] 的 特征 函数 , 因此 p (z) = v (2x) + y (2z — 1), 
即 在 (7.91) 中 有 ho = hi = 1/V2 而 其 他 hx = 0. 

e 的 平移 x 一 yg (z 一 k) 生成 子 空间 Vo: 


-frerw, 其 中 f(z)= 》， aglow}, (7.92) 
大 三 一 co 

在 例子 o = xo 的 情况 ,Vo 包含 每 个 子 区 间 (4,£2- 1) (£ 为 整数 ) 上 的 分 片 常数 

函数 . 
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若 增 加 a = 2” 的 伸缩 , 则 得 函数 族 


Pm, (x) := 27/7? 5 (2"2 —k), 对 所 有 的 m, k 


( 见 (7.88))， 对 所 有 的 尺度 m, 可 用 与 (7.92) 中 同样 的 方式 构造 子 空间 Vm 为 
span{ pm,k : m, kA] EC). 的 闭 包 . 根据 定义 , Vin MA Vo 的 伸缩 复制 . 特别 地 , 有 


f(t)€Vm 当 且 仅 当 f (2x) € Vins. (7.93) 


由 尺度 方程 (7.91) 知 gon € Vi, 从 而 有 包含 Vo CV, 这 可 推广 到 对 所 有 的 尺度 有 
包含 Vm € Vai. 反之 , Vo C Wi 暗示 了 有 表示 (7.91). 产生 的 包含 链 (“阶梯 ”) 


--CV2CV1ChWCUCWC-:-CL(R) (7.94) 


表明 空间 Vm 34 m 一 oc 时 变 大 , 且 最 后 完全 充满 L^ (R). 这 一 想法 可 由 如 下 条 件 
准确 表述 : 
QU Vm 在 L? (R) 中 是 稠 的 ， nA Vm = {0}. (7.95) 


#7 (7.93) 和 (7.95) 成 立 , 且 存在 其 平移 po, 构成 Vo 的 里 斯 基 的 尺度 函数 , 则 阶梯 


里 斯 基 的 上 述 性 质 可 以 直接 类 比 尺 度 函数 的 傅 里 时 变换 o. 事实 上 , (7.90) 等 
价 于 


0«A«2x 》 |G(€+2kx)? < B, X |El <x. 
k=—00 


7.7.9.6.3 规范 正 交 性 和 滤波 器 
o 的 平移 z 一 y(x- k) 构成 Vo 的 一 组 规范 正 交 基 当 且 仅 当 (7.90) 中 的 里 斯 


任意 (不 必 正 交 ) 的 w, 可 以 构造 相关 的 正 交 尺度 函数 5; 因此 下 面 假定 o 是 正 交 
的 
尺度 方程 (7.91) 的 系数 hi 构 成 称 为 滤波 器 的 序列 {he}. 


对 正 交 的 p 有 方程 
ie | pla) y(2e—k)dz 和 Y^ hrhieto = 60. (5 为 克 罗 内 克 符 号 ). 
R 大 三 一 cc 
滤波 器 组 成 的 系数 传 里 叶 级 数 
E se -L S hie i^ (7.96) 


k=—00 
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MAGE TERS. 它 可 以 利用 公式 B(x) = H (6/2) o (6/2) 由 传 里 叶 变换 o 直 


7.7.9.6.4 ”小 波 和 多 分 辨 分 析 
于 包含 V c Vi, Vi 可 以 写成 Vo 和 其 正 交 补 Wo := {/ € Vi : | fgdz = 0 对 
R 


所 有 的 g e Vo} WAM 
Vi = Vo Wo. 


类 似 地 , Vo 可 以 分 解 为 V1 6 Wa. 重复 这 一 过 程 , 得 到 
fies We" 8 Wj, Vin = "6 Wj, L'(R & Wy. (7.97) 
j= j——oo 8 
根据 (7.97), 每 个 函数 f € L^ (R) 能 写 为 正 交 分 解 f = 》 fu f; & Wj. f; 包含 j 
j 


水 平 的 “细节 ', 其 中 7 表示 频率 . 下 面 接着 将 f; 进一步 分 解 为 位 置 分 量 . 
正如 空间 Vin 可 由 wm 生成 , 空间 Win 可 由 


bree) = 9m/2, 5 (99g. — k), m,kA EUR 


生成 , 其 中 y 为 小 波 . 对 每 个 正 交 尺度 函数 y 我 们 可 构造 适当 的 小 波 如 下 . X 


ge = (71) hi, v(z) 2 V2 M gry (2x — E). (7.98) 


k--—oc 


若 尺 度 函 数 为 图 7.13(b) 中 的 函数 o = xo 则 相应 的 小 波 为 图 7.13(a) 中 的 
哈 尔 小 波 . 

函数 Um 在 m 尺度 的 平移 {Yme : KERO 不 仅 构成 Vm 的 正 交 基 , H (Urna: 
m,k 整 数 } 还 是 全 空间 L (R) 的 正 交 基 . 在 p Al o 的 傅 里 叶 变换 之 间 存 在 关系 


ý = exp (-i£/2) H (x + €/2)¢ (5/2) ， 
其 中 H X (7.96) 的 傅 里 时 滤波 器 . 

7.1.9.6.5 快速 小 波 变 换 

假设 已 知 函数 f e Vo 的 表达 式 


f= M deo (7.99) 
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中 的 系数 . 根据 正 交 分 解 V, = V. @W_m @---@W_2@ W_i( WL (7.97)), 我 们 
想 将 函数 f 分 解 为 


0 
f= M f+Fm 其 中 fjeEWi,F meEVm (7.100a) 


j--M 


= » dij; F-m = y ck” Pt je (7.100b) 
k k 


函数 Fou 包含 /的 BOK” 部分.j 尺度 的 细节 在 (7.1000) 中 分 解 成 局 部 分 量 
di 
系数 (o di : 6 整数 ,~M < j < -1] 原则 上 可 以 用 内 积 | rods 计算 . 但 
及 


即使 我 们 已 知 函 数 Vje 实际 执行 该 计算 任务 也 是 没有 希望 的 . 于 是 代 之 以 尺度 方 


对 所 有 的 整数 k, Aj = 一 1 到 一 M | 
开始 = 5 ha-a" dj :二 》 ge- HR. 7.101) 
e £ 


注意 到 小 波 v 并 不 能 显 式 计算 , 仅 其 系数 ge 由 (7.98) 给 出 . 在 算法 的 实施 中 函数 
f 必须 假定 由 有 限 和 (7.99) 给 出 . 若 Kin 和 kmax 为 满足 ck #0 的 最 小 和 最 大 的 
指标 k, 则 这 相应 于 “信号 长 度 ”n = kwax 一 kmin. 我 们 进而 假设 滤波 器 {he } 是 有 
限 的 . 于 是 快速 小 波 变换 (7.101) SK O (n) +O (M) 次 运算 , 其 中 M 为 分 解 深度 . 
若 假 设 M < n, 则 快速 小 波 变换 的 运算 量 仅 随 信号 长 度 线性 增加 , 因此 比 传 里 叶 变 
换 更 节省 . 

反之 若 希望 从 系数 {c,d :一 M <j < 一 1} 推导 (7.99) 的 系数 d, RUN 
用 快速 小 波 变 换 的 逆 变 换 如 下 : 


对 所 有 的 整数 k, Mj = —M8I - vB, dt := >. hoe—Kc} + gat id); 
t 


7.7.9.6.6 道 比 姬 丝 小 波 


多 分 辨 分 析 的 困难 在 于 具体 的 尺度 函数 p, 小 波 v, 以 及 甚至 更 重要 的 泪 波 器 
{hx}， 蛤 尔 小 波 只 是 一 种 表述 简单 的 小 波 . 我 们 试图 用 如 7.3.1.6 中 那样 的 样 条 函 
数 得 到 无 限 的 滤波 器 长 度 . 

3& LEME ZZ (Ingrid Daubechies) 作出 了 重要 的 突破 , 她 构造 出 正 交 小 波 族 {un : 
N > 0}, 其 中 vx 的 阶 为 N, 有 紧 支 集 和 长 度 为 2N 一 1 的 滤波 器 . 
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例如 , 对 N = 2, 非 零 的 滤波 器 系数 为 
ho = (1+ v3) / (4v2), hi = (3+ v3) / (4v2), 
ha = (3— v3) / (v). ha = (1 = v3) / (4v2). 
然而 , 尺度 函数 y = wa 和 小 波 v = v» 不 能 显 式 展 示 . 图 7.14 给 出 了 函数 的 图 像 . 


曲线 的 尖 角 表明 wz 和 yo 都 只 是 指数 为 0.55 的 霍 尔 德 (Holder) 连续 的 . ow 的 光 
滑 性 随 N 增 大 而 增加 . 从 N = 3 开始 , 函数 其 至 是 可 微 的 . 


1.4 
2.0 La 
1.0 

1.5 
0.8 
c 0.6 
0.5 0.4 
0 0.2 
一 0.5 0 
—1.0 一 0.2 
1.5 

^—10-050 0.51.01.52.025  —0.5 0 0.51.0 L5 2.0 2.5 3.0 3.5 
(a) 小 波 加 (b) 尺度 函数 wo 


图 7.14 道 比 姬 丝 小 波 bo 和 尺度 函数 p2 


7.7.9.6.7 数据 压缩 和 自 适应 


小 波 变换 有 多 种 应 用 .一 个 例子 是 数据 压缩 , 这 里 我 们 仅 作 简要 叙述 ， 小 波 变 
换 将 属于 函数 S 的 数据 包 C = (0) 映射 到 尺度 为 -M < j < 1 的 光滑 部 分 
M 二 (ez M) 和 细节 di = (dl. 这 并 不 是 说 相应 的 数据 包 有 M 十 1 倍 大 . 对 有 限 
滤波 器 和 长 度 为 ”的 初始 序列 co, 其 生成 的 序列 d 和 d? 的 渐 近 长 度 为 27n(j < 0). 
c-M AIM -M « j < -1 时 的 d 的 长 度 之 和 如 前 述 正 是 O (n). 对 光滑 的 f, 当 
j 增加 时 系数 减 小 ， 著 函数 f 只 是 局 部 地 , 如 在 区 间 I 中 光滑 , 则 对 属于 支 集 在 7 
中 的 wj 的 di 同样 成 立 .这 样 可 以 用 零 代替 足够 小 的 系数 ， 利 用 这 一 点 ,一 般 能 
找到 一 个 由 确实 少 于 n 的 数据 来 描述 的 近似 f. 相应 的 表达 式 可 看 作 f 的 自 适应 
近似 . 

7.7.9.6.8 ŽA 


因为 并 非 所 有 期 望 的 性 质 (有 限 滤 波 器 、 正 交 性 、 高 阶 和 光滑 性 .P 和 v 的 显 
式 表达 ) 能 同时 满足 有 不 同 的 变 式 适 合 想 要 满足 最 重要 性 质 的 应 用 要 求 . 这 些 与 
ERS DH AAA FG. 
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一 个 例子 是 预 小 波 的 概念 , 其 中 并 非 所 有 的 wx EX, 而 是 属于 不 同 尺度 m ## 
j 的 小 波 me 和 vix EX. 
5) — BERE AE 3t Jik, 其 中 应 用 两 个 不 同 的 多 分 辩 分 析 空间 {Vin ) RU {Vin } 


及 相应 的 尺度 函数 p, 6 和 小 波 v, b, 后 者 构成 一 个 双 正 交 系 , 即 


| seaz = OmjOke: 

R 
推广 多 分 辩 分 析 到 多 维 情况 (如 L (R*)) 是 可 能 的 ( 见 [449]). (AES OE 分 析 适 
合 R^ 中 的 区 间或 一 般 区 域 更 加 困难 . 


7.7.10 ”反问 题 


7.7.10.1 适 定 问 题 
车 beY 已 知 , 数值 求解 问题 


Az=b, rex, 


则 一 般 要 求 对 某 个 定义 域 B C Y 中 的 任意 b, (至 少 局 部 ) 存在 连续 依赖 于 。 的 唯 
一 解 x e U CX. 此 时 我 们 说 问题 Aa — b 是 适 定 的 或 有 好 的 条 件 . 只 有 在 这 一 假 
BOR, 我 们 能 假定 “数据 ”5b( 按 YY 拓扑 ) 的 小 扰动 也 导致 解 z( 按 X 拓扑 ) 前 小 扰动 . 
否则 问题 初 值 的 很 小 的 改变 或 由 于 其 他 原因 (例如 , 由 于 计算 机 实现 时 的 算术 误差 ) 
导致 结果 毫 无 价值 . 


7.7.10.2 不 适 定 问题 

若 不 满足 上 述 假 设 之 一 ， 则 问题 被 称 为 不 适 定 的 .对 于 有 限 维 的 情况 ， 问 题 
Az = b 不适 定 可 能 因为 矩阵 4 是 奇异 的 ， 无穷 维 情况 更 为 有 趣 ， 产生 不 适 定 
的 原因 可 能 是 算 子 4 有 平凡 核 和 无 界 逆 . 这 类 问题 经 常 出 现 , 例如 4 为 积分 算 子 . 
一 个 有 趣 和 重要 的 例子 是 层面 图 像 重 建 ( 见 [450] 和 [448] 第 6 章 ). 

若 4:X 一 了 为 紧 算 子 , 且 X =Y, WA 有 非 零 的 特征 值 A, 一 O(n 2 1). 
E 4 是 自 伴 算 子 (车 应 用 7.2.4.3 节 的 奇异 值 分 解 一 般 情 况 常 可 化 为 这 种 类 型 ), 相 
应 的 特征 函数 pn 构成 一 个 正 交 系 . 于 是 Ar = b 的 解 有 如 下 形式 : 


(7.102) 


E 》 (an/An)? < oo, 则 上 面 显示 的 解 属 于 解 空间 X, 必须 注意 其 中 in 一 0. 


> (@n/An)? < co 一 般 并 不 成 立 , BI b e X 通常 只 保证 Y a? < oc. 


n 
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即使 我 们 限于 考虑 b 附属 于 (7.102) 中 的 z € X 的 情况 , 困难 依旧 没有 克服 . 
对 任意 的 n, NE e 引起 的 扰动 为 b := b-- eos, B ||b 一 b|| = e. 但 是 Ar™ = 
b (FE) 的 唯一 解 为 xU? =z 十 (e/An) On, 因此 其 误差 为 ||z(") — e|] = a/ 和 An, 当 
n 增长 时 趋向 无 穷 . 这 又 表明 b 任意 的 小 扰动 导致 z 任意 大 的 变化 . 

特征 值 倒数 1/2, 的 增长 决定 问题 是 如 何不 适 定 的 ， 如果 对 某 个 a > 0, 1/A, 
类 似 O (n7?) 增长 , U A 是 a 阶 不 适 定 的 . 车 对 y, > 0 有 1/An > exp (yn?), 
WE A 为 指数 不 适 定 的 . 


7.7.10.3 ”不适 定 问 题 的 问题 
除了 上 面 已 说 过 的 问题 , 即使 方程 Ac = b 确实 有 解 , 求解 的 意义 也 不 大 . 而 
代 之 以 改变 问题 的 提 法 , 即 提出 与 原 问 题 不 同 的 有 可 解 机 会 的 问题 , 倒是 有 意义 的 . 
函数 z 的 系数 Bn := (pn,z) 一 般 按 如 下 意义 描述 其 光滑 性 . 当 n 一 oo 时 系 
35, BUGS, 函数 x 就 越 光滑 .为 了 用 数量 表示 这 一 模糊 陈述 , 对 实数 o 定 
义 空间 


{= = Y. bnon, FE llel? = 》 (Bn/A8)? < ~| 7 


n=1 n=1 
Xo =0 8 Xo =X, Me o=1 A Xi = IMA. Xt b € X, t (7.102) 给 出 的 
解 zx 属于 Xa. 
我 们 能 作 的 进一步 的 基本 假设 是 , 对 正 数 o, 解 z 属于 某 个 Xo, 即 它 有 更 高 的 
光滑 性 . 设 相应 的 范 数 以 p AF: 


llz|le < p. (7.103a) 


ORAS’ ac 的 理想 “数据 ” 为 b := Az. 我 们 不 能 期 望 b 被 准确 给 出 . 代 之 以 假设 已 知 
数据 b 准确 到 = 的 因子 如 下 . 

|b — 5|| < e. (7.103b) 
此 时 问题 可 以 描述 如 下 . 设 b 已 知 . 求 re Xo. 其 准确 的 像 = Ax 逼近 数据 六 例 
如 满足 不 等 式 (7.103b). 该 问题 肯定 没有 唯一 解 . 然而 , 若 zx 和 r” 为 满足 (7.103a) 
的 两 个 解 : [llla < plz” < p 和 (7.103b):||b’ — b]| < e, ||" — bl] < e, 其 中 
b :— Ag’, b” := Az", 则 它们 的 差 为 x := z — r", 6b :— b — b", 根据 三 角 不 等 式 ， 
有 

Ar = ôb, ||dz||, < 2p, ||8b|| < 2e. 


于 是 得 到 估计 


llóz|| < ed (7.104) 


为 解释 不 等 式 (7.104), 将 要 求 的 解 x 和 z' 看 作 等 同 , 而 将 z” 看 作 近 似 解 . 于 是 
由 不 等 式 (7.104) 得 到 误差 的 界 . (7.103a) 中 的 界 p 的 量 级 为 O (1), 因此 p+ 
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ABR RA € 可 假设 为 小 量 . 由 于 o > 0, 可 确定 ||5z|| 也 小 . ATA o 的 光 
滑 阶 较 弱 时 , 指数 将 较 差 .(7.104) 表明 了 不 可 避免 的 不 精确 性 , 而 与 用 以 确定 z 的 
数值 方法 无 关 . RZ, 若 一 种 逼近 方法 的 结果 至 多 有 (7.104) 给 出 的 误差 , 则 称 之 为 
是 最 优 的 . 
7.7.10.4 正则 化 

设 给 定 问 题 Az = b, 并 设 05 表示 满足 || — b|| « e 的 逼近 . 对 正 数 7 假定 映 
5] T, 产生 z ABE Tb. 若 存 在 正则 化 参数 Y = q (e, b°) 满足 性 质 


^y (e, b^) —0 和 Ty(e,b¢) 0° —> £ 对 E= 0, (7.105) 


则 称 映射 族 {7? : y > 0} 为 (线性 ) 正 则 化 . 
一 个 简单 的 例子 为 (7.102) 中 的 截断 展开 式 


Tab := 》 (Cn, b°) /An) on: 
An 2Y 
此 时 车 取 y = y(e) = Ole"), 其 中 4 < 1, 则 确保 (7.105) W. RW, 如 果 
ye) = (e/(ap))'/° (e, v, p BM (7.103a, b) 中 ), 则 正则 化 得 到 最 优 阶 (I [448] 第 
4.1 7). 
常用 的 正则 化 是 吉 宏 诺 夫 -菲利普 斯 (Tychonov-Phillips) 正 则 化 . HERRIZ A 


Jy (£) := ||Az — ||? +7 llel} oS (7.103a) 中 同样 定义 


的 极 小 化 元 . 其 中 y > 0 ARR ATR. 关于 y 的 选取 及 关于 最 优 性 问题 的 更 
多 内 容 见 [449]. 

某 些 正则 化 是 间接 的 . 无 穷 维 问题 Ar = b 的 通常 的 离散 化 也 可 表示 正则 化 . 此 
外 , m = m (y) 步 的 迭代 , 如 兰 德 韦伯 (Landweber) 迭代 (在 (7.54b) P N= wA*) 
也 可 用 于 正则 化 . 
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绝 没有 什么 爱国 的 艺术 或 爱国 的 科学 . 像 世 间 

一 切 美好 的 事物 一 样 ， 这 二 者 都 属于 整个 世界 ， 并 

且 只 有 通过 全 人 类 广泛 和 自由 的 合作 交流 才能 得 到 
AR, 历史 的 事实 可 以 说 明 这 一 点 . 

J. W. 歌德 (1749—1832) 


为 了 举例 说 明 历 史 的 发 展 , 我 们 介绍 了 一 些 艺术 家 、 科 学 家 和 哲学 家 的 生平 及 
一 些 重大 的 历史 事件 , 当然 我 们 并 不 奢求 完备 ， 关 于 部 分 古代 人 物 和 事件 , 我 们 的 
了 解 只 是 大 致 的 , 这 在 下 面 恕 不 一 一 说 明 . 

下 列 关 于 我 们 的 宇宙 和 我 们 这 个 星球 形成 的 粗略 的 故事 , 将 帮助 我 们 以 合适 的 
视角 来 认识 相对 而 言 显得 短暂 的 人 类 历史 .人 类 文化 与 科学 的 进程 在 20 世纪 空前 
加 速 . 在 未 来 的 千年 里 , 人 类 必须 学 会 比 以 往 更 谨慎 负责 地 应 用 他 们 掌握 的 知识 . 


140 亿 年 前 


130 亿 年 前 

100 亿 年 前 

46 亿 年 前 

40 亿 年 前 

20 亿 年 前 

2.48 亿 年 前 和 
2.13 亿 年 前 

6500 万 年 前 

500 万 年 前 


大 爆炸 , 宇宙 伊始 . 
大 爆炸 后 约 3 分 钟 , 宇宙 冷却 至 9 亿 度 左右 , 氨 合 成 开始 . 这 


样 形成 了 这 个 年 青 字 宙 的 最 重要 的 能 源 .” 
类 星体 形成 . 


星系 形成 . 
太阳 系 (包括 地 球 ) 形成 . 
地 球 上 形成 最 原始 形式 的 生命 . 
地 壳 形 成 . 
发 生 两 次 全 球 性 生态 灾难 , 地 球 上 大 部 分 已 有 的 生命 形式 被 摧毁 . 
哺乳 动物 的 祖先 侥幸 逃脱 . 
人 类 祖先 南方 古 猿 生活 于 东非 , 并 学 会 直立 行走 . 

1974 年 发 现 320 万 年 前 的 “ 露 西 ”骸骨 ; 1995 年 在 埃 塞 俄 比 
亚 发 现 一 具 440 万 年 前 的 、 高 1.2 KA Ardipithecus ramidus (34 
密 达 地 猿 , 一 种 在 地 面 生活 的 猿 , 类 人 猿 的 祖先 ) CR. 


1) Steven Weinberg 在 其 畅销 书 《 最 初 三 分 钟 》(The First Three Minutes, 1977) 中 
令 人 激动 地 向 广大 读者 介绍 了 大 爆炸 以 后 宇宙 的 初期 发 展 . 关于 宇宙 发 展 的 一 般 理 论 则 可 参阅 
G.Bórner 的 专著 《早期 宇宙 》(The Early Universe, Berlin: Springer-Verlag, 2003). 
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250 万 年 前 


160 万 年 前 


100 000 年 前 
30 000 年 前 


公元 前 2600 年 
公元 前 2000 年 
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Homo habilis (能 人 ) 生活 于 非洲 , 会 使 用 原始 石器 时 代 的 工具 . 


人 类 大 脑 开 始 加 速 进化 . 
Homo erectus( 直 立 人 ) 生活 于 非洲 , 并 向 亚洲 和 欧洲 的 大 部 分 地 


区 移居 . 
Homo sapiens(# A) 生活 于 非洲 . 
在 欧洲 与 亚洲 生存 约 100 000 万 年 以 后 , 尼 安 德 特 人 灭绝 , 被 智 


人 所 替代 . 
文明 的 发 源 

法 国 和 西班牙 的 洞穴 壁画 表明 古人 类 对 形状 有 敏锐 的 感知 能 
Jj. 这 一 时 期 在 洞 壁 和 棍棒 上 出 现 刻 凿 出 来 用 以 表示 数字 的 
最 原始 图 形 ( 旧 石 器 时 代 ). 

覆盖 亚洲 和 欧洲 的 冰川 消融 . 社会 由 狩猎 形式 向 农业 形式 过 
i; 陶器 上 出 现 几何 图 形 (新 石器 时 代 ). 

在 伊拉克 耶 莫 (Jarmo) 遗址 处 发 现 这 一 时 期 的 1000 多 个 实 
心 球 . 据 推测 , 这 些 球 曾 在 商品 交易 过 程 中 表示 卖 出 商品 的 数 


E 
HR. 


史前 数学 


苏 美 尔 人 (他 们 来 自 何方 无 从 可 知 ) 定居 幼发拉底 河流 域 ( 美 
索 不 达 米 亚 , 现 伊拉克 境内 ), 建立 诸如 乌 尔 (Ur) 这 样 的 城邦 . 
时 至 今日 , 我 们 也 能 在 现代 文明 中 发 现 苏 美 尔 文明 的 痕迹 . 
美 索 不 达 米 亚 和 埃及 出 现 首 批 书面 字母 表 . 

埃及 国王 纳 尔 迈 (Narmer) 的 权 杖 上 装饰 有 书面 字母 和 发 展 比 
较 完善 的 数 系 [英国 牛津 的 阿 什 莫 尔 博物 馆 (Ashmolean Mu- 


seum)]. 


建造 胡 夫 大 金字 塔 (the Pyramid of Cheops). 

苏 美 尔 人 在 美 索 不 达 米 亚 使 用 以 60 为 基数 的 比较 完善 的 数 系 
(六 十 进 制 ). 大 约 同 时 , 巴比伦 文明 取代 了 苏 美 尔 文明 . 

埃及 纸 草书 出 现 了 完善 的 分 数 算术 .几何 学 与 大 地 测量 学 在 
埃及 并 行 发 展 . 

DRAHE (Hammurabi) 国王 统治 古巴 比 伦 王国 . BUE CE 
映 出 巴比伦 数学 的 繁荣 ， 人 们 能 够 求解 一 次 、 二 次 (甚至 三 次 
和 四 次 ) 代数 方程 . 巴比伦 人 对 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) XE 
理 非 常熟 悉 , 其 数学 受到 代数 学 的 强烈 影响 (这 与 后 来 的 希腊 
数学 不 同 , 希腊 数学 对 几何 学 更 情 有 独 钟 ). 


>> 


M 


前 575 年 


al 


约 公元 前 800 年 


前 735 年 
前 624 

一 前 547 年 
公元 前 580 

一 前 500 年 


公元 
公元 


公元 前 551 

一 前 478 年 
公元 前 550 

一 前 480 年 
公元 前 500 年 


一 前 348 年 


公元 前 408 

一 前 355 年 
公元 前 300 年 到 
公元 400 年 
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巴比伦 文明 在 国王 尼 布 甲 尼 撒 (Nebukadnezar) A FRAG 
峰 . 这 时 六 十 进 制 中 有 了 0 的 萌芽 , 但 它 用 空位 来 表示 . 


古代 数学 


荷 马 (Homer) 创作 名 著 《伊利 亚 特 》 (Ilias) 和 (RB 
赛 》(Odyssey). 

BA (Romulus) 建立 传说 中 的 罗马 城 . 

米利 都 的 泰勒 斯 (Thales of Milet) 生活 时 期 . 他 是 希腊 商人 、 

自然 哲学 家 , 遍 游 巴比伦 王国 与 埃及 , 堪 称 希腊 数学 的 创立 者 . 
希腊 萨摩 斯 (Samos) 的 毕 达 哥 拉 斯 在 腓 尼 基 ( 现 叙 利 亚 沿岸 

地 区 ) 学 会 巴比伦 人 和 埃及 人 的 高 度 发 展 的 数学 , 创立 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 . 

中 国 哲 学 家 、 政 治 家 孔子 (Confucius 或 Master Kung) 生活 
时 期 . 

印度 释 迦 件 尼 (Gautama Buddha) 王子 创立 佛教 . 


印度 宗教 著作 “ 绳 法 经 "(Sdlvasiitras) 问世 , 其 中 讲述 了 正方 
形 与 三 角形 的 作 图 以 及 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 基础 . 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 一 位 传人 发 现存 在 不 可 公 度 量 (V2 是 无 理 
数 ), 由 此 引发 希腊 数学 基础 方面 的 危机 . 

苏 格 拉 底 (Socrates) 宣称 人 类 不 可 能 认识 世界 的 本 质 : 他 只 
能 够 认识 他 自己 . 

Bf Jc br B 8 FE AF (Democritus of Abdera) 创立 原子 论 . 


柏拉图 (Plato) 继承 老师 苏 格 拉 底 的 一 般 概 念 理 论 , 把 事物 的 
一 般 概念 作为 其 本 质 . 
然而 , 他 把 事物 的 一 般 概念 从 这 些 事物 分 离 出 来 , VAC 
们 是 永恒 的 、 绝 对 的 理念 , 存在 于 自身 世界 之 中 . 柏拉图 的 思 
想 从 本 质 上 对 海 森 伯 (Werner Heisenberg) 产生 影响 , 后 者 发 
展 了 这 种 抽象 思想 , RAE 1924 年 创立 量子 力学 理论 . 
柏拉图 认为 数学 是 一 门 独立 的 科学 , 它 应 该 是 为 自身 而 不 
只 是 为 应 用 才 加 以 研究 . 
克 尼 多 斯 的 欧 多 克 索 斯 (Eudoxs of Knidos) 创立 比例 论 , 其 
中 也 包含 不 可 公 度 量 (无 理 数 ), 使 希腊 数学 摆脱 基础 危机 . 


亚历山大 城 (公元 前 331 年 亚历山大 大 帝 在 尼罗河 三 角 洲 建 
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ee 


前 365 
一 前 300 年 


b» 


公元 前 356 
一 前 323 年 


一 前 125 年 
公元 前 100 
一 前 44 年 
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Xr) 是 希腊 和 罗马 帝国 的 科学 文化 中 心 。 其 图 书馆 藏 纸 草书 
700 000 卷 , 但 不 幸 在 与 罗马 的 一 次 战争 中 被 荧 . 公元 642 F, 
阿拉 伯 人 占领 亚历山大 , 阿拉 伯 科 学 开始 居于 统治 地 位 . 
古代 最 伟大 的 思想 家 亚 里 士 多 德 (Aristotle)( 柏 拉 图 的 学 生 ) 
创立 形式 逻辑 与 科学 分 类 . 他 总 结 了 美学 、 天 文学 、 生 物 学 、 
伦理 学 、 历 史学 、 形 而 上 学 、 物 理学 、 心 理学 和 修辞 学 在 当时 
的 状况 , 并 进一步 发 展 它们 . 

在 随后 2000 多 年 的 时 间 里 , 亚 里 士 多 德 的 教 党 方法 在 科 
学 中 一 直 居 于 统治 地 位 , 直到 伽利略 (Galileo Galilei) 在 实验 
基础 上 创立 近代 物理 学 . 
亚历山大 的 欧 几 里 得 (Euclid of Alexandria) 生活 时 -期 ; 他 的 
名 著 《 原 本 》 是 几何 学 的 标准 文献 和 数学 中 公理 化 方法 的 典 


w. 
亚历山大 大 帝 生活 时 期 ; 他 征服 波斯 和 埃及 , 对 印度 施加 压力 . 
希望 使 东西 方 成 为 一 个 统一 的 帝国 , 拥有 统一 的 希腊 文化 , 但 
终 未 成 功 . 

BUT TY B Ba) SEK S ( Archimedes of Syracuse) 生活 时 期 . 他 是 
古代 最 重要 的 数学 家 , 数学 物理 的 黄 基 人 , 确定 出 简 单 平面 以 
及 立体 图 形 的 质心 , 得 到 杠杆 作用 原理 和 浮 体 平 街 公式 , 还 计 
算 了 一 些 面积 和 体积 , 标志 着 微 积分 的 发 端 . 作为 古 代 伟 大 的 
数学 家 , 阿 基 米 德 后 无 来 者 . 

中 国 汉 朝 时 期 ;《 九 章 算术 》( Nine books on the art of mathe- 
matics) 问世 , 其 中 处 理 了 数学 的 应 用 问题 (如 求 平 方 根 和 立 
方 根 ). 由 求解 线性 联 立方 程 组 , 负数 首次 出 现 .* 

古代 重要 的 天 文学 家 尼 西 亚 的 希 帕 恰 斯 (Hippardus of Nic- 
aea) 生活 时 期 . 

凯撒 (Gaius Julius Caesar) 生活 时 期 . 他 最 初 为 罗马 执政 官 ， 
后 为 罗马 帝国 皇帝 (德语 中 皇帝 Kaiser 这 个 词 , 即 源 于 Cae- 
sar), #4 (ia ZAK) (De bello Gallico), 讲述 了 自 己 在 西欧 


的 戎 马 生 涯 . 
耶稣 (Jesus) 创立 基督 教 . 


亚历山大 的 托 勒 密生 活 时 期 . 他 是 希腊 数学 家 和 天 文学 家 , 对 
天 文学 的 主要 贡献 是 名 著 《 天 文学 大 成 》( Almagest) , 其 中 用 


x 本 概要 关于 古代 与 中 世纪 中 国 、 印 度 等 国家 的 数学 介绍 很 少 , 需要 了 解 这 方面 情况 的 读 
者 可 参阅 王 元 主编 《数学 大 辞典 》 中 的 “数学 发 展 历史 纪要 ”, 科学 出 版 社 , 2010. — 译 者 
1) 由 此 以 下 所 有 年 份 均 为 公元 . 


约 100 年 


约 250 4 (7) 


约 320 年 


395 年 


476 年 
529 年 


570—632 年 
约 800 年 


1155—1227 年 


1160 一 1227 年 


1180—1250 年 
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到 了 希 帕 恰 斯 的 研究 工作 , 并 进一步 发 展 了 它们 . 这 部 著作 也 
包含 几何 图 形 中 平面 三 角 与 球面 三 角 的 基本 知识 . 另外 , 他 认 
为 地 球 是 宇宙 的 中 心 . 

亚历山大 的 海伦 (Heron) 生活 时 期 . 他 是 机 械 师 和 应 用 数学 家 . 
其 全 集 总 结 了 当时 的 实践 知识 , 是 对 欧 几 里 得 《原本 》 的 补充 . 
A Mechanica( 杠 杆 , 斜面 , 滑轮 组 )， Pneumatica( 压 力 机 )， 
Dioprica( 测 量 学 )，Belopoika( 火 炮 学 ) 等 著作 . 
亚历山大 的 丢 番 图 (Diophantus) 生活 时 期 ， 他 是 重要 的 
数论 学 家 ， 至 今 仍 有 影响 ， 对 数学 最 重要 的 贡献 是 CH 
A) (Arithmeticae), 原作 由 13 卷 组 成 , 现 仅 存 7 7m. HE 
平 事迹 留 传 甚 少 . 

亚历山大 的 帕 波 斯 (Pappus) 生活 时 期 . 他 是 古代 最 后 一 位 重 
要 的 数学 家 , 在 射影 几何 领域 迈 出 第 一 步 . 

罗马 帝国 分 裂 成 以 君 士 坦 丁 堡 为 中 心 的 东 罗 马 帝国 和 以 罗马 
为 中 心 的 西 罗马 帝国 . 

西 罗马 帝国 灭亡 , 东 罗 马 帝国 一 直 延 续 到 1453 年 . 
东 罗 马 帝国 的 查 士 丁 尼 (Justitia) 大 帝 强 行 关 闭 柏拉图 在 雅 
典 的 学 园 , 标志 着 古代 数学 的 没落 . 

穆罕默德 (Mohammed) 创立 伊斯兰 教 . 

花 拉 子 模 (中 亚 咸 海 附 近 ) 的 花 拉 子 米 (ALKhowarizmi of 
Choresm) 生活 时 期 . 他 是 求解 (一 次 和 二 次 ) 方程 的 第 一 位 
伊斯兰 数学 家 , BA RMS) (Algebra), 其 拉丁 文 译 本 没有 
以 最 初 的 形式 保存 下 来 ， 把 他 的 名 字 翻 译 成 Algoritmi, 这 就 
Æ "SEED (algorithm) 这 个 词 的 起 源 . 


中 世纪 的 数学 


蒙古 帝国 的 建立 者 成 吉 思 汗 (Jinghis Khan) 生活 时 期 . 在 他 
儿子 的 统治 下 , 该 帝国 一 直 扩张 到 欧洲 . 

著名 游 吟 诗人 瓦尔 德 (Walther von der Vogelweide) 生活 时 
期 . 

比萨 的 利 奥 纳 多 (Leonardo， 又 名 斐 波 那 契 ，Fibonacci) 生活 
时 期 . 他 以 其 在 代数 和 数论 领域 的 工作 , 使 在 罗马 帝国 没落 之 
后 , 沉睡 停滞 千年 之 久 的 西方 数学 得 以 复苏 . 1202 F, 《算盘 
E) (Abacus) 问世 , 他 提出 用 阿拉 伯 数 字 进 行 计 算 的 方法 , 为 
印度 和 伊斯兰 数学 在 欧洲 的 传播 作出 了 贡献 . 


1184 


1199 年 


1225—1274 年 


1248 年 
1254—1324 年 


1260 年 


1265—1321 年 


1339—1453 年 
1415 4E 


1431 年 


1436—1476 年 


1452—1519 年 


1470 年 
1473—1543 4E 


1475—1564 年 
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博洛尼亚 大 学 落成 (世界 上 最 古老 的 大 学 ); 13 世纪 初 , 巴黎 、 
牛津 、 剑 桥 纷 纷 建立 大 学 ; 一 个 世纪 之 后 , 建立 大 学 的 浪潮 风 
靡 整个 欧洲 , 大 学 出 现在 了 布拉格 (1348)、 维 也 纳 (1365)、 海 
德 堡 (1386)、 科 隆 (1388)、 埃 尔 福特 (1392)、 莱 比 锡 (1409)、 
罗斯 托 克 (1419), 以 及 随后 的 其 他 城市 . 

托马斯 . MÆR (Thomas Aquinas) 生活 时 期 . 他 是 意大利 神 
学 家 和 哲学 家 , 其 理论 对 当今 思想 仍 有 影响 . 

科隆 大 教堂 开 建 (1880 年 落成 ). 

马可波罗 (Marco Polo) 生活 时 期 . 他 是 威尼斯 著名 的 商人 , 游 
历 远 至 中 国 . 

伊斯兰 数学 家 图 西 (at-Tusi) 在 其 主要 工作 中 使 三 角 学 成 为 数 
学 中 一 门 独立 的 学 科 , 收集 整理 了 伊斯兰 数学 家 从 四 个 世纪 之 
前 到 当时 的 全 部 研究 成 果 . 

{ET (Dante Alighieri) 生活 时 期 . 他 著 有 《神曲 》( Divina Co- 
media). 

英国 和 法 国 皇室 之 间 进 行 的 百年 战争 破坏 了 欧洲 大 部 分 地 区 . 
da. 胡 斯 (Jan Hus) 被 烧 死 在 火 刑 柱 上 .他 是 捷克 宗教 改革 
的 支持 者 , 布拉格 大 学 校长 . 

圣 女 贞 德 (Jeanne d’Arc) 被 处 死 . 


文艺 复兴 时 期 的 数学 ? 
雷 乔 蒙 塔 努 斯 (Regiomontanus,， 本 名 米 勒 ， John Müler) 生活 
时 期 . 他 是 15 世纪 最 重要 的 数学 家 . 其 主要 著作 《 论 各 种 三 
角形 》( De triangulis omnimodis libri guinque)( 关 于 三 角 学 的 
5 卷 书 ) 直到 1533 年 才 出 版 ; 它 是 用 近代 方法 研究 三 角 学 的 
开端 . 
达 . 芬 奇 (Leonardo da Vinci) 生活 时 期 . 他 才华 横 溢 ,是 画 
家 、 雕塑 家 、 建 筑 师 和 科学 家 . 
科学 院 在 佛罗伦萨 建立 . 
哥 白 尼 (Nicolaus Copernicus) 生活 时 期 . 他 是 日 心 说 的 创立 
者 , 认为 太阳 是 宇宙 的 中 心 . 1543 年 , 他 发 表 重 要 著作 《天 体 


运行 论 》( De revolutionibus orbium coelestium). 


米 开 朗 基 罗 (Michelangelo Buonarroti) 生活 时 期 . 他 是 画家 、 
雕刻 家 和 建筑 师 . 他 曾 在 梅 迪 奇 (Medici) 家 族 的 委任 下 在 佛 
罗 伦 萨 工作 , 随后 , 在 罗马 负责 圣 彼 得 大 教堂 的 设计 工作 . 


1) 15 世纪 , 文艺 复兴 开始 在 佛罗伦萨 展开 . 


1483—1520 年 


1492 年 
1492—1559 年 


1506 年 


1517 年 


1519 年 


1525 年 


1531—1534 年 


1540—1603 年 


1544 年 


1545 4E 


1550 4E 


1561—1626 年 
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拉 斐 尔 (Raphael Santi) 生活 时 期 . 他 是 著名 画家 , A 1515 年 
负责 罗马 圣 彼 得 大 教堂 的 主要 设计 工作 . 

哥伦布 (Christopher Columbus) 发 现 美 洲 新 大 陆 . 

亚当 . 里 斯 (Adam Ries) 生活 时 期 . 他 是 安娜 贝 格 地 区 的 计算 
大 师 ; 使 算术 技巧 得 到 普及 . 1524 年 , 他 的 著作 Coss 出 版 
在 罗马 开始 建造 圣 彼 得 大 教堂 , 主要 建筑 师 为 布 拉 曼 特 (Bra- 
mante)、 拉 斐 尔 和 米 开 朗 基 罗 . 

宗教 改革 的 发 起 者 马丁 . 路 德 (Martin Luther, 1483—1546) 
在 维 登 堡 大 教堂 门 前 张贴 文章 , 标志 改革 的 开始 . 

科 特 (Hernando Cortez, 1485—1547) 开始 血腥 攻占 墨西哥 , 
毁灭 了 那里 灿烂 的 文明 . 

E #(Albrecht Dürer, 1471—1528 ) 的 《度量 艺术 
教程 》 (Unterweisung der Messung mit Zirkel und 
Richtscheit)( 圆 规 直 尺 测量 法 指南 ) 出 版 ， 其 中 叙述 了 透 
视 画 法 ， 该 技巧 可 以 追溯 到 画家 阿尔 贝蒂 (Leon Alberti, 
1404—1472) ALIA - 芬 奇 . 

皮 萨 罗 (Francisco Pizarro, 1475—1541) 在 另 一 次 残酷 战争 
中 攻占 繁荣 的 印加 帝国 (现在 的 智利 和 秘鲁 所 在 地 区 ). 
*Bik(Francis Viéta, 也 以 Vieta 著称 ) 生活 时 期 . 他 有 意识 地 
在 数学 中 引入 字母 , 被 誉 为 现代 数学 符号 之 父 . 

施 蒂 费 尔 (Michael Stifel, 1487—1567) 发 表 三 卷 《 整 数 算 
A) (Arithmetica Integra) 是 对 当时 数学 在 方法 上 的 成 
熟 总 结 (加 、 减 、 乘 、 除 以 及 二 次 和 三 次 方程 ).? 

意大利 数学 家 卡尔 达 诺 (Geronimo Cardano, 1501 一 1576) 出 
版 《大 法 》(4rs Magna), 其 中 包括 求解 三 次 和 四 次 方程 的 方 
ik. 这 是 在 超越 古代 数学 方面 迈 出 的 重要 的 第 一 步 . 
邦 贝 利 (Rafael Bombielli) 在 其 著作 《几何 学 》(Geometry， 
1550) 和 《代数 学 》(Algebra，1572) 中 引入 虚数 单位 VTI, 
系统 使 用 复数 求解 三 次 代数 方程 . 


理性 主义 时 期 的 数学 


哲学 家 培根 (Francis Bacon) 生活 时 期 . 他 是 经 验 主 义 的 创始 
XA, 亚 里 士 多 德 的 反对 者 , 试图 通过 经 验 而 不 是 理性 思考 获取 
知识 . 


1) 值得 一 提 的 趣事 是 ,， 施 蒂 费 尔 利 用 他 的 计算 方法 ， 曾 预言 1533 年 10 月 18 HEF 8 


时 为 世界 末日 . 
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1562—1598 年 
1564—1642 年 


1564—1616 年 


1567—1643 年 


1571—1630 年 


1587 年 
1596—1650 年 


1598—1647 年 


1600 年 


1601—1665 年 
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法 国 爆发 胡 格 诺 战争 . 
伽利略 (Galileo Galilei) 生活 时 期 . 他 发 现 自由 落体 运动 规律 ， 
这 是 近代 实验 物理 学 的 开始 .他 反对 亚 里 士 多 德 认为 所 有 物 
体 都 以 等 速 下 降 的 观点 . 

1609 年 , 他 用 自制 望远镜 发 现 木 星 的 十 二 大 卫星 中 的 四 
LR 

1632 F, 《关于 两 门 新 科学 的 对 话 》( Discorsi) 出 版 . 

1633 年 , 他 因 字 宙 日 心 说 被 法 庭 判处 有 罪 , 他 虽 表 示 慎 
t, 但 余生 一 直 被 因 禁 在 佛罗伦萨 . 
莎士比亚 (William Shakespeare) 生活 时 期 . 他 可 能 是 迄今 最 
伟大 的 剧 作家 . 
蒙 泰 韦 尔 迪 (Claudio Monteverdi) 生活 时 期 . 他 是 作曲 家 , 早 
年 欧洲 歌剧 大 师 . 
开 普 勒 (Johannes Kepler) 生活 时 期 . 他 是 布拉格 宫 庭 数学 家 、 
天 文学 家 (和 占星 学 家 ), 发 现 以 他 名 字 命 名 的 行星 运动 三 定 
律 . 

1609 4E, 《新 天 文学 》(4stronomia Nova) 出 版 , 开 普 勒 
在 第 谷 (Tycho Brahe, 1546—1601) 大 量 观测 结果 的 基础 上 ， 
阐述 了 这 三 大 定律 . 

1627 年 ,《 和 鲁 道 夫 星 表 》( Rudolphian tables, 对 数 表 ) 出 
版 , 几 百 年 内 一 直 是 天 文 和 航海 所 必需 的 工具 . 
斯 图 亚 特 (Maria Stuart) 女王 被 处 决 . 
fi JL(René Descartes) 生活 时 期 . 他 是 数学 家 、 科 学 家 和 哲 
学 家 , 自 他 开始 , 进入 近代 数学 时 期 . 他 与 费 马 创立 解析 几何 
学 , 使 得 代数 学 与 几何 学 融 为 一 体 . 

1637 Æ, 《方法 论 》( Discours de la méthode) 出 版 , 确立 
了 解析 几何 学 基础 . 


卡 瓦 列 里 (Bonaventura Cavalieri) 生活 时 期 . 他 的 体积 计算 原 
则 是 后 来 由 牛顿 (Newton) MX JEX (Leibniz) 发 展 的 微 积 
分 的 先驱 性 工作 . 

意大利 哲学 家 布鲁诺 (Giordano Bruno, 1548—1600) 因 信 仰 
日 心 说 被 烧 死 在 火 刑 架 上 . 

数论 学 家 费 马 (Pierre de Fermat) 生活 时 期 . 他 (与 笛 卡 儿 ， 
Descartes) 创立 解析 几何 学 , 首先 (与 帕斯卡 , Pascal) 研究 概 
率 论 , 开创 与 微分 学 密切 相关 的 求 极 大 极 小 值 的 方法 .1629 
年 ,《 求 极 大 值 与 极 小 值 的 方法 》(Mazima and Minima) 出 


1606—1669 年 


1614 年 


1618—1648 年 


1623 年 


1623—1662 年 


1623—1789 年 


1629—1695 年 


1632—1677 年 


1635 年 
1636 年 


1643—1727 年 


1645 年 
1646—1716 年 
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版 , 其 中 阐述 了 几何 光学 中 基本 的 费 马 原理 : 光 永 远 沿 所 需 时 
间 最 少 的 路 径 行进 . 这 部 著作 也 是 微 积分 的 先驱 性 著作 . 

1637 年 , 他 在 丢 番 图 一 部 著作 的 页 边 上 写 下 了 著名 的 论 
断 ; 数论 学 家 们 苦 苦 证 明了 几 个 世纪 , 均 未 成 功 , 直到 1994 年 
怀 尔 斯 (Andrew Wiles) 利用 新 的 非常 抽象 的 思想 才 完成 证 
明 , 这 就 是 现在 所 谓 的 费 马 大 定理 . 
HBH (Rembrandt van Rijn) 生活 时 期 . 他 是 荷兰 著名 画家 ， 
擅长 肖像 画 等 . 
苏格兰 爵士 纳 皮尔 (John Nepier. 1550—1617) 发 表 《 论 述 奇 
妙 的 对 数 》(Mirifici logarithmorum canonis description), 5| 
入 对 数 的 最 初 形 式 . 开 普 勒 尤为 积极 地 传播 对 数 的 作用 . 
三 十 年 战争 狂暴 席卷 欧洲 . 
数学 家 、 神 学 家 、 东 方 学 者 席 卡 特 (Wilhelm Schickard, 1552— 
1635) 在 蒂 宾 根 为 开 普 勒 制造 第 一 台 计 算 机 , 它 能 利用 纳 皮尔 
的 对 数 思想 进行 加 、 减 、 乘 、 除 运算 . 
帕斯卡 (Blaise Pascal) 生活 时 期 . 他 在 几何 学 、 流体 静 力 学 和 
概率 论 方面 都 有 研究 , 1652 年 制作 了 能 进行 加 法 运算 的 机 器 . 
著名 的 伯 努 利 (Bernoulli) 家 族 在 数学 、 物理 和 其 他 科学 学 科 
领域 产生 了 8 位 教授 . 
惠 更 斯 (Christian Huygens) 生活 时 期 . 他 开创 波动 光学 , 发 明 
摆 钟 , 并 使 用 连 分 数 . 
哲学 家 斯 宾 诺 莎 (Baruch Spinoza) 生活 时 期 . 他 认为 神 和 自 
然 是 一 个 统一 体 , 不 相信 自由 意志 . 
法 兰 西学 院 (Académie Francaise) 在 巴黎 建立 . 
哈佛 大 学 (Harvard University) 在 波士顿 建立 , 它 是 美国 最 古 
老 的 大 学 . 


启蒙 时 期 的 数学 


牛顿 (Isaac Newton) 生活 时 期 . 他 是 近代 物理 (力学 ) 和 数学 
( 微 积 分 ) HAEA, 使 人 类 文明 的 发 展 发 生 锐 变 . 

1676 年 , 他 (以 字谜 形式 ) 与 菜 布 尼 茨 交流 自己 微 积分 基 
础 的 发 现 . 

1687 年 ,《 自 然 哲 学 的 数学 原理 》( Philosophiae Naturalis 
Principia Mathematica) 出 版 . 
英国 大 革命 
FR. WA SAE R (Gottfried Wilhelm Leibniz) 生活 时 
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1652 年 


1654—1705 年 


1665 4E 
1667—1748 年 
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期 . 他 与 牛顿 共 创 微 积分 , 发 明 表示 这 一 规律 的 便利 的 形式 法 
则 . 

1674 F, 他 在 一 系列 齿轮 机 构 的 基础 上 ,制造 机 械 计算 
机 , 这 人 台 计 算 机 能 进行 加 、 减 、 乘 、 除 运算 . 

1677 年 他 写 信 向 牛顿 解释 自己 的 “微分 学 "( Calculo dif- 
ferentiali). 

1682 年 , 他 在 莱比锡 创办 《教师 学 报 》(Acta Erudétorim), 
1684 年 在 上 面 发 表 重 要 论文 《一 种 求 极 大 极 小 值 和 来 切线 的 
新 方法 ， 它 不 仅 适 用 于 有 理 量 也 适用 于 无 理 量 ， 以 及 计算 它 
们 的 特殊 方法 》(Nova Mathodus pro Mazimis et Minimis, 
itemque tangentibus, quae necfractas, necirrationales quan- 
titates moratur, et singulare pro illis Calculi genus). 

莱 布 尼 芯 首先 意识 到 便捷 的 符号 与 记号 在 数学 发 展 过 程 
中 的 重要 作用 (等 号 、 表 乘法 的 点 、 表 除法 的 冒号 (现在 欧洲 
还 在 沿用 )、 指 数 的 运用 、 微 分 与 积分 号 、 函数 及 行列 式 记号 ). 

1700 年 , 他 建立 柏林 科学 院 , 成 为 首 任 院 长 . 

他 认为 世界 由 单子 构成 ， 称 为 单子 论 ， 这 种 哲学 观点 影 
响 了 他 在 微 积分 方面 的 工作 . 另外 ， 他 认为 现存 的 世界 在 所 
有 可 想象 的 世界 中 居于 最 佳 位 置 . 其 主要 哲学 著作 为 《 神 正 
io ( Theodizee, 1710) 和 《单子 论 》(Monadologie，171 4). 

德意志 雷 奥 波 尔 迪 纳 自然 科学 院 (Deutsche Akademie der 
Naturforscher Leopoldina) 在 哈 勒 建成 , 随后 1663 年 伦敦 成 
立 皇家 科学 院 , 1666 年 巴黎 成 立 科学 院 , 1700 年 柏林 科学 院 
成 立 , 1725 年 圣彼得堡 科学 院 成 立 . 
雅 各 布 . 伯 努 利 (Jakob Bernoulli) 主要 从 事 微 积分 和 概率 论 
研究 . 

1713 年 , 也 就 是 在 他 逝世 8 年 之 后 , 其 著作 《 猜 度 术 》(Ars 
Conjectandi) RR, 其 中 包含 最 早 的 概率 论 极限 定理 , 即 雅 各 


Ai - 伯 努 利 大 数 定律 , 
胡 克 (Robert Hooke, 1635—1703) 利用 显微镜 发 现 植物 细胞 . 


约翰 - 伯 努 利 (Johann Bernoulli) 对 微 积分 作出 重大 页 B. 
1691 年 , 《积分 法 的 数学 讲义 》( Zectiones mathemzaticae 
de methodo integralium) 出 版 , 这 是 介绍 微 积分 的 第 一 本 教科 
书 . 
1697 F, 他 在 《教师 学 报 》(4cta Eruditorum) 就 最 速 降 
线 问题 向 当时 的 数学 家 提出 挑战 , 刺激 了 变 分 法 的 发 展 - 


1685—1731 年 


1685—1750 年 


1694—1778 年 


1707—1783 年 


1724—1804 年 


1735 年 


1736—1813 年 


1738 年 


1738 4E 


1749—1832 年 


1749—1827 年 
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泰勒 级 数 的 发 明 者 泰勒 (Brook Taloy) 发 展 出 用 来 研究 函数 局 
部 性 质 的 一 种 基本 工具 . 
作曲 家 、 风 琴 演 奏 家 巴赫 (Johann Sebastian Bach) 在 莱比锡 
托马斯 大 教堂 工作 . 
伏 尔 泰 (Francois-Marie Voltaire) 生活 时 期 . 他 是 哲学 家 , JH 
蒙 运动 的 主要 人 物 . 
欧 拉 (Leonhard Euler) 生活 时 期 . 他 是 迄今 最 多 产 的 数学 家 ， 
其 全 集 共 计 72 4 *. 他 涉猎 所 有 数学 领域 及 其 在 流体 力学 与 
弹性 力学 方面 的 应 用 . 

1744 年 ，《 寻 求 具有 某 种 极 大 或 极 小 性 质 的 曲线 的 方 
i) (Methodus inveniendi lineas curvas marimi minive pro- 
prietate gaudentes, sive solution problematis isoperimetrici 
latissimo sensu accepti) 出 版 , 其 中 他 系统 发 展 了 变 分 法 . 
哲学 家 、 自 然 科学 家 康德 (Immanuel Kant) 生活 时 期 . 1781 
4E, 他 出 版 《纯粹 理性 批判 》(Kritik der reinen Vernunft). 他 
区 分 人 类 与 生 俱 来 的 先 验 观念 和 靠 经 验 获 得 的 后 验 观念 . 
林 奈 (Karl von Linné, 1707—1778) 出 版 《自然 系统 》(Systema 
naturae), 为 植物 和 动物 王国 的 近代 分 类 黄 定 基础 . 
拉 格 朗 日 (Joseph Louis Langrange) 生活 时 期 . 他 用 自己 的 分 
析 力 学 建构 了 牛顿 力学 的 大 厦 . 在 天 体力 学 、 代数 学 和 数论 方 
面 他 也 发 表 了 几 部 重要 著作 . 

1762 年 , 他 创立 含有 几 个 变量 的 变 分 法 , 时 至 今日 , 它 仍 
是 描述 物理 学 基本 定律 的 基础 . 

1788 年 ,《 分 析 力 学 》(Méchanigue analytique) 出 版 , 确 
立 变 分 法 的 基础 . 
丹尼尔 - 伯 努 利 (Daniel Bernoulli, 1700—1782) 的 《流体 动 
力学 》( Hydrodynamica sive de viribus et motibus fluidorom) 
出 版 . 
发 现 并 挖掘 出 公元 79 年 由 于 维 苏 威 火山 (Mount Vesuv) 爆 
发 所 摧毁 的 意大利 城市 赫 库 兰 尼 姆 (Herculeanum). 
诗人 、 作 家 、 画 家 和 自然 科学 家 歌德 (Johann Wolfgang von 
Goethe) 生活 时 期 . 
物理 学 家 、 数 学 家 拉 普 拉 斯 (Pierre Simon Laplace) 生活 时 期 . 
他 对 天 体力 学 、 毛 细 管 理论 和 概率 论 都 做 出 重要 贡献 . 


x 截至 2010 年 已 出 80 卷 . 计划 出 84 卷 . 一 一 译 者 
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1756—1791 年 
1759—1805 年 


1764 年 


1769—1821 年 


1770—1827 年 


1776 年 
1777—1855 年 
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1799—1825 年 ， 发 表 5 卷 《 天 体力 学 》 (Mécanique 
céleste) 

1812 4E, RR (DHA) (Théorie analytique des 
probabilité), 首次 系统 表述 了 概率 论 . 
神童 莫扎特 (Wolfgang Amadeus Mozart) 生活 时 期 . 他 是 迄 
今 最 著名 的 作曲 家 之 一 . 
诗人 、 历史 学 家 席 勒 (Friedrich Schiller) 生活 时 期 . 

温 克 尔 曼 (Johann Winckelmann, 1717—1768) 发 表 《 古 代 艺 
REY (Geschichte der Kunst des Altertums), 开创 了 对 古文 
明 的 科学 研究 (考古 学 ). 

拿破仑 - 波 拿 巴 (Napoléon Bonaparte) 生活 时 期 ; 他 对 欧洲 
的 发 展 产生 重大 影响 . 

1798—1799 年 , 一 群 科学 家 和 艺术 家 应 邀 随 他 远征 埃及 ， 
其 中 包括 德 农 (Vivant Denon)， 他 描画 了 埃及 的 许多 艺术 
Yih, 1809—1813 年 发 表 作 品 《埃及 记述 》(Description de 
l'Égypte)24 4. 

N23 (Ludwig van Beethoven) 生活 时 期 . 他 可 能 是 迄今 最 
著名 的 作曲 家 . 
美国 独立 宣言 . 
数学 王子 高 斯 (Karl Friedrich Gauss) 生活 时 期 . 他 在 纯粹 和 
应 用 数学 的 各 个 领域 都 作出 了 重要 贡献 ， 如 进行 重要 天 文 观 
测 , 研究 大 地 测量 学 , 解释 电磁 现象 , 对 20 世纪 的 数学 和 物理 
学 产生 了 影响 . 

1796 4E, 他 在 自己 发 展 的 分 圆 域 理论 的 背景 之 下 , 发 现 能 
借助 直 尺 和 圆规 17 等 分 圆 . 同时 , 他 指出 了 能 用 该 方法 作出 
的 所 有 正 多 边 形 , 由 此 解决 了 2000 年 来 悬而未决 的 一 个 难题 . 

1799 年 , 他 在 博士 论文 中 给 出 代数 基本 定理 的 首次 完整 
证 明 . 

1801 年 ,《 算 术 研 究 》( Disquisitiones arithmeticae )( 近 代 
数论 的 基础 ) 发 表 . 特别 地 , 他 证 明 二 次 互 反 律 , 发 展 分 圆 域 理 
论 . 

1807 年 , 他 在 哥 廷 根 任教 授 . 

1809 F, 他 发 表 《 天 体 运 动 理论 》( Theoria motus corpo- 
rum coelestium), 其 方法 为 天 文学 领域 开辟 了 新 天 地 . 

1827 年 ，《 曲 面 的 一 般 研究 》(Disquisitiones gererales 
circa superficies curvas) 出 版 , 开 微 分 几何 学 的 先河 . 


1789—1794 年 
1789—1857 年 


1791—1867 年 


1794 年 


1798 年 


1802 年 


1804—1851 年 


1805—1865 年 
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1839 年 ， 他 发 表 关 于 位 势 理 论 方面 的 著作 《与 距离 平 
方 成 反比 而 发 生 作 用 的 引力 和 斥 力 的 普遍 原理 》( Allgemeine 
Lehrsátze für die im verkehrten Verhältnis des Quadrates der 
Entfernung wirkenden Anziehungs-und Abstossungskrafte). 

1844/1847，《 高 等 测 地 学 研究 》( Untersuchungen über 
Gegenstände der höheren Geodäsie) 出 版 . 

法 国 大 革命 爆发 . 

柯 西 (Augustin-Louis Cauchy) 对 实 分 析 、 复 分 析 和 弹性 理论 
作出 重大 贡献 . 他 是 迄今 最 多 产 的 数学 家 之 一 , 发 表 7 部 著作 
和 800 篇 论文 . 

1821 年 ,《 巴 黎 综 合 工 科学 校 分 析 教 程 》( Cours d'anlyse 
de l'école polychnique) 出 版 . 柯 西 试图 为 分 析 学 建立 严格 基 
础 ; 现代 极限 的 概念 应 归功 于 他 . 

法 拉 第 (Michael Faraday) 为 麦克 斯 书 (Maxwell) 的 电磁 场 理 
论 提 供 了 实验 依据 . 他 打破 了 牛顿 的 超 力矩 思想 , 引入 场 的 概 
念 , 导致 一 次 物理 学 革命 . 场 的 概念 是 现代 物理 理论 的 基本 概 

1831 年 , 他 发 现 电 磁感应 , 发 展 了 存在 电磁 场 的 思想 . 

法 国政 府 建 立 巴黎 综合 工科 学 校 ， 它 迅速 发 展 成 为 数学 与 自 
然 科 学 的 中 心 , 那里 的 教授 包括 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 、 蒙 日 
(Monge). PIPE, EH (Poncelet)、 安 培 (Ampere)、 盖 如 萨 
克 (Gay-Lussac) 、 菲 涅 尔 (Fresnel)、 杜 隆 (Dulong) 和 珀 蒂 
(Petit). 

蒙 日 (Gaspard Monge, 1746—1818) 发 表 《 画 法 几何 
?£) (Géométrie descriptive), 使 得 他 所 钟爱 的 画 法 几何 成 为 
一 门 成 熟 完 备 的 数学 学 科 . 


19 世纪 的 数学 


格 罗 特 芬 德 (Georg Friedrich Grotefend, 1775—1853) 为 赢得 
赌 金 设 法 破译 亚 述 人 和 巴比伦 人 的 横 形 文字 , 打开 了 理解 这 些 
古文 化 的 大 门 . 

雅 可 比 (Carl Gustav Jacob Jacobi) 生活 时 期 . 他 在 椭圆 函数 
论 (9 函数 )、 变 分 法 、 数 论 (三 次 剩余 的 互 反 律 )、 二 次 型 理 
W. 行列 式 、 消 元 法 的 代数 理论 和 天 体力 学 方面 都 作出 重大 贡 


献 . 
哈密 顿 力学 的 创立 者 哈密 顿 (William Rowan Hamilton) 生活 
时 期 . 
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1805—1859 年 


1815—1897 4F 


1817 年 


1821—1894 年 


1822 4E 


1822 年 


1822 4£ 


1826 年 


1826—1866 年 
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1843 年 发 现 四 元 数 并 引入 向 量 . 
解析 数论 的 创立 者 狄 利克 雷 (Peter Gustav Lejeune Dirichlet) 
生活 时 期 . 他 的 学 生 中 成 为 伟大 数学 家 的 有 艾 森 斯 坦 (Eisen- 
stein), WFA (Kronecker)、 库 默 尔 (Kummer) MRS 
(Riemann). 1855 年 , 他 接替 了 高 斯 在 哥 廷 根 的 职位 . 
从 事 复 分 析 严 密 性 研究 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Karl Weierstrass) 生 
活 时 期 . 受 雅 可 比 逆 问 题 的 启发 ， 他 对 椭圆 函数 论 、 阿 贝尔 积 
分 做 出 重要 贡献 . 另外 , 他 在 代数 (和 矩阵 的 初等 因子 理论 )、 变 
分 法 ( 极 小 值 存在 的 充分 条 件 ) 以 及 分 析 的 严格 基础 方面 也 取 
得 巨大 成 就 . 

1864 年 , 他 成 为 柏林 大 学 教授 , 培养 了 一 批 非常 优秀 的 学 
生 , 他 特别 强调 数学 的 严格 性 , 因此 也 常常 说 成 是 魏 尔 斯 特 拉 
斯 严格 性 . 
捷克 牧师 波 尔 查 诺 (Bernhard Bolzano, 1781—1848) 试图 确 
立 分 析 的 严格 基础 ， 他 在 长 长 的 手稿 中 对 连续 函数 的 中 值 定 
理 ( 波 尔 查 诺 中 值 定 理 ) 给 出 了 当时 可 看 作 是 比较 严密 的 证 
明 . 这 一 中 值 定 理 后 来 在 20 世纪 被 推广 成 了 重要 的 拓扑 存在 
性 原理 [ 布 劳 威 尔 (Brouwer) 和 绍 德尔 (Schauder) 的 不 动 点 
定理 ; 映射 度 的 概念 ]. 
切 比 雪夫 (Pafnuti Lvovitsch Chebychev) 生活 时 期 . 他 在 概率 
论 、 数 论 、 逼 近 论 领域 作出 重要 贡献 , 对 俄罗斯 数学 学 派 的 发 
展 有 巨大 影响 . 
商 博 良 (Jean-Francois Champoillon, 1790—1832) 在 学 习 数 
十 种 语言 之 后 , 破译 了 埃及 象形 文字 . 
Wk (Jean-Victor Poncelet, 1788—1867) 发 表 《 论 图 形 的 
射影 性 质 》( Traité des propriétés projectives des figures), FF 
创 射影 几何 学 . 
EH (Jean Baptiste Joseph de Fourier, 1768—1830) 发 表 
《 热 的 解析 理论 》( Théorie anlaytique de la chaleur). ATX 
解 偏 微分 方程 , 其 中 系统 发 展 了 传 里 叶 级 数 与 傅 里 叶 积 分 . 
阿 贝 尔 (Niels Henrik Abel, 1802—1829) 证 明 次 数 >5 的 一 般 
方程 没有 根 式 解 . 他 也 在 代数 函数 论 方面 作出 了 重大 贡献 , 其 
中 阿 贝 尔 函 数 和 阿 贝 尔 积分 (以 及 阿 贝尔 群 ) 后 以 他 的 名 字 命 
名 . 
黎 曼 (Georg Friedrich Bernhard Riemann) 生活 时 期 . 他 是 19 
世纪 最 重要 的 数学 家 之 一 . 对 复 变 函数 论 、 微 分 几何 ( 黎 曼 几 
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1829 年 


1831 年 


1831—1879 年 


1842 年 


1842—1899 年 


1844 年 


1844 年 


1844 一 1906 年 


何 )、 数 论 (著名 的 黎 曼 假设 )、 拓扑 学 ( 黎 曼 曲面 ) 以 及 数学 物 
E (如 气体 动力 学 ) 作出 重大 贡献 . 黎 曼 关于 黎 曼 曲面 的 思想 
对 20 世纪 的 大 部 分 数学 产生 了 深远 影响 , 他 是 至 今 最 具 独 创 
性 的 数学 家 之 一 . 

1851 年 , 他 在 其 博士 论文 中 围绕 共 形 映射 开创 了 几何 数 
论 . 

1854 年 ， 他 作 了 著名 的 就 职 演说 “ 论 几 何 基 础 的 假 
设 * (Uber die hypothese, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen), 制定 了 一 项 深远 的 计划 , 即刻 画 高 维 弯曲 空间 的 几何 
学 . 演讲 后 他 与 年 迈 的 高 斯 一 同 走 在 回 家 的 路 上 , 高 斯 非常 激 
动 . 黎 曼 的 这 些 思想 对 爱 因 斯 坦 (Einstein)1907—1915 年 间 盖 
述 广义 相对 论 至 关 重 要 . 

1859 F, 黎 曼 接替 了 狄 利克 雷 在 格 丁 根 的 职位 . 

同年 , 他 也 研究 了 与 素数 分 布 相关 的 < 函数 , 对 该 函数 的 
零点 分 布 给 出 了 歼 曼 假设 . 
罗 巴 切 夫 斯 基 (Nikolai Ivanovitch Lobatchevski, 1793—1856) 
证 明 存 在 双 曲 非 欧 几何 学 ，1832 年 波 尔 约 (Janos Bólyai, 
1802—1860) 独立 证 明 这 一 事实 . 
伽 罗 瓦 (Evariste Galois, 1811—1832) 在 伽 罗 瓦 群 论 的 基础 上 ， 
发 展 解 方程 的 一 般 理 论 , 由 此 成 为 现代 结构 理论 的 创始 人 . 
麦克 斯 韦 (James Clerk Maxwell) 生活 时 期 . 他 对 电动 力学 和 
气体 运动 论 作 出 重大 贡献 . 

1864 年 , 他 阐述 了 所 有 电磁 现象 的 基本 方程 , 以 麦克 斯 韦 
方程 著称 . 
(德国 ) 海尔 布 隆 市 医生 迈 尔 (Robert Mayer, 1814—1878) 发 
表 自 己 发 现 的 能 量 守恒 定律 . 
连续 群 论 ( 李 群 和 李 代 数 ) 的 创立 者 李 (Sophus Lie) 生活 时 期 . 
借助 这 种 理论 , 他 能 以 一 种 在 数学 上 非常 精确 的 方式 描述 自然 
界 中 的 对 称 , 为 物理 学 提供 重要 工具 . 
刘 维 尔 (Joseph Liouville, 1809—1882) 对 超越 数 的 存在 性 给 
出 构造 性 证 明 . 
格拉 斯 曼 (Hermann Grassmann, 1809—1877) 的 《线性 扩张 
论 》(Lineare Ausdehnungstheorie) 出 版 , 其 中 虽 包 含 大 量 线 
性 与 多 重 线性 代数 的 现代 理论 , 但 并 不 为 当时 的 人 所 理解 . 格 
拉 斯 曼 代 数 是 现代 基本 粒子 物理 学 中 超 对 称 理论 的 代数 核心 . 
统计 物理 学 的 创始 人 玻 尔 效 曼 (Ludwig Boltzmann) 生活 时 
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1845—1918 年 


1846 年 


1847 年 


1847 年 


1849—1925 年 


1854—1912 年 


1858—1947 年 


1859 年 


1862—1943 年 
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期 . fU RBA IA 7] 2698 — SE GE EB ST HIE. 
康 托 尔 (Georg Cantor) 利用 集合 论 创立 了 数学 中 一 种 新 的 思 
维 方式 和 新 的 语言 , 20 世纪 的 数学 家 们 能 借 此 以 简洁 的 方法 
RHR. 深刻 的 思想 . 

1874 年 , 他 发 表 关 于 集合 论 的 第 一 篇 文章 , 其 中 他 通过 可 
数 性 论证 对 超 限 数 的 存在 给 出 一 种 构造 性 的 纯 集 合 论 证 明 . 
雷 亚 (Austen Layard, 1817—1894) 挖掘 亚 述 - 巴比伦 人 遗址 


EET. 
库 默 尔 (Ernst Eduard Kummer, 1810—1893) 借助 理想 数 发 


展 可 除 性 理论 ,并 用 这 些 方法 证 明 费 马 大 定理 的 几 种 特殊 情 


形 .1855 年 , 他 接替 了 狄 利克 雷 在 柏林 的 职位 . 
布尔 (George Boole, 1815—1869) 发 表 《逻辑 的 数学 分 


Wr) (The Mathematical Analysis of Logic), 说 明 我 们 不 仅 可 
以 计算 数 , 也 可 以 计算 集合 (布尔 代数 ), 这 为 现代 逻辑 学 和 计 
算 机 科学 铺 平 了 道路 . 

克 莱 因 (Felix Klein) 生活 时 期 . 他 是 19 世纪 下 半 叶 德国 一 流 
数学 家 之 一 , 对 几何 学 、 代 数学 (二 十 面体 群 和 五 次 方程 )、 复 
变 函 数论 的 发 展 都 作出 了 贡献 , 实际 上 , 他 还 与 庞 加 莱 (Henri 
Poincaré) 既 合作 又 竞争 地 创立 了 自 守 函数 理论 . 他 改革 德国 
大 中 学 数学 教育 模式 , 写 下 一 部 最 具 影响 的 19 世纪 数学 史 著 


1872 年 , 他 提出 “ 埃 尔 兰 根 纲领 (Erlangen Programm), 
认为 几何 学 实质 上 是 关于 空间 的 对 称 群 的 不 变量 理论 . 由 此 ， 
人 们 也 许 能 够 从 一 个 统一 的 角度 研究 不 同 的 现象 . 
庞 加 莱 (Henri Poincaré) 生活 时 期 . 他 是 全 才 的 、 独 创 性 的 数 
学 家 和 数学 物理 学 家 , 在 复 变 函数 论 、 天 体力 学 、 偏 微分 方程 、 
数论 、 拓 扑 以 及 哲学 问题 方面 作出 重大 贡献 ，19 世纪 任何 一 
位 数学 家 对 现代 数学 的 影响 都 不 能 与 他 匹敌 . 他 创立 了 动力 系 
统 与 代数 拓扑 学 理论 , 因此 他 是 定性 行为 数学 的 黄 基 人 . 
普 朗 克 (Max Planck) 生活 时 期 . 他 创立 量子 论 , 使 物理 学 发 生 
彻底 变革 . 他 也 对 热力 学 作出 重要 贡献 . 
达尔 文 (Charles Darwin, 1809—1882) 发 表 重 要 著作 《物种 起 
源 一 一 ØER) (On the Origin of Species by Means of 
Natural Selection). 

希 尔 伯 特 (David Hilbert) 生活 时 期 . 许多 人 认为 他 是 通晓 
所 有 数学 学 科 的 最 后 一 位 数学 家 . 他 在 许多 领域 都 作出 了 极 具 


1864—1909 年 


1869—1951 年 


1869 年 


1870—1955 4E 


1870 年 


1871 年 


1873 年 
1878 年 


1882 年 


1882 年 


1885—1955 年 
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决定 性 的 贡献 , 包括 代数 学 、 分 析 学 、 几 何 学 、 数 学 基础 、 数 
学 物理 、 数 论 和 哲学 . 他 也 是 现代 数学 公理 化 方法 的 创立 者 . 

1895 fF, 他 前 往 哥 廷 根 , 延续 了 高 斯 与 黎 曼 的 传统 . 
闵可夫 斯 基 (Hermann Minkowski) 生活 时 期 . 他 是 数 的 几何 
理论 与 凸 体 理论 的 创立 者 ,也 得 到 了 爱 因 斯 坦 狭 义 相对 论 的 
几何 化 . 其 凸 性 概念 是 1950 一 1960 年 间 兴 起 的 现代 优化 理论 
的 基础 . 

J4 (Élie Cartan) 生活 时 期 . 他 是 现代 微分 几何 学 的 创立 者 ， 
通过 李 群 强调 微分 形式 和 对 称 性 .他 用 主 纤 维 从 来 形成 曲率 
理论 的 思想 在 今天 已 经 应 用 到 了 基本 粒子 物理 学 的 现代 规范 
场 论 中 . 

门 捷 列 夫 (Dmitri Ivanovitch Mendeleyev, 1834—1907) 首次 
给 出 化 学 中 的 元 素 周期 表 . 

人 类 最 伟大 的 天 才 之 一 爱 因 斯 坦 (Albert Einstein) 生活 时 期 . 
他 的 相对 论 变 革 了 人 们 对 时 空 的 理解 . 他 揭示 了 物质 与 能 量 
的 相当 性 , 这 一 关系 是 理解 恒星 通过 核 聚变 产生 能 量 的 基础 . 

施 里 曼 (Heinrich Schliemann, 1822—1890) 认为 荷 马 (Home) 
的 《伊利 亚 特 》 和 《奥德赛 》 不 仅仅 是 神话 , 于 是 动身 寻找 特 
洛 伊 , 经 大 量 发 据 之 后 获得 成 功 . 

戴 德 金 (Richard Dedekin, 1831 一 1916) 发 表 理想 论 . 

1872 F, 《连续 性 与 无 理 数 》(Stetigkeit und irrationale 
Zahlen) 出 版 . 这 部 著作 首次 完全 严密 地 构造 了 实数 , 为 分 析 
学 提供 了 一 个 合理 的 基础 . 

埃 尔 米 特 (Charles Hermite, 1822—1901) 证 明 数 e 的 超越 性 . 
克利 福 德 (William Clifford, 1845—1879) 引入 现在 所 称 的 克 
利 福 德 代数 ,它们 对 于 给 出 费 米子 ( 半 整 数 自 旋 的 基本 粒子 ) 
的 数学 描述 非常 重要 . 

Mk (Ferdinand Lindemann, 1852—1939) 证 明 x 的 超越 
性 , 作为 一 个 副产品 , 实质 上 证 明了 2000 多 年 来 一 个 一 直 悬 
而 未 决 的 问题 一 一 化 圆 为 方 没有 解 . 林 德 曼 是 希 尔 伯 特 的 老 
师 . 
克 罗 内 克 (Leopold Kronecker, 1823—1891) 发 表 有 关 代数 数 
理论 的 基础 的 论文 , 为 希 尔 伯 特 接 下 来 描述 类 域 论 的 优美 理论 
铺 平 道路 . l 

外 尔 (Hermann Weyl) 生活 时 期 . 他 是 向 现代 数学 过 渡 过 程 中 
出 现 的 最 重要 的 数学 家 之 一 , 对 黎 曼 曲面 理论 、 李 和 群 表示 论 、 
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1890 年 


1896 年 


1897 年 


1898 年 


1899 年 


1899 年 


1900 年 


1900 年 


1900 年 


1903—1957 年 
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不 变量 理论 、 谱 论 、 微 分 几何 学 、 广义 相对 论 和 量子 理论 做 出 
重大 贡献 . 他 是 现代 调和 分 析 的 黄 基 人 , 同时 也 对 哲学 问题 进 
行 了 深入 研究 . 

希 尔 伯 特 创立 德国 数学 家 联合 会 (Deutsche Mathematiker 
Vereinigung). 

阿达 马 (Jacques Hadamard, 1865—1963) 和 德 拉 瓦 莱 普 
Zk(Charles de la Vallée-Poussin, 1866—1962) 独立 证 明了 著 
名 的 素数 分 布 定 理 . 高 斯 和 勒 让 德 早 在 100 多 年 前 就 用 试验 
方法 发 现 了 这 一 规律 , 但 一 直 没 有 找到 证 明 . 

第 一 届 国 际 数学 家 大 会 在 苏黎世 召开 , 自 1900 年 之 后 , 除 第 
二 次 世界 大 战 时 期 之 外 , 该 会 议 每 四 年 召开 一 次 . 
居 里 (Pierre Curie,  1859—1906) ”和 居 里 夫人 (Marie 
Sklodovska-Curie, 1867—1934) 发 现 第 一 批 放 射 性 元 素 
外 和 镭 . 

希 尔 伯 特 的 著作 《几何 基础 》(Grundlagen der Geometrie) 
出 版 ， 它 介绍 了 数学 的 现代 公理 化 方法 ， 是 距 欧 几 里 得 《 原 
A) (Elements) 发 表 2000 年 之 后 所 取得 的 重大 进步 . 

科 尔 德 威 (Robert Koldewey, 1855—1925) 开始 发 掘 巴 比 伦 遗 
址 . 


20 世纪 的 数学 


普 朗 克 假 设 存 在 最 小 能 量 元 ， 且 简 谐振 子 的 能 量 可 量子 化 , 
由 此 得 到 恒星 辐射 的 正确 规律 . 这 标志 着 一 种 全 新 的 物理 
学 一 一 量子 物理 学 的 诞生 . 

希 尔 伯 特 证 明 狄 利克 雷 原理 , 因此 在 变 分 法 中 建立 了 直接 法 的 
发 展 路 线 . 

希 尔 伯 特 在 巴黎 举办 的 国际 数学 家 大 会 上 提出 著名 的 23 个 问 
A, 它们 对 20 世纪 所 有 数学 学 科 的 发 展 都 有 重大 影响 . 

13. 诺 依 曼 [Janos (John) von Neumann] 生 活 时 期 . 他 是 20 
世纪 最 重要 、 最 具 影 响 的 应 用 数学 家 , 在 博弈 论 、 数 理 经 济 学 、 
量子 物理 的 数学 基础 、 谱 论 、 算 子 代 数理 论 、 遍历 理 论 、 数 值 
分 析 以 及 计算 机 科学 方面 都 有 重要 贡献 . 另外 , HEARS. 
集合 论 基础 、 紧 李 群 的 希 尔 伯 特 第 五 问题 的 解决 、 群 的 周期 
函数 理论 、 局 部 凸 空间 理论 以 及 泛 函 分 析 等 领域 也 有 重要 发 
现 . 


1904 年 


1905 年 


1907 年 


1908 年 


1910—1913 年 


1913 年 
1913 4E 


1914—1918 年 


1915 年 


1918 年 
1922 年 


1923 年 


1924—1925 年 


1926 年 


1926 年 


1926 年 
1927 年 
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在 弗 雷 德 霍 姆 (Fredholm, 1866—1927) É 1900 年 工作 的 基础 
E, 希 尔 伯 特 开始 发 表 积分 方程 的 一 般 理论 , 英 定 泛 函 分 析 的 
基础 . 

爱 因 斯 坦 发 表 三 篇 重要 论文 , 它们 分 别 涉及 运动 物体 的 电动 力 
学 (狭义 相对 论 )、 布朗 运动 (随机 过 程 理 论 的 基础 ) 和 光量 子 
理论 (量子 电动 力学 理论 的 基础 ). 

庞 加 莱 (Henri Poincaré, 1854—1912) 和 克 贝 (Paul Koebe, 
1882—1945) 独立 证 明 黎 曼 曲 面 的 单 值 化 定理 , 完全 确定 了 黎 
曼 曲 面 的 结构 理论 . 

闵可夫 斯 基 指 出 时 空 形成 一 个 几何 单元 (这 是 对 爱 因 斯 坦 狭 
义 相对 论 的 几何 化 ). 

罗素 (Bertrand Russel, 1872-1970) 和 怀特 黑 德 (Alfred White- 
head, 1861—1947) 出 版 《数学 原理 》( Principia Mathemat- 
ica), 这 部 三 卷 本 巨著 涉及 形式 逻辑 和 当时 大 部 分 已 知 数学 的 
完全 严密 的 发 展 

玻 尔 (Niles Bohr, 1885—1962) 建立 原子 模型 , HRSG. 
外 尔 (Hermann Weyl) 发 表 《 黎 曼 曲 面 的 概念 》( Die Idee der 
Riemannischen Fläche), 把 黎 曼 的 天 才思 想 与 现代 理论 结合 
起 来 . 

第 一 次 世界 大 战 摧毁 欧洲 大 部 分 地 区 . 

爱 因 斯 坦 发 表 广 义 相对 论 基 本 方程 , 为 现代 宇宙 学 葛 定 数学 和 
物理 基础 . 时 空 曲率 取代 了 牛顿 的 万 有 引力 . 

外 尔 出 版 《空间 , 时 间 , 物质 》( Raum, Zeit, Materie). 

卡特 (Howard Carter, 1873—1939) 在 帝王 谷 发 现 保存 完好 的 
图 坦 卡 门 (Tut-Ench-Amun) Æ ( 约 公元 前 1340 4E) 

维 纳 (Norbert Wiener, 1894—1964) 发 表 关 于 布朗 运动 的 一 
篇 论文 , 为 随机 过 程 的 数学 严密 性 理论 葛 定 基础 . 

海 森 伯 (Werner Heisenberg, 1901—1976) 利用 无 限 矩 阵 的 交 
换 关 系 为 量子 力学 呐 定 数学 基础 . 

Eis (Erwin Schrödinger, 1887—1961) 在 波动 力学 的 背景 
下 发 表 用 来 计算 量子 过 程 的 薛 定 刘 方 程 , 不 久之 后 , 事实 证 明 
它 等 价 于 (经 由 抽象 的 希 尔 伯 特 空间 理论 ) 海 森 伯 理论 . 
玻 恩 (Max Born, 1882—1970) 4518 T BEXE TS RJ] JJ? £ ROSE 
解释 . 

15 : 诺 依 曼 的 博士 论文 为 博弈 论 黄 定 基础 . 

海 森 伯 发 现 量子 力学 中 的 测 不 准 原理 ; 与 经 典 力 学 不 同 , 量子 
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1928 年 


1928 年 


1930 4E 


1930 年 
1930 年 


1931 年 
1932 年 


1933 年 


1933 年 


1935 年 


1936 年 


1936 4E 
1938 年 
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力学 中 粒子 的 位 置 和 速度 不 可 能 同时 准确 地 测定 , 这 导致 物理 
学 中 思维 方式 的 深刻 变革 . 
狄 拉 克 (Paul Dirac, 1902—1984) 得 到 相对 论 电子 的 基本 方程 
( 狄 拉克 方程 ). 他 利用 克利 福 德 代数 对 此 进行 刻画 , 预言 存在 
正 电子 . 1932 年 , 安德森 (Anderson) 在 宇宙 辐射 中 证 实 了 这 
一 点 , 这 是 首次 发 现 反 粒 子 . 
哈 勃 (Edwin Hubble, 1889—1953) 发 现 由 宇宙 大 爆炸 之 后 的 
膨胀 所 引起 的 哈 勃 效应 , 即 遥 远 星 系 的 光 的 红 移 . 
哥 德 尔 (Kurt Gödel, 1906—1978) 证 明 一 阶 谓词 逻辑 的 完全 
性 . 
外 尔 接 任 了 希 尔 伯 特 在 格 丁 根 的 职位 . 
普林斯顿 高 等 研究 院 (美国 新 泽 西 ) 作为 一 所 独立 的 研究 机 构 
被 建立 . 
哥 德 尔 发 现 数学 理论 中 存在 不 可 判定 问题 . 
冯 . 诺 依 曼 发 表 《 量 子 力学 的 数学 基础 》(Mathematische 
Grundlagen der Quantenmechanik). 
FIR SEIS X (Andrei Nikolaievich Kolmogorov, 1903— 
1987) 发 表 《 概 率 论 基础 》(Foundations of probability theory), 
把 公理 化 方法 引入 概率 论 . 
诺 特 (Emmy Noether, 1882 一 1935)、 伯 奈 斯 (Paul Bernays, 
1888 一 1977)、 布 卢 门 塔 尔 (Otto Blumenthal, 1876 一 1944)、 
玻 恩 (Max Born，1882 一 1970)、 柯 朗 (Richard Courant, 
1888 一 1972)、 爱 因 斯 坦 (Albert Einstein, 1879 一 1955)、 外 
尔 (Hermann Weyl, 1885 一 1955) 离开 法 西 斯 德国 . 

著名 数论 学 家 朗 道 (Edmund Landau, 1877—1938) Mig 
贝尔 物理 学 奖 得 主 弗 兰 克 (James Franck, 1882 一 1964) 都 失 
去 了 在 哥 廷 根 的 职务 . 

爱 因 斯 坦 、 冯 . 诺 依 曼 和 外 尔 前 往 新 成 立 的 普林斯顿 高 
等 研究 院 , 使 该 研究 院 声名 大 振 . 
柯 朗 在 纽约 大 学 文理 研究 生 院 建立 数学 系 (就 是 现在 著名 的 
柯 朗 研究 所 ). 
图 灵 (Alan Turing, 1912—1954) 通过 一 台 理论 上 的 万 能 机 器 ， 
即今 天 所 谓 的 图 灵机 , 建立 机 器 人 技术 与 算法 的 现代 理论 . 
楚 泽 (Konrad Zuse, 1910—1995) 制造 第 一 台 机 械 计算 机 Z1. 
哈恩 (Otto Hahn, 1879—1968) 和 斯 特 拉 斯 曼 (Fritz Strass- 
mann, 1902—1980) 发 现 铀 裂变 , 迈 特 纳 (Lise Meitner,1878— 


1939—1945 年 
1942 年 


1944 4£ 


1944 年 


1945 年 
1946 年 


1946—1949 年 


1948 年 
1948 年 
1948 年 


1950—1960 年 


1950—1960 年 


1956 年 


1957 年 
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1986) 也 对 此 作出 了 贡献 . 这 一 物理 过 程 是 几 年 之 后 制造 原子 
弹 的 基础 . 

第 二 次 世界 大 战 给 世界 数 百 万 人 造成 巨大 的 伤害 . 

奥 本 海 默 (Robert Oppenheimer, 1904—1967) 成 为 (美国 新 
墨西哥 州 ) 洛斯 阿拉 莫 斯 的 曼哈顿 计划 的 负责 人 . 他 组 织 许多 
卓越 的 科学 家 研制 原子 弹 : 

奥博 沃 尔 法 赫 (Oberwolfach， 黑 森林 ) 数学 研究 所 建立 . 

冯 . 诺 依 曼 和 葛根 施 特 恩 (Oscar Morgenstern) 出 版 《博弈 论 
与 经 济 行为 》(Theory of Games and Economical Behaviour). 


美军 在 日 本 广岛 和 长 崎 投下 两 颗 原 子弹 . 
第 一 台 具 有 计算 能 力 的 计算 机 ENIAC 研制 成 功 . 其 前 身 MA- 


NIAC 被 用 于 研制 原子 弹 . 
费 曼 (Richard Feynman, 1918 一 1988)、 施 温 格 (Julian 


Schwinger, “AF 1918 年 )、 朝 永 振 一 郎 (Sin-Itiro Tomonaga, 
1906 一 1979) 独立 用 不 同 的 方法 建立 量子 电动 力学 的 基础 . 
1965 年 , 他 们 三 人 共同 荣获 诺 贝尔 物理 学 奖 . 

维 纳 发 表 《 控 制 论 》( Cybernetics), 标志 着 计算 机 科学 的 诞生 . 
香农 (Claude Shannon, 生 于 1916 年 ) 建立 信息 论 . 

FLT (John Bardeen, 生 于 1908 £), 布 拉 顿 (Walter Brat- 
tain, “EF 1902 年 )、 肖 克利 (William Shockley, “EF 1910 
4E) 在 固体 量子 力学 基础 上 在 贝尔 (Bel) 实验 室 研制 晶体 管 . 
1956 年 ,他 们 因此 项 工作 获 诺 贝 尔 物 理学 奖 ， 晶 体 管 的 产生 
导致 技术 革命 . 

通过 引入 诸如 层 理论 、 纤维 从 、 同调 代数 和 上 同调 理论 等 抽象 
理论 , 纯 数学 有 了 新 的 研究 范围 . 

在 应 用 数学 领域 , 包括 最 优 过 程 在 内 的 优化 理论 诞生 ， 偏 微 
分 方程 和 动力 系统 理论 得 到 广泛 发 展 (例如 通过 科 尔 莫 哥 罗 
XX (Andrei Kolmogorov，1903 一 1987)、 阿 诺尔 德 (Vladimir 
Arnol'd, 生 于 1937 年 ) 和 莫 泽 (Jiirgen Moser, 生 于 1928 4E) 
的 KAM 理论 ). 

李 政 道 (Tsung Dao Lee, 生 于 1926 年 ) 和 杨振宁 (Chen Ning 
Yang, 生 于 1922 F) 提出 基本 粒子 世界 中 存在 基本 非 对 称 性 : 
在 弱 力 作用 下 , 三 大 基本 对 称 中 的 一 个 遭 到 破坏 . 一 年 之 后 ， 
他 们 二 人 因此 项 工作 获得 诺 贝尔 物理 学 奖 . 

首 颗 不 载 人 卫星 Sputnik 绕 地 球 飞 行 , 其 高 超 的 苏维埃 技术 
令 西方 世界 大 为 震惊 . 
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加 加 林 (Yury Gagarin) 是 在 太空 绕 地 球 飞 行 的 第 一 人 . 
wE (Francis Crick, 生 于 1916 4E) 和 沃 森 (James Watson, 
生 于 1928 年 ) 因 描 述 DNA( 脱 氧 核糖 核酸 ) 的 螺旋 结构 模型 
获 诺 贝 尔 生 理学 或 医学 奖 ， 捏 型 双 螺 旋 结构 对 遗传 信息 的 继 
承 非常 重要 . 
科恩 (Paul Cohen, 生 于 1934 年 ) 证 明 连 续 统 假设 与 集合 论 
其 他 公理 的 独立 性 . 这 一 点 有 着 重要 的 认识 论 意义 , 即 19 世 
纪 末 康 托 尔 明 智 的 无 穷 构 造 并 不 是 唯一 的 , 还 存在 许多 构造 方 
iE, 它们 都 不 会 产生 矛盾 . 
阿 蒂 亚 (Michael Atiyah, “EF 1929 年 ) 和 辛 格 (Isadore Singer, 
EF 1924 年 ) 发 表 阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 的 证 明 . 该 定理 用 一 
种 独特 的 、 深刻 的 方法 把 分 析 与 拓扑 联系 起 来 , 是 数学 中 一 个 
历史 长 久 而 富有 成 果 的 发 展 方向 的 凡 峰 ， 当 属 20 世纪 最 重要 
的 研究 成 果 之 列 . 指标 定理 是 对 1953 FAR Si (Friedrich 
Hirzebruch, ÆF 1927 年 ) 证 明 的 黎 曼 - Fih (Roch)- 希 策 
布 鲁 赤 这 一 深刻 定理 的 进一步 推广 . 
盖 尔 曼 (Murray Gell-Mann, 生 于 1929 年 ) 提出 质子 不 是 基 
本 粒子 , 它们 由 夸克 组 成 ; 1969 年 因此 项 工作 获 诺 贝 尔 物理 学 
奖 . 该 理论 的 数学 背景 是 借助 李 群 SU(3) 及 其 李 代数 对 实验 
数据 的 解释 . 
潘 琪 亚 斯 (Arnold Penzias, “AF 1933 年 ) 与 威尔逊 (Robert 
Wilson, EF 1936 年 ) 发 现 微波 背景 辐射 ， 即 宇宙 大 爆炸 的 
残余 辐射 ; 1978 年 他 们 因此 项 发 现成 果 获 诺 贝尔 物理 学 奖 . 
阿姆斯特朗 (Neil Armstrong, 生 于 1930 年 ) 在 这 一 年 7 月 
10 日 成 为 登 上 月 球 的 第 一 人 . 
有 限 元 方法 的 广泛 使 用 为 数值 分 析 带 来 了 变革 . 
萨 拉 姆 (Abdus Salam， 生 于 1926 年 )、 格 拉 肖 (Sheldon 
Glashow, 生 于 1932 年 )、 温 柏 格 (Steven Weinberg, 生 于 1933 
4E) 在 规范 场 背景 之 下 , 建立 了 统一 电磁 力 与 弱 作 用 力 的 标准 
BUS. 因此 荣获 诺 贝尔 物理 学 奖 . 1983 F, 在 日 内 瓦 近 旁 欧洲 
原子 能 研究 中 心 (CERN) 的 加 速 器 上 证 实 了 这 一 理论 所 预言 
的 传递 弱 作 用 力 的 玻 色 子 (2 RETA W^ 玻 色 子 ) 的 存在 . 
这 一 标准 模型 现在 已 经 得 到 普遍 认可 , CURA 6 HS 
克 和 6 种 轻 子 (例如 电子 和 中 子 ) 的 规范 场 论 为 基本 组 成 部 
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^r, 其 相互 作用 由 12 种 粒子 来 刻画 (8 HRT, 光子 ,2 RE 
FA W* REF). 

1980 年 个 人 计算 机 开始 风靡 世界 , 数学 发 生变 革 . 像 物 理学 一 样 , 数 
学 日 益 成 为 一 门 实验 学 科 . 

1983 年 法 尔 廷 斯 (Gerd Faltings, 生 于 1954 F) 对 数 域 上 的 丢 番 图 方 


程 证 明了 莫 德 尔 (Modell) 猜想 (关于 代数 曲线 上 的 有 理 点 ). 
1994 年 怀 尔 斯 (Andrew Wiles, 生 于 1953 年 ) 利用 极其 抽象 和 全 新 的 


数学 在 其 力作 中 证 明了 费 马 大 定理 . 

1994 年 在 芝加哥 附近 费 米 实验 室 的 加 速 器 上 通过 实验 发 现 了 人 们 已 
苦 苦 寻找 很 长 时 间 的 第 六 种 夸克 . 

1995 年 13) (Hubble) 望远镜 在 绕 地 飞行 轨道 上 , 拍摄 出 恒星 诞生 和 
灭亡 的 清晰 照片 , 在 数学 和 物理 学 理论 的 基础 上 以 此 证 实 了 天 


体 物理 学 家 的 预言 . 
2002 年 佩 雷 尔 受 证 明 庞 加 菜 猜 想 .“ 


菲 尔 兹 奖 得 主 


20 世纪 得 到 许多 深刻 有 趣 的 卓越 成 果 . 为 了 对 此 加 以 概述 ,我 们 列 出 菲 
尔 兹 奖 得 主 的 名 单 . 该 奖 是 授予 数学 家 的 最 高 奖项 , 每 隔 四 年 在 国际 数学 
家 大 会 上 举行 颁奖 仪式 , 其 得 主 年 龄 不 得 超过 40 岁 . 授予 数学 家 的 这 一 
奖项 塔 与 授予 物理 学 家 和 其 他 科学 家 的 诺 贝尔 奖 齐名 . 
1936 年 阿尔 福 斯 (Lars Ahlfors, 生 于 1907 年 )( 分 析 学 ; 函数 论 和 拟 共 形 映射 ); 
道格拉斯 (Jessel Douglas, 1897 一 1965)[ 分 析 学 ; 极 小 曲面 存在 性 的 证 明 ]. 
1950 年 Ji FL2% (Laurent Schwartz, EF 1915 年 )[ 分 析 学 ; 广义 函数 论 一 一 广义 
函数 的 微 积分 及 傅 里 叶 变 换 ]; 
塞 尔 贝 格 (Atle Selberg, 生 于 1917 年 )[ 数 论 ; 素数 分 布 定理 的 初等 证 明 ]. 
1954 年 MPE (Kunihiko Kodaira, 生 于 1915 年 )[ 分 析 学 与 微分 几何 学 ; 代数 
几何 与 流 形 上 的 调和 积分 ; 对 代数 函数 与 代数 积分 的 黎 曼 思想 的 推广 ]; 
塞 尔 (Jean-Pierre Serre, “EF 1926 年 )[ 代 数学 与 拓扑 学 ; 纤维 从 ; 球面 同 
伦 群 (直到 平凡 例外 ) 的 有 限 性 证 明 ]. 
1958 年 罗 特 (Klaus Roth, 生 于 1925 年 )[ 数 论 ; 解决 有 理 数 逼近 代数 数 这 一 古老 
问题 ]; 
托 姆 (René Thom, ÆF 1923 年 )[ 微 分 拓扑 学 ; 使 配 边 理论 成 为 深入 理解 
流 形 的 结构 性 质 的 工具 ]. 


x “数学 历史 概要 ”部 分 中 , 楷体 文字 系 中 译 者 增补 ， 下 同 . 
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1962 年 赫 尔 曼 德尔 (Lars Hórmander, 生 于 1931 年 )[ 分 析 学 ; 常 系数 线性 偏 微分 
方程 一 般 理论 ]; 
米尔 诺 (John Milnor, 生 于 1931 年 )[ 拓 扑 学 ; 怪 球 面 的 发 现 , 说 明 流 形 的 
拓扑 结构 和 微分 结构 不 必 一 致 ]. 

1966 年 阿 蒂 亚 (Michael Atiyah, 生 于 1929 年 )[ 拓 扑 学 , 微分 几何 学 与 偏 微分 方 
程 ; 发 展 K 理论 , 通过 关于 流 形 的 向 量 从 集合 刻画 流 形 深刻 的 结构 性 质 ; 
阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 ]; 
科恩 (Paul Cohen, 生 于 1934 年 )[ 数 学 基础 ; 证 明 选 择 公 理 与 连续 统 假设 
独立 于 集合 论 中 其 他 公理 ]; 
格 罗 腾 迪克 (Alexander Grothendieck, 生 于 1928 年 )[ 分 析 学 一 一 核 空 
间 理 论 ; 代数 几何 学 一 一 通过 概 型 这 种 强 有 力 的 工具 使 该 数学 学 科 发 生 
变革 ]; 
斯 梅 尔 (Stephen Smale, 生 于 1930 年 )[ 拓 扑 学 与 分 析 学 ; 动力 系统 及 其 混 
沌 行为 方面 深刻 的 建构 性 工作 ]. 

1970 年 贝克 (Alan Baker, 生 于 1939 年 )[ 数 论 ; 超越 数理 论 ]; 
广 中 平 禧 (Heisuke Hironaka, EF 1931 年 )[ 代 数 几 何 学 ; 奇 点 消解 问题 
的 证 明 ]; 
诺 维 科 夫 (Sergei Novikov, 生 于 1938 年 )[ 拓 扑 学 ; 同调 和 同 伦 论 方面 的 重 
大 贡献 ]; 
汤普森 (John Thompson, 生 于 1932 年 )[ 代 数学 ; 群 论 方面 的 重大 贡献 ]. 

1974 年 邦 别 里 (Enrico Bombieri, 生 于 1940 年 )[ 解 析 数 论 、 数 的 几何 ; 代数 曲面 ]; 
芒 福 德 (David Mumford， 生 于 1937 年 )[ 代 数 几 何 学 ; 阿 贝 尔 簇 的 结 
构 阿 贝 尔 簇 是 对 椭圆 曲线 的 进一步 推广 ,已 经 从 阿 贝 尔 积分 论 的 
角度 发 展 起 来 ]. 

1978 年 德 利 涅 (Pierre Deligne, “EF 1944 年 )[ 代 数 几 何 学 ; 证 明 有 限 域 上 代数 簇 
的 (广义 ) 黎 曼 假设 , BEE (André Weil) 猜想 ]; 
3t JE & (Charles Fefferman, 生 于 1949 年 )[ 分 析 学 ; 高 维 傅 里 叶 级 数 和 奇 
异 积分 算 子 的 作用 ; 多 元 复 变 函数 论 ]; 
马尔 古 利 斯 (Grigori Margulis, “AF 1946 年 )[ 微 分 几何 学 ; 李 群 G 的 高 
ATE D 的 结构 , 其 中 G/T AR]; 
#6 (Daniel Quillen, “EF 1940 年 )[ 代 数学 与 拓扑 学 ; 群 的 上 同调 ; 塞 尔 
猜想 的 证 明 系数 在 域 中 的 多 项 式 环 上 的 射影 模 一 定 是 自由 模 , 即 这 
些 模 具有 线性 空间 的 结构 ]. 

1982 年 孔 涅 (Alain Connes, 生 于 1947 年 )[ 泛 函 分 析 ;:III 型 汉 - 诺 依 曼 代数 的 结 
构 ]; 
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丘成桐 (Shing Tung Yau, 生 于 1949 年 )[ 大 范围 分 析 ; 关于 流 形 和 广义 相 
对 论 的 微分 方程 ; 正 引力 质量 存在 性 定理 D 的 证 明 ; 凯 勒 (Kahler) 流 形 
的 卡拉 比 (Calabi) 猜想 的 证 明 ]; 


IHW (William Thurston, 生 于 1946 年 )[ 拓 扑 学 、 与 双 曲 几何 学 相关 的 
三 维 流 形 的 结构 ]. 

1986 年 唐 纳 森 (Simon Donaldson, 生 于 1957 年 )[ 大 范围 分 析 与 拓扑 学 ; 用 理论 
物理 学 规范 理论 的 杨 -米尔 斯 方程 理解 四 维 流 形 的 光滑 (可 微 ) 结构 ]; 
法 尔 廷 斯 (Gerd Faltings, EF 1954 年 )[ 代 数 几何 学 与 数论 ; EHEER 
方程 的 莫 德 尔 猜想 ]; 
35 f& & (Michael Freedman, 生 于 1951 年 )[ 拓 扑 学 ; 四 维 情况 下 庞 加 莱 
猜想 的 证 明 : 四 维 球面 是 其 同调 与 球面 的 同调 相 一 致 的 唯一 的 紧 四 维 ( 拓 
Th) 流 形 ; 这 个 重要 猜想 在 组 合 拓扑 学 中 的 一 个 反例 可 以 通过 不 具有 等 价 
三 角 训 分 的 同 胚 四 维 流 形 构造 出 来 ]. 

1990 年 德 林 费 尔 德 (Vladimir Drinfeld, 生 于 1954 年 )[ 代 数 几 何 学 ; 对 杨 - 米 尔 斯 
方程 的 解 ( 瞬 子 ) 的 应 用 ; 量子 群 ; 关于 伽 罗 瓦 群 的 朗 兰 效 (Langlands) 48 
想 的 证 明 ]; 


琼斯 (Vaughan Jones, 生 于 1955 年 )[ 泛 函 分 析 与 拓扑 学 ; 冯 . 诺 依 曼 代 
数 与 纽 结 理 论 之 间 的 关系 ; 对 统计 物理 ( 杨 - 巴 克 斯 特 (Yang-Baxter) 方 
程 ) 的 应 用 ]; 
森 重 文 (Shigefumi Mori, 生 于 1951 年 )[ 代 数 几何 学 ; 三 维 代数 簇 的 分 类 ; 
三 维 情 况 中 极 小 模型 猜想 的 证 明 ]; 
威 顿 (Edward Witten， 生 于 1951 年 )[ 量 子 场 论 方法 ( 费 曼 积分 ) 与 拓 
扑 学 、 微 分 几何 学 和 代数 几何 学 方法 的 绝妙 组 合 ; 威 顿 实际 上 是 一 位 物 
理学 家 , 他 对 数学 的 几 个 分 支 都 有 新 的 深刻 见解 , 例如 超 对 称 与 莫 尔 斯 
(Morse) 理论 的 形式 相似 性 ; 量子 场 论 与 纽 结 理论 之 间 的 关系 ; 借助 狄 
拉克 方程 对 正 引 力 质量 定理 的 证 明 ; 1994 E, 威 顿 和 西 贝 格 (Nathan 
Seiberg)( 他 们 都 是 物理 学 家 ) 得 到 的 西 贝 格 - 威 顿 理论 , 通过 用 一 组 物理 
上 对 偶 的 方程 一 一 狄 拉 克 方 程 代替 杨 -米尔 斯 方程 , 大 大 化 简 了 四 维 流 
形 的 唐 纳 森 理论 . 狄 拉 克 方 程 的 结构 要 简单 得 多 , 常常 能 进行 更 简单 更 完 
善 的 分 析 ]. 

1994 年 布尔 甘 (Jean Bourgain, 生 于 1954 年 )[ 分 析 学 ; 数学 物理 的 非 线性 微分 方 
程 ; Bej (Banach) 空间 的 几何 学 ; 遍历 理论 ; 调和 分 析 ; 解析 数论 ]; 

1) 这 个 定理 是 说 相互 作用 的 物质 的 引力 质量 在 广义 相对 论 中 总 是 正 数 , 这 一 点 在 物理 上 很 
明显 , 但 在 数学 上 却 很 难 证 明 . 
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ASH (Pierre-Louis Lions, 生 于 1956 年 )[ 分 析 学 与 应 用 数学 ; 解 非 线性 
偏 微分 方程 的 新 方法 ; 控制 论 中 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 和 贝尔 曼 (Bellman) 
方程 的 黏 性 方法 ; 能 量 集中 法 ; 求解 用 于 处 理 具有 多 电子 原子 的 哈 特 里 - 
福 克 (Hartree-Fock) 方程 ; 求解 用 来 处 理 具有 相互 作用 粒子 的 气体 的 玻 
尔 兹 曼 (Boltzmann) 方程 ; 可 压缩 液体 ; 利用 各 向 异性 扩散 方程 建构 清晰 
的 计算 机 图 像 ]; 

约 科 (Jean-Christophe Yoccoz, EF 1956 年 )[ 分 析 学 ; 动力 系统 的 稳定 
性 ; 大 量 计算 机 直观 显示 与 深刻 理论 研究 的 结合 ]; 

泽 尔 曼 诺 夫 (Efim Selmanov, 生 于 1955 年 )[ 代 数学 ; 李 代 数 ; 车 尔 当代 数 
与 有 限 群 结构 ]. 

1998 年 博 彻 兹 (Richard Borcherds, 生 于 1959 年 )[ 代 数 与 几何 学 ; 月 光 猜 想 的 证 
8j. 月光 猜想 揭示 了 魔 群 (一 种 很 大 的 有 限 群 ) 与 椭圆 函数 、 卡 区 - 穆 迪 
(Kac-Moody) 代数 以 及 自 守 形式 之 间 意 想不到 的 关系 ]; 

孔 采 维 奇 (Maxim Kontsevich, AF 1964 年 )[ 弦 论 与 量子 场 论 ; 量子 引力 
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以 下 列 出 的 仅 为 常用 的 数学 符号 . 
数理 逻辑 

A — B Hoo 推出 多 . 另 一 种 表达 : d 是 多 的 充分 条 件 , BEA 的 必要 
条 件 

A o ef 等 价 于 多 . 也 可 表述 为 : 当 且 仅 当 多 成 立时 , e£ 成 立 . A 是 多 
的 充分 必要 条 件 

{x :+++},{2|---} 具有 .… 人 性质 的 所 有 x 的 集合 

回 证 明 结 束 ; 也 可 写 为 : q.e.d.(quod erat demonstrandum, 所 证 明 如 
+) 

ANB A Bk B 

ANB A B 

aa dE (s 的 否定 ) 

Vaiss 对 于 每 一 个 具有 性 质 Hm 

Jr: 存在 一 个 元 素 x 使 性 质 .… A 

Ala : 存在 唯一 一 个 r, 具有 性 质 … 

ac b a 等 价 于 5( 在 某 种 等 价 关系 下 ) 

X/~ 集合 X 关于 ~ 的 等 价 类 

a=b a SF b 

azb a 不 等 于 b 

f(x) := x? 定义 函数 f(x), 令 其 等 于 a? 

f(x) =0 f(x) 恒 等 于 0, BI, 对 于 所 有 的 x, f(x) = 0 都 成 立 

f =const f 为 常 值 函 数 , BU, 对 于 所 有 的 c.f (x) 取 相 同 的 值 

N BRB *0,1,2,--- 

Ny 正 自 然 数 集 1,2… 

Z BHR (或 环 ) 

Q 有 理 数 集 (或 域 ) 

R 实数 集 (或 域 ) 

C 复数 集 (代数 闭 域 ) 

K RRC 

R^ n 维 实 向 量 空间 

cy 欧 几 里 得 内 积 (标量 积 ) 》， zjyj, 其 中 , e — (x1,--- en), y=(y1, 


j=l 
y2.U3.:7 yn), x,y E R”, Bl a A y 为 n 维 向 量 


* 也 称 为 非 负 整 数 集 . 一 一 译 者 
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n! 

n 
ial 
Re z, Im z 
Zz 
|z| 
arg z 
a[b 
a<b 
a = b(mod p) 
[a,b] 
Ja, bl 


min{a, b} 


max{a, b} 


log, x 
ze 
sin £, cos © 

tan z, cot x 

arcsin £, arccos z 
arctan zx, arccot © 


sinh z, cosh x 


数学 符号 


西欧 几 里 得 内 积 (本 标量 积 ) ^ m], X æ= (21, an), y= 
j=l 


(yi, ,yn), 2 y € C^, MayAn 维 复 向 量 
欧 几 里 得 范 数 ; |z| := Vzz 

BEAR r( 发 音 : 派 ); x = 3.141 59--- 

欧 拉 数 e=2.718 281 8 

欧 拉 常数 C=0.5772: -- 


虚数 单位 ; i? = 一 1 
阶乘 ; n! 等 于 1, 2,… ,n 的 乘积 (定义 0! = 1) 
二 项 式 系 数 


复数 的 实 部 , 虚 部 ; 复数 z = z+iy 的 实 部 为 zx, BBA y 
复数 z = z+iy 的 共 斩 复数 为 Z= x 一 iy 

复数 z = z+iy 的 模 , 即 定义 |z| = Vr? +y? 
z 的 辐 角 

a 小 于 等 于 

a /hF b 

a 模 p MAF b, 即 6 一 a TAR p RA 

闭 区 间 ; 集合 {rER:a<x <b} 

开 区 间 ; 集合 {zx ER:a<x<b} 

右 半 开 区 间 ; 集合 {zx ER:a<z<b} 

左 半 开 区 间 ; 集合 {x ER:a<z<b} 

a 的 符号 函数 


对 aj RA, al -- a2 +: + an 


对 Qj RAR, 0102***Qn 


两 个 数 Al 中 的 最 小 数 
两 个 数 a。 和 中 的 最 大 数 


基本 函数 


正 实数 z 的 正平 方 根 (例如 , V4 = 2) 
z 的 n 次 方 根 (Blan, V8 = 2, 即 , 22 = 8) 
指数 函数 (e 的 zx RE) 

zc 的 自然 对 数 

z 的 以 a 为 底 的 对 数 

一 般 指数 函数 (1% =ec mmz) 

x 的 正弦 , z 的 余弦 

z 的 正切 , zx HAD 

z 的 反正 弦 , x 的 反 余弦 

z 的 反正 切 , z 的 反 余 切 

x 的 双 曲 正弦 , c 的 双 曲 余弦 


tanh z, coth x 
arsinh z, arcosh x 
artanh z, arcoth x 


lim zn 
noo 


lim f(z) 


f'(z) 
f" (2j, £9 
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2 的 双 曲 正切 , x 的 双 曲 余 切 

2 的 反 双 曲 正 弦 , c 的 反 双 曲 余弦 

z 的 反 双 曲 正切 , x 的 反 双 曲 余 切 

序列 on 的 极限 值 ; 另 一 种 写法 : 当 一 co 时 , zn 一 co( 例 如 ， 
Jim =9 

2 趋 于 a 时 , f(z) 的 极限 值 

单 变 量 函数 f 在 点 m 的 导 函 数 或 微 商 

单 变量 函数 f 的 二 阶 导数 


函数 f 对 z 的 偏 导数 


函数 f EX m, 再 对 y 求 二 次 偏 导 数 

函数 f 对 o; 的 偏 导数 Of /Ox; 

偏 导数 0107? .… One f 的 缩写 , 即 O° f := 
其 中 Jal := aa 十 :十 am 

函数 Sf 的 全 微分 
微分 式 w 的 嘉 当 导数 

函数 f 在 区 间 [a,b] 上 的 积分 
函数 f 在 集合 G 上 的 积分 
微分 式 w 在 集合 G 上 的 积分 


曲面 积分 


温度 场 T 的 梯度 

电场 E 的 散 度 

电场 E 的 旋 度 

温度 场 T 的 拉 普 拉 斯 算 子 , BU, 定义 : AT =div grad T 
a. 0,, 0 

mou (v= Zit 25+ Že) 

当 z 一 a 时, Ñ f(z)/g(z) FO 

商 f(z)/g(z) 在 a 的 邻 域内 有 界 (不 包括 a 点 ) 

当 z a 时 , 商 f(x)/g(x) 有 界 

集合 U 的 边界 

集合 U HA, 即 U -UUOU 

集合 U 的 内 部 

所 有 在 开 集合 G 上 具有 k 阶 连 续 偏 导 数 的 函数 f : G 一 民 


alel f 


CEET 


所 有 在 C*(G) 中 的 函数 的 集合 , 函数 本 身 与 它们 所 有 的 k 阶 偏 导数 


TAR G 连续 延 拓 


所 有 在 开 集 合 G 上 具有 任意 阶 连续 偏 导数 的 函数 f : G 一 民 的 集合 


在 Cee(G) 中 所 有 具有 紧 致 子 集 的 函数 的 集合 
所 有 满足 | 


G 


| f(z) dx < oo 的 (可 测 ) 函数 的 集合 , 其 中 积分 为 勤 
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AT 
A* 
rank A 
det A 
tr A 
Ojk 
E,I 
ab 
axb 
(abc) 
i,j,k 


XoyY 
X@Y 
XAY 
X/Y 
a@b 
a^b 


EM 
rr¢M 
ACM,ACM 
AGM 
AUB 

ANB 

A-B 
AxB 

9A 

ge 
f:ACMB 


D(f), Dom f 
R(f), Im f 
f(A) 

f7\(B) 

I, id 

span L 


meas M 


数学 符号 


贝 格 积分 , 包括 经 典 积分 

EE A 的 转 置 矩阵 ( 行 与 列 互 换 ) 

矩阵 A 的 共 斩 矩阵 ( 行 与 列 互 换 且 转 化 为 共 辆 复数 ) 

ER A 的 秩 

HE A 的 行列 式 

Fike A 的 迹 

克 罗 内 克 符 号 , 当 j 了 去 上 时, 6jk 二 0; 5 j= k i, 6i =1 

单位 矩阵 

向 量 a 和 b 的 标量 积 

向 量 a 和 b 的 向 量 积 

HER (a x bc 

第 卡 儿 正 交 坐标 系 的 基 向 量 ; 这 些 向 量 的 长 度 为 1, 三 个 向 量 由 右手 
拇指 、 食指 和 中 指 构成 右手 系 法 则 

线性 空间 X AY 的 直 和 

线性 空间 OX 和 Y 的 张 量 积 

线性 空间 X A Y 的 外 积 (格拉 斯 曼 乘积 ) 

线性 空间 X 对 应 的 子 空间 Y 的 因子 空间 (分 别 可 为 因子 群 或 因子 环 ) 
多 线性 型 a Mb 的 张 量 积 

交错 多 线性 型 a 和 b 的 外 积 


集合 与 映射 


r 是 集合 M 的 一 个 元 素 ; z 属于 M 

Zz 不 是 集合 M 的 一 个 元 素 ; z 不 属于 M 

A 包含 于 M; A 是 M 的 子 集 , 即 4 的 每 个 元 素 也 属于 M 

A 真 包含 于 M; 4 是 M HATE, HL AC M HAZ M 
集合 4 和 B 的 交集 , 同时 属于 4 和 B 的 所 有 元 素 的 集合 
集合 AM B 的 并 集 , 属于 AR B 的 所 有 元 素 的 集合 

A 与 B 的 差 集 , 所 有 属于 A 但 不 属于 B 的 元 素 的 集合 

有 序 对 (a,b) 的 乘积 集合 , 其 中 ae AbeB 

A KRE, 所 有 A 的 子 集 的 集合 

空 集 

函数 f 把 A 中 的 每 个 元 素 r 对 应 B 中 的 一 个 元 素 f(z), 其 中 A 是 
M 的 子 集 

函数 f 的 定义 域 , 即 f(z) 对 所 有 的 ze D(f) 成 立 

函数 f 的 值 域 , 或 映射 f(z) 的 集合 ; 所 有 映射 点 f(r) 的 集合 
集合 4 的 象 , 所 有 点 f(z) 的 集合 , 满足 ze 4 

集合 B 的 原 象 , 所 有 满足 fic) EB 的 点 z 的 集合 

恒 同 算 子 或 者 单位 算 子 (对 所 有 的 z 满足 Iz := c) 

集合 L 的 线性 包 络 扩张 

集合 M 的 度量 


基本 物理 量 纲 


基本 量 
长 度 m 米 
时 间 s 秒 
质量 kg PHO 
热力 学 温度 K FF [ 尔 文 ] 
电流 强度 A 安 [ 培 ] 
物质 的 量 mol 1B [R] 
( 阿 伏 伽 德 罗 常 数 L—6.022-10?2) 
光 强 cd [BF] 
导出 单位 
速度 m/s 米 / 秒 
(单位 时 间 经 过 的 位 移 ) 
加 速度 m/s? 米 / 秒 ? 
(单位 时 间 速 度 的 改变 量 ) 
(质量 ) 密度 kg/m? 千克 / 米 3 
(单位 体积 的 质量 ) 
力 N Æ [i] N=kg-m/s? 
(质量 乘 以 加 速度 ) 
压力 Pas [斯 卡 ] Pa=N/m? 
(单位 面积 上 所 受 的 力 ) 
(地 球 表面 的 平均 大 气压 力 约 等 于 105 帕斯卡 ) 
功 可 焦 [ 耳 ] J=Nm 
( 力 乘 以 位 移 ) 
功率 W T [ 特 ] W=J/s=VA 
(单位 时 间 做 的 功 , 单位 时 间 的 能 量 ) 
能 量 J 焦耳 J=Nm=kg-m?/s?=Ws 
(所 做 的 功 ， 质 量 乘 以 速度 的 平方 ) 
eV ”电子 伏特 1 eV—1.6:10719J 
作用 量 Js 焦耳 . 秒 
(能 量 乘 以 时 间 ) 


© 在 现代 物理 学 中 ， 需 要 使 用 原子 质量 单位 u， 它 是 碳 原子 UC 的 质量 的 十 二 分 之 一 . 


1 u—1.661-10-?" kg. 
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热量 J 焦耳 J=Nm 
cal 卡 (路 里 ) 1 cal=4.1868 J 
(能 量 守恒 ) 


热 容 J/K 焦耳 /开尔文 
(温度 升 高 1 度 所 需要 的 热量 ) 
比热容 ”J/(K-kg) 焦耳 /( 开 尔 文 * 千 克 ) 
(单位 质量 的 物质 的 热 容 ) 


$i J/K 焦耳 /开尔文 
(单位 温度 变化 所 贡献 的 热量 ) 


&ü Cc 库 [6] C-As 
(电流 强度 乘 以 时 间 ) 

mE v (8 V=W/A 
(单位 电流 强度 的 电功率 ) 

电场 强度 V/m 伏特 / 米 
(单位 电荷 的 力 ， 单位 长 度 的 电压 差 


磁 通 量 Wb 韦 Hf] Wb=Vs 
(线圈 中 的 感应 电压 乘 以 时 间 ) 

磁场 强度 T 特 [斯 拉 ] T=Wb/m? 

G 高 斯 (1:G-10-4^T) 

(单位 面积 的 磁 通 量 ) 
(地 球 磁场 的 平均 磁场 强度 约 为 0.5 高 斯 ) 

电阻 Q 欧 [ 姆 Q= V/A 
(电压 与 电流 强度 之 比 ) 

电容 F 法 [ 拉 F=C/V 
(电荷 与 电压 之 比 ) 

电感 H ** [Al H=Wb/A 
( 磁 通 量 与 电流 强度 之 比 ) 

频率 Hz is [2% Hz=s-! 


(每 秒 振动 数 ) 


基本 物理 常数 


下 列表 中 常数 的 值 与 误差 估计 选 自 国际 科学 联合 会 理事 会 (International Coun- 
cil of Scientific Unions, ICSU) 的 国际 科技 数据 委员 会 (CODATA) 基本 常数 工作 
组 所 发 布 的 资料 , 推荐 通用 于 科技 领域 ?. 

数值 后 面 括号 中 的 数字 表示 该 数值 末 位 的 误差 。 

例如 : h = 6.626 075 5(40) 表示 h = 6.626 075 5 + 0.000 004 0. 

误差 是 数值 的 标准 差 [参见 CODATA Bulletin No.63. 1986, 11 以 及 Cohen 


E, Taylor B. Review of Modern Physics. 59, 4(1987)]. 


名 称 符号 和 公式 数值 (TEE Fe RAL 相对 误差 

真空 中 的 光速 coc 2.997 924 58 105m.s-! 0 
m _ 4n 10-7N-A~? 

vias meim 956 637 061 4. 10-9NA-3 S 
电场 常量 Eo l/uocà 8.854 187 817... 10- ?F-m-! 0 

万 有 引力 常量 G 6.672 59(85) 10-!!m3.kg-1.s-? 128-1076 
地 球 重力 加 速度 9 9.806 05 m-s~2 0 

普 朗 克 常 量 ， h 6.626 075 5(40) 10-34 J.s 6.0-1077 

普 朗 克 作 用 量子 4.135 669 2(12) 10-15eV.s 3.0-10-7 

1.054 572 66(63) 10-34 J-s 6.0-1077 

约 化 普 朗 克 常 量 h— h/2x 6.582 122 0(20) 10-16eV.s 3.0-1077 

单位 电荷 e 1.602 177 33(49) 10-19C 3.0-1077 

e/h 2.417 988 36(72) 1014A.]-1 3.0-1077 

磁 通 量子 $9 = h/2e 2.067 834 61(61) 10-15 Wb 3.0-10-7 

ARR 2/h 4.835 976 7(14) 1014Hz-V 71 3.0-1077 

m.m h/e? 2.581 280 56(12) 1042 4.5-10-8 

e? /h 3.874 046 14(17) 10-95-71 4.5-10- 8 

玻 尔 磁 子 — Ame 9.274 015 4(31) 10-4] p—4 3.4.1077 

5.788 382 63(52) 10-5 eV-T-! 8.9-10- 8 

核磁 子 Mn 5.050 786 6(17) 10-27 J.T-! 3.4.1077 

3.152 451 66(28) 10-8 eV.T-1 8.9:10-8 

— o = uocoe?/2h 7.297 353 08(33) 10-3 4.5.10-8 

结构 常数 a7! 1.370 359 895(61) 10? 4.5-10- 8 

a? 5.325 136 20(48) 10-5 9.0-10-8 


@ 数学 常数 见 本 书 0.1.1. 
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续 表 
名 称 符号 和 公式 数值 (INTER Fe RAL 相对 误差 
Roo = mecoa?/2h 1.097 373 153 4(13) — 107m-! 1.2-10-? 
里 德 伯 常 量 Roohco 2.179 874 1(13) 10718J 6.0-1077 
1.360 569 81(40) 10leV 3.0-1077 
玻 尔 半径 ao = e/Ax Ra; 0.529 177 249(24) 10710m 4.5-1078 
环流 量子 h/2me 3.636 948 07(33) 10745m-?.s-! 8.9-10-8 
电子 静 质 量 me 9.109 389 7(54) 1073! kg 5.9 -1077 
5.485 799 03(13) 10-4u 2.3 . 1078 
— 0.510 999 06(15) 108eV 3.0 - 10-7 
电子 荷 质 比 —e/me —1.758 819 62(53) 1011C.kg-1 3.0.1077 
电子 康 普 顿 波长 Ac =h/meco 2.426 310 58(22) 10-12m 8.9-10-8 
(经 典 ) 电子 半径 re = a?ao 2.817 940 92(38) 10715m 1.3-1077 
电子 磁 矩 He 9.284 770 1(31) 10-25]. T-4 3.4: 107% 
mem 1.001 159 652 193(10) 10-H 
Ie / LN 1.838 282 000(37) 103 2.0- 1078 
电子 的 9 因子 ge = 2ue/ un 2.002 319 304 386(20) 10-H 
ku 子 静 质量 my 1.883 532 7(11) 10-28kg 6.1 -1077 
0.113 428 913(17) u 1.5 . 1077 
以 电子 伏特 为 " p" 
单位 的 u 子 质量 1.056 583 89(34) 108eV 3.2.10 
p T—RTABE mme 2.067 682 62(30) 10? 1.5-10-7 
wf EAE Hyu 4.490 451 4(15) 10-98J.'T-* 3.39. 10-7 
Hn/ HB 4.841 970 97(71) 1073 1.5 -107 
Hu/ UN 8.890 598 1(13) 1.5- 1077 
质子 静 质 量 mp 1.672 623 1(10) 10-?7 kg 5.9 - 1077 
1.007 276 470(12) u 1:2 -1078 
以 电子 伏 为 单位 9.382 723 1(28) 108eV 3.0 - 1077 
的 质子 静 质 量 
质子 -电子 静 质 量 比 mp /me 1.836 152 701(37) 103 2.0-10-8 
质子 -u 子 静 质量 比 mp/m 8.880 244 4(13) 1.5-1077 
质子 荷 质 比 e/mp 9.578 830 9(29) 107C-kg-! . 3.031077 
质子 康 普 顿 波长 ” Acp=h/mpco 1.321 410 02(12) 10715m 8.9-1078 
ETRE Hp 1.410 607 61(47) 10-26]. T-! 3.4.1077 
Hp / HB 1.521 032 202(15) 10-3 1.0 - 10-8 
Bp/ UN 2.792 847 386(63) 2.3 - 1078 
质子 旋 磁 比 Yp 2.675 221 28(81) 108s-1.T-! 3.0.1077 


基本 物理 常数 1249 
续 表 
名 称 符号 和 公式 数值 (P) TUR RUE 相对 误差 
中 子 静 质量 Mn 1.674 928 6(10) 10-27 kg 5.9-1077 
1.008 664 904(14) u 1.4- 1078 
以 电子 伏 为 单位 9.395 656 3(28) 108eV 3.0: 1077 
的 中 子 静 质量 
中 子 - 电 子 静 质量 比 mn /me 1.838 683 662(40) 108 2.2.10-3 
中 子 -质子 静 质 量 比 ma /mp 1.001 378 404(9) 0.9-10-8 
中 子 康 普 顿 波长 Aon =h/mnco 1.319 591 10(12) 10715m 8.9:10-8 
HF AR Hn 0.966 237 07(40) 10-39]. T1 441-10-* 
Hn / HB 1.041 875 63(25) 10-3 2.4.1077 
Hn / BN 1.913 042 75(45) 2.4.1077 
气 核 静 质量 ma 3.343 586 0(20) 10-?"kg 5.9.1077 
2.013 553 214(24) u 1.2.1077 
以 电子 伏 为 单位 1.875 613 39(57) 109eV 3.0- 1077 
的 气 核 静 质 量 
气 核 - 电 子 静 质量 比 ma /me 3.670 483 014(75) — 103 2.0-10-8 
氛 核 -质子 静 质 量 比 ra/mp 1.999 007 496(6) 0.3-10-8 
AUR REA Ha 0.433 073 75(15) reg. g 3.4.1077 
nym- 0.466 975 447 9(91) 10-3 1.9.10-8 
Hà / EN 0.857 438 230(24) 2.8-10-8 
阿 伏 伽 德 罗 常量 Na 6.022 136 7(36) 1023 mol! 5.91077 
原子 质量 常数 ma-m(1?C)/12 1.660 540 2(10) 107?" kg 5.9.1077 
1 u 
以 电子 伏 为 单位 9.314 943 2(28) 108eV 3.0.1077 
的 原子 质量 常数 
法 拉 第 常量 F=Na-e 9.648 530 9(29) 104C-mol~! 3.0:10-7 
摩尔 普 朗 克 常 量 《NA th 3.990 313 23(36) 10-10J7.s.mol-! 8.9.10-8 
Na - hco 0.119 626 58(11) J.m- mol^! 8.9. 1078 
oo ^ R 8.314 510(70) Jcmol-1-K-! 8.4.1076 
玻 尔 效 曼 常 量 k= R/NA 1.380 658(12) 107?3J]. K7! 8.5- 10-9 
8.617 385(73) 10-5eV -K-t 8.4. 10-9 
理想 气体 的 摩尔 
体积 (标准 体积 ) RT/p 
T = 273, 15K, 
p=101 325Pa Vm, Vo 2.241 410(19) 10-2m3-mol-!  8.4-10-9 
T = 273, 15K, 
p = 100kPa Vr 2.271 108(19) 107?m?.mol^! 8.4.1076 
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续 表 

名 称 符号 和 公式 数值 (PEE) RAL 相对 误差 
洛 施 密 特 常量 no = Na /Vm 2.686 763(23) 1025m-3 8.5.10-6 
斯 特 藩 - 玻 尔 效 曼 常量 o = (n?/60)ki/h3c2 5.670 51(19) — 10-5W-m-?-K-* 3.4.1075 
第 一 普 朗 克 辐 射 常量 《cl = 2rhc3 3.741 774 9(22) 10-16W.m2 6.0.10-7 
第 二 普 朗 克 辐 射 常量 c2 = hco/k 1.438 769(12) 1072m-K 8.4.10-6 
维 恩 位 移 定律 常量 b= AmaxT = c2/ 

4.965 114 23--- 2.897 756(24) 10-3m-K 8.4. 10-6 


* ERF, 数据 采用 了 科学 记 数 法 . 数字 被 表示 成 a x 10" 的 形式 , 其 中 1 < |a| < 10, X 
n 为 整数 . 


SI 词 头 构成 表 


= 词 头 名 称 
所 代表 的 因数 LEER AGER 词 头 符号 
104 3& [ 它 ] yotta Y 
1071 8 [ 它 ] zetta Z 
1018 AE [可 萨 ] exa E 
1015 18 [ 它 ] peta P 
101? X [ 拉 ] tera T 
10° = (i) giga. G 
10$ JE mega M 
103 T kilo k 
102 百 hecto h 
101 T deca da 
107! 分 deci d 
107? E centi c 
1073 * mili m 
1076 微 micro u 
10-9 纳 [ 诺 ] nano n 
10-12 R [可 ] pico p 
10-15 K [ 母 托 ] femto f 
10718 Bal [ 托 ] atto a 
15722 IK [ 普 托 ] zepto z 
1024 Z [EHE] yocto y 


>F 
W 


oOe»xeddmuumuouzzrs»r»mu- omumuuupuu» 


希腊 字母 表 


写 


= 
7 


英文 读音 


d Q'O H O mr T AH er OB utr mn Oe WR 


已 


ge Eero 


alpha 
beta 
gamma 
delta 
epsilon 
zeta 
eta 
theta 
iota 
kappa 
lambda 
mu 
nu 
xi 
omicron 
pi 
rho 
sigma 
tau 
upsilon 
phi 
chi 
psi 
omega 


人 名 译名 对 照 表 * 


1. 中 文 一 外 文 译名 
( 按 姓氏 汉语 拼音 排序 ) 
A 


Ba DUK N. H. Abel, 1802~1829 

阿波 罗 尼 奥 斯 Apollonius of Perga, 约 公 
元 前 262~ 前 190 

阿布 。 卡 米 勒 Abū Kamil, 约 850~930 

阿布 。 瓦 法 Abu’l-Wafa, 940~997? 

阿达 马 J. Hadamard, 1865~1963 

阿 德 拉 德 、Adelard of Bath, 约 1120 

阿 蒂 亚 M. F. Atiyah, 1929~ 

MIREA G. Albanese, 1890~1947 

阿尔 贝蒂 L. B. Alberti, 1404~1472 

阿尔 伯 特 A. A. Albert, 1905~1972 

阿尔 福 斯 工 . V. Ahlfors, 1907~1996 

MRA R. Argand, 1768~1822 

阿尔 泽 拉 C. Arzelà, 1847~1912 

阿 基 米 德 Archimedes， 公 元 前 287~ 前 

212 

flog F. W. Ackermann, 1896~1962 

Pg K. J. Arrow, 1921~ 

阿 涅 西 M. Agnesi, 1718-1799 

阿 诺 尔 德 V.I. Arnold, 1937~ 

BOX D. V. Anosov, 1936~ 

阿 佩 尔 K. Appel, 1932~ 

阿 佩 尔 P.-E. Appell, 1855~1930 

MRE Archytas, 约 公元 前 375 

阿 廷 E. Artin, 1898~1962 

阿 耶 波多 第 一 “Aryabhata I, 476~ 约 550 

埃 尔 德 什 P. Erdós, 1913~1996 

BRK C. Hermite, 1822~1901 

埃 拉 托 色 尼 ”Eratosthenes, 约 公元 前 276~ 
前 195 

RENSE C. Ehresmann, 1905~1979 

XH G. B. Airy, 1801~1892 

艾 伦 伯 格 S. Eilenberg, 1913~1998 

ELE C.B. Allendoerfer, 1911~1974 

RAR L. P. Eisenhart, 1876~1965 


艾 森 斯 坦 F. G. M. Eisenstein, 1823~ 
1852 

MH A. C. Aitken, 1895~1967 

爱 因 斯 坦 A. Einstein, 1879~1955 

ZAARA ”Ajima Naonobu, 约 1732~1798 

安德森 T. W. Anderson, 1918~ 

ZEF Antiphon, 约 公元 前 480~ 前 411 

安 纳 萨 哥 拉 斯 Anaxagoras, 约 公元 前 
500~ 前 428 

安培 A.-M. Ampére, 1775~1836 

FEJE A. Anthonisz, 2) 1543~1560 

RAK A. M. Obuhov 

RAGE D.S. Ornstein, 1943~ 

奥 尔 O. Ore, 1899~1968 

奥 尔 利 奇 W. Orlicz, 1903~1990 

KREEK A. Y. Okounkov, 1969~ 

EW N. Oresme, 13237-1382 

奥马 。 海 亚 姆 O. Khayyam( 或 Al- 
Khayyami), 约 1048~1131 

RAB W. Osgood, 1864~1943 

奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 M. V. Ostrogradsky, 
1801~1862 

SUE W. Oughtred, 1575~1660 

RHE V. Otto, A 1550~1605 


B 


ERU; C. Babbage, 1792~1871 

巴 布 斯 卡 I. Babuška, 1926~ 

Eau E. W. Barnes, 1874~1953 

巴 格 曼 V. Bargmann, 19081989 

巴 哈 杜 尔 R. R. Bahadur, 1924-1997 

巴克 斯 J. Backus, 1924~2007 

EHH R. J. Baxter, 1940~ 

EF I. Barrow, 1630~1677 

巴 门 尼 德 斯 “Parmenides， 约 公元 前 515~ 
前 450 

EE S. Banach, 1892~1945 

EHE al-Battani, 约 858~929 

EW A. Bhattacharyya, 1915~ 
1996 


* 为 方便 读者 使 用 , 中 文 版 增设 了 “人 名 译名 对 照 表 ”, 本 表 摘 自 《 数 学 大 辞典 》( 王 元 主编 . 


北京 : 科学 出 版 社 , 2010: 1121~1138). 
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Ek C.-G. Bachet, 1581~1638 

白 尔 R. Baer, 1902~1979 

Fete A. A. Byron, 1815~1852 

#8 T. Bang, 1917~ 

邦 贝 利 R. Bombelli, Zj 1526~1573 
3553/8 E. Bombieri, 1940~ 

S&/K F. L. Bauer, 1924~ 

f&/K G. C. Bauer, 1820~1906 

fü H. Bauer, 1928~ 

fü/K M. Bauer, 1874-1945 
鲍 里 布鲁克 A. A. Bolibruch 

HRR M. J. D. Powell, 1936~ 
贝蒂 E. Betti, 1823~1892 

贝尔 E. T. Bell, 1883~1960 

贝尔 R. L. Baire, 1874~1932 
贝尔 曼 R. Bellman, 1920~1984 
贝尔 奈 斯 “P. Bernays, 1888~1977 
贝尔 斯 L. Bers, 1914~1993 
贝尔 特 拉 米 E. Beltrami, 1835~1899 
贝克 A. Baker, 1939~ 

贝克 A. L. Baker, 1853~1934 

贝克 H.F. Baker, 1866~1956 

NÆ T. Baker, 17 世纪 

贝克 隆 A. V. Backlund, 1845~1922 
贝 塞 尔 F. W. Bessel, 1784-1846 
Kivi C. Bessaga, 1932~ 

贝 特 朗 J. Bertrand, 1822-1900 

贝 叶 斯 “ 工 . Bayes, 170271761 

WH É. Bézout, 1730~1783 

本 迪克 松 I. O. Bendixson, 1861~1935 
比 安 基 L. Bianchi, 1856~1928 

HR BAR L. Bieberbach, 1886~1982 
比 察 捷 A. V. Bitsadze, 1916~1994 
比 德 V. Beda, 674-735 

比尔 吉 J. Bürgi, 1552~1632 

比 和 鲁尼 al-Brūn, 973~1050 

LEA J. P. M. Binet, 1786~1856 
比 耶 克 内 斯 V. Bjerknes, 1862~1951 
彼得 罗 夫 G.I. Petrov, 1912~ 


彼得 罗 夫 斯 基 I. G. Petrovsky, 1901~ 


1973 
RE H. Petersson, 1902~1984 


RRS K. M. Peterson, 1828~1881 

HER J.-B. Biot, 1774~1862 

毕 达 哥 拉 斯 Pythagoras of Samos, #7 

元 前 580~ 前 500 

FR. H. Bing, 1914~1986 

WABI B. Bolzano, 1781~1848 

BARA J. Bolyai, 1802~1860 

波 戈 列 洛 夫 A. V. Bogorelov, 1913~ 

WA G. Polya, 1887~1985 

波斯 特 ”E. L. Post, 1897~1954 

波 伊 尔 巴赫 ”G. Peurbach, 1423~1461 

玻 尔 H. Bohr, 1887~1951 

BRAS L. E. Boltzmann, 1844~1906 

HSE W. Burnside, 1852~1927 

白 恩 斯 坦 F. Bernstein, 1878~1956 

伯 恩 斯 坦 S. N. Bernstein, 1880~1968 

{42 S. Bergman, 1898~1977 

HHÆK G. Birkhoff, 1911~1996 

{GREK G. D. Birkhoff, 1884~ 1944 

H3 G. Berkeley, 1685~1753 

HS Al, 丹尼尔 Daniel Bernoulli, 
1700~1782 

伯 努 利 , 尼 古 拉 第 一 Nicolaus Bernoulli I, 

1687~1759 

(ASA, JAA Nicolaus Bernoulli 

II, 1695~1726 

伯 努 利 ， 雅 各 布 第 一 “Jacob Bernoulli I, 

1654~1705 

伯 努 利 ， 雅 各 布 第 二 Jacob Bernoulli II, 
1759~1789 

伯 努 利 ， 约翰 第 一 John Bernoulli I, 
1667~1748 

伯 努 利 ， 约 翰 第 二 John Bernoulli II, 
1710~1790 

HZA, £j$8:8 — John Bernoulli III, 
17447-1807 

伯 奇 B. J. Birch, 1931~ 

185 M. Born, 1882-1970 

博 尔 扎 ”O. Bolza, 1857~1942 

博 戈 柳 博 夫 N. N. Bogolyubow，1909~ 
1992 
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iE S. Bochner, 1889~1982 

博克 斯 “G. E.P. Box, 1919~ 

博 雷 尔 A. Borel, 1923~2003 

博 雷 尔 E. Borel, 1871~1956 

博 内 P.-O. Bonnet, 1819~1892 

博 切 尔 兹 。R. E. Borcherds, 1959~ 

博 斯 A. Bosse, 1602~1676 

H R. Bott, 1923~2005 

博 陡 C. B. Boyer, 1906~1976 

博 伊 西 斯 A. M. S. Boethius, Zj 480~524 

柏拉图 Plato, 公元 前 427~ 前 347 

布尔 G. Boole, 1815~1864 

布尔 巴 基 N. Bourbaki 

MRA J. Bourgain, 1954~ 

布 拉 德 沃 丁 _T. Bradwardine, 4 1290~ 
1349 

mE- C. Burali-Forti, 1861~1931 

布 拉 施 克 W. Blaschke, 1885~1962 

布 拉 维 A. Bravais, 1811~1863 

布莱克 韦 尔 D. Blackwell, 1919~ 

布 劳 德 ”F. E. Browder, 1927~ 

布 劳 德 ”W. Browder, 1934~ 

布 劳 威 尔 L. E. J. Brouwer, 1881~1966 

布 里 昂 雄 C.-J. Brianchon, 1783~1864 

布 里 格 斯 H. Briggs, 1561~1631 

布 里 松 Bryson of Heraclea, 公元 前 450 
年 左右 

布 里 渊 M. L. Brillouin, 1854~1948 

布 龙 克 尔 W. Brouncker, 1620~1684 

布 卢 门 塔 尔 L. O. Blumenthal, 1876~ 
1944 

Ait V. Brun, 1885~1978 

布 洛 赫 A. Bloch, 1893~1948 

布 吕 阿 F. Bruhat, 1929~2007 

布 尼 亚 科 夫 斯 基 V. Ya. 
1804~1889 

布 饶 尔 R. D. Brauer, 1901~1977 

布 斯 曼 H. Busemann, 1905~1994 

Mr R.S. Bucy, 1935~ 

布 西 内 斯 克 J. V. Boussinesq, 1842~1929 


Bunyakovskii, 


C 


策 梅 洛 E.F. F. Zermelo, 1871-1953 
#3248 S. Chapman, 1888~1970 

陈 建 功 Chen Kien-Kwong, 1893~1971 
BRIE Chen Ching-Jun, 1933~1996 
陈省身 Chern Shiing-Shen, 1911~2004 
措 伊 滕 H. G. Zeuthen, 1839-1920 


D 


达 布 G. Darboux, 1842~1917 

达尔 文 C. G. Darwin, 1887~1962 

达尔 文 G.H. Darwin, 1845~1912 

达 。 芬 奇 L. da Vinci, 1452~1519 

达 朗 贝尔 J. L. R. d'Alembert, 1717~ 
1783 

ixw H. Davenport, 1907~1969 

WHS J. W.R. Dedekind, 1831~1916 

戴尔 S. E. Dyer, Jr. 1929~ 

戴 维 斯 M. D. Davis, 1928~ 

丹 齐 格 G. B. Dantzig, 1914~2005 

当 茹 瓦 A. Denjoy, 1884~1974 

道格拉斯 J. Douglas, 1897~1965 

道格拉斯 R. G. Douglas, 1938~ 

德 拜 P. J. W. Debye, 1884~1966 

德 布朗 斯 L. de Branges, 1932~ 

#454 G. Debreu, 1921~2004 

WE M. Dehn, 1878~1952 

德 弗 里 斯 G. de Vries 

德 拉 姆 ”G. de Rham, 1903~1990 

德 拉 瓦 莱 普 桑 ”C.-J.-G. N. de la Vallée- 
Poussin, 1866~1962 

AE P. R. Deligne, 1944~ 

德 林 费 尔 德 V. G. Drinfel’d, 1954~ 

德 摩根 A. De Morgan, 1806~1871 

GRA Democritus, 约 公元 前 460~ 
前 370 

t7 E. de Giorgi, 1928~1996 

德 萨 格 G. Desargues, 159171661 

邓 福 德 ”N. Dunford, 1906~1986 

邓肯 E. B. Dynkin, 1924~ 

狄 克 森 L. E. Dickson, 1874~1954 
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狄 拉 克 P. A. M. Dirac, 1902~1984 

狄 利克 雷 ”P. G. Dirichlet, 1805~1859 

狄 诺 斯 特 拉 托 斯 Dinostratus, 公元 前 4 世 
纪 

JHJEZA J. A. Dieudonné, 1906~1992 

迪 尼 U. Dini, 1845~1918 

迪 潘 “P. C. F. Dupin, 1784~1873 

fü-FJL R. du P. Deacartes, 1596~1650 

#R J.L. Tits, 1930~ 

Aft E. C. Titchmarsh, 1899~1963 

WAR N. A. Tissot, 1824~1904 

棣 莫 弗 A. de Moivre, 1667~1754 

丁 伯 根 J. Tinbergen, 1903~1994 

EER Diophantus, 公元 250 AA 

X27) A. Dürer, 1471-1528 

杜 阿 梅 尔 J. M. C. Duhamel, 1797~1872 

tH J. L. Doob, 1910~2004 

杜 布 瓦 雷 蒙 P. D. G. du Bois-Reymond, 
1831~1889 

BE Tuan Hsio-Fu, 1914~2005 

多 伊 林 M.F. Deuring, 1907~1984 


E 


REH B. Engquist, 1920~ 
恩 斯 库 格 D. Enskog, 1884~1947 


F 


法 尔 廷 斯 G. Faltings, 1954~ 

法 捷 耶 夫 L. D. Faddeev, 1934~ 

YEE J. Farkas, 1847~1930 

法 里 J. Farey 1766~1826 

YEE G. C. Fagnano, 1682~1766 

YEG. Fano, 1871~1952 

法 图 P. J. L. Fatou, 1878~1929 

SES Fan Ky, 1914~2010 

范 德 波 尔 B. van der Pol, 1889~1959 

范 德 科 普 J. G. van der Corput, 1890~ 
1975 

范 德 蒙 德 ”A. T. Vandermonde, 1735~ 
1796 

范 德 瓦尔 登 B.L. van der Waerden, 1903 
~1996 


wos E. R. van Kampen, 1908~1942 

jos F. van Schooten, 1615~1660 

范 因 H. B. Fine, 1858771928 

菲 尔 兹 J. C. Fields, 1863~1932 

菲 赫 金 戈 尔 兹 。G. M. Fikhtengol’tz, 1888 
~1959 

JEM L.N. G. Filon, 1875~1937 

菲 涅 尔 A. J. Fresnel, 178841827 

dE££ H. Fitting, 1906~1938 

菲 托 里 斯 L. Vietoris, 1891-2002 

AMENS L. Fibonacci, 约 1170~1250 

费 奥 尔 A. M. Fior, 1535 左右 

HBR H. Federer, 1920~ 

HES C.L. Fefferman, 1949~ 

费 拉 里 L. Ferrari, 1522~1565 

3:55 W. Feller, 1906~1970 

3:17 S. Ferro, 1465~1526 

费 洛 劳 斯 Philolaus, ZJA- T :768U. 390 

费 马 P. de Fermat, 1601~1665 

HIRE. Fischer, 1875~1959 

HE W. Feit, 1930~2004 

费 希 尔 R. A. Fisher, 1890~1962 

费 耶 L. Fejér, 1880~1959 

J$3& T. Fink, 1561~1656 

3# P. Finsler, 1894~1970 

冯 。 米 泽 斯 R. von Mises, 1883~1953 

4° KS J. von Neumann, 1903~1957 

弗兰克 P. Frank, 1884~1973 

弗 勒 利 希 A. Frohlich, 1916~2001 

HEWWE E.I. Fredholm, 1866~1927 

弗 雷 格 OF. L. G. Frege, 1848~1925 

弗 雷 歇 ，M.-R. Frechet, 1878~1973 

弗 里 德里 希 斯 “K. O. Friedrichs, 1901~ 
1983 

BS M. Freedman, 1951~ 

#8 R. Frisch, 1895~1973 

弗 伦 克 尔 A. A. Fraenkel, 1891~1965 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 F. G. Frobenius，1849~ 


1917 
弗 罗 伊 登 塔 尔 H. Freudenthal, 1905~ 
1991 
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弗 斯 腾 伯 格 H. Furstenberg, 1935~ 

福原 满洲 雄 Hukuhara Masuo, 1905~ 
2007 

Bittle G. Fubini, 1879~1943 

富 克 斯 I. L. Fuchs, 1833~1902 

fü J. B. J. Fourier, 1768~1830 


G 


RYE I. M. Gelfand, 1913~2009 
RE A. O. Gelfond, 1906~1968 
MARM L. Gegenbauer, 1849~1903 
高 尔 顿 F. Galton, 1822~1911 

高 尔 斯 W. T. Gowers, 1963~ 
高 木 贞 治 Takagi Teiji, 1875~1960 
高 斯 C. F. Gauss, 1777~1855 

XJ] P. A. Gordan, 1837~1912 

&K# T. W. Gordon, 1904~1969 
KHR S. K. Godunov, 1929~ 

戌 尔 德 施 泰 因 H. H. Goldstein, 1913~ 
X/KT L. Gàrding, 1919~ 

KRHA V. V. Golubev, 1884-1954 
XEHE D. Gorénstein, 1923-1999 
RAE R.E. Gomory, 1929~ 

kÆ W. S. Gosset, 1876~1937 

哥 德 巴赫”C. Goldbach, 1690~1764 
哥 德 尔 K. Gödel, 1906~1978 

Bi J. P. Gram, 1850~1916 
Rie H. G. Grassmann, 1809~1877 
格 兰 迪 G. Grandi, 1671~1742 

格 朗 沃 尔 T. H. Gronwall, 1877~1932 
WERE J. Gregory, 1638-1675 

格 里 菲 斯 P. A. Griffiths, 1938~ 

格 里 斯 R. L. Griess, 1945~ 

KANE J. Glimm, 1934~ 

格 利 森 A. M. Gleason, 1921~2008 
格林 G. Green, 1793~1841 

FEX M. Gromov, 1943~ 

格 罗斯 曼 M. Grossmann, 1878~1936 
格 罗 滕 迪克 A. Grothendieck, 1928~ 
HEIRE} B. V. Gnedenko, 1912~1995 
HA G. Gentzen, 1909~1945 


ti C. Gudermann, 1798~1852 
TRES É. J. B. Goursat, 1858~1936 
谷山 丰 Taniyama Yutaka, 1927-1958 
关 孝 和 Seki Takakazu, 4 1642~1768 
广 中 平 佑 Hironaka Heisuke, 1931~ 


H 


"MX G. H. Hardy, 1877~1947 

WAR A. Haar, 1885~1933 

哈 尔 莫 斯 “P. R. Halmos, 1916~2006 

哈雷 E. Halley, 1656~1743 

哈里 希 - 钱 德 拉 Harish-Chandra, 1923~ 
1983 

HIR G. K. W. Hamel, 1877~1954 

哈密 顿 R. Hamilton, 1943~ 

哈密 顿 W. R. Hamilton, 1805~1865 

ARAE A. Hammerstein, 1888~1945 

哈 纳 克 C. G. A. Harnack, 1851~1888 

132 H. Hasse, 1898~1979 

HFM. APR H. al Hasib, AF 
864~874 

HRH H. Heilbronn, 1908~1975 

#846 Heron of Alexander, 约 公元 1 世纪 

ig W.K. Hayman, 1926~ 

fH H.E. Heine, 1821~1881 

HAA W. K. Heisenberg, 1901~1976 

海 廷 A. Heyting, 1888~1980 

XWER H.L. F. Helmholtz, 1821~1894 

汉 克 尔 H. Hankel, 1839~1873 

iXH] R. W. Hamming, 1915~1998 

SSK F. Hausdorff, 1868~1942 

SiR A. S. Householder, 1904~ 
1993 

河田 敬 义 ”Kawada Yukiyoshi, 1916~1993 

RT O. L. Holder, 1859~1937 

HERE F. R. Helmert, 1843~1917 

RR A. Hurwitz, 1859~1919 

iX P. Heegaard, 1871~1948 

赫 克 E. Hecke, 1887~1947 

PEF O. Heaviside, 1850~1925 

黑 夫 利 格 尔 A. Haefliger, 1929~ 
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黑 林 格 E. Hellinger, 1883~1950 

= G. A. Hunt, 1916-2008 

eet E. V. Huntington, 1874~1952 

BPE K. Hensel, 1861~1941 

BAR HEAT W.Hurewicz, 1904~1957 

#989 Minfu Tan Hu, 1891~1927 

花 拉 子 米 ”al-Khowarizmi, 4 783~850 

华 林 E. Waring, 1734~1798 

华 罗 康 ”Hua Loo-keng, 1910~1985 

MAR G. T. Whyburn, 1904~1969 

WR R. L. Wilder, 1896~1982 

怀 尔 斯 A. Wiles, 1953~ 

怀特 黑 德 ”A. N. Whitehead, 1861~1947 

WERE G. W. Whitehead, 1918~2004 

WERE J. H. G. Whitehead, 1904~ 
1960 

惠 更 斯 C. Huygens, 1629~1695 

惠 特 克 E. T. Whittaker, 1873~1956 

BRE H. Whitney, 1907~1989 

会 田 安 明 Aida Yasuaki, 1747~1817 

if T. Hobbes, 1588~1679 

fÉ/K M. Hall, Jr. 1910~1990 

fÉ/K P. Hall, 1904-1982 

霍 尔 曼 德 L. V. Hórmander, 1931~ 

霍 赫 希 尔 德 、G. P. Hochschild, 1915~ 

霍金 S.W. Hawking, 1942~ 

EWE E. Holmgren, 1873~1943 

Æ W. G. Horner, 1786~1837 

霍 普 夫 E. Hopf, 1902~1983 

#%K H. Hopf, 1894~1971 

霍 普 金 斯 W. Hopkins, 1793~1866 

fb W. V. D. Hodge, 1903~1975 

霍 特 林 H. Hotelling, 1895-1973 


J 


基 尔 霍 夫 G.R. Kirchhoff, 1824~1887 
Æ% J.C. Kiefer, 1924~1981 

ÆR W.K. J. Killing, 1847~1923 
HAM J. W. Gibbs, 1839~1903 

吉 洪 诺 夫 A. N. Tikhonov, 1906~1993 
吉 拉 尔 A. Girard, 1593~1632 


吉田 耕作 ”Yosida Kosaku, 1909-21999 

吉文 斯 J. W. Givens, Jr. 1910~1993 

im J. G. Galle, 1812~1910 

MERA Kato Tosio, 1917-1999 

伽利略 Galilei(Galileo), 1564-1 642 

mif B. G. Galérkin, 18711945 

MEH E. Galois, 181141832 

X4 E.J. Cartan, 1869-1951 

$4 H.P. Cartan, 190442008 

建部 贤 弘 “Takebe Katahiro, 1662-1739 

姜 立 夫  Chan-chan Tsoo(L. F. Chiang), 
1890-1978 

江 泽 涵 。Kiang Tsai-han, 1902-1 994 

Bub alJawhari, 活跃 于 830 前 | 后 

HERR Kakutani Shizuo, 1911~2004 

杰 拉 德 ”Gerard of Cremona. 约 1114~ 
1187 

Tiki B. N. Delone, 1890~1980 

杰 文 斯 W. S. Jevons, 1835~188 2 


K 


FZ M. Kac, 1914~1984 

卡 德里 C. G. Khatri, 1931~ 

卡尔 达 诺 。G. Cardano, 150141576 

卡尔 德 龙 A. P. Caldrón, 1920~1998 

FRS R. E. Kalman, 1930 

卡尔 平 斯 基 L. C. Karpinsky, 1878~1956 

-EAKEA B. C. Carlson, 1924~ 

FR F. Carlson, 1898-1952 

卡 吉 耶 “P. E. Cartier, 1932~ 

卡拉 比 E. Calabi, 1923~ 

卡拉 泰 奥 多 里 C. Carathéodry, 1873~ 
1950 

FS T. Carleman, 1892~1949 

FH L. A. E. Carleson, 1928~ 

卡 林 S. Karlin, 1924~2007 

卡 姆 克 E. Kamke, 1890~1961 

-FiÉ | L.-N.-M. Carnot, 1753~1823 

卡 普 兰 斯 基 I. Kaplansky, 1917-2006 

KER J. W. S. Cassels, 1922~ 

F= E.C. Catalan, 181441804 
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卡 瓦 列 里 ”B. Cavalieri, 1598~1647 

#7 al-Kāshī, ?~1429 

卡 约 里 F. Cajory, 1859~1930 

FRSC (MAIA) Lord Kelvin 

开 普 勒 J. Kepler, 1571~1630 

凯 尔 迪 什 M. V. Keldysh, 1911~1978 

凯 拉 吉 al-Karaji, 10 世纪 末 11 世纪 初 

JI A. Cayley, 1821~1895 

JiE) J. Keller, 1923~ 

凯 洛 格 O. D. Kellogg, 1878~1932 

坎贝尔 J. E. Campbell, 1862~? 

坎 帕 努 斯 Campanus of Novara, ?~1296 

康德 I Kant, 1724~1804 

康 福 森 S. Cohn-Vossen, 1902~1936 

康 托 尔 G. Cantor, 1845~1918 

RE M. B. Cantor, 1829-1920 

康 托 洛 维 奇 L. V. Kantorovich, 1912~ 
1986 

Bes J. H. Conway, 1937~ 

考 克 斯 特 ”H. S. M. Coxeter, 1907~2003 

考 纽 M. A. Cornu, 1841~1902 

THX R. Cotes, 1682~1716 

科恩 P. J. Cohen, 1934~2007 

EHR F. N. Cole, 1861~1926 

科 尔 莫 戈 罗 夫 ” A. N. Kolmogorov, 1903~ 
1987 

BURA D. J. Korteweg, 1848~1941 

科 马 克 A.M. Cormack, 1924~1998 

科斯 居 尔 J.-L. Koszul, 1921~ 

科斯 坦 特 ”B. Kostant, 1928~ 

柯 蒂 斯 C. W. Curtis, 1926~ 

TR H. von Koch, 1870~1924 

RELATE S. V. Kovalevskaya, 
1850-1891 

# A.-L. Cauchy , 17897-1851 

FEM P. Koebe, 1882~1945 

克拉 夫 丘 克 M.F. Kravchuk, 1892-1942 

WE H. Cramér, 1893~1985 

克拉 维 乌 斯 “C. Clavius, 1537~1612 

WH A.C. Clairaut, 1713~1765 

A G. Cramer, 1704~1752 


WHA F. Klein, 1849~1925 

克 莱 因 L. R. Klein, 1920~ 

克 莱 因 M. Kline, 1908~1992 

克 莱 因 伯 格 J. Kleinberg 

JURE] M. G. Krein, 1907~1989 

克 雷 尔 A. L. Crelle, 1780~1855 

HERA A. L. G. G. Cremona, 1830~ 
1903 

克 里 斯 托 费 尔 E. B. Christoffel, 1829~ 
1900 

克利 福 德 、A. H. Clliford, 1908~1992 

WA W.-K. Clliford, 1845~1879 

克 林 S. C. Kleene, 1909~1994 

WERS H. D. Kloosterman, 1900 
1968 

HEAR W. Krull, 1899~1971 

克 和 鲁 斯 卡尔 M. D. Kruskal, 1925~2006 

克 罗 内 克 L. Kronecker, 1823~1891 

克昌 格 尔 G. S. Klügel, 1739~1812 

woe D. E. Knuth, 1938~ 

wAY K. Knopp, 1882~1957 

BK D. G. Kendall, 1918~2007 

fit A.B. Kempe, 1849~1922 

FLX M. Kontsevich, 1964~ 

jL£ 3E M.-J.-A.-N. C. M de Condorcet, 
1743-1794 

4L¥2 A. Connes, 1947~ 

库 拉 T. ibn Qurra, 4 826—901 

库 拉 托 夫 斯 基 K. Kuratowski, 
1980 

库 朗 “R. Courant, 1888~1972 

库 洛 什 A. G. Kurosh, 1908~1971 

库 默 尔 E. E. Kummer, 1810~1893 

FE]. W. S. Cooper, 1935~ 

库 普 曼 斯 “TT. C. Koopmans, 1910-1985 

HERE W. M. Kutta, 1867~1944 

库 赞 J. A. Cousin, 1739~1800 

Æ% D.G. Quillen, 1940~ 


L 
$i C.R. Rao, 1920~ 


1896~ 
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拉 道 J.C. R. Radau, 1835~1911 

拉 德 马赫 H. Rademacher, 1892~1969 

AYE EME O. A. Ladyzhenskaya, 
1922~2004 

拉 东 J. Radon, 1887~1956 

拉夫 连 季 耶 夫 M. A. Lavrent'ev, 1900~ 
1980 

拉 弗 森 J. Raphson, 1648~1715 

拉 福 格 L. Lafforgue, 1966~ 

H/R E. N. Laguerre, 1834~1886 

拉 格 朗 日 J. L. Lagrange, 1736~1813 

HEH S.F. Lacroix, 1765~1843 

拉克 斯 P. D. Lax, 1926~ 

拉 朗 德 ”J. de Lalande, 1732~1807 

拉 马 努 金 S. A. Ramanujan, 1887~1920 

iE G. Lamé, 1795~1870 

拉 姆 齐 F. P. Ramsey, 190371950 

拉 普 拉 斯 P.-S. M. de Laplace, 1749~ 
1827 

BUE M. Ratner, 1938~ 

拉 伊 尔 P. de La Hire, 1640~1718 

HARRAK A. A. Razbborov, 1963~ 

莱 布 勒 ”R. A. Leibler, 1914~2003 

AER G. W. Leibniz, 1646~1716 

HAWK S. Lefschetz, 1884~1972 

322 D.H. Lehmer, 1905~1991 

XE B. Levi, 187571961 

莱 维 P. P. Levy, 1886~1971 

J3EX& N. Levinson, 1912-1975 

RH K. W. F. Reidemeister, 1893 
~1971 

3* S. Lang, 1927~2005 

兰 伯 特 J. H. Lambert, 17281777 

兰 彻 斯 特 ”W. L. Lanchester, 1865-1946 

兰 道 E.G. H. Landau, 1877~1938 

兰 登 J. Landen, 1719~1790 

“¢ R. A. Rankin, 1915~2001 

兰 乔 斯 C. Lanczos, 1893~1974 

882525 R. P. Langlands, 1936~ 

朗 斯 基 H. J. M. Wronski, 1776~1853 

勒 贝 格 H. L. Lebesgue, 1875~1941 

SK H. Röhrl, 1927~ 


勒 雷 J. Leray, 1906~1998 

ikt A.-M. Legendre, 1752~1833 

勒 维 耶 U.J. J. Le Verrier, 1811~1877 

雷 蒂 库 斯 “G. J. Rheticus, 1514~1576 

雷 恩 C. Wren, 1632~1723 

雷 尼 A. Rényi, 1921~1970 

雷诺 O. Reynolds, 1842~1912 

雷 乔 蒙 塔 努 斯 J. Regiomontanus, 1436~ 
1476 

Be G.F.B. Riemann, 1826~1866 

HR W. Ritz, 1878~1909 

ARR J.F. Ricatti, 1676741754 

里 奇 C.G. Ricci, 1853~1925 

里 斯 F. Riesz, 1880~1956 

里 特 J. F. Ritt, 1893~1951 

李 S. Lie, 1842~1899 

李 特 尔 伍德 ”J. E. Littlewood, 1885~1977 

李 雅 普 诺 夫 A. M. Lyapunov, 1857~1918 

李 郁 荣 Yuk Wing Lee, 1904~1988 

HAER A. R. Richardson, 1881~1954 

利 布 E. H. Lieb, 1932~ 

AEG M. Ricci, 1552~1610 

利 普 希 茨 ”R. Lipschitz, 1832~1903 

利 斯 廷 J. B. Listing, 1808~1882 

TI£jHT J.-L. Lions, 1928~2001 

利 俩 斯 “P.-L. Lions, 1956~ 

列 昂 惕 夫 W. Leontief, 1906~1999 

列 梅 兹 E. Ya. Remes, 1896~1975 

Fj- T. Levi-Civita, 1873~1941 

列 维 坦 B. M. Levitan, 1914~2004 

林 德 勒 夫 E. L. Lindeloef, 1870~1946 

林 德 曼 C.L. F. Lindemann, 1852~1939 

#K€§— Hayashi Tsuruichi, 1873~1935 

KINA Lin Chia-Chiao, 1916~ 

林 尼 克 Yu V. Linnik, 1915~1972 

刘 维 尔 J. Liouville, 1809~1882 

龙 格 C. D. T. Runge, 1856~1927 

FEE N.N. Luzin, 1883-1950 

FAKE E. Loomis, 1811~1889 

tt H. Lewy, 1904~1988 

23 A. Robinson, 1918~1974 
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h G. de B. Robinson, 1918-1992 

鲁 宾 还 J. B. Robinson, 1906~1985 

鲁 菲 尼 P. Ruffini, 1765~1822 

罗 巴 切 夫 斯 基 N. I. Lobachevsky, 1792~ 
1856 

EX G. Robin, 1855~1897 

SHA Robert of Chester, 12 世纪 

罗 伯 瓦 尔 G. P. Roberval, 1602~1675 

罗 德 里 格 斯 OO. Rodrigues, 1794~1851 

罗 尔 M. Rolle, 1652~1719 

Sk G. Roch, 1839~1866 

BRA V. A. Rokhlin, 1919~1984 

罗杰斯 C. A. Rogers, 1920~2005 

Se J.B. Rosen, 1922~ 

BASE RG B.A. Rozenfeld, 1917-2008 

BR B. A. W. Russell, 1872~1970 

E K.F. Roth, 1925~ 

BMH L. Lovász, 1948~ 

WIA G.-F.-A. de L'Hospital, 1661~ 
1704 

XBH P. A. Laurent, 1813~1854 

HEZ H. A. Lorentz, 1853-1928 

洛 雅 希 维 奇 S. Lojasiewicz, 1926-2002 


M 


DRRR Y.V. Matiyasevich, 1947~ 

马尔 德 西 奇 S. Mardešić, 1927~ 

马尔 古 利 斯 G. A. Margulis, 1946~ 

马尔 可 夫 A. A. Markov, 1856~1922 

URES A.I Markushevich, 1908~ 
1979 

SA E. Magenes, 1923~ 

马 哈 维 拉 “Mahavira, 9 世纪 

4#) K. Mahler, 1903~1988 

马利亚 万 P. Malliavin, 1925~ 

马 宁 Y.I. Manin, 1937~ 

麦克 莱恩 S. MacLane, 1909~2005 

麦克 劳 林 C. Maclaurin, 1698~1746 

BE C. T. McMullen, 1958~ 

WA E. J. MacShane, 1904~1989 

RMB J.C. Maxwell, 1831~1879 

Tf? B.B. Mandelbrot, 1924~ 


芒 福 德 ”D. B. Mumford, 1937~ 

IFE N. Mercator, 约 1620~1687 

KE H.C. R. Méray, 1835~1911 

HARA Menaechmus, 公元 前 4 世纪 
中 

梅森 M. Mersenne, 1588~1648 

门 纳 劳 Menelaus 

Bee J-É.Montucla , 1725~1799 

蒙哥马利 D. Montgomery, 1909~1992 

蒙 日 G. Monge, 1746~1818 

BAIR P. A. Montel, 1876~1975 

弥 永 昌吉 Tyanaga Shokichi, 1906~2006 

KR J. W. Milnor, 1931~ 

米尔 斯 R. L. Mills, 1927~1999 

KE) ( 即 雷 乔 蒙 塔 努 斯 ) J. Müller 

米 塔 - 列 夫 勒 M. G. Mittag-Leffler, 1846 
~1927 

闵可夫 斯 基 H. Minkowski, 1864~1909 

KAM— Suetuna Zyoiti , 1898~1970 

BRL. J. Mordell, 1888~1972 

BR F. R. Moulton, 1872~1952 

莫 尔 斯 H. M. Morse, 1892~1977 

莫 根 施 特 恩 OO. Morgenstern, 1902-1977 

莫 拉 维 兹 C. S. Morawetz, 1923~ 

莫 利 F. Morley, 1860~1937 

XS P. L. M. de Maupertuis, 1698~ 
1759 

莫 斯 特 勒 F. Mosteller, 1916722006 

XU G. D. Mostow, 1923~ 

英 斯 托 夫 斯 基 A. Mostowski, 1913-1975 

XE J.K. Moser, 1928~1999 

默 比 乌 斯 A. F. Möbius, 17907-1868 

ER J.D. Murray, 1931~ 

ek J. N. Smogolenski, 1611~1656 


N 


纳 皮 尔 J. Napier, 1550~1617 

纳什 J. F. Nash, 1928~ 

纳 维 C.-L.-M.-H. Navier, 1785-1836 

纳西 尔 。 丁 N. al-Din al-Tusi, 1201~ 
1274 
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奈 马 克 M. A. Naimark, 1909~1978 
Æ% J. Neyman, 1894-1981 

奈 旺 林 纳 R. H. Nevanlinna, 1895~1980 
Azz A. Néron, 1922~1985 

尼 科 马 可 斯 “Nichomachus, 约 公 元 100 
尼 科 米 德 ”Nichomedes, 约 公元 前 250 

尼 伦 伯 格 J. Nirenberg, 1925~ 

牛顿 IL Newton, 1642~1727 

纽曼 M.H. A. Newman, 1897~1984 
"x45 B. Nieuwentijt, 1654~1718 
iF E. Noether, 1882~1935 

ee M. Noether, 1844~1921 

ERK S. P. Novikov, 1938~ 
诺 伊 格 鲍 尔 O. Neugebauer, 1899~1990 
Wit C. G. Neumann, 1832~1925 


O 


欧 德 莫 斯 Eudemus of Rhodes, 约 公 元 前 
320 年 

欧 多 克 索 斯 “Eudoxus of Cnidus, 约 公元 前 
408~ 前 347 

欧 几 里 得 ”Euclid of Alexandria, 约 公元 前 
300 

欧 拉 L. Euler, 1707~1783 

欧姆 。M. Ohm, 1792~1872 


P 


帕 波斯 “Puppus, 4 300~350 

W H. E. Padé, 1863~1953 

WBA A. Parent, 1666~1716 

帕 帕 基 利 亚 科 普 洛斯 C. D. Papakyri- 
akopoulos, 1914~1976 

WAFFA L. Pacioli, £j 1445~1517 

帕 塞 瓦尔 M. A. Parseval des Chênes, 
1755~1836 

W M. Pasch, 1843~1930 

帕斯卡 B. Pascal, 1623~1662 

潘 勒 书 P. Painlevé, 1863~1933 

BENE J. H. Poincaré, 1854~1912 

庞 特 里 亚 金 ” 工 . S. Pontryagin, 1908~1988 

WK J. Pell, 1611~1685 


佩 雷 尔 曼 G. Perelman, 1966~ 

佩 龙 O. Perron, 1880~1975 

WAIL G. Peano, 1858~1932 

彭 罗 斯 “R. Penrose, 1931~ 

莲 斯 莱 J-V. Poncelet, 1788~1867 

皮尔 斯 C. S. Peirce, 1839~1914 

RH E. S. Pearson, 1895~1980 

皮尔 还 K. Pearson, 1857~1936 

皮卡 C. E. Picard, 1856~1941 

BRE G. Peacock, 1791-1858 

WRAY RF I. Piatetski-Shapiro, 
1929~2009 

平 斯 克 A. G. Pinsker, 1905~1985 

平 斯 克 M. S. Pinsker, 1925~2003 

泊 松 ”S.-D. Poisson, 1781~1840 

婆罗 摩 笈多 ”Brahmagupta, 598—665 以 后 

tri BA — Bhaskara II，1114~， 4 
1185 

珀 西 瓦尔 I. C. Percival, 1931~ 

普法 夫 J.F. Pfaff, 1765~1825 

普 拉 托 J. A. F. Plateau, 1801~1883 

3£hyft Plato of Tivoli, 12 世纪 上 半 叶 

i£3k3E/K J. Playfair, 1748-1819 

普 朗 克 M.K. E. D. Planck, 1858-1947 

普 朗 特 ”R. L. Prandtl, 1875-1953 

普 勒 梅 利 J. Plemelj, 1873~1967 

普 里 瓦 洛 夫 LI Privalov, 1891~1941 

BFE Plutarch, £j 46~120 

普罗 克 和 鲁 斯 ”Proclus, 410~485 

#5% H. Prüfer, 1896~1934 

普 吕 克 J. Plücker, 1801~1868 

Yi H. Putnam, 1924~ 

Æ G. L. L. Buffon, 1707~1788 


Q 


FF L. Zippin, 1905~1995 

奇 恩 豪 斯 E. W. Tschirnhaus, 1651~1708 
eB S. A. Chaplygin, 1869~1942 
切 比 雪夫 P. L. Chebyshev, 1821~1894 
Wik E. Cech, 1893~1960 

YPES E. Cesaro, 1859~1906 
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琼斯 D. S. Jones, 1922~ 

琼斯 V.F. R. Jones, 1952~ 
丘成桐 ”Yau Shing-Tung, 1949~ 
EA A. Church, 1903-1995 


R 


热 尔 贝 Gerbert, 约 950~1003 

热 尔 岗 ”J.-D. Gergonne, 1771~1859 
HRB S. Germain, 1776~1831 

KE M. J. Gevrey, 1884~1957 
茹 科 夫 斯 基 N. E. Zhukovsky, 1847~1921 
菇 利 亚 G. M. Julia, 1893~1978 
MARE ( 即 斯 特 拉 特 ) Lord Rayleigh 
若 尔 当 M. E. C. Jordan, 1838~1921 


S 


ULE G. Saccheri, 1667741733 

BES RA P. A. Samuelson, 1915~2009 

塞 尔 J.-P. Serre, 1926~ 

塞 尔 贝 格 A. Selberg, 1917~2007 

塞 弗 特 H.K. I. Seifert, 1907~1996 

SER C. Segre, 1863~1924 

#28 E. C. Zeeman, 1925~ 

ZEL) al-Samaw’al, 4 1130~1180? 

Z Theon of Alexandria, 4 世纪 晚期 

赛 德 尔 P. L. von Seidel, 1821741896 

三 上 义 夫 Mikami Yoshio, 18757-1950 

BOAR AH B. 
1913~1998 

Zi W. P. Thurston, 1946~ 

#RHM Mori Shigefumi, 1951~ 

VH P. Charpit, ?~1784 

沙 法 列 维 奇 IL R. Shafarevich, 1923~ 

yb M. Chasles, 1793~1880 

WAX D. P. Sullivan, 1941~ 

绍 德尔 J. P. Schauder, 1899~1943 

SAFRE A.H. Schoenfeld, 1899~1943 

施 蒂 费 尔 M. Stifel, 4 1487~1567 

Hee ENR L. Stickelberger, 1850~1936 

Wie F.W.K.E. Schröder, 1841~1902 

Wi H.-L. Schmid, 1908~1956 

Wis W. Schmid, 1943~ 


Szókefalvi-Nagy, 


MUR E. Schimidt, 18761959 

Wize T. Schneider, 1911-1988 

施 尼 雷 尔 曼 L. G. Shnire man, 1905~ 
1938 

施 佩 纳 E. Sperner, 1905-1980 

施 泰 纳 J. Steiner, 179671863 

施 泰 尼 兹 E. Steinitz, 1871-1928 

施 坦 豪 斯 H. Steinhaus, 1887~1972 

H K. G. C. von Staudt, 1798~1867 

施 图 姆 F.O. R. Sturm, 1841~1919 

TLA H. A. Schwarz, 1843~1921 

TLZ L. Schwartz, 1915~2002 

史密斯 D. E. Smith, 1860~1944 

SHA H. C. H. Schubert, 1848~1911 

舒 尔 L Schur, 1875~1941 

WERE T. Jan Stieltjes, 1856~1894 

斯 蒂 弗 尔 E. L. Stiefel, 1909~1978 

WABI S. Stevin, 约 1548~1620 

斯 杰克 洛 夫 V.A. Steklov, 1864~1926 

斯 杰 潘 诺 夫 V. V. Stepanov, 1889~1950 

RHE A. T. Skolem, 1887~1963 

斯 里 达 拉 Sridhara, 9 世纪 

斯 吕 塞 R.-F. de Sluse, 1622~1685 

斯 梅 尔 S. Smale, 1930~ 

斯 米尔 诺 夫 V.I Smirnov, 1887~1974 

斯 涅 尔 W. Snell, 1580~1626 

SBA D. C. Spencer, 1912~2001 

斯 坦 E. M. Stein, 1931~ 

斯 坦 贝 格 R. Steinberg, 1922~ 

斯 特 拉 特 ”J. W. Strutt, 1842~1919 

斯 特 林 J. Stirling, 1692~1770 

斯 特 罗 伊 克 D.J.Struik, 1894~2000 

HEF N. E. Steenrod, 1910~1971 

斯 通 M.H. Stone, 1903~1989 

HEA C.-F. Sturm, 1803~1855 

斯 托 克 斯 “G. G. Stokes, 1819~1903 

斯 温 纳 顿 -戴尔 H. P. F. Swinnerton- 
Dyer, 1927~ 

松永 良 别 Matsunaga Yoshisuke, 1693~ 
1744 

HEH Su Bu-Chin, 1902~2003 
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苏丹 M. Sudan, 1966~ 
苏 斯 林 M. Y. Suslin, 1894~1919 
索 伯 列 夫 S. L. Sobolev, 1908~1989 


T 


塔 尔 塔 利 亚 Tartaglia( 本 名 
Fontana), 1499~1557 

塔 尔 杨 R. E. Taryan, 1948~ 

Hm A. W. Tucker, 1905~1995 

塔 马 金 J.D. Tamarkin, 1888~1945 

塔 内 里 J. Tannery, 1848~1910 

塔 内 里 P. Tannery, 1843~1904 

塔 斯 基 A. Tarski, 1901~1983 

ZEE) B. Taylor, 1685~1731 

##) R. L. Taylor, 1962~ 

泰勒 斯 Thales of Miletus, 约 公 625~ 
前 547 

RH J.T. Tate, 1925~ 

dE T. T. Tate, 1807~1888 

泰 特 托 斯 “Theaetetus, 约 公 元 前 417~ 前 
369 

泰 希 米 勒 ” O. Teichmueller, 1913?~1943? 

汤 川 秀 树 ”Yukawa Hideki, 1907~1981 

Wee W. Thomson, 1824~1907 

汤普森 J. G. Thompson, 1932~ 

Haak S. K. Donaldson, 1957~ 

陶 伯 ”A. Tauber, 1866~1942? 

陶 哲 轩 T. Tao, 1975~ 

RER F. G. Tricomi, 1897~1978 

特 利夫 斯 J. F. Treves, 1930~ 

特 鲁 斯 德尔 C. A. Truesdell, 1919~2000 

HEMEL O. Toeplitz, 1881~1940 

图 基 J. W. Tukey, 1915~2000 

图 灵 A. M. Turing, 1912~1954 

AR P. Turing, 1910~1976 

ftEpE Ptolemy, Zj 100—170 

FEHB PA E. Torricelli, 1608-1647 

Jti R. Thom, 1923~2002 

托 内 利 L. Tonelli, 1885~1946 


W 


YEH HE Kubota Tadahiko, 1885~1952 


Niccolo 


瓦尔 德 ”A. Wald, 1902~1950 
瓦尔 拉 L. Walras, 1834~1910 

瓦格纳 D. H. Wagner, 1925~1997 

TAHI S. R. S. Varadhan, 1946~ 

瓦 拉 哈 米 希拉 Varahamihira, Z] 505-7587 

瓦 利 龙 = G. Valiron, 1884~1955 

FL L. Valiant, 1949~ 

外 尔 H. Weyl, 1885~1955 

X35 Wang Hao, 1921~1995 

王 宪 钟 Wang Hsien-Chung, 1918~1978 

王 湘 浩 Wang Shianghaw, 1915~1993 

旺 策 尔 P.-L. Wantzel, 1814~1848 

R E. Witten, 1951 

BUR S.S. Wilkes, 1906-1964 

BURKE T. J. Willmore, 1919~2005 

威 格 森 A. Wigderson, 1956~ 

mS A. Wiman, 1865~1959 

威 沙特 J. Wishart, 1898~1956 

韦伯 W. Weber, 1842~1913 

韦 达 F. Vieta, 1540~1603 

韦 德 伯 恩 J. H. M. Wedderburn, 1882~ 
1948 

韦 塞 尔 C. Wessel, 1745~1818 

韦 伊 A. Weil, 1906~1998 

“AIS O. Veblen, 1880~1960 

维 恩 J. Venn, 1834~1923 

维尔 J. Ville, 1910~1989 

维尔 纳 J. Werner, 1468~1528 

维尔 纳 W. Werner, 1968~ 

维 纳 N. Wiener, 1894-1964 

维 诺 格拉 多 夫 IL M. Vinogradov, 1891~ 
1983 

维特 E. Witt, 1911~1991 

维特 比 A. Viterbi, 1935~ 

维特 根 斯 坦 L. Wittgenstein, 1889~1951 

维 维 亚 尼 V. Viviani, 1622~1703 

伟 烈 亚 力 A. Wylie, 1815~1887 

魏 尔 斯 特 拉 斯 K. Weierstrass, 
1897 

温 特 纳 A. Wintner, 1903~1958 

KAR C.T. C. Wall, 1936~ 


1815~ 
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沃 尔 夫 R. Wolf, 1887~1981 

沃 尔 什 J. E. Walsh, 1919~1972 
沃 尔 什 J. L. Walsh, 1895~1973 
IÆ V. Volterra, 1860~1940 
沃 利 斯 J. Wallis, 1616~1703 
YF J. D. Watson, 1928~ 
沃 耶 沃 欧 基 V. Voevodsky, 1966~ 
乌 尔 班 尼 克 K. Urbanik, 1930~ 
乌 格 里 狄 西 ”Al-Uglidisi, 公元 10 世纪 
Gpr S. M. Ulam, 1909~1984 
HE P. S. Uryson, 1898~1924 
乌 鲁 伯 格 Ulūgh Beg, 1394~1449 
乌 伦 贝克 K. Uhlenbeck, 1942~ 
吴 文 俊 Wu Wen-Tsün, 1919~ 
伍 鸿 中 Wu Hung-Hsi 


X 


西 奥 多 罗斯 “Theodorus of Cyrene, 约 公元 
前 465~ 前 399 

西 奥 多 修 斯 Theodosius of Bithynia, 公元 
前 2 世纪 后 半 叶 

西 尔 维 斯 特 J. J. Sylvester, 1814~1897 

西 格 尔 C. L. Siegel, 1896~1981 

He P.L.M. Sylow, 1832~1918 

Was H. A. Simon, 1916~2001 

西奈 Y.G. Sinai, 1935~ 

希 比 阿 斯 “Hippias of Ellis, 约 公元 前 400 

希 波 克 拉 底 ”Hippocrates of Chios, 公元 前 
460~ 约 前 370 

a MS F. E. P. Hirzebruch, 1927~ 

3$/K C. E. Hill, 1894~1980 

3X G. W. Hill, 1838-1914 

希 尔 L. $S. Hill, 1890~1961 

希 尔 R. Hill, 1921~ 

希 尔 伯 特 D. Hilbert, 1862-1943 

HE G. Higman, 1917~2008 

希拉 S. Shelah, 1945~ 

Ral Hypatia, Zj 370—415 

希 帕 科斯 “Hipparchus, 约 公元 前 180~ 前 
125 

希 帕 索 斯 Hippasus, 公元 前 470 年 左右 


希 思 T. L. Heath, 1861~1940 

希 伍 德 ”P. Heawood, 1861~1955 

k C.E. Shannon, 1916~2001 

项 武义 Hsiang Wu Yi, 1937~ 

肖 尔 P. W. Shor, 1959~ 

MB Siu Yum-Tong, 1943~ 
AMSEFRE Kodaira Kunihiko, 1915~1997 
谢 尔 品 斯 基 W. Sierpiński, 1882~1969 
Whi S. Shelah, 1945~ 

WHE C. Chevalley, 1909~1984 
辛 格 I. M. Singer, 1924~ 

Üf T. Simpson, 1710~1761 

SEA A. Y. Khinchin, 1894~1959 

熊 庆 来 ”King Lai Hiong, 1893-1969 
RER W. Whewell, 1794~1866 
FEIR Hsu Pao-lu, 1910~1970 

许 德 ”J. Hudde, 1628~1704 

“Fal N. Chuquet, 15 世纪 下 半 叶 
BiS E. Schrödinger, 1887~1961 


Y 


IERM N. Jacobson, 1910~1999 

REALL C.G. J. Jacobi, 1804~1851 

亚当 斯 J.C. Adams, 1819~1892 

亚当 斯 J. F. Adams, 1930~1989 

亚 里 士 多 德 Aristotle, AJGA] 384~ 前 
322 

亚历山大 J. W. Alexander, 1888~1971 

亚 历 山 德 罗 夫 A. D. Aleksandrov, 1912~ 
1999 

亚 历 山 德 罗 夫 P. S. Aleksandrov, 1896~ 
1982 

岩 泽 健 吉 Iwasawa Kenkichi, 1917~1998 

扬 科 Z. Janko, 1932~1979 

杨 J. R. Young, 1799~1885 

杨 J. W. Young, 1879~1932 

杨 武 之 “Yang Ko-Chuen, 1898~1975 

杨振宁 Yang Chen-Ning, 1922~ 

HBR F. Yates, 1902~1994 

叶 菲 莫 夫 N. V. Efimov, 1910~+1982 

HSK D.F. Egorov, 1869~1931 


T 
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伊 本 ， 海 塞 姆 Ibn al-Haytham, 965~ 
1040? 

伊 芯 清 Ito Kiyosi, 1915~2008 

KRR L. Infeld, 1898~1968 

英 斯 E. L. Ince, 1891~1941 

永田 雅 宜 Nagata Masayosi, 1927~2008 

È% W.J. Youden, 1900~1971 

ZMIER A. P. Yushkevich, 1906~ 
1993 

WR F. John, 1910~1994 

HAR J.-C. Yoccoz, 1957~ 


Z 


泽 尔 曼 诺 夫 E.L Zelmanov, 1955~ 
HZ Tsen Chiung-tze, 1898~1940 
扎 布 斯 基 N. J. Zabusky, 1929~ 

FL L. A. Zadeh, 1921~ 

扎 里 斯 基 O. Zariski, 1899~1986 
Æ Chang Sun-Yung Allice, 1948~ 
正 田 建 次 郎 Shoda Kenjiro, 1902~1977 
郑 之 藩 ”Tsen Tze-fan, 1887~1963 

芝 诺 ”Zeno of Elea, 约 公元 前 490~ 前 430 
志 村 五 郎 Shimura Goro, 1930~ 

中 山 正 ”Nakayama Tadasi, 1912~1964 
钟 开 莱 Chun Kai-Lai, 1917~2009 

周 炜 良 Chou Wei-Liang, 1911~1995 
EA M. Zorn, 1906~1993 

EFA Sato Mikio, 1928~ 
佐佐木 重 夫 Sasaki Shigeo, 1912~1987 


2. 35: X — PREZ 
( 按 姓氏 字母 排序 ) 


A 


Abel, N.H. 阿 贝尔 

Abi Kamil 阿布 。 卡 米 勒 
Abu’l-Wafa 阿布 。 瓦 法 
Ackermann, F. W. 阿 克 曼 
Adams, J.C. 亚当 斯 
Adams, J. F. 亚当 斯 
Adelard of Bath 阿 德 拉 德 


Agnesi, M. 阿 涅 西 

Ahlfors, L. V. 阿尔 福 斯 
Aida Yasuaki 会 田 安 明 
Airy, G.B. XH 

Aitken, A. C. REEF 

Ajima Naonobu SHA 
Albanese, G. ”阿尔 巴 内 塞 
alBattani 巴 塔 尼 

Albert, A. A. 阿尔 伯 特 
Alberti, L. B. 阿尔 贝蒂 
al-Birint H&E 

al-Din al-Tüst, N. 纳西 尔 。 丁 
al Hasib, H. 海 拜 什 。 哈 西 卜 
Aleksandrov, A.D. 亚 历 山 德 罗 夫 
Aleksandrov, P. S. 亚 历 山 德 罗 夫 
Alexander, J. W. 亚历山大 
alJawhari 焦 赫 里 

al-Karaji 凯 拉 吉 

al-Kashi 卡 西 
al-Khowarizmi 花 拉 子 米 
Allendoerfer, C. B. 艾 伦 多 弗 
alSamaw'al #7 %%) 
al-Ugldisi 3 BAH 
Ampére, A.-M. 安培 
Anaxagoras ” 安 纳 萨 哥 拉 斯 
Anderson, T. W. 安德森 
Anosov, D. V. 阿 诺 索 夫 
Anthonisz, A. ZHE% 
Antiphon XA 
Apollonius of Perga PRF JE RT 
Appel, K. BU 

Appell, P.-E. 阿 佩 尔 
Archimedes [EK 
Archytas 阿 契 塔 斯 

Argand, R. 阿尔 冈 

Aristotle “ 亚 里 士 多 德 
Arnold, V.I Bii 
Arrow, K. J. BIZ 

Artin, E. 阿 廷 

Aryabhata I 阿 耶 波多 第 一 
Arzelà, C. 阿尔 泽 拉 

Atiyah, M. F. MAE 
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B 


Babbage, C. E 
Babuška, Il. 巴 布 斯 卡 
Bachet, C.-G. EAK 
Bäcklund, A. V. 贝克 隆 


Backus, J. 巴克 斯 
Baer, R. AUK 
Bahadur, R. R. EHR 


Baire, R. L. 贝尔 

Baker, A. 贝克 

Baker, A. L. 贝克 

Baker, H. F. 贝克 

Baker, T. 贝克 

Banach, S. E 

Bang, T. 邦 

Bargmann, V. BRS 

Barnes, E. W. EEH 

Barrow, Il. E 

Bauer, F. L. f&/K 

Bauer, G. C. fuk 

Bauer, H. f 

Bauer, M. 鲍 尔 

Baxter, R. J. 巴克 斯 特 

Bayes, T. 贝 叶 斯 

Beda, V. 比 德 

Bell, E. T. 贝尔 

Bellman, R. 贝尔 曼 

Beltrami, E. 贝尔 特 拉 米 

Bendixson, I. O. 本 迪克 松 

Bergman, S. 伯 格 曼 

Berkeley, G. 伯 克 莱 

Bernays, P. 贝尔 奈 斯 

Bernoulli, Daniel 丹尼尔 。 伯 努 利 

Bernoulli, Jacob I 雅 各 布 。 伯 努 利 第 一 

Bernoulli, Jacob Il 雅 各 布 。 伯 努 利 第 二 

Bernoulli, John I 约翰 。 伯 努 利 第 一 
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Lojasiewicz, S. 洛 雅 希 维 奇 
Loomis, E. 卢 米 斯 

Lorentz, H. A. HEZ 

Lovász, L. PRY 

Luzin, N. N. 卢 津 

Lyapunov, A. M. 李 雅 普 诺 夫 


M 


MacLane, S. 麦克 莱恩 
Maclaurin, C. 麦克 劳 林 
MacShane, E. J. 麦克 沙 恩 
Magenes, E. 马 格 内 斯 
Mahavira 马 哈 维 拉 

Mahler, K. 3#) 

Malliavin, P. 马利亚 万 
Mandelbrot, B. B. 芒 德 布 罗 
Manin, Y. I， 马 宁 

Mardešić, S. 马尔 德 西 奇 
Margulis, G. A. 马尔 古 利 斯 
Markov, A.A. 马尔 可 夫 
Markushevich, A. I. 马尔 库 舍 维 奇 
Matiyasevich, Y. V. BERRET 
Matsunaga Yoshisuke 松永 良 别 
Maxwell, J. C. 麦克 斯 韦 
McMullen, C. T. 麦克 马 伦 
Menaechmus 梅内 克 缪 斯 
Menelaus “ 门 纳 劳 斯 

Méray, H. C. R. 梅 雷 
Mercator, N. 梅 卡 托 
Mersenne, M. 梅森 

Mikami Yoshio 三 上 义 夫 

Mills, R. L. 米尔 斯 

Milnor, J. W. 米尔 诺 

Minfu Tan Hu 胡 明 复 
Minkowski, H. 闵可夫 斯 基 
Mittag-Leffler, M. G. 米 塔 - 列 夫 勒 
Mobius, A. F. 默 比 乌 斯 
Monge, G. 蒙 日 

Montel, P. A. RAIK 
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Montgomery, D. 蒙哥马利 
Montucla , J.-E. 蒙 蒂 克 拉 
Morawetz, C. S. 葛 拉 维 效 
Mordell, L. J. 莫 德 尔 
Morgenstern, O. 葛根 施 特 恩 
Mori Shigefumi 和 森 重 文 
Morley, F. XJ 

Morse, H. M. 莫 尔 斯 
Moser, J. K. Eit 
Mosteller, F. 莫 斯 特勤 
Mostow, G. D. RAH 
Mostowski, A. 莫 斯 托 夫 斯 基 
Moulton, F. R. Bt 
Müller, J. XP ( 即 雷 乔 蒙 塔 努 斯 ) 
Mumford, D. B. 芒 福 德 
Murray, J.D. 默 里 


N 


Nagata Masayosi 永田 雅 宜 
Naimark, M.A. 奈 马 克 
Nakayama Tadasi 中 山 正 
Napier, J. 纳 皮 尔 

Nash, J. F. 纳什 

Navier, C.-L.-M.-H. 4i 
Néron, A. 内 龙 
Neugebauer, O. WPR H/R 
Neumann, C. G. Re 
Nevanlinna, R. H. 奈 旺 林 纳 
Newman, M. H. A. 纽曼 
Newton, [牛顿 

Neyman, J. Z8 
Nichomachus ” 尼 科 马 可 斯 
Nichomedes ERK 
Nieuwentijt, B. 纽 文泰 特 
Nirenberg, J. 尼 伦 伯 格 
Noether, E. ZX * WR 
Noether, M. 马克 斯 。 诺 特 
Novikov, S. P. 诺 维 科 夫 


O 
Obuhov, A. M. 奥 布 霍 夫 


Ohm, M. 欧姆 

Okounkov, A. Y. 奥 昆 科 夫 

Ore, O. 奥 尔 

Oresme, N. AE 

Orliez, W. 奥 尔 利 奇 

Ornstein, D. S. 奥 恩 斯坦 

Osgood, W. 奥 斯 古 德 

Ostrogradsky, M. V. 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 
Otto, V. 奥 托 

Oughtred, W. 奥 特 雷 德 


卫 


Pacioli, L. WAJA] 

Padé, H. E. 帕 德 

Painlevé, P. 潘 勒 韦 

Papakyriakopoulos, C. D. "BEER ERE 
普 洛 斯 

Parent, A. 帕 朗 

Parmenides EEH 

Parseval des Chênes, M. A. HÆ FL/K 

Pascal, B. 帕斯卡 

Pasch, M. 帕 施 

Peacock, G. 皮 科 克 

Peano, G. WEWE 

Pearson, E. S. 皮尔 还 

Pearson, K. 皮尔 还 

Peirce, C. S. 皮尔 斯 

Pell, J. 佩 尔 

Penrose, R. #223 

Percival, I. C. MATR 

Perelman, G. MERE 

Perron, O. 佩 龙 

Peterson, K. M. 彼得 松 

Petersson, H. 彼得 松 

Petrov, G.I. 彼得 罗 夫 

Petrovsky, I. G. 彼得 罗 夫 斯 基 

Peurbach, G. 波 伊 尔 巴 赫 

Pfaff, J. F. 普法 夫 

Philolaus 985756 

Piatetski-Shapiro, IL. KWH#RE WEP 

Picard, C. E. 皮卡 
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Pinsker, A. G. 平 斯 克 
Pinsker, M. S. 平 斯 克 
Planck, M. K. E. D. 普 朗 克 
Plateau, J. A. F. i£ivit 
Plato of Tivoli $E 
Plato ”柏拉图 

Playfair, J. 普 莱 菲 尔 
Plemelj, J. 普 勒 梅 利 
Pliicker, J. 普 旭 克 
Plutarch ” 普 鲁 塔 克 
Poincaré, J. H. im% 
Poisson, S.-D. 泊 松 

Polya, G. WANE 

Poncelet, J.-V. #3% 
Pontryagin, L. S. BERE EE 
Post, E. L. 波斯 特 

Powell, M. J. D. 鲍威尔 
Prandtl, R. L. 普 朗 特 
Privalov, IL. I. YEMAK 
Proclus “普罗 克 鲁 斯 

Prüfer, H. 普 吕 弗 

Ptolemy £34 

Puppus lir 

Putnam, H. 普 特 南 
Pythagoras of Samos ik BHT 


Q 


Quillen, D. G. Æ% 
Qurra, T. ibn FE 


R 


Radau, J.C. R. $5 

Rademacher, H. 拉 德 马赫 

Radon, J. 拉 东 

Ramanujan, S. A. 拉 马 努 金 

Ramsey, F. P. 拉 姆 齐 

Rankin R.A. =# 

Rao, C.R. 拉 奥 

Raphson, J. 拉 弗 森 

Ratner, M. 拉 特 纳 

Rayleigh, Lord mAIRE ( 即 斯 特 拉 特 ) 


Razbborov, A. A. 拉 效 波 洛 夫 
Regiomontanus, J. 雷 乔 蒙 塔 努 斯 
Reidemeister, K. W. F. 赖 德 迈 斯 特 
Remes, E. Ya. 列 梅 兹 

Rényi, A. B/E 

Reynolds, O. 雷诺 

Rheticus, G. J.  &tG6€lN 
Ricatti, J. F. BR 

Ricci, C. G. 里 奇 

Ricci, M. [Eis 

Richardson, A. R. 理 查 森 
Riemann, G. F. B. #2 


Riesz, F. 里 斯 
Ritt, J. F. 里 特 
Ritz, W. BR 


Robert of Chester ”罗伯特 
Roberval, G. P. 罗 伯 瓦 尔 
Robin, G. 9X 

Robinson, A. Rit 
Robinson, G. de B. £f 
Robinson, J.B. 和 鲁 宾 还 
Roch, G. ZW 

Rodrigues, O. 罗 德里 格 斯 
Rogers, C. A. 罗杰斯 
Rohrl, H. yk 

Rokhlin, V. A. 罗 赫 林 
Rolle, M. F/R 

Rosen, J.B. PR 

Roth, K. F. 罗 特 
Rozenfel’d, B. A. 罗 森 菲尔德 
Ruffini, P. £&dE/E 

Runge, C. D. T. 龙 格 
Russell, B. A.W. 罗素 


S 


Saccheri, G. JLE 
Samuelson, P. A. FZE 
Sasaki Shigeo ”佐佐木 重 夫 
Sato Mikio TX 
Schauder, J. P. 绍 德 尔 
Schimidt, E. 施 密 特 
Schmid, H.-L. 施 密 德 
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Schmid, W. 施 密 德 
Schneider, T. 施 奈 德 
Schoenfeld, A. H. &l&3E/kf& 
Schröder, F. W. K. E. MFE 
Schrödinger, E. Biz 
Schubert, H. C. H. 8MB& 
Schur, L 舒 尔 

Schwartz, L. 施 瓦 效 
Schwarz, H. A. PLR 
Segre, C. 塞 格雷 

Seidel, P. L. von ” 赛 德尔 
Seifert, H. K.L 塞 弗 特 
Seki Takakazu 关 孝 和 
Selberg, A. 塞 尔 贝 格 
Serre, J.-P， 塞 尔 
Shafarevich, I. R. 沙 法 列 维 奇 
Shannon, C. E. 香农 
Shelah, S. 希拉 

Shelah, S. 谢 拉 赫 
Shimura Goro ” 志 村 五 郎 
Shnirel’man, L. G. MEERE 
Shoda Kenjiro IEFHZEJXBE 
Shor, P. W. BA 

Siegel, C. L. 西 格 尔 
Sierpiński, W. 谢 尔 品 斯 基 
Simon, H. A. 西蒙 
Simpson, T. 辛普森 

Sinai, Y.G. 西奈 

Singer, I. M. 74% 

Siu Yum-Tong WHH 
Skolem, A. T. 斯 科 伦 
Smale, S. 斯 梅 尔 
Smirnov, V. I. 斯 米尔 诺 夫 
Smith, D. E. 史密斯 
Smogolenski, J. N. EH 
Snell, W. 斯 涅 尔 

Sobolev, S. L. 索 伯 列 夫 
Spencer, D.C. 斯 潘 塞 
Sperner, E. 施 佩 纳 
Sridhara ”斯 里 达 拉 
Steenrod, N. E. 斯 廷 罗 德 
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Stein, E. M. 斯 坦 
Steinberg, R. 斯 坦 贝 格 
Steiner, J. 施 泰 纳 
Steinhaus, H. 施 坦 豪 斯 
Steinitz, E. MAEZ 
Steklov, V. A. 斯 杰克 洛 夫 
Stepanov, V. V. 斯 杰 潘 诺 夫 
Stevin, S. Ex 
Stickelberger, L. vU 
Stiefel, E. L. 斯 蒂 弗 尔 
Stifel, M. 施 蒂 费 尔 
Stirling, J. 斯 特 林 
Stokes, G. G. 斯 托 克 斯 
Stone, M. H. 斯 通 
Struik, D. J. 斯 特 罗 伊 克 
Strutt, J. W. 斯 特 拉 特 
Sturm, C-F. 斯 图 姆 
Sturm, F. O. R. 施 图 姆 
Su Bu-Chin 32b 
Sudan, M. 苏丹 
Suetuna Zyoiti 末 纲 恕 一 
Sullivan, D. P. 沙 利文 
Suslin, M. Y. 苏 斯 林 


Swinnerton-Dyer, H. P. F. 斯 温 纳 顿 - 戴 


尔 
Sylow, P. L. M. Pi 
Sylvester, J. J. 西 尔 维 斯 特 
Szókefalvi-Nagy, B. 瑟 凯 法 尔 维 - 纳 吉 


工 


Takagi Teiji MARIA 
Takebe Katahiro ”建部 贤 弘 
Tamarkin, J.D. #34 
Taniyama Yutaka 谷山 丰 
Tannery, J. BAH 
Tannery, P. 塔 内 里 

Tao, T. 陶 哲 轩 

Tarski, A. 塔 斯 基 


Tartaglia( 本 名 Niccolo Fontana) 塔 尔 塔 


利 亚 
Taryan, R. E. 塔 尔 杨 
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Tate, J. T. 泰 特 

Tate, T. T. Z8 

Tauber, A. 陶 伯 

Taylor, B. 泰勒 

Taylor, R. L. 泰勒 
Teichmueller, O.  &35?K 8j 
Thales of Miletus 泰勒 斯 
Theaetetus 索 特 托 斯 
Theodorus of Cyrene HALF H 
Theodosius of Bithynia HRB EI 
Theon of Alexandria #9 
Thom, R. 托 姆 

Thompson, J.G. 汤普森 
Thomson, W. 汤姆 森 
Thurston, W. P. Sirti 
Tikhonov, A. N. FRK 
Tinbergen, J. 丁 伯 根 
Tissot, N. A. #R 
Titchmarsh, E. C. 蒂 奇 马 什 
Tits, J. L. 43 

Toeplitz, O. 特 普 利 蒋 
Tonelli, L. 托 内 利 
Torricelli, E. 托 里 拆 利 
Treves, J. F. 特 利夫 斯 
Tricomi, F. G. 特 里 科 米 
Truesdell, C. A. 特 鲁 斯 德尔 
Tschirnhaus, E. W. 奇 恩 豪 斯 
Tsen Chiung-tze iz 
Tsen Tze-fan 郑 之 藩 

Tuan Hsio-Fu Bees 
Tucker, A.W. 塔 克 

Tukey, J. W. 图 基 

Turing A. M. 图 灵 

Turing, P. AR 


U 


Uhlenbeck, K. 乌 伦 贝 克 
Ulam, S. M. 乌拉 姆 
Ulügh Beg 乌 鲁 伯 格 
Urbanik, K. SREE 
Uryson, P. S. 乌 雷 松 


V 


Valiant, L. 瓦 林 特 

Valiron, G. 瓦 利 龙 

van der Corput, J. G. 范 德 科普 
van der Pol, B. 范 德 波 尔 

van der Waerden, B. 工 ， 范 德 瓦 尔 登 
van Kampen, E. R. 183A 

van Schooten, F. 范 斯 霍 滕 
Vandermonde, A. T. 范 德 蒙 德 
Varadhan, S. R. S. 瓦 拉 德 汉 
Varahamihira ” 瓦 拉 哈 米 希 拉 
Veblen, O. 维 布 伦 

Venn, J. #3 

Vieta, F. 韦 达 

Vietoris, L. 菲 托 里 斯 

Ville, J. 维尔 

Vinogradov, I. M. 维 诺 格拉 多 夫 
Viterbi, A， 维特 比 

Viviani, V. 维 维 亚 尼 
Voevodsky, V. 沃 耶 沃 茨 基 
Volterra, V. 沃 尔 泰 拉 

von Mises, R. 汉 。 米 泽 斯 

von Neumann, J. 冯 。 诺 依 曼 
von Staudt, K. G. C. 施 陶 特 


W 


Wagner, D. H. 瓦格纳 
Wald, A. 瓦尔 德 

Wall, C. T. C. FRA 
Wallis, J. 沃 利 斯 

Walras, L. 瓦尔 拉 

Walsh, J. E. 沃 尔 什 
Walsh, J. L. 沃 尔 什 

Wang Hao £35 

Wang Hsien-Chung 王 宪 钟 
Wang Shianghaw 王 湘 浩 
Wantzel, P.-L. 旺 策 尔 
Waring, E. 华 林 

Watson, J.D. KR 
Weber, W. 韦伯 
Wedderburn, J. H. M. 韦 德 伯 恩 
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Weierstrass, K. 魏 尔 斯 特 拉 斯 
Weil, A. aff 

Werner, J. 维尔 纳 
Werner, W. 维尔 纳 
Wessel, C. 韦 塞 尔 

Weyl, H. 外 尔 

Whewell, W. 休 厄 尔 
Whitehead, A. N. 怀特 黑 德 
Whitehead, G. W. 怀特 黑 德 
Whitehead, J. H. G. 怀特 黑 德 
Whitney, H. 惠 特 尼 
Whittaker, E. T. HUE 
Whyburn, G. T. 怀 伯 恩 
Wiener, N. #44 
Wigderson, A. 威 格 森 
Wilder, R. L. 怀 尔 德 
Wiles, A. 怀 尔 斯 

Wilkes, S. S. 威 尔 克 斯 
Willmore, T. J. RARE 
Wiman, A. RE 

Wintner, A. iE 
Wishart, J. 威 沙特 

Witt, E. 维特 

Witten, E. 威 顿 
Wittgenstein, L. 维特 根 斯 坦 
Wolf, R. 沃 尔 夫 

Wren, C. EA 

Wronski, H. J. M. 朗 斯 基 
Wu Hung-Hsi 伍 鸿 照 

Wu Wen-Tsün RXR 


Wylie, A. 伟 烈 亚 力 
Y 


Yang Chen-Ning 杨振宁 
Yang Ko-Chuen 杨 武 之 
Yates, F. HBR 

Yau Shing-Tung 丘成桐 
Yoccoz, J.-C. Ah 
Yosida Kosaku 吉田 耕作 
Youden, W. J. Jt 
Young, J. R. f£ 

Young, J. W. # 

Linnik, Yu V. WEH 
Yuk Wing Lee 李 郁 荣 
Yukawa Hideki 汤 川 秀 树 
Yushkevich, A. P. 尤 什 凯 维 奇 


Z 


Zabusky, N. J， 扎 布 斯 基 
Zadeh, L. A. 扎 德 

Zariski, O. 扎 里 斯 基 
Zeeman, E. C. 塞 曼 
Zelmanov, E. I. 泽 尔 曼 诺 夫 
Zeno of Elea Zi 
Zermelo, E. F. F. 策 梅 洛 
Zeuthen, H. G. 措 伊 腾 
Zhukovsky, N. E. 茹 科 夫 斯 基 
Zippin, L. 齐 平 

Zorn, M. 4€ 


A 


阿 贝尔 
806, 1192 

阿 贝尔 定理 ”380, 617 
阿 贝尔 - 伽 罗 瓦 定理 681 
阿 贝 尔 积分 148, 575, 576, 
588, 805 
阿 贝 尔 求 和 过 程 386 
阿 贝 尔 群 ”663 
阿 贝尔 域 扩 张 721 
阿波 罗 尼 奥 斯 22 
阿达 马 691, 1196 
阿达 马 定理 288 


阿 基 米 德 ”232, 307, 706, 
1182 
阿 基 米 德 公理 743 
阿 基 米 德 螺 线 792 
阿 克 曼 ”895, 907 
阿 涅 西 811 
阿 涅 西 笑 舌 线 807 
阿 诺 尔 德 ”415, 489, 1199 
阿 廷 597, 685 
埃 尔 兰 根 纲领 722, 1194 
埃 尔 米 特 1195 
埃 尔 米 特定 理 705 
埃 尔 米 特 多 项 式 ”123 
RRA BR 123, 508 
埃 拉 托 色 尼 得 法 ”687 
艾 森 斯 坦 级 数 578 
艾 特 肯 - 内 维尔 算法 ”1082 


575, 597, 675, 680, 


阿 蒂 亚 1200, 1202, 1205 
阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 ”642， 
1200 

阿尔 福 斯 ”1201 


EA 5| 


HAMA 3, 854, 857, 924, 
925, 1032, 1195 

爱 因 斯 坦 求 和 约定 ”298， 
654, 655 

爱 因 斯 坦 原理 ”514 
安培 1033, 1191 

鞍点 951, 1136 

鞍点 问题 1134, 1136 
奥 本 海 默 1199 
奥博 沃 尔 法 赫 ”1199 

奥 昆 科 夫 1204 

奥 斯 特 罗 夫 斯 基 定 理 714 


B 


八 面体 12 

巴 布 什 卡 -布雷 齐 条件 1136 
巴 拿 赫 不 动 点 定理 ”431, 
1095 

巴 拿 赫 空间 258, 637, 1145 
白 噪声 1037, 1038, 1039 
半边 定律 737 

半角 公式 725 
半 线 性 方程 424 

伴随 行列 式 602 

邦 贝 利 221, 530, 1185 
FLA 619, 1202 

蚌 线 793 

包 络 线 787 

保 积 482 

保 体积 482 

保 序 映 射 894 

DEZ 668 
贝尔 曼 动态 最 优化 ”939 
DARE 907 


贝尔 斯 托 方法 1101 


贝克 1202 

ÆRA 98, 120, 125, 
592 

贝 塞 尔 微分 方程 459, 592 
WR 1047 

贝 叶 斯 定理 ”994 

贝 祖 定理 ”814 

背景 微波 辐射 ”42 

本 征 解 408 

本 征 解 的 渐 近 性 状 461 

AMEE 460 
本 征 值 问题 408 

本 质 264 

本 质 奇 点 543 

逼近 1103 

逼近 定理 1009 
ier 705 

比 固 有 能 “491 

比较 检验 法 ”375 
比热容 369, 492, 518 
EREE 518 

比值 检验 法 “375 
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毕 达 哥 拉 斯 “1181 

毕 达 哥 拉 斯 定理 7, 316, 
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闭 集 250 

闭 曲线 535 

边界 251 

WHA 415, 416 
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边 值 问题 457, 1109, 1118 
编码 理论 711 

编制 信息 686 

变 分 598 

变 分 法 685 

变 分 问题 910 

变 分 学 ”416 

变 分 原理 499 

变换 群 663 

变换 原理 333 

变量 228 

变形 彩票 问题 598 
变形 字 问 题 598 

标量 349 

标量 乘法 604 

标量 函数 358 

标量 积 352 
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标准 差 的 置信 区 间 1019 

表达 式 896, 900 

表 的 插值 82 
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波 尔 查 诺 定理 ”245 

波 尔 查 诺 零 点 定理 ”255 
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波 过 程 513 

波 前 ”427, 473, 515, 913 
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玻 尔 1197 

玻 尔 兹 曼 974, 987, 1193 

玻 尔 兹 曼 常量 507, 693, 
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伯 努 利 方法 1100 

伯 努 利 模型 ”1007 
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伯 努 利 双 纽 线 791 
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柏拉图 1181 
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博 彻 交 1204 

博 雷 尔 1006 
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1016 

博 内 定理 787 

博 温 兄弟 ”709 
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不 变量 理论 597 
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386 

不 变 子 空间 648 

不 等 式 229 

不 定 积分 “138, 305, 311 

不 定 积分 表 148 

不 定 积 分 的 计算 法 则 ”140 

AAR 558 
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不 动 点 形式 
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不 可 公 度 量 1181 
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不 可 压缩 液体 ”369 
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495, 767, 


1095 
1063 


不 可 约 多 项 式 678, 716 
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不 适 定 问题 405, 1176 
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不 稳定 性 ”405, 455 
不 相交 集合 885 

不 正确 的 证 明 881 
布尔 907, 1194 
布尔 甘 ”1203 

布 拉 里 - 福 蒂 悖 论 904 
布朗 1033 

布朗 运动 ”498, 1032, 1043 
布 劳 威 尔 907 

布 里 尔 829 

布 里 格 斯 26 

布 伦 斯 469 

布 饶 尔 和 外 尔 的 定理 ”867 
步 长 ”1110 

部 分 分 式 的 积分 143 
部 分 分 式 分 解 ”57, 623 
部 分 分 式 展开 545 
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彩票 问题 598 

参数 估计 1017 
参数 估计 的 最 大 似 然 方法 
1028 

残 量 1150 

测 地 曲率 ”786 

测 地 线 786, 932 

策 梅 洛 900 
策 梅 洛 定理 ”894 
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差分 法 的 稳定 性 1140 
差分 方程 1122, 1144 
差分 方法 ”1120, 1139 
差分 算 子 1145 
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插值 问题 1076 

插值 误差 1081 
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1041 
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常数 变易 440 

常 微分 方程 412, 635, 1109 
RA 662 

超 对 称 性 864 

超 荷 ”844 

超 几 何 级 数 116 

超 交换 662 

超 交 换 性 ”301 

超 松弛 1064 

超 椭圆 积分 575 

超 弦 理论 。 ”686 

超 限 归 纳 原理 ”894 

超越 函数 的 积分 176 
超越 扩张 ”675 

超越 数 703 

超越 性 ”682 

超越 域 扩张 ”679 

超越 元 678 

朝 永 振 一 郎 

成 本 表 967 

乘法 的 单位 元 233 

乘法 法 则 257 

FAW IL 233 

乘积 717 

乘积 法 则 134 

乘积 公式 ”110 

乘 性 函数 ”546 

程 函 方程 ”473, 476, 514 

尺度 函数 1171 

充分 条 件 872 

BR 626, 814 

EAA 874, 897 

EERE 693 

抽 彩 问题 977 

抽 民 原理 ”600 
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初 边 值 1142 
初等 对 称 函数 ”622, 681 
初等 函数 的 积分 138 
初等 函数 的 微分 132 
初等 因子 634 

初始 条 件 413, 1109 
初 值 1142 

初 值 - 边 值 问题 1142 
初 值 问 题 425, 426, 1109, 
1142 

初 值 问题 的 正则 性 ”528 
除法 615 
除法 法 则 257 
楚 列 斯 基 方 法 
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楚 列 斯 基 算 法 
楚 泽 1198 
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存在 命题 872 
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达 . 芬 奇 766, 1184 
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《大 法 》 619, 1185 
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代 换 311, 322, 332 
代 换 公式 ”140 
代数 650 
代数 闭 包 678 
代数 补 集 646 
代数 重 数 626, 633 
代数 函数 ”597, 685 
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代数 基本 定理 ”531, 544, 
550 

代数 集 831 

代数 几何 学 799 
代数 加 法 定理 574, 575 
代数 曲线 813 

代数 数 704 

代数 拓扑 ”538 

代数 问题 ”675 
代数 学 基本 定理 616 
代数 元 678 

带 约束 问题 929 

殖 复 结构 541 

戴 德 金 ”232, 597, 684, 715, 
829, 830, 1195 

戴 德 金 递归 公式 ”902 
戴 德 金 分 制 232 

戴 德 金 基本 分 解 定理 718 
WHS n 函数 582, 697 
戴 森 ”1047 

戴 森 基本 公式 452 

丹 齐 格 908 

单 变量 函数 的 微分 134 
单 步 法 1110 

单 步 方法 1064 
单 层 位 势 ”1163 
单调 性 ”309, 330 

单 连通 集 252 
单 连 通 区 域 531 

单 群 665 

单 射 ”642, 666, 888 
单位 715 

单位 根 226 

单位 矩阵 558, 606 
单位 算 子 641 

单位 圆 53 
单位 圆 上 的 反 演 554 
单 形 法 ”953 

单 值 化 ”802 
单 值 化 定理 553, 817 
单 值 性 定理 ”569 
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SH 256, 355, 358 
道 比 姬 丝 1174 
道 比 姬 丝 小 波 1174 
道格拉斯 ”1201 
德 拉 姆 定理 ”339, 540 
德 拉 姆 上 同调 ”303 

德 拉 姆 上 同调 群 ”637 
德 拉 瓦 莱 普 桑 ”691, 1196 
德 利 涅 ”1202 
德 林 费 尔 德 1203 
LAE 1181 

德 摩根 律 875, 886 
德 萨 格 760, 766, 825 
德 萨 格 定理 760 
等 边 三 角形 8 
等 价 表达 式 897 

等 价 定理 1145 

等 价格 581 

等 价 关系 ”892 

等 价 类 893 

等 价 字 599 

等 势 曲线 ”565 

等 温 面 358 

等 周 问题 931 

低 松 弛 1064 
ARBRE 875 

狄 奥 克 莱 斯 蔓 时 线 808 
狄 拉克 836, 860, 1198 
犹 拉 克 方 程 661, 860, 861 
狄 拉克 广义 函数 504 
狄 拉 克 和 矩阵 661 

狄 拉克 旋 量 代数 ”660 
狄 利克 雷 ”600, 689, 715, 
720, 1192 
AKA Ge IRAE 
狄 利克 雷 级 数 ”545 
狄 利克 雷 局 部 化 原理 694 
狄 利克 雷 算术 级 数 定理 690 
AASB ME 694 

狄 利克 雷 原理 ”563 

狄 利克 雷 准则 384 
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狄 利克 雷 LRA 686, 694 
迪 尼 多 内 747 

笛 卡 儿 14, 747, 766, 811, 
825, 1186 

笛 卡 儿 符 号 法 则 620 

笛 卡 儿 积 644, 887, 895 
笛 卡 儿 叶 状 线 ”809 
笛 卡 儿 坐 标 。23, 351 
EJLER 542 

递归 函数 ”902 

递减 函数 ”259 

递减 序列 ”240 

递 推 公式 ”699 

递增 函数 259 

递增 序列 ”240 
第 二 基本 型 781 

第 二 类 完全 椭圆 积分 9 
第 谷 39 

第 罗斯 问题 674, 683 

第 一 古 尔 丁 法 则 ”347 
第 一 基本 型 779 

棣 莫 弗 ”1009, 1010 
棣 莫 弗 定理 980 
棣 莫 弗 公式 55 

棣 莫 弗 极限 定理 “979 

标 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 局 部 极限 定 
理 1010 

棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 全 面 极限 定 
理 1010 

蒂 茨 ”1206 

fS 610 

典范 基 654 

典范 变换 479 

典范 方程 473 

典范 哈密 顿 方 程 476, 477, 
523 

典范 微分 形式 473 

典范 形式 484 

典范 映射 ”646 
典型 的 笛 卡 儿 坐 标 系 782 
典型 例子 697 


点 740 

点 电荷 ”567 

电磁 场 ”515 

电磁 位 势 503 

电动 力学 303 

电动 力学 的 麦克 斯 韦 方程 
503 

电荷 密度 503 

电流 369 

电流 密度 向 量 503 
电势 ”567 

电子 自 旋 862 

迭代 239 

ERIE 1063 
迭代 法 的 收敛 性 1152 
RAE 1152 

迭代 矩阵 1152 
nS 383, 422, 637 
定常 相 方法 125 

定 积分 142 

定 积分 表 182 

定向 841 

定义 域 43, 888 
EBA 820, 1183 
丢 番 图 等 价 824 
丢 番 图 定理 ”823 
EERDE 684, 820 
丢 番 图 几何 820 

丢 番 图 双 有 理 变换 824 
丢 勒 ”766, 1185 

动 理学 410 

动力 系统 414 

动力 系统 理论 686 
动量 429 

动量 守恒 517 

独立 事件 994 
杜 布 瓦 雷 蒙 ”386 
度量 350 

度量 空间 248, 594, 714 


度量 张 量 ”340, 780 

短 时 距 913 

对 称 303 

对 称 差分 1123 

对 称 多 线性 型 ”651 

对 称 函数 504 

对 称 和 矩阵 629 

对 称 群 ”663, 849 

对 称 双 线性 型 ”650 

对 称 性 ”428, 562 

对 导数 的 高 斯 和 魏 因 加 滕 方程 
784 

对 地 球 的 逃逸 速度 447 

对 分 法 ”1093 

对 换 664 

对 角 化 ”628 

AA 1058 

对 流 扩散 方程 1133 

对 流 项 “1128 

对 偶 不 等 式 38 

对 偶 单 形 法 ”963 

对 偶 基 354, 649 

对 偶 空间 648 

对 偶 曲 线 ”816 

对 偶 算 子 649 

对 偶 原 理 760 

对 数 24, 25, 50, 636 

对 数 导 数 140 

对 数 的 黎 曼 面 560 

对 数 的 主 值 560 

对 数 法 则 25 

WAAR 118 

对 数 积分 122, 691 

对 数 螺 线 792 

对 应 ”890 

多 变量 多 项 式 144 

多 变量 函数 的 积分 142 

多 变量 函数 的 微分 136 

多 步 法 1115 

多 尺度 分 析 1171 

多 重 零 点 的 主 定理 ”623 
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多 重 网 格 法 “1157 

多 重 线性 代数 ”851 

多 分 辨 分 析 1171 
多 复 变 函数 ”594 

多 线性 型 ”650 

多 项 式 68, 255, 577, 614, 

677 

多 项 式 逼 近 1104 
多 项 式 定理 30 

多 项 式 环 669 

多 元 分 析 1030 

多 元 回归 1032 

多 元 实 变 函 数 的 导数 ”274 
多 值 复 函 数 558 
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恩 里 克 斯 ”829 
—H 800 
ZEKA 378 

二 次 方程 229, 617 
二 次 函数 46 
二 次 互 反 律 712 
二 次 平均 逼近 ”1103 
二 次 平均 值 35 
二 次 曲面 ”630, 755 
二 次 曲线 630 

二 次 收敛 ”880 

二 次 数 域 717 

二 次 型 ”629 

二 对 角 线 矩阵 1062 
二 阶 变 分 296, 911 
二 进 制 数 220 

二 十 面体 12 

二 体 问题 448, 477 
二 项 不 等 式 34 

二 项 积分 148 

二 项 级 数 30 
二 项 式 定 理 29 
二 项 式 公式 ”28, 598 
二 项 式 系数 ”28, 598 


1283 


F 


发 散 级 数 求 和 386 

发 散 量 算 子 853 

法 尔 廷 斯 685, 825, 1201, 
1203 

法 拉 第 1191 

法 尼 亚 诺 573 

法 尼 亚 诺 加 法 定理 ”572 

法 向 导数 357 

法 向 量 775 

反 变 张 量 655 

反 变 坐标 354 

反 称 多 线性 型 ”651 

RAE 626, 631 

反 称 双 线性 型 650 

RBM 43, 261 

反 函 数 求 导 法 则 136 

反馈 控制 ”941 

反 三 角 函 数 64 

BY 224 

反 双 曲 函 数 66 

反 双 曲 函数 的 积分 182 
反 双 曲 正 弦 函 数 66 
反问 题 1176 

反应 项 1128 
反 余 切 函数 65 
反 余 弦 函 数 65 
反正 切 函 数 65 
反正 弦 函 数 65 

范 德 蒙 德行 列 式 —603 
泛 函 分 析 564 

ZAR 656 

范 德 瓦尔 登 597 

范 数 718 

方差 981, 986, 995, 1000 

方差 的 估计 1018 

方差 分 析 1030 

方差 加 法 公式 ”985 

方程 组 286 
方程 组 的 迭代 解 

FRE 11 
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FES 661 

方向 54, 536 

方向 导数 289, 357 
仿 射 变换 765 

仿 射 等 价 765 

仿 射 概 形 834 
仿 射 几何 学 ”765 
仿 射 群 765 

仿 射 向 量 349 
仿 射 子 空间 645 
WAKER 1146 
放射 性 衰减 404 
非 阿 贝尔 扩张 情形 “721 
非 标准 分 析 “ 293 
非 集合 883 

非 减 函数 43 
非 降 秩 顶 点 956 
非 欧 几 里 得 几何 914 
非 欧 双 曲 几何 学 ”745 
非 欧 椭圆 几何 学 ”744 
非 平稳 过 程 424 
非 齐 次 方程 组 ”610 
非 退 化 双 线 性 型 ”650 
非 退化 系统 489 
非 线性 单 步 法 1097 
非 线性 微分 方程 ”423 
非 线性 问题 1093 
非 线 性 最 优化 945 
非 谐振 子 356 

非 增 函数 43 

非 正常 极限 ”237 
菲 尔 兹 奖 1201 
菲 涅 耳 积 分 107 
RMR 1183 

费 恩 曼 1033, 1047 
费 恩 曼 积 分 417, 1047 
费 恩 曼 - 卡 茨 公式 ”1046 
HB 1202 

398) 1006 

REA 768 
费 雷 内 公式 777 
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HFE 792 

3115 683, 684, 747, 825, 
996, 1186 

RAG 806 
RAKE 685, 721 
费 马 定理 696, 711 
RORE 476 

He 1199 

费 米子 859, 863 
RER 1030 

费 希 尔 Z 分 布 89 
HUE 386 

分 布 562 

分 布 函 数 76, 980, 996, 
1001 

分 布 函数 的 x? 拟 合 检验 
1025 

分 部 积分 法 310 

分 部 积分 公式 ”140 
ay 286 

分 拆 696 

DHA 686 

分 次 647 

分 解 原理 ”334 

4H 678 

分 配 律 ”224, 390, 669, 885 
分 配 问题 964 

分 配 性 ”233 

分 歧 441 

分 式 理想 719 

分 式 域 673 

分 形 1033 

分 圆 方程 677, 683 
分 圆 域 597 

分 支点 560 

冯 - FZ 628, 836, 1050, 
1196 

汉 . 诺 依 曼 条 件 1146 

弗兰克 尔 900 

弗 雷 德 霍 姆 ”1197 

弗 雷 德 霍 姆 择 一 定理 ”612 


弗 雷 德 霍 姆 择 一 性 458 
HBR 827, 907 
HBR 277 
弗 雷 吹 导 数 483 
HERRI 277 
HERM 292 

弗 里 德里 希 斯 格式 ”1144 
弗 里 德 曼 1203 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 524 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 523 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 矩阵 ”1100 
弗 沃 特 斯 基 1204 
YEA 1052 

FS 600, 664 

FS 629, 846 

负荷 对 偶 862 

负荷 算 子 844 

负数 1182 

( 复 ) 导数 533 

复 函 数 的 收敛 性 ”533 
复合 定律 ”255 

复合 函数 ”280 

复合 函数 的 连续 性 ”244 
复合 梯形 公式 ”1088 
复合 辛普森 公式 ”1088 
复合 映射 ”889 

复 化 中 点 公式 ”1088 
复 可 微 的 ”533 

复 流 形 552 

复 平面 的 闭 包 554 

复 平面 C 的 辛 几何 540 
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克 莱 因 伯 格 1205 

克 莱 因 交换 四 元 群 ”665 
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克 伦 肖 算 法 1107 
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克 罗 内 克 符 号 628 
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空间 反射 ”862 

空间 曲线 774 

孔 采 维 奇 1204 

jig 1202 

控制 938 

控制 工程 391 

控制 理论 436, 919, 938 
库 朗 905 

库 默 尔 597, 684, 715, 720, 
830, 1194 

夸克 843 
快速 傅 里 叶 变 换 1166 
快速 吉文 斯 变换 1069 
亏 格 588 

亏 量 1062 
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拉 福 格 1204 
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拉 盖 尔 函 数 123 

拉 格 朗 日 ” 414, 435, 474, 
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拉 格 朗 日 定理 474 
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拉 格 朗 日 公式 1085 
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拉 格 朗 日 流 形 474, 486 
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拉 格 朗 日 子 空间 870 
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兰 伯 特 710 

兰 金 471 

兰 金 -于 戈 尼 奥 间 断 性 条 件 
518 

兰 金 - 于 戈 尼 奥 条 件 510 
朗 道 ”1198 

朗 兰 效 纲 领 721 
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勒 贝 格 307 
勒 贝 格 定理 ”260 
勒 贝 格 积分 307, 384 
勒 贝 格 零 测度 ”308 
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勒 雷 - 绍 德尔 原理 ”414 

勒 让 德 ”575, 826 

勒 让 德 变换 442, 476, 919 
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勒 让 德 多 项 式 102,116, 
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离散 傅 里 叶 变 换 1165 
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黎 曼 猜想 684, 689, 692 
黎 曼 定理 692 
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MERE 541 

黎 曼 面 553, 556, 575, 582, 
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黎 曼 面 的 亏 格 588, 806 
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AEF 303, 524, 635 
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李 雅 普 诺 夫 415, 456, 1006 
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里 茨 逼 近 法 ”460 
里 茨 - 伽 辽 金 方法 
里 基 耶 ”525 

里 卡带 微分 方程 ”436 
里 斯 1185 

里 斯 基 1171 
HARAR 1152 
理想 669, 716 

理想 流体 481 

理想 论 721 

理想 数 715 

力 349 

力 的 平衡 ”415 

力 密度 482 

力 线 364 

力学 ”303, 474 
力学 的 守恒 律 365 
立方 体 10,12 

立体 图 形 10 
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10 
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利 奥 纳 多 1183 
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EARTH 699 
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联合 分 布 1001 
联合 分 布 函数 
联合 分 布 函数 族 
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量子 化 488 

量子 化 规则 ”922 
量子 化 过 程 685 
量子 化 运动 ”505 

量子 力学 ”488, 505, 975, 
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林 德 伯 格 1006 
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临界 集 817 
临界 线 692 
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零点 68, 616 
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零点 定理 ”459 

FER 605 

FAF 607, 669 

刘 维 尔 457, 1193 

刘 维 尔 逼 近 定理 705 
刘 维 尔 定理 ”482, 488, 544, 
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Wi 480, 564 

流 定 理 481 

流 过 程 513 

流 算 子 480 

流 算 子 线性 化 ”483 
流体 动力 学 ”564 

流 线 364, 480 

流 形 的 切 空 间 637 

AX 543, 577 

留 数 定理 ”547, 565 
留 数 计算 531 

六 边 形 6 

龙 贝 格格 式 ”1083 
龙 贝 格 求 积 ”1089 

龙 格 原理 ”1112 
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挛 生 素数 695 
SR 810 

罗 巴 切 夫 斯 基 744, 1193 
罗斯 逼近 定理 705 
罗素 883, 907, 1197 
SB 1201 

逻辑 895 

逻辑 等 值 ”873 

逻辑 定律 ”874 

逻辑 函 子 900 

逻辑 学 基本 定理 ”875 

螺 线 792 

洛 必 达 法 则 245, 265 

洛 朗 级 数 543 

洛 朗 展开 定理 ”542 

洛 朗 展开 式 578 

洛 朗 展开 式 中 的 主要 部 分 
545 

HERRER 854 

洛 伦 效 群 837, 849 
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马尔 古 利 斯 1202 

马尔 可 夫 1006, 1040 
马尔 可 夫 遍 历 定理 ”1041 
马尔 可 夫 链 ”1040 

码 711 

WR 1193 

迈 特 纳 1198 

Zna 1204 
Ka 567, 974, 987, 
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麦克 斯 韦 方程 503, 856, 
918 

麦克 斯 韦 方程 的 初 值 问题 
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麦克 斯 韦 方程 的 对 偶 对 称 性 
858 
麦克 斯 韦 速度 分 布 987 
麦克 唐 纳 函 数 120, 593 
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满 射 ”642, 666, 888 
满 态 射 象 ”667 

芒 福 德 、1202 

梅 钦 708 

蒙 日 ”766, 768, 1191 
蒙特 卡 罗 方 法 ”990 
KAR 1202, 1206 
米 塔 - 列 夫 勒 定理 ”545 
密度 482, 518 
TU 717 

THEN] 24 

TERR 48, 570 
TRI 31 

BAR 113, 374, 380, 531, 
534, 595 

PAAR 113 

TRE 890 

eA 1052 

面积 724 
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闵可夫 斯 基 835, 1195 
闵可夫 斯 基 不 等 式 ”36 
闵可夫 斯 基 格 点 定理 713 
闵可夫 斯 基 几 何 849 
闵可夫 斯 基 - 哈 塞 定理 715 
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命题 871 

命题 逻辑 896 

模 J 函数 580, 582 
RAE 581 

Bip 581 

BRE 581 

模 群 的 基本 域 581 
模 形式 ”575, 581 
莫 德 尔 猜想 685 
莫 德 尔 定理 ”824 
莫 尔 斯 指数 ”629, 846 
莫 尔 韦 德 公式 ”737 
莫 韦 德 公式 ”725 
莫 泽 415, 489, 1199 
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默 比 乌 斯 “557, 637 
默 比 乌 斯 变换 557 
默 比 乌 斯 的 重心 坐标 766 
默 比 乌 斯 反 演 公式 689 
默 比 乌 斯 函数 ”689 
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纳 皮 尔 26, 1187 
AERAR 737 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 
HAR 668 
AR 797 

内 乘法 659 

内 代数 ”851 
内 点 250 

AR 485, 649 
AWE 23, 730 
内 维尔 算法 ”1082 
内 自 同 构 集 666 
能 量 280, 477.505, 506 
能 量 方法 519 

能 量 守 恒 。367, 428, 482, 
517, 520, 911, 921 

E 量 守恒 方程 439 
能 量 守 恒 律 ”428 

拟 合 1070 

拟 线性 方程 ”424 

拟 线性 组 ”511 
拟 周 期 运动 ”487, 490 
WARE 608 

WERE 607 
WEENIE 1059 
逆 线 性 算 子 ”642 

逆 象 ”890 
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WIR 663 
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牛顿 插值 公式 1078 
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牛顿 多 项 式 1078 
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牛顿 二 项 级 数 
牛顿 法 1094 
牛顿 法 则 621 
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牛顿 级 数 708 

牛顿 - 坎 托 罗维奇 方法 “1096 
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1198 

诺 特 定理 ”429 

诺 特 环 717 
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欧 多 克 索 斯 “232, 1181 
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欧 拉 乘 子 438 
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欧 拉 递 推 公式 ”697 

欧 拉 定理 ”30, 692, 696, 711 
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欧 拉 法 1110 
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欧 拉 积 546 
欧 拉 积分 “125 
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欧 拉 -麦克 劳 林 积 分 公式 
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欧 拉 -麦克 劳 林 求 和 公式 
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欧 拉 数 3, 33 

欧 拉 运动 方程 481 

欧 拉 D 函数 119 

欧 拉 o 函数 ”689, 711 

欧 拉 e 函数 48, 49 

欧 氏 几何 722 

欧 氏 几何 学 752 

偶 函 数 45, 577 

偶 排 列 600 

偶数 ”686 
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帕 普 斯 ”1183 
帕 塞 瓦尔 方程 
帕 施 公理 741 
帕斯卡 ”766, 811, 825, 996, 
1187 

帕斯卡 三 角形 ”29 

帕斯卡 蝎 线 794 

排列 598 
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判别 分 析 
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判别 式 ”72, 230, 577, 617, 
622, 718 

庞 加 莱 124, 414, 415, 469, 
531, 805, 806, 812, 824, 
1194 

庞 加 莱 的 相对 积分 不 变量 
483 

EMKE 303, 819 

庞 加 莱 - 嘉 当 的 绝对 积分 不 变 
量 483 

庞 加 莱 模 型 745 
庞 加 莱 群 ”849 
庞 加 莱 引 理 301, 339, 485, 
525 

抛物 的 拟 线性 组 512 
抛物 面 542 

抛物 扇形 8 

抛物 微分 方程 1138 
抛物 线 20 
抛物 线 的 切线 方程 20 
泡 利 矩阵 660, 860 

佩 尔 方程 ”822 

WE ARB 1201, 1204 
佩 龙 定理 627 
佩 亚 诺 定理 ”431 

配 分 函数 ”686, 693 
配置 法 1127 

ESSE 766, 1192 
RFE 543 
皮卡 和 林 德 勒 夫 定 理 。”431 
皮卡 - 林 德 勒 夫 唯一 性 定理 
413 

毗邻 星 5 

Wa FRX 136, 274, 412 
偏 微 分 方程 412, 494, 1121 
频率 226, 979 

频数 1024 

平凡 子 群 ”664 

平方 根 44, 636 
平方 根 的 黎 曼 面 558 
平方 数 的 和 31 
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平衡 方程 366 
平衡 过 程 513 
平衡 态 406 
平衡 态 的 分 歧 800 
平衡 原理 424 
平均 求 和 公式 
平均 曲率 782 
平均 误差 的 均值 ”1072 
平面 24 

平面 解析 几何 学 中 的 基本 公式 
14 

平面 曲线 768 
平面 三 角 学 ”723 

平面 图 形 7 

平稳 过 程 424, 500 
平稳 热 方程 499, 520 
平稳 时 间 序 列 1036 
平行 公理 ”906 

平行 流 565 

平行 四 边 形 7 

平行 移动 ”483 

平移 752 

泊 松 ”1009, 1011 

泊 松 逼近 定理 1012 

泊 松 方程 499, 514, 1127 
泊 松 方程 的 第 二 和 第 三 边界 值 
问题 936 

泊 松 方程 的 第 一 边界 问题 
935 
泊 松 分 布 
泊 松 公式 

泊 松 括号 486, 921 

泊 松 力学 488 

泊 松 运动 方程 922 

w= 991 

ERE A 991 

普 朗 克 685, 918, 925, 1194 

普 朗 克 常 量 505 

普 朗 克 辐 射 定律 ”507 

普 朗 克 量子 公 式 507 
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普 朗 克 作 用 力量 子 922 
普 吕 克 493, 767 

谱 634 

谱 半 径 625, 634, 1063 
谱 等 价 1154 

谱 定理 ”627, 1037, 1039 
谱 分 析 1036, 1038 
谱 论 801 

WERE 1037 

谱 密度 的 估计 1038 
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期 望 ”981, 999, 1020, 1033 
期 望 的 估计 量 1018 


期 望 的 置信 区 间 1019 
期 望 值 的 估计 1018 
齐 次 方程 423 


齐 次 微分 方程 423, 437 
齐 次 坐标 759 

"A 590,772 
AME 802, 828 
奇异 844 
奇异 解 441 
奇异 值 1075 
奇异 值 分 解 
KA 286 
气体 动力 学 517 

气体 运动 方程 517 

前 进 方程 1041 
强大 数 定律 ”1006, 1015 
强 极 小 值 911 

切 触 变换 ”493 

切线 ”256, 263 

切线 方程 256 

切 向 梯形 公式 ”1088 
切 比 雪 夫 1006, 1009, 1192 
切 比 雪夫 不 等 式 981, 1000 
切 比 雪夫 定理 ”1005 

切 比 雪夫 多 项 式 1090, 1105 
切 比 雪 夫 范 数 1107 
AURF 506 
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琼斯 1203 
丘成桐 1203 
丘 德 诺 夫 斯 基 兄 弟 
AEH 900 
RA 534 
RAS 26,27 
求 积 534 

求 积分 “1086 
求 积 符号 ”26, 28 
求 积 公式 ”1086 
求 商 的 法 则 ”534 
球 10, 346 
球 冠 11 

球 函数 ”102 

球 极 平面 投影 ”556 
球面 摆 590 
球面 函数 509 
球面 几何 学 ”734 
球面 角 和 736 
球面 三 角形 735 
球面 坐标 344, 362, 363, 
506 

球台 11 

区 间 220 

区 域 252 

曲率 769 

曲率 半径 22, 769 
曲面 的 切 平面 637 
曲面 的 显 式 方程 778 
曲面 的 隐 式 方程 778 
曲面 积分 “341 

曲面 截 线 784 

曲线 535 

曲线 的 弧 长 ”774 
曲线 的 亏 格 817 
曲线 的 切线 ”637 
曲线 的 质量 317 

曲线 积分 338, 492, 535 
曲线 坐标 ”343 

全 纯 变换 原理 ”552 

全 纯 函 数 的 柯 西 展开 式 541 
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全 纯 性 原理 ”381 
全 纯 域 595 
Be 723 
全 等 公理 ”742 
全 概率 公式 ”993 
全 体 事 件 976 
全 微分 137, 296, 437 
全 序 894 
ZFR 894 
群 663 
BKB 664 
Hw 597 
FIR 666 
群 同 态 665 
群 运算 663 
R 
Tim 289 
热传导 418, 498 
热 导 方程 412, 421, 513, 
514, 1138 
《 热 的 解析 理论 》 495 
热 方程 578 
热 扩 散 498 
热力 学 ”280, 303, 421, 518 
热力 学 第 二 定律 ”471, 490 
热力 学 第 一 定律 ”490 


热力 学 位 势 ”492 
热流 369 
热流 密度 ”499 
热能 490 
热源 408 


AGH BE COBE 42 
容量 利用 问题 963 
容许 函数 ”328, 390 
fe KS AREA 549 
TAM 597,633 
若 尔 当 块 ”633 
若 尔 当 曲线 535 

若 尔 当 正规 形式 ”633 
弱 大 数 定律 ”1005 
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弱 极 小 值 911 
弱 解 1148 
弱 形式 1124 
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萨 拉 姆 1200 

塞 尔 829, 1201, 1205 
塞 尔 贝 格 1201 

塞 雷 768 

ZPE 829 

三 重 积 353 

三 次 方程 618 

三 次 预 解 方程 620 
三 等 分 任意 角 674, 683 
三 对 角 线 方程 组 ”1062 
三 个 著名 古代 问题 674 


三 角 不 等 式 ”34, 36, 223, 


724 

三 角 插 值 1105 
三 角 多 项 式 1165 
三 角 函 数 。 52, 116 
三 角 函 数 的 积分 “166 
三 角 剖 分 1125 
三 角形 6,7 

三 角形 形式 ”611 
三 体 问题 469 
散 度 358, 361 
色散 关系 ”532 
森 重 文 1203 
扇形 8 

商法 则 134 
商 环 ”670 

商 集 893 

商 空 间 645, 893 
商 群 ”666 

商 域 673 

JH 471, 490, 949, 987 
RR 1148 
HAE 1148 

上 半 平 面 557 
上 极限 241 
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上 界 234, 894 

上 确 界 234 

上 同调 721 

Eği 1054 

绍 德尔 的 不 动 点 定理 ”432 
舍 入 1052 

BARE 1053 
EPR 480 

设计 问题 965 

射线 741 

(射影 变换 ) 群 765 
HR 832 

射影 等 价 766 

射影 点 759 

射影 几何 学 759 

射影 群 762 

射影 映射 761 

摄 动 41 

伸缩 360 

生成 子 667 

生日 问题 978 

声波 516 

声速 ”517 

FR 1062 

RIA 670 

剩余 类 环 670 

施 蒂 费 尔 26 

施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 定 理 ”892 
施 密 特 正 交 化 过 程 628 
施 派 泽 908 

HRA 767 
施 泰 尼 茨 广义 代数 学 678 
施 泰 尼 茨 基 交 换 定理 639 
施 陶 特 767 

施 图 姆 457 
施 图 姆 定理 ”459, 621 
施 瓦 区 不 等 式 35 
施 瓦 茨 定理 275 

施 瓦 茨 反 射 原理 570, 586 
施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 映 射 公 
式 561 
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HTL? 1201 

施 温 格 1199 

十 二 面体 12 
十 进 制 小 数 218 

时 间 的 反射 ”862 

时 间 序 列 1034, 1036 
实 部 532 

实 射影 空间 762 
实 射影 平面 759 
实数 214, 604, 703 
实数 乘法 群 663 
实数 的 希 尔 伯 特 公理 ”232 
实 值 函 数 42 

矢量 空间 638 

示 性 函数 1009 
事件 976 
事件 的 逻辑 演算 ”992 
势 304 

势能 365 

视差 5 

试 位 法 ”1093 

试验 数据 ”74 

适 定 问题 418, 880, 1176 
适 定性 ”405, 408 
收敛 半径 ”380, 634 
收敛 的 迭代 法 “1152 
收敛 的 展开 式 124 
收敛 的 子 序列 准则 ”241 
收敛 阶 ”1094 

收敛 速度 1153 
收敛 性 ”384 
收敛 性 的 柯 西 准则 375 
收敛 性 判别 法 700 
收敛 域 380, 534, 542 
WS] 531 

收敛 准则 375 
收敛 子 序 列 251 
FERT 863 

手 征 性 863 

守恒 量 429, 467, 470 
守恒 量 对 合 488 
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守恒 律 428, 449, 481, 518 
守恒 形式 1147 

书籍 问题 ”598 

MBOTE 471, 472 

输出 ”1051 

输入 1051 

输入 误差 1053 

数理 统计 74, 1016 
数理 统计 基本 策略 1017 
数理 统计 中 的 表 82 
数理 统计 主 定理 
数量 264 
数论 684 
数论 策略 685 
数学 常数 3 
数学 上 的 正方 向 17 
《数学 原理 》 1197 
数 域 597, 720 

数值 逼近 1102 

数值 积分 1086 

数值 计算 1051 

数值 离心 率 18, 19, 20 
数值 求解 微分 方程 1109 
数值 通 量 1148 

数值 微分 1076, 1085 
双 层 位 势 ”1163 
WHA 573 

双 纽 线 余弦 函数 ”573 
双 纽 线 正弦 函数 573 
双 曲 函数 116 
双 曲 几何 的 “运动 ” 747 
双 曲 螺 线 793 

双 曲 平面 745 
双 曲 三 角 学 746 

双 曲 扇形 8 

双 曲 微分 方程 1142 
IHR 19 

双 曲 线 的 渐 近 线 19 
双 曲 线 的 切线 方程 19 
MHAD 63 

双 曲 余弦 61 


1022, 1023 


双 曲 正切 63 

双 曲 正弦 61 
双全 纯 552 

双 射 ”642, 880 
WATER! 650 

双 有 理 等 价 815 

水 星 的 近日 点 运动 42 
瞬时 扩散 方程 498 
瞬时 热 方程 ”497 

斯 蒂 尔 切 斯 积分 ”998 
斯 蒂 费 尔 118 

斯 蒂 文 57 

斯 梅 尔 ”1202 

斯 米尔 诺 夫 1205 
斯 皮尔 曼 1205 
斯 特 拉 斯 曼 1198 
斯 特 林 1010 

斯 特 林 插 值 公式 ”1 081 
斯 特 林 公式 3.1010 
斯 特 林 公式 ”572 

斯 托 克 斯 定理 333, 481, 
540 

斯 托 克 斯 方程 1134 
斯 托 克 斯 积分 定理 。 369 
四 边 形 6 

四 次 方程 619 

四 次 曲线 810 

四 面体 12 

四 元 数 660, 673 
松弛 因子 1064 
苏丹 1205 

苏 美 尔 5 

素 理想 ”716 

Rie 834 

BR 546, 677,687 
素数 表 109 

素 域 672 

素 元 716 

速度 516 

速度 场 485 
速度 势 ”564 


算法 1051, 1183 

算法 的 稳定 性 1054 
《算术 》 1183 

BREACH 687 

算术 级 数 27 

算术 平均 法 ”386 

算术 平均 值 35 

《算术 研究 》 684, 686, 719 
1190 

算 子 代数 715 

算 子 的 符号 642 

随机 变量 74, 975, 995, 
1003 

随机 变量 的 独立 性 ”985 

随机 过 程 498, 975, 1032 

随机 函数 ”975, 995 

随机 和 矩阵 1040 

随机 事件 975 

随机 向 量 983, 1001, 1002 

随机 样本 1017 

缩 并 656 

索 伯 列 夫 空 间 342, 510, 
1129 
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塔 尔 塔 利 亚 ”619 
塔 尔 扬 1205 

太阳 352, 489 
太阳 的 毁灭 ”42 

太阳 系统 稳定 性 ”489 
泰勒 ”1189 

泰勒 定理 ”266, 290 

泰勒 级 数 ”263, 357, 381, 
404 

泰勒 斯 731, 1181 

泰勒 斯 定理 ”730 

泰勒 展开 637, 774 

BF 1206 

弹性 波 516 

弹性 杆 415 

弹性 理论 。509 
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弹性 膜 936 

弹性 体 的 形变 516 

汤普森 ”1202, 1206 

唐 纳 森 ”1203 

陶 哲 轩 1204 

特 普 利 茨 矩 阵 1167 

特殊 函数 值 表 97 

特殊 级 数 110 

特殊 三 角形 725 

特征 ”427, 502, 511, 512, 
515, 720, 1142, 1143 

特征 多 项 式 1066 

特征 方程 625 

特征 线 467, 469, 470 

特征 向 量 625 

特征 振荡 ”407, 494 

特征 值 ”625 

特征 值 方法 1100 

特征 值 问 题 593, 1066 

特征 族 1142 

特征 组 ”523 

梯度 357, 361 

梯度 法 1156 

梯形 7 

梯形 公式 
体 671 
体 的 特征 ”671 
体积 的 导数 ”367 
体积 位 势 ”371 

体积 形式 ”341, 850 

KRÆ 5 

天 体力 学 
490, 686 

天 王 星 41 

调和 分 析 1165 

调和 函数 500 

调和 平均 值 35 

调和 振动 ”685 

调和 振子 637 

条 件 分 布 1004 

条 件 概 率 992 


1113 


125, 448, 469, 
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条 件数 ”1054, 1062 
条 件 稳定 性 ”1145 
跳跃 510 
通常 勒 贝 格 积分 329 
通 量 368 

同 构 ”640, 650, 670 
同 构 律 ”667 

同 伦 路 径 ”537 
[Med 537 

[HR 287 

la 650 

同调 538 

同调 代数 ”721 

同调 路 径 ”538 

同调 曲线 538 
同调 群 668 

同位 旋 844 

同 余 710 

统计 力学 986 
统计 物理 的 基本 问题 “949 
统计 物理 学 ”303, 693, 986 
统计 系统 “686 

HUP 11 

投影 定理 725 

投影 映射 ”889 
"EAE 946 
RABY 629, 773 
图 灵 1198 

图 西 1184 

图 像 43, 888 

推论 ”872 

推演 规则 898 
FEHB 798, 820, 1182 
fti 800, 1201 
EER 11 
椭 球 表面 积 11 
椭圆 8,18 
椭圆 的 几何 刻画 18 
椭圆 的 拟 线性 组 ”512 
椭圆 的 切线 18 
椭圆 狄 拉克 算 子 868 
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椭圆 函数 ”574, 576, 686 

椭圆 函数 域 578 

MAJIK 590 

椭圆 积分 “11, 103, 119, 
148, 575, 582, 590, 803, 
916 

椭圆 积分 的 反 函 数 ”573 

椭圆 积分 的 一 般 理论 9 

椭圆 曲线 ”575, 802 

椭圆 曲线 上 的 群 结构 ”804 

椭圆 曲线 上 加 法 结构 ”804 

HARE S 

椭圆 型 方程 1128 

椭圆 型 微分 方程 ”1127 

MAAK 8 

拓扑 ”587 

拓扑 结构 ”587, 588 

拓扑 空间 556 

拓扑 学 ”414, 637 
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瓦尔 特 斯 豪 森 777 

瓦 格 斯 达 夫 826 

瓦 拉 德 汉 1205 

瓦 利 安 特 1205 

外 摆 线 796 

外 边 值 问题 1163 

外 代数 ”659, 851 

外 代数 的 基本 定理 ”658 

外 导数 ”852 

外 点 250 

外 尔 457, 531, 556, 905 
1195, 1197 

外 尔 引 理 ”500 

外 积 298, 649, 651, 658 

外 接 圆 ”730 

外 力 密度 518 

外 推 1082 

外 直 和 647, 659 

完备 的 规范 正 交 系 507 

完备 性 公理 ”233 
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完全 性 公理 ”743 
ABH 585 

万 有 引力 常量 40 

威 顿 686, 1203 

威 尔 科 克 和 森 检验 ”82, 1027 


威 尔 科 克 森 检验 的 临界 数 
94 

BURH 1200 

威 格林 1205 

BUR 1034 


微分 不 等 式 466 

微分 的 变换 法 则 293 

微分 法 603 

微分 方程 ”685 

微分 方程 的 阶 ”421 

微分 方程 特征 ”427 

微分 方程 组 421 

微分 几何 540 

微分 理想 530 

微分 式 ”299, 538 

微分 式 变 换 ”300 

微分 式 的 乘法 法 则 301 

i^ IHR 287 

微分 拓扑 ”303 

微分 形式 ”654 

微分 形式 w 的 拉 回 526 

微 积分 685, 1187, 1188 

微 积 分 基本 定理 ”304, 309, 
318, 537 

微 积分 学 ”413 

韦伯 ”721, 829, 830 

韦 达 57, 597, 1185 

FARFAR 707 

韦 达 定理 ”618, 622, 1099 

35 685, 829 

唯一 性 430, 519 

唯一 性 定理 ”418, 431 

唯一 性 证 明 877 

唯一 因子 分 解 环 716, 719 

维尔 纳 1204 

维 格 纳 838 


维 拉 尼 1205 

维 拉 索 罗 代 数 661 

维 兰 特 的 唯一 性 结果 572 

HE 2E erp B3 EAR 
1070 

44) 1197, 1199 

维 纳 测度 1045 

维 纳 过 程 1045 

维 纳 积分 1033 

维 诺 格拉 多 夫 695 

维 数 350, 638 

HER ERE 640 

伪 法 正 交 基 846 

伪 球 面 782 

伪 凸 域 ”596 

伪 丁 几何 836 

HEFE 847 

尾数 1052 

REX 238 

未 定 元 228 

位 势 方 程 1128 

位 势 公式 ”337 

谓词 逻辑 899 

魏 尔 斯 特 拉 斯 “148，530， 
564, 575, 633, 802, 806, 
1033, 1192 

魏 尔 斯 特 拉 斯 乘积 公式 ”544 

魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ”244, 255 

魏 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 ”595， 
827 

魏 尔 斯 特 拉 斯 E 函数 927 

魏 尔 斯 特 拉 斯 P 函数 ”589 

温 柏 格 1200 

温度 ”280, 693 

温度 分 布 497 

稳定 平衡 ”424 

稳定 平衡 状态 1097 

稳定 算法 1054 

稳定 性 ”289, 406, 414, 455 
1054 


稳定 性 的 必要 条 件 ”1145 


稳定 性 条 件 1145 
涡 481 

涡 线 481 

沃 尔 积 387 

沃 利 斯 乘积 公式 708 

无 界 函 数 的 积分 “314, 326 
无 界 区 间 上 的 积分 “313, 326 
无 理 函 数 的 积分 155 

无 理 数 218 

无 理性 判别 法 则 “704 

无 平方 因子 717 

无 穷 部 分 分 式 分 解 ”113 
EARE 131, 387 
FARR 266, 374 
FA 292, 413 
FADER 837 

EA ABH 848 
无 穷 小 旋转 360 
无 穷 远 点 49, 759, 766 
ERR 891 

无 限 连 分 数 699 

RER 1205 

RHE 863 

五 边 形 6 

误差 分 析 1051 

误差 估计 267, 290 
误差 估计 子 1151 

误差 指示 子 1150, 1151 
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西北 角 规 则 969 

西 尔 维 斯 特 惯性 律 630 
RA Bim 1200 
希 尔 伯 特 ”277, 550, 564, 
587, 597, 628, 684, 690, 
695, 740, 801, 830, 895, 
906, 907, 918, 1103, 1194 
希 尔 伯 特 不 变 积 分 483 
希 尔 伯 特定 理 743 

希 尔 伯 特 基 定 定理 ”717 
希 尔 伯 特 矩阵 1103 
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希 尔 伯 特 空间 383, 637 
希 尔 伯 特 类 域 论 720 
希 尔 伯 特 零点 定理 ”832 
希 尔 伯 特 - 施 密 特 理论 。457 
A 798 

希 帕 凯 斯 的 周转 圆 798 
TANT 1182 

析 取 命题 ”871 

席 卡特 1187 

狭义 相对 论 303, 853 
下 极限 241 

PR 234 

下 确 界 235 

下 调和 函数 596 

Fä 1054 

先 验 估计 466, 880 
弦 论 541, 581, 806 
弦 振 动 495 
pe FE 514, 519, 938 
BASE 1115 

显 式 龙 格 - 库 塔 法 ”1111 
显著 性 检验 (t 检验 ) 1020 
线 740 

RER 318 

线性 包 647 

线性 代数 ”636 

线性 迭代 1152 

线性 泛 函 ”648 

线性 方程 组 ”609, 1055 
线性 方程 组 的 条 件数 ”1062 
线性 函数 46 
线性 化 原理 ”637 
线性 空间 637 

线性 离心 率 18, 19, 20 
线性 流 形 645 

线性 生成 ”647 
ZEW 1094 
线性 双 曲 方程 1147 
线性 算 子 ”640 

线性 弹性 理论 516 
线性 微分 方程 422, 454 
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线性 无 关 350 
线性 无 关 的 行 矩 阵 612 
线性 无 关 性 ”612, 638 
线性 误差 方程 1071 
线性 性 390 

线性 组 合 350, 637 
线性 最 优化 ”952 

线性 最 优化 的 基本 理论 952 
线性 最 优化 问题 955 
线性 最 优化 中 的 对 侦 性 ”962 
相对 计算 精度 ”1053 
相对 误差 1052 
相关 检验 ”1021 
相关 曲线 1004 
相关 系数 ”983, 1003 
相互 独立 的 随机 变量 
相互 作用 509 
相 容 的 单 步 法 
相 容 性 ”1145 
相 容 性 条 件 426, 522 
相似 变换 554, 627 
相似 变换 群 723 
相似 几何 723 
相似 性 ”723 
相似 性 定理 ”634 
香农 1199 

享 泽 尔 715 

向 后 变换 1165 

向 后 差分 1123 
向 后 欧 拉 法 1117 
向 量 349 

向 量 场 ”358 

向 量 乘 以 标量 349 
向 量 从 637 
BRE 747 

向 量 积 352 

向 量 加 法 ”349 

向 量 梯度 ”361 
向 量 值 函数 354 

向 前 差分 “1123 

向 前 误差 分 析 1053 


1002 


1110 


1300 


~ 


相 空间 482, 920 
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